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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ВНЕШНИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ ЭЛЕКТРОНОВ  
НА ИОНАХ ВОДОРОДОПОДОБНЫХ ДОНОРОВ  
В НЕВЫРОЖДЕННЫХ ПОЛУПРОВОДНИКАХ

Аннотация. В квазиклассическом приближении квантовой механики развита модель локализации электронов 
проводимости на ионах водородоподобных доноров во внешнем магнитном поле. Проведен расчет термической энер-
гии ионизации доноров в слабо легированных и умеренно компенсированных кристаллах арсенида галлия и антимо-
нида индия n-типа в зависимости от индукции внешнего магнитного поля. В отличие от известных теоретических 
работ (с использованием вариационных методов решения уравнения Шредингера) предложено простое аналитиче-
ское выражение для энергии ионизации донора в магнитном поле, которое количественно согласуется с известными 
экспериментальными данными. Показано, что величина магнитного поля, индуцированного орбитальным движени-
ем электрона вокруг ионного остова донора, пренебрежимо мала по сравнению с внешним полем и не вносит вклада 
в энергию ионизации доноров.

Ключевые слова: полупроводник n-типа, водородоподобные примеси, локализация электронов, магнитное поле
Для цитирования. Локализация внешним магнитным полем электронов на ионах водородоподобных доноров 

в невырожденных полупроводниках / Н. А. Поклонский [и др.] // Вес. Нац. акад. навук Беларусі. Сер. фіз.-мат. на-
вук. – 2020. – Т. 56, № 2. – С. 239–252. https://doi.org/10.29235/1561-2430-2020-56-2-239-252

Nikolai A. Poklonski, Aliaksandr N. Dzeraviaha, Sergey A. Vyrko

Belarusian State University, Minsk, Belarus

LOCALIZATION BY AN EXTERNAL MAGNETIC FIELD OF ELECTRONS ON THE IONS  
OF HYDROGEN-LIKE DONORS IN NON-DEGENERATE SEMICONDUCTORS

Abstract. In the quasi-classical approximation of quantum mechanics a model for the localization of conduction electrons 
on the ions of hydrogen-like donors in an external magnetic field was developed. The thermal ionization energy of donors in 
lightly doped and moderately compensated crystals of gallium arsenide and indium antimonide of n-type was calculated 
depending on the induction of the external magnetic field. In contrast to the known theoretical works (which use variational 
methods for solving the Schrödinger equation), a simple analytical expression is proposed for the ionization energy of the 
donor in the magnetic field, which quantitatively agrees with the known experimental data. It is shown that the magnitude of 
the magnetic field induced by the orbital motion of the electron around the ion core of the donor is negligible compared to the 
external field and does not contribute to the ionization energy of donors.

Keywords: n-type semiconductor, hydrogen-like impurities, localization of electrons, magnetic field
For citation. Poklonski N. A., Dzeraviaha A. N., Vyrko S. A. Localization by an external magnetic field of electrons on 

the ions of hydrogen-like donors in non-degenerate semiconductors. Vestsі Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia 
fіzіka-matematychnykh navuk = Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Physics and Mathematics se-
ries, 2020, vol. 56, no. 2, pp. 239–252 (in Russian). https://doi.org/10.29235/1561-2430-2020-56-2-239-252

Введение. В работе [1] введено понятие о «вымораживании» свободных электронов магнит-
ным полем на водородоподобные доноры в полупроводниках (исходя из анализа гальваномаг-
нитных измерений на кристаллах n-InSb при температуре жидкого гелия). Особенностью этого 
полупроводника является большое значение эффективного боровского радиуса и, как следствие, 
перекрытие электронных оболочек соседних атомов примесей при малых их концентрациях. 
При приложении к полупроводнику магнитного поля размер орбиты донорного электрона в пло-
скости, перпендикулярной направлению магнитного поля, уменьшается, и существует такое 
значение магнитной индукции, при котором перекрытие электронных оболочек не наблюдается, 
что и называют магнитной локализацией электронов. В работе [2] энергия ионизации донора 
в магнитном поле находилась как разность энергий дна c-зоны и уровня энергии донора в запре-
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щенной зоне полупроводника; для расчета положения дна c-зоны учтено квантование состояний 
электрона проводимости (т. е. уровни Ландау) без учета спинового расщепления уровней Ландау. 
Положение уровня энергии донора находилось путем решения уравнения Шредингера вариа-
ционным принципом. В работах [3, 4] вариационным методом найдены уровни энергии донора 
в n-InSb в основном и первом возбужденном состояниях, учитывая непараболичность зависи-
мости энергии электрона c-зоны от его волнового вектора. Экспериментально определены тер-
мические энергии ионизации доноров в кристаллах антимонида индия [5] и арсенида галлия [6] 
в магнитном поле из измерений температурных зависимостей концентрации электронов c-зоны. 
В работе [7] была высказана идея о возможности локализации электронов проводимости метал-
ла на положительно заряженных ионах примеси под действием внешнего постоянного магнитно-
го поля (см. также [8]), однако не обозначены условия, при которых такая локализация электрона 
возможна. 

Цель работы – описать в квазиклассическом приближении схему локализации электронов из 
c-зоны внешним магнитным полем на термически ионизованных донорах в слабо легированных 
немагнитных кристаллических полупроводниках n-типа при криогенных температурах. Работа 
построена по принципу «просто о сложном» [9, 10] в рамках полуклассической квантовой ме-
ханики (см., напр., [11]). Конкретно решается задача: рассчитать изменение термической энер-
гии ионизации водородоподобных доноров в кристаллах арсенида галлия и антимонида индия 
n-типа при помещении их в магнитное поле.

Основные соотношения. Рассмотрим полупроводник с концентрацией водородоподобных 
доноров N = N0 + N+1 в зарядовых состояниях (0) и (+1) и концентрацией акцепторов KN, полно-
стью находящихся в зарядовом состоянии (−1), где 0 < K < 1 – степень компенсации доноров ак-
цепторами. Зарядовые состояния примесей указаны в единицах элементарного заряда e. Условие 
электрической нейтральности в кристалле для случайного распределения примесей имеет вид 
n + KN = N+1, где n – концентрация электронов в c-зоне. Считается, что уровни энергии доно-
ров расположены в запрещенной зоне (энергетической щели полупроводника) достаточно близко 
к дну c-зоны, так что эффективная масса электрона на доноре фактически равна эффективной 
массе электрона на дне c-зоны.

Пусть электрон из c-зоны кристалла движется в плоскости, перпендикулярной направлению 
магнитной индукции, по круговой орбите, в центре которой расположен донор в зарядовом со-
стоянии (+1). На электрон действуют три силы: центробежная Fr, лоренцева FL и кулоновская FC 
(рис. 1). Поскольку радиус-вектор электрона rt , вектор его скорости vt и вектор магнитной ин-
дукции B ортогональны друг другу, то даламберово условие баланса сил имеет вид
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где mt = m – эффективная масса локализованного на доноре электрона, vt = |vt |, Rt = |rt |, B = |B |, 
εr – относительная диэлектрическая проницаемость кристаллической матрицы, ε0 = 8,85 пФ/м – 
электрическая постоянная.

Здесь отметим, что соотношение (1) соответствует движению электрона, показанному на 
рис. 1, a, соотношение (2) – движению на рис. 1, b. Если электрон движется в плоскости, не пер-
пендикулярной направлению магнитной индукции B, то vt – проекция вектора скорости элек-
трона на плоскость xy. 

Вектор магнитного поля Bt , индуцируемого на электроне при его движении вокруг иона до-
нора, определяется выражением [12, 13]:

 Bt = εrε0μrμ0[E×vt] = r 0
3
t4

μ μ
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Рис. 1. Схема орбиты электрона (e−; заряд −e < 0) вокруг иона донора (D+; заряд +e > 0) в плоскости xy во внешнем  
магнитном поле с направленным по оси z вектором индукции B; векторный потенциал A расположен в плоскости 

xy; a – вектор скорости электрона направлен против хода часовой стрелки, вектор Bt сонаправлен B и оси z;  
b – вектор скорости электрона направлен по ходу часовой стрелки, вектор Bt направлен противоположно B  

и оси z; Вi = Bt

Fig. 1. Scheme of electron orbit (e−; charge −e < 0) around the donor ion (D+; charge +e > 0) in the xy plane in an external 
magnetic field with the induction vector B directed along the z axis; the vector potential A is located in the xy plane;  

(a) the electron velocity vector is directed counterclockwise, the vector Bt is co-directed to B and the z axis;  
(b) the electron velocity vector is clockwise, the vector Bt is opposite to B and the z axis; Вi = Bt

где μr = 1 – относительная магнитная проницаемость полупроводника, μ0 = 1,257 мкГн/м – маг-
нитная постоянная, E = ert/4πεrε0Rt

3 – вектор напряженности электрического поля, создаваемого 
ионным остовом (условно ядром) донора с зарядом +e на орбите электрона, rt – радиус-вектор 
положения электрона относительно ядра донора, радиус орбиты Rt = |r t |. Поскольку считается, 
что движение электрона происходит по круговой орбите, то |[r t×vt]| = Rtvt. Тогда из (3) получаем

 Bt = |Bt | = 0 t
2
t

1 .
2 4
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R
v

 (4)

Коэффициент 1/2 в формуле (4) появляется за счет прецессии Томаса – релятивистского эффекта, 
заключающегося в прецессии спина (собственного магнитного момента) электрона относительно 
направления угловой скорости ωt его движения по круговой орбите [14, 15]; [ωt×rt] = vt . Если 
электрон движется против хода часовой стрелки (как показано на рис. 1, a), то вектор Bt сона-
правлен индукции B внешнего поля, а при противоположном направлении движения электрона 
(см. рис. 1, b) вектор Bt направлен против индукции B.

Движущийся по круговой орбите электрон создает магнитное поле с индукцией Bi на ядре 
иона донора (см. рис. 1). Известно, что магнитная индукция Bi в центре кругового плоского про-
водника радиуса Rt с силой тока I есть (см., напр., [13]): Вi = μ0I/2Rt . Электрон, движущийся со 
скоростью vt по орбите вокруг иона, можно уподобить круговому току. Сила этого кругового 
тока I равна произведению элементарного заряда e на частоту ωt/2π вращения электрона по ор-
бите: I = eωt/2π. Если радиус орбиты равен Rt , а скорость электрона – vt , то ωt = vt/Rt и, следо-
вательно, I = evt/2πRt . Тогда магнитная индукция Bi , индуцируемая электроном при движении 
по круговой орбите радиусом Rt , в центре этой орбиты (т. е. на ядре донора) при μr = 1 есть 
Вi = eμ0vt/4πRt

2. Если теперь учесть спин электрона и схему ввода множителя 1/2 в формуле (4), 
то получаем Вi = Bt . Отметим, что векторы магнитной индукции Bt (на электроне) и Вi (на ядре), 
обусловленные локализацией электрона под действием кулоновского притяжения и внешнего 
магнитного поля на орбите вокруг ионного остова донора, противоположно направлены.

Неизвестными величинами в (1) являются vt и Rt. Связь между ними находится из условия 
квантования Бора – Зоммерфельда [16, 17]:
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 ∫
γ)(

p·dl = 2πћγ, (5)

где p – обобщенный импульс электрона в магнитном поле, dl – элемент траектории электрона, 
ћ = h/2π – постоянная Планка, γ = 1, 2, … – номер траектории (число раз, которое длина волны де 
Бройля электрона укладывается на длине его круговой орбиты 2πRt вокруг иона донора), главное 
квантовое число в теории атома водорода.

Известно [13, 18], что обобщенный импульс электрона в магнитном поле p = pk + pm , где pk = 
= mvt – кинетический импульс, pm = −eA – «полевой» импульс, связанный с однородным посто-
янным внешним магнитным полем с индукцией B = [∇×A], в котором находится электрон с заря-
дом −e < 0. Подставляя выражение для p в (5), находим:

 ∫
γ)(

pk·dl − e ∫
γ)(

A·dl = 2πћγ. (6)

Первый интеграл в (6) по замкнутому контуру с учетом круговых орбит есть 

∫
γ)(

pk·dl = 2π pRt ,

где p = |pk| = mvt – величина кинетического импульса электрона.
Второй интеграл в (6) по замкнутому контуру есть поток магнитного поля Φγ через площадь, 

ограниченную контуром γ-й круговой траектории электрона:

∫
γ)(

A·dl = Φγ,

где A = [B×rt]/2 – векторный потенциал, dl – вектор бесконечно малого перемещения электрона 
по круговой орбите; A = BRt/2. Если электрон движется против хода часовой стрелки (см. рис. 1, a), 
то векторы A и dl сонаправлены и Φγ = πRt

2B. Если электрон движется по ходу часовой стрелки 
(если смотреть против направления вектора индукции внешнего поля; см. рис. 1, b), то векто-
ры A и dl имеют противоположное направление и Φγ = − πRt

2B. 
Для случая движения электрона, показанного на рис. 1, a, когда Φγ = πRt

2B, условие квантова-
ния орбитального момента импульса (6) имеет вид

 pRt − eФγ/2π = mvtRt − eBRt
2/2 = ћγ,  (7)

откуда находим скорость электрона на орбите:

 vt = vt
+ = t c t

t t2 2
γ γ ω+ = + eB R R

mR m mR
 > 0, (8)

где ωc = eB/m – циклотронная частота электрона c-зоны.
Для случая движения электрона, показанного на рис. 1, b, когда Φγ = −πRt

2B, имеем

 vt = vt
− = t c t

t t2 2
eB R R

mR m mR
γ γ ω− = −   > 0. (9)

Радиус орбиты Rt > 0 электрона находим путем подстановки выражения для скорости элек-
трона (8) в уравнение для баланса сил (1) или выражения (9) – в уравнение (2). В итоге обе под-
становки приводят к одному и тому же уравнению для нахождения Rt (при движении электрона 
как против хода часовой стрелки, так и по ходу часовой стрелки):
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В отсутствие магнитного поля (B = 0) при γ = 1 из (10) получаем боровский радиус Rt = ad = 
= 4πεrε0ħ

2/me2; энергия ионизации одиночного водородоподобного донора (см., напр., [19]) равна 
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Id = e2/8pere0ad = me4/[2(4pere0ħ)2]. Далее рассматривается электрон на доноре в основном состоя-
нии, т. е. при γ = 1.

Из сравнения соотношений (8) и (9) видно, что угловая частота vt/Rt вращения электрона 
вокруг иона донора, показанного на рис. 1, a, увеличивается на ларморовскую частоту ωL = ωc/2, 
а угловая частота электрона, движущегося в обратную сторону (см. рис. 1, b), уменьшается на ту 
же величину (см., напр., [17, 20]). 

Энергию связанного состояния электрона на доноре во внешнем магнитном поле определим 
по теореме вириала [21, 22]. Энергия взаимодействия эффективного спинового магнитного мо-
мента электрона |gt|µB с магнитным полем B ± Bt учитывается отдельным слагаемым. В итоге 
для уровней энергии водородоподобного донора [23] при наложении на кристалл внешнего маг-
нитного поля получаем

Et(↑) = Et(B) − 
1
2

|gt|µB(B ± Bt);

 Et(↓) = Et(B) + 
1
2

|gt|µB(B ± Bt), (11)

где (см. приложение, формула (38))
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Комментарий к формуле (11): фактор спектроскопического расщепления для электрона на 
доноре обозначен gt ; знак «−» соответствует ориентации спина электрона по направлению ин-
дукции B внешнего магнитного поля (↑), знак «+» – против направления индукции (↓); знак «±» 
перед Bt означает случаи движения электрона против хода часовой стрелки (+) и по ходу часовой 
стрелки (−); индукция Bt магнитного поля, индуцируемого на электроне его круговым движени-
ем вокруг иона донора, вычисляется по (4) с учетом (8)–(10). 

Комментарий к формуле (12): радиус орбиты Rt(B) электрона на доноре определяется из урав-
нения (10); средний радиус сферической области кристаллической матрицы, приходящейся на 
каждый донор и акцептор, равен Rim = [4πN(1 + K )/3]−1/3; множитель (1 − Rt/Rim) отражает опу-
скание дна c-зоны в глубь запрещенной энергетической зоны кристалла при увеличении концен-
трации примесей; величина m(ωcRt)

2/4 отражает сдвиг уровня энергии электрона на уединенном 
доноре к дну c-зоны из-за увеличения кинетической энергии локализации электрона в магнит-
ном поле; уровень энергии электрона Et(B) отсчитывается от положения дна c-зоны в нелегиро-
ванном полупроводнике при B = 0 (рис. 2).

Рассмотрим для примера кристалл арсенида галлия n-типа с относительной статической ди-
электрической проницаемостью εr = 12,4 в области криогенных температур и изотропной эф-
фективной массой электрона c-зоны m = 0,067m0, где m0 – масса электрона в вакууме. Фактор 
спектроскопического расщепления для электрона, локализованного на водородоподобном доно-
ре, примем, следуя измерениям [24], равным gt ≈ 2; g-фактор электрона с-зоны gn < 0.

Пусть кристалл легирован водородоподобными донорами (Te, S или Se). Экспериментальные 
значения энергии ионизации этих примесей таковы: Te – Id = 5,76 мэВ [25], S – Id = 5,87 мэВ [26], 
Se – Id = 5,71 мэВ [25]. Расчетное значение энергии ионизации одиночного донора в отсутствие 
магнитного поля Id = e2/8pere0ad = me4/[2(4pere0ħ)2], где ad = 4πεrε0ħ2/me2 = 9,8 нм – боровский ра-
диус, составляет 5,93 мэВ, что близко к экспериментальным значениям.

Полагаем, что концентрация доноров N = N0 + N+1 = 3·1014 см−3, степень их компенсации ак-
цепторами K = 0,03 и выполняется условие электронейтральности: n + KN = N+1, где n – кон-
центрация электронов c-зоны, KN – концентрация акцепторов. При этом радиус сферической 
области в кристаллической матрице арсенида галлия, приходящейся на один атом примеси, со-
ставляет Rim = 91,8 нм. На рис. 2 показан расчет уровней энергии водородоподобного донора Et(↑) 
и Et(↓) по формуле (11) с учетом (12) в зависимости от индукции B внешнего магнитного поля для 
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Рис. 2. Схема расщепления уровней энергии электрона c-зоны и электрона на доноре под действием магнитного  
поля (a); зависимости энергии электрона c-зоны En (левая шкала) и локализованного состояния электрона  

на доноре Et (правая шкала) от магнитной индукции B для кристалла n-GaAs с концентрацией доноров  
N = N0 + N+1 = 3·1014 см−3 и степенью их компенсации K = 0,03: кривые 1 и 2 соответствуют ориентации спина  

по (↑) и против (↓) направления индукции внешнего поля (b) 

Fig. 2. Scheme for splitting energy levels of the c-band electron and the electron on the donor under the influence of  
a magnetic field (a); dependences of the c-band electron energy En (left scale) and the energy of the localized state  

of the electron on the donor Et (right scale) on the magnetic induction B for an n-GaAs crystal with a donor concentration  
of N = N0 + N+1 = 3·1014 cm−3 and a compensation ratio K = 0.03: curves 1 and 2 correspond to the spin orientation along (↑) 

and against (↓) the direction of the external field induction (b)

кристалла n-GaAs (кривая 1 – спин электрона направлен по вектору индукции B, кривая 2 – спин 
направлен противоположно B).

В отсутствие магнитного поля температура Tj, ниже которой темп захвата электронов из 
c-зоны на водородоподобные доноры превалирует над темпом теплового выброса электронов 
с доноров в c-зону, для кристаллического полупроводника n-типа при n << K(1 − K )N имеет сле-
дующий вид [27]:
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(13)

При концентрации доноров N = 3·1014 см−3 и степени компенсации K = 0,03 температура Tj по 
формуле (13) в арсениде галлия n-типа составляет ≈ 2 К. 

Оценим значение индукции магнитного поля Bt , обусловленного движением электрона во-
круг иона донора. Даже при B = 30 Тл расчет по формуле (4) при учете (8) и (10) дает Bt = 0,14 мТл, 
а при учете (9) и (10) получаем Bt = 0,03 мТл. Индукция магнитного поля Bi на ядре донора, обу-
словленная движением электрона по орбите радиуса Rt, равна Bt . Таким образом, величины Bt 
и Bi , индуцируемые на электроне и ядре донора, малы по сравнению с индукцией внешнего маг-
нитного поля B.

В магнитном поле концентрация электронов c-зоны n(B) = n(B,↑) + n(B,↓) с двумя ориентация-
ми спина дается формулой [28, 29]:
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где nc = 2(2πmkBT/(2πħ)2)3/2; α – номер уровня Ландау, gn = −0,44 – g-фактор электрона c-зоны [30, 
31], EF(B) – уровень Ферми, отсчитанный от дна c-зоны (Ec = 0) нелегированного кристалла, на-
ходящегося в нулевом магнитном поле (EF(B) < 0, если уровень Ферми находится в запрещенной 
зоне), F−1/2(y) – интеграл Ферми – Дирака;
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Концентрация положительно заряженных доноров (без учета возбужденных состояний элек-
трически нейтральных доноров и ионов доноров) равна [19, 32]:
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где статистическая сумма

F t F t

B B

( ) ( ) ( ) ( )( ; , ) 1 exp exp ;
      

        
   

E B E E B EB
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Et(↑) и Et(↓) определяются из (11).
Из условия электрической нейтральности n(B) + KN = N+1(B) определяется зависимость уров-

ня Ферми EF(B) от индукции внешнего магнитного поля, показанная на рис. 3, a для температу-
ры 5 и 78 К.

С учетом (16) суммарная концентрация электрически нейтральных доноров N0(B) = N0(B,↑) +  
+ N0(B,↓) = N − N+1(B), где концентрации этих доноров с двумя ориентациями спина электрона
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(17)

Расчет концентраций N0(B,↑) и N0(B,↓) нейтральных доноров по формуле (17) в зависимости 
от магнитной индукции B показан на рис. 3, b. Видно, что при температуре T = 5 К в сильном 
магнитном поле (B = 15 Тл) все нескомпенсированные акцепторами доноры находятся в зарядо-
вом состоянии (0) с направленным по полю спином; при T = 78 К все доноры ионизованы.

Отметим, что в отсутствие внешнего магнитного поля выражение (14) для концентрации 
электронов c-зоны принимает стандартный вид [19, 32]:
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(18)

для невырожденного полупроводника (EF < 0, |EF| > kBT ) из (18) имеем

n ≈ nc exp F

B
.E

k T
 
 
 

Для невырожденных полупроводников в магнитном поле (т. е. при выполнении условия: 
(ћωc − |gn |μBB)/2 > EF + 3kBT/2) из (14) и (16) получаем выражения для концентраций электронов 
c-зоны n(B) и ионизованных доноров N+1(B) в виде
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Рис. 3. Зависимости положения уровня Ферми EF, отсчитанного от дна c-зоны (a) и концентрации N0 электрически 
нейтральных доноров (b) от магнитной индукции B в кристалле n-GaAs при N0 + N+1 = 3·1014 см−3 и K = 0,03 для  

температуры T = 5 и 78 К; стрелки соответствуют ориентации спина электрона донора по полю (↑) и против поля (↓)

Fig. 3. Dependences of the Fermi level EF position counted from the bottom of the c-band (a) and the concentration N0  
of electrically neutral donors (b) on the magnetic induction B in an n-GaAs crystal at N0 + N+1 = 3·1014 cm−3 and K = 0.03  

for temperatures T = 5 and 78 K; the arrows correspond to the orientation of the electron spin of the donor along the field (↑) 
and against the field (↓)
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где величина Et(B) определяется по (12) и не зависит от температуры.
Отметим, что входящие в формулы (16), (17) и (20) величины Et(↑), Et(↓), Et(B) и Ξ(B;↑,↓) 

в отсутствие внешнего магнитного поля (при B → 0) принимают вид Et(↑) = Et(↓) = Et(B → 0) = 
= Id(1 − ad/Rim); Ξ(B → 0;↑,↓) = 1 + 2exp{[EF + Id(1 − ad/Rim)]/kBT }.

Концентрации электронов n, положительно заряженных ионов доноров N+1 и отрицательно 
заряженных компенсирующих акцепторов KN связаны между собой условием электронейтраль-
ности: 

n(B) + KN = N+1(B) = N − N0(B,↑) − N0(B,↓).

Исключая из формул (19) и (20) уровень Ферми EF(B), получаем выражение для концентра-
ции электронов в c-зоне невырожденного полупроводника:
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(21)

Дифференциальная термическая энергия ионизации доноров определяется так (см., напр., [23]  
и цитируемую там литературу):
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Рис. 4. Зависимость энергии ионизации атома донора E1d в кристаллах n-GaAs (a) и n-InSb (b) от магнитной  
индукции B внешнего поля. Точки – эксперимент: [6] (a), [5] (b). Сплошные линии (1) – расчет E1d по формуле (23) 

для N = 3,5·1014 см−3 и K = 0,48 (a) и N = 7,82·1013 см−3 и K = 0.3 (b), штриховые (2, 3) – расчет по моделям [2] и [4]  
соответственно

Fig. 4. Dependence of the ionization energy E1d of the donor atom in n-GaAs (a) and in n-InSb (b) crystals on the magnetic 
induction B of an external field. The points are experiment: [6] (a), [5] (b); the solid lines (1) are the calculation of E1d by 

formula (23) for N = 3.5·1014 cm−3 and K = 0.48 (a) and N = 7.82·1013 cm−3 and K = 0.3 (b); the dashed lines (2 and 3) are the 
calculation by models [2] and [4], respectively 
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При подстановке (21) в (22) получаем
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в пределе B → 0 из (23) следует: E1d = Id(1 − ad/Rim).
Проведем расчет энергии ионизации E1d по формуле (23) для кристаллов n-GaAs и n-InSb. 

Параметры кристаллов n-GaAs указаны при расчетах, представленных на рис. 2, b и рис. 3. Для 
кристаллов n-InSb в области криогенных температур использовались следующие параметры: 
относительная диэлектрическая проницаемость εr = 16,8 и изотропная эффективная масса элек-
трона c-зоны m = 0,0136m0. Фактор спектроскопического расщепления для электрона c-зоны 
gn = −51,55 [33]. Для локализованного на водородоподобном доноре электрона, находящегося 
в возбужденном состоянии, значение g-фактора gt приближается к значению g-фактора gn элек-
трона c-зоны [34] (см. также [35]), что для антимонида индия составляет gt ≈ −45. Результаты 
расчетов для температуры T1 = 3Tj/2, где Tj вычислялась по (13), показаны на рис. 4. Для срав-
нения с экспериментальными данными по кристаллам n-GaAs использовались температурные 
зависимости концентрации электронов [6] в различных магнитных полях. Строились зависимо-
сти ln(nT  −3/2) от 1/T, по тангенсу наклона линейного участка которых в соответствии с форму-
лой (22) определялись экспериментальные значения дифференциальной энергии активации E1d , 
показанные точками на рис. 4, a. Экспериментальные данные для кристалла n-InSb на рис. 4, b 
взяты из [5].

Заключение. В квазиклассческом приближении представлена модель локализации электро-
нов c-зоны на ионах водородоподобных доноров во внешнем магнитном поле. Рассмотрены по-
лупроводники с малой эффективной массой электронов и большой диэлектрической проницае-
мостью (кристаллы арсенида галлия и антимонида индия n-типа). В модели учтены: 

1) даламберово условие баланса центробежной, кулоновской и лоренцевой сил; 
2) квантование орбитального момента электрона на доноре по Бору – Зоммерфельду; 
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3) уровни Ландау электронов в c-зоне; 
4) зеемановское расщепление уровней энергии доноров и уровней Ландау. 
Применена теорема вириала для электронейтральной системы (электрон + ион донора) в маг-

нитном поле. Получено простое выражение для термической энергии ионизации доноров в маг-
нитном поле по сравнению с имеющимися в известных теоретических работах, в которых эта 
величина находилась путем решения вариационным методом уравнения Шредингера. Расчеты 
по предложенной в работе модели количественно согласуются с известными экспериментальны-
ми данными.

Приложение. Водородоподобный донор во внешнем магнитном поле. Согласно теореме 
вириала [21], кинетическая энергия электрона Ek в кулоновском поле неподвижного положи-
тельно заряженного иона донора равна половине потенциальной энергии UC, взятой с обратным 
знаком:

 Ek = −UC/2, (24) 

где UC = −e2/4πεrε0Rt – энергия кулоновского взаимодействия электрона и ионизованного атома 
водородоподобной донорной примеси.

При помещении системы (электрон + ион донора) во внешнее магнитное поле с индукцией B 
формула (24) преобразуется, согласно [22], к виду

 Ek + (M·B) = −UC/2, (25)

где M – магнитный момент электрона, связанный с его орбитальным движением относительно 
иона донора.

Тогда полная энергия E системы с учетом (25) есть 

 E = Ek + UC = −Ek − 2(M·B). (26)

По определению магнитный момент M, создаваемый круговым движением электрона вокруг 
ионного остова донора, равен [13, 18]
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где rt – радиус-вектор локализованного на доноре электрона; |rt| = Rt – радиус орбиты; vt – линей-
ная скорость движения электрона. В зависимости от направления силы Лоренца (к иону донора 
или от него; см. рис. 1) скорость электрона может принимать два значения (см. формулы (8) и (9)):
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Подстановка vt
+ и vt

− из (28) в (27) дает две проекции магнитных моментов:
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Исходя из (29), получаем скалярные произведения:
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Среднее значение потенциальной энергии взаимодействия магнитного момента электрона 
с внешним магнитным полем, входящей в выражение для полной энергии электрически ней-
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трального донора (электрон + ион), определим исходя из (30) через алгебраическую сумму про-
изведений (M+·B) и (M−·B) так:

 (M·B) = [(M+·B) + (M−·B)]/2 = −m(ωcRt)
2/4. (31)

Теперь рассчитаем среднее значение кинетической энергии:

 Ek = 
1
2

(Ek
+ + Ek

−), (32)

где Ek
+ = m(vt

+)2/2, Ek
− = m(vt

–)2/2. 
Подставляя скорости электрона vt

+ и vt
− из (28) в (32), получим

 

2 2
c t

t
k .

2 2
mE R

mR

 γ ω   +      
=

 



 
(33)

Отсюда видно, что кинетическая энергия Ek электрона на доноре во внешнем магнитном поле 
увеличивается, так как по (10) радиус орбиты электрона Rt слабее уменьшается при увеличении 
индукции B поля, нежели увеличивается циклотронная частота электрона ωc = eB/m. 

Полная энергия системы (электрон + ион донора) E с учетом (31) и (33) равна

 

2 2 2 2
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c t2
t t

( ) ( ) 32 ( ) .
2 2 4 2 8
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 m R m R m R
mR mR

E
 

(34)

Из (34) получаем энергию связи электрона и ионного остова донора:

 
tt

2
2

c2
t

(( ) ) 3 ( ) .
2 8

m R
m

B
R

I E γ
−= ω= −



 
(35)

Далее, если кинетическую энергию Ek из (25) подставить в выражение (26) для полной энер-
гии E и учесть (31), то получим

 
E = Ek + UC = −UC/2 − (M·B) + UC = C

2
U

 
− (M·B) = 

2
2

c t
r 0 t

1 ( ) .
8 4

e m R
R

− + ω
pe e  

(36)

Тогда из (35) и (36) энергия связи электрона на уединенном (одиночном) доноре в магнитном 
поле имеет вид

 

2
2

c t
r 0

t
t

( 1 ( ) .
8 4

)I e RB E m
R

− ω
pe e

= − =
 

(37)

В отсутствие внешнего магнитного поля (при B → 0) из (37) получаем энергию ионизации оди-
ночного (уединенного) донора It(B) → Id = e2/8pere0ad = me4/[2(4pere0ħ)2] для боровского радиуса 
локализации на нем электрона Rt(B) → ad = 4πεrε0ħ2/me2.

Приравнивая выражения (35) и (37) для It(B), получим уравнение для нахождения радиуса 
орбиты Rt, локализованного на атоме донора электрона в магнитном поле (совпадающее с урав-
нением (10)):

2 2
2

c t2
t r 0 t

( ) 1 ( ) 0.
2 8 8

em R
mR R
γ

− ω − =
pe e



Формула (37) дает энергию ионизации одиночного донора в магнитном поле. Если учесть 
взаимный «конфайнмент» примесей, т. е. ограничение на максимальный радиус орбиты Rt элек-
трона на одном доноре по [23], то (37) принимает вид



250  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2020, vol. 56, no. 2, рр. 239–252

 

2
t 2

c t
r 0 t i

t
m

11 ( ) ,
8 4

( ) e R m R
R R

E B  − − ωpe e  
= 

 
(38)

где Rim = 0,62[N(1 + K )]−1/3 – средний радиус сферической области, приходящейся на каждый 
атом донорной и акцепторной примесей в кристаллическом полупроводнике. 

Здесь отметим, что в нулевом магнитном поле радиус орбиты электрона Rt = ad, и форму-
ла (38) принимает вид Et = Id(1 − ad/Rim). Это соотношение между Et/Id и ad/Rim согласуется с экс-
периментальными данными по зависимости термической энергии ионизации водородоподобных 
доноров и акцепторов от их концентрации в различных полупроводниковых материалах [23].
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