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Resumen:

En este articulo se presenta los resultados preliminares de una investigacién con
estudiantes para maestro sobre la resolucién de problemas verbales ligados a los
conceptos de maximo comun divisor (m.c.d.) y minimo comun multiplo (m.c.m). La
investigacion pretende evaluar la competencia de los estudiantes en la resolucién de
este tipo de problemas y analizar la influencia en el proceso de resolucion de la presencia
en el enunciado de palabras clave a la hora de decidir entre el m.c.d. y el m.c.m. Es decir,
se desea comprobar si los estudiantes involucran las ideas de multiplo y divisor en la
resolucion o si por el contrario se guian por las palabras clave del enunciado para realizar
su eleccion entre m.c.d. y m.c.m. El articulo presenta resultados preliminares
cuantitativos de una fase de la investigacion en la que participaron estudiantes para
maestro.

Palabras clave: minimo comun multiplo, maximo comun divisor, formacién inicial de
profesores, problemas verbales, educacién primaria

Abstract:

This article presents preliminary results from a research on solving word problems linked
to the concepts of greatest common divisor (g.c.d.) and least common multiple (l.c.m.).
The research aims to assess the competence of students in the resolution of such
problems and to analyse the influence in the process of resolution of the presence of
key words in the statement when deciding between the g.c.d. and the l.c.m. l.e., we
want to check if students include notions of multiple and divider in the problem
resolution or if, on the contrary, they are guided by the key words of the statement to
make their choice between g.c.d. or the l.c.m. We present preliminary quantitative
results from a stage og the study in which preservice elementary teachers took part.
Keywords: least common multiple, great common multiple, initial educational practice,
word problems, primary school education

ISSN 2171-9098 - ENSAYOS. Revista de la Facultad de Educacion de Albacete, N2 30-1, 2015, (73-81)


https://core.ac.uk/display/327175289?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Silvia Martinez Sanahuja, José Antonio Gonzalez-

Calero y Maria Antonia Sotos Serrano

Introduccién y antecedentes

Las investigaciones en didactica de las matematicas sefialan la existencia de
dificultades en la comprensién y aprendizaje de la divisibilidad en general y, de manera
mas concreta, en los conceptos de maximo comun divisor (m.c.d) y minimo comun
multiplo (m.c.m).

En relacion a la comprensién de la divisibilidad, Zazkis & Campbell (1996) realizaron
un estudio en estudiantes para maestros, centrado en el concepto de divisibilidad y su
relacidn con la divisién, multiplicacién, nUmeros primos y compuestos, factorizacion y
reglas de la divisibilidad. Sus resultados sefialaban que la instruccién recibida por los
participantes no habia facilitado la compresidn de estos conceptos. Ademas, el estudio
atestigué una tendencia entre los participantes a aplicar un razonamiento
procedimental, incluso en situaciones donde los estudiantes evidenciaban comprensién
conceptual. Por otro lado, estos mismos autores plantearon una descomposicién
genética del concepto de divisibilidad a partir de cémo los alumnos podrian realizar su
proceso de construccion. En esta linea, Bodi, Valls & Llinares (2007) realizaron un andlisis
implicativo de los conceptos y las relaciones que intervienen en el proceso de
construccion de la divisibilidad.

Otras investigaciones subrayan que las representaciones decimal y factorial de los
numeros influyen directamente en la comprension de la divisibilidad (Zazkis & Liljedahl,
2004). Brown (2002) destaco la importancia de la representacién factorial y el Teorema
Fundamental de la Aritmética en la comprensién de los conceptos del esquema de
divisibilidad.

Asi, algunos de los factores importantes a tener en cuenta a la hora de analizar la
comprension de la divisibilidad son las relaciones entre conceptos (Bodi, Valls, &
Llinares, 2007) y los modos de representacion de los nimeros decimal y factorial (Zazkis
& Campbell, 1996; Brown, 2002).

Dentro del estudio de la divisibilidad, existen dos conceptos particularmente dificiles
de comprender y utilizar por parte de los alumnos: maximo comun divisor y minimo
comun multiplo. Relacionado con esto, Gutiérrez-Gutiérrez, Gdmez y Rico (en prensa)
realizaron una caracterizacion del conocimiento matematico sobre numeros vy
operaciones de futuros maestros de primaria espafioles a partir de los resultados del
estudio internacional TEDS-M, encontrando que estos maestros tenian un conocimiento
matematico insuficiente de las propiedades de m.c.d. y m.c.m. Ademads, Bodi, Valls, &
Llinares (2005) comprobaron que son mas dificiles aquellos items relacionados con la
inversién de la nocién de multiplo o el uso de m.c.d. y m.c.m. entre otros, gracias al
analisis psicométrico de la dificultades en la comprensidon de la divisibilidad. Dicho
analisis se realizd a partir del uso de un instrumento de evaluacidn del desarrollo de la
comprension de la divisibilidad desde la perspectiva de la teoria APOS.

La comprension de la divisibilidad y en particular la idea de multiplo comun también
fue estudiada por Brown, Thomas y Tolias (2002) en un grupo de estudiantes para
maestros y comprobaron que muchos de ellos no eran capaces de reconocer la
implicacion de m.c.m en problemas verbales si no se mencionaba explicitamente la
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expresion “minimo comun multiplo” en el enunciado. En este mismo estudio, Brown y
sus colaboradores también comprobaron que los estudiantes tienden a aplicar
directamente el algoritmo de obtencién del m.c.m y sin embargo, no eran capaces de
entender la utilidad del mismo. A diferencia del mencionado trabajo, el presente estudio
pretende por un lado, analizar la presencia de palabras claves en el enunciado, en lugar
de aludir explicitamente al m.c.m. y, por otro lado, extender el estudio a problemas de
m.c.d.

Similares resultados a Brown et al. (2002) fueron obtenidos por Bodi (2006) en
estudiantes de Educacién Secundaria. Bodi comprobé que algunos estudiantes cuando
resolvian problemas relacionados con el uso del m.c.m y m.c.d actdan de forma
mecanica en la aplicacién del algoritmo de célculo del m.c.m. y m.c.d. y que aunque son
capaces de usar el algoritmo adecuadamente mostraban desconocimiento del
significado del nimero obtenido por este método.

Por otro lado, Noblet (2013) estudio la comprension de los futuros maestros desde
el punto de vista didactico y comprobd que su conocimiento sobre el concepto y uso del
m.c.d. es limitado, y por tanto, tienen problemas graves a la hora de plantear y resolver
problemas de m.c.d.

Asi, todas estas investigaciones han constatado que el conocimiento de la
divisibilidad es limitado para los estudiantes en general. En particular, los conocimientos
sobre los conceptos m.c.d y m.c.m. suelen estar basados en reglas que carecen de
explicaciones intuitivas para los alumnos (Dias, 2005). Muchas veces los alumnos
relacionan los conceptos de m.c.d. y m.c.m. con el procedimiento de resolucion (se
realiza la descomposicion factorial, se toman los factores comunes...) en lugar de con su
significado. En este sentido, Zazkis & Gadowsky (2001) consideran que este hecho es
debido a que las practicas docentes actuales se centran en el aprendizaje de los cdlculos
en lugar de la estructura y propiedades de los nimeros.

Asi, algunos autores consideran que el procedimiento de calculo de ambos
elementos entorpece la comprensién sobre estos conceptos. En relacidn a ello, Dias
(2005) propone el uso de un método alternativo para la ensefianza de m.c.d y m.c.m. El
método consiste en emplear una herramienta que proporciona una representacion
visual del m.c.d. y m.c.m. a través de matrices de factores. El método propuesto por Dias
(2005) utiliza reticulas donde se representan los distintos factores (primos vy
compuestos) de un nimero, tal y como muestra la Figura 1. Asi, para obtener el m.c.d
y el m.c.m de dos numeros, en primer lugar, se dibujan las reticulas relativas a ambos
nimeros. Entonces, para calcular el m.c.d., se comparan los nimeros comunes en
ambas reticulas y el mayor de ellos es el que corresponde al m.c.d. Finalmente, para
obtener el m.c.m., se superponen ambas reticulas y se complementa el diagrama
resultante hasta obtener la menor reticula que contenga a la superposicion de ambas.
La reticula asi construida corresponde al m.c.m.
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Figura 1. Reticula correspondiente al nimero 120 (Dias, 2005, p. 5)

Aunque es cierto que este método grafico involucra explicitamente las ideas de
multiplo y divisor, no existen estudios que aporten evidencias empiricas de la efectividad
de dicho método. Igualmente deberia ser objeto de estudio si este método grafico no
podria derivar también en un proceder algoritmico sin reflexion en las ideas de multiplo
y divisor. Por otro lado, en este método cuando un nimero posee mas de tres factores
primos, la representacion de la reticula es excesivamente compleja y hace todavia mas
complicada la superposicién con otra.

Objetivos

El estudio, del que aqui presentamos los primeros resultados, pretende: 1) analizar
el nivel de competencia de estudiantes en la resolucién de problemas verbales en
situaciones de divisibilidad que involucren los conceptos de m.c.d. y m.c.m.y, 2) evaluar
la influencia de palabras clave del enunciado de un problema verbal que involucra los
conceptos m.c.d. y m.c.m. en las resoluciones de estudiantes para maestros.

Instrumento y Metodologia

La herramienta consiste en una prueba escrita compuesta por cuatro problemas
verbales. Estos problemas podrian catalogarse como problemas tipicos de m.c.d. y
m.c.m. pues, de hecho, estan inspirados en versiones similares de problemas presentes
en unidades de libros de texto de educacion secundaria donde se explican los conceptos
de m.c.d. y m.c.m. Si bien es cierto que los enunciado aluden a situaciones que podrian
catalogarse como poco realistas, son problemas cldsicos en las unidades de los libros de
texto que se ocupan de la ensefianza del m.c.m. y m.c.d. y usados con frecuencia en
contextos escolares.

Los cuatro problemas usados se caracterizan por ser problemas verbales en los que
hay dos cantidades conocidas y la solucion es el m.c.d. o el m.c.m. de los dos Unicos
datos dados en el enunciado. En concreto, dos problemas tenian como solucién el m.c.d.
y otros dos como solucién el m.cm. A su vez, cada pareja de problemas (de m.c.d. o de
m.c.m.) presentaba entre si la diferencia de contener en su enunciado diferentes
palabras clave: mdximo o minimo. Asi, el instrumento disefiado combina dos factores:
1) problemas cuya solucién es el m.c.d. o el m.c.m. y 2) problemas en cuyo enunciado
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aparece la palabra clave mdximo o la palabra clave minimo. De la combinacién de estos
dos factores se obtienen los cuatro problemas empleados en la prueba escrita. Por una
cuestion de economia usaremos la siguiente notacién a la hora de referirnos a los
problemas: 1) Problema divmax (problema con solucién el m.c.d. de los datos del
problema y en cuyo enunciado aparece la palabra clave mdximo); 2) Problema divmin
(solucion el m.c.d. y presencia en el enunciado de la palabra minimo); 3) Problema
mulmax (solucidn el m.c.m. y presencia en el enunciado de la palabra mdximo); y 4)
Problema mulmin (solucion el m.c.m. y presencia en el enunciado de la palabra minimo).
A continuacién se presentan los enunciados de los problemas:

Problema Las cuerdas (divmax)

Dos cuerdas, de 18 cm y 24 cm respectivamente, se quieren cortar en trozos iguales.
Calcula el tamafio maximo de estos trozos.

Problema Los cables (divmin)

Se tienen dos cables, uno de 42 metros y otro de 35. Si se quieren cortar en el minimo
numero de trozos iguales, ¢ Cual sera la longitud de los trozos?

Problema Felipe y Alberto (mulmax)

Felipe y Alberto estudian en la misma universidad y coinciden de vez en cuando en
algunas clases, practicas, etc. Ademas, pase lo que pase, Felipe va a la cafeteria cada 18
dias y Alberto cada 15. Si hoy han coincido en la cafeteria, icuanto tardardn como
maximo en volver a verse?

Problema El faro (mulmin)

Un faro se enciende cada 12 segundos y otro cada 18 segundos. Si se acaban de
encender a la vez en este momento, écual es el minimo tiempo posible que debe
transcurrir para que vuelvan a coincidir

El uso experimental de este instrumento contemplaba una recogida de datos en dos
etapas. En concreto, en la primera parte se presentaron los problemas verbales para
gue mediante un test de seleccion multiple los estudiantes marcaran qué elemento de
divisibilidad utilizarian para su resolucién. En esta etapa no se solicitaba al estudiante
que resolviera el problema. De hecho, los estudiantes soélo disponian de cinco minutos
para completar esta etapa con el fin de que sus respuestas se basaran en el método que
aplicarian inicialmente para resolver los problemas y no dispusieran de tiempo para
modificar sus respuestas eventualmente tras afrontar el proceso de resolucion. Una vez
recogida la primera parte, se abordaba la segunda en la cual se pedia a los estudiantes
la resolucion completa de los problemas.

Como deciamos anteriormente, la primera parte se basé en un test de seleccién
multiple para cada problema. El alumno debia seleccionar qué elemento utilizaria para
la resolucion de los problemas entre las siguientes opciones:

a) Maximo comun divisor

b) Maximo comun multiplo
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c) Minimo comun multiplo
d) Minimo comun divisor
e) Ninguna de las anteriores

En la segunda parte se planteaban los problemas para su resolucién por parte de los
alumnos. Previamente a esta etapa, se recordd en la pizarra del aula los algoritmos de
calculo del m.c.d. y del m.c.m. Esta explicacion se realizaba de forma totalmente
descontextualizada, no ligada a problema verbal alguno, en la que se presentaban tres
nlimeros naturales y se calculaba su m.c.d. y sum.c.m. a partir de la descomposicién de
los numeros en factores primos. Esta explicacion pretendia que, durante la resolucién
de la prueba escrita, las actuaciones de los estudiantes no estuvieran influenciadas por
la dificultad de calcular el m.c.d. o el m.c.m,, si el estudiante deseaba usar el algoritmo,
o que cdlculos erréneos del m.c.d. o del m.c.m. pudieran hacer que el estudiante
modificase sus planteamientos al no dar sentido a la soluciéon en el contexto del
problema.

Tras esta explicacién, se entregaba la prueba escrita a los estudiantes y se les
concedia un tiempo de 40 minutos para su resolucion. Para evitar que los problemas
fueran resueltos en un orden fijo por todos los participantes, tanto en la primera como
en la segunda parte se empleaban diferentes versiones de la misma prueba escrita, cuya
Unica diferencia era el orden de aparicion de los enunciados.

Estas dos etapas conformaban un estudio cuantitativo cuyo objeto era, ademas de
dar respuesta parcialmente a los objetivos de la investigacion, la seleccién de
participantes para la siguiente etapa de la investigacion: un estudio cualitativo. A partir
del estudio cuantitativo, se pretendia identificar patrones o tendencias de actuacién a
la hora de resolver los problemas y conformar parejas con lineas de actuacion similares
para realizar el posterior estudio cualitativo. Con la realizacion del estudio cualitativo se
pretende obtener una mayor informaciéon sobre el origen de las dificultades o
tendencias mostradas por los estudiantes al afrontar este tipo de problemas. Sin
embargo, este articulo se centrard exclusivamente en la primera parte de la fase
cuantitativa. En concreto, presentamos y analizamos los resultados obtenidos en una
investigacion en la que participaron 127 estudiantes para maestros de Educacién
Primaria. Todos los participantes habian cursado ya la asignatura relacionada con
numeros y su didactica en afios anteriores. La poblacion fue seleccionada de este modo
pues ya habian trabajado el curso anterior los conceptos de m.c.m. y m.c.d., asi como la
resolucidn de problemas que impliquen el uso de ambos conceptos. Ademas, dentro del
plan formativo de los estudios que estos alumnos cursan no se contempla que fueran a
trabajar nuevamente sobre esta materia, por lo es muy probable que las actuaciones
reflejadas en esta investigacidn sean muy similares al conocimiento profesional que
podrian presentar al inicio de carrera docente.

ISSN 2171-9098 - ENSAYOS. Revista de la Facultad de Educacion de Albacete, N 30-1, 2015, (73-81)



Resultados preliminares de una investigacién para el estudio de las

dificultades en problemas de M.C.D. y M.C.M

Resultados
Resultados previos del estudio cuantitativo

La Tabla 1 presenta los resultados tras la codificacion de las respuestas de los
estudiantes en la primera prueba, el test de seleccion mdultiple. Se muestran los
resultados desglosados para cada uno de los cuatro problemas, segun la selecciéon que
han realizado los estudiantes.

Tabla 1. Resultados test por tipo de seleccion

Seleccién
Max Min Ninguna
N m.c.d m.c.m.  comun  comun de las
multiplo  divisor  anteriores
. 66 39 5 9 8
Problema divmax 12751 q700) (30,71%) (3,94%) (7,09%)  (6,30%)
- 61 37 4 21 4
Problema divmin 127" (48 03%4) (20,13%) (3,15%) (16,54%) (3,15%)
36 75 10 3 3
Problemamulmax 127 28 3500) (59,06%) (7,87%) (2,36%)  (2,36%)
44 69 7 6 1

Problema mulmin 127" (34 6504) (54,33%) (5,52%)  (4,72%)  (0,79%)

Recuérdese, que la respuesta correcta en los problemas divmax y divmin es la
columna m.c.d. e incorrectas el resto de columnas, mientras que en los problemas
mulmax y mulmin la respuesta correcta se corresponde con la columna m.c.m.

Los resultados muestran de manera evidente las dificultades de los estudiantes para
reconocer el elemento que han de involucrar en la resolucién de los problemas. Asi, para
los problemas divmax, divmin, mulmax y mulmin se obtuvo sélo un porcentaje de
respuestas correctas del 51,97%, 48,03%, 59,06% y 54,33%, respectivamente. El error
mas frecuente fue seleccionar el m.c.d. en vez del m.c.m. (o viceversa). De hecho, uno
de los objetivos del instrumento era evaluar como afectaba la presencia de la palabra
madximo y la palabra minimo a la hora de determinar cdmo afrontar la resolucién. Bajo
este prisma seria de esperar un indice mayor de respuestas erréneas en los problemas
divmin y mulmax pues sus enunciados inducirias a usar el m.c.m. y el m.c.d,,
respectivamente. Sin embargo, los datos recabados en la primera fase de la
investigacion no muestran diferencias significativas en el porcentaje de respuestas
erroneas del tipo m.c.d. por m.c.m. (o viceversa) al comparar las parejas divmax- divmin
y mulmax-mulmin. En todo caso, se observa un mayor indice de errores para las
preguntas donde aparecen los términos mdximo y minimo y las soluciones m.c.d. y
m.c.m., respectivamente. En cualquier caso, los resultados subrayan importantes
dificultades por parte de los estudiantes para maestro para plantear correctamente
problemas que involucran los conceptos de m.c.d. y m.c.m. Ademads del alto porcentaje
de respuestas errdneas en todos los problemas que revelan dificultades en la
compresion de los conceptos de multiplo y divisor, sirva como muestra de estas
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dificultades el hecho concreto de que en el problema divmin el 16,54% de los
estudiantes optara por la respuesta minimo comun divisor.

Conclusiones

Las investigaciones en didactica de las matemadticas seifalan la existencia de
dificultades en la comprensidn y aprendizaje de la divisibilidad en general y, de manera
mas concreta, en los conceptos de maximo comun divisor y minimo comun multiplo. En
este articulo se presenta los resultados preliminares de una investigacion sobre los
conceptos de m.c.d. y m.c.m. en la resolucidn de problemas verbales por parte de
estudiantes para maestros

Los resultados aportados revelan importantes dificultades entre los estudiantes para
maestro a la hora de determinar qué elemento, el m.c.d. o m.c.m., deben emplear en la
resolucidn de problemas verbales. Los primeros resultados del uso de esta herramienta
con estudiantes para maestro no apuntan a que los estudiantes interpreten las palabras
madximo y minimo como indicadores de que han de calcular el m.c.d. o el m.c.m,,
respectivamente. El resto de etapas de la investigaciéon puede proveer mayor
informacién acerca de si la presencia de estas palabras en el enunciado condiciona
erroneamente de algin modo las estrategias empleadas por los estudiantes. Mas alla
de estas consideraciones, los resultados parecen sefalar claramente que un elevado
numero de estudiantes no realizan razonamientos sobre las ideas de multiplo y divisor,
o al menos no de forma correcta, ante problemas de m.c.d. y m.c.m.

Partiendo de este hecho, y de evidencias sélidas que deberan aportar tanto la
segunda fase del estudio cuantitativo como el estudio cualitativo, se plantea la
conveniencia de estudiar en qué momento del proceso educativo se produce la ruptura
del aprendizaje de estos conceptos y formular o disefar un plan de ensefanza que
mejore la asimilacién y el empleo de estos dos conceptos que son fundamentales en la
didactica de las matematicas de los alumnos de primaria/secundaria. Asi, como objetivo
ultimo de esta linea de investigacion se contempla el disefio de una instruccién
alternativa, que podria basarse sobre las ideas de ensefar un algoritmo alternativo que
no utilice inicamente la descomposicién en factores primos por considerarla confusa a
estos niveles o algin método grafico que permita asociar mejor el concepto con su
significado, pudiendo tener ciertas similitudes con las ideas planteadas por Dias (2005).
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