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RESUMEN: En el análisis de capacidad multivariado existen muchos as-
pectos aún no resueltos en torno a algunos índices y su aplicación. Por 
ejemplo, cuando las variables de calidad están correlacionadas y cuando 
no están correlacionadas. En este trabajo pretendemos proponer la cons-
trucción de un índice de capacidad multivariado que funcione para los dos 
casos anteriores, y presentar un ejemplo de aplicación de esta alternativa 
sobre un conjunto de datos reales. Nuestro índice obtuvo un amplio desem-
peño frente a otros índices de capacidad similares.
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An index of capacity of processes for multivariate normal 
distributions of variables with correlation and without correlation

ABSTRACT: In the multivariate analysis of capacity many aspects even not 
exist resolved around some indexes and their application. For example, 
when the variables of quality are correlated and when they are not correla-
ted. In this work we seek to propose the construction of a multivariate index 
of capacity that works for both previous cases, and to present an example of 
application of this alternative on a real dataset. A wide acting of our index 
is obtained proposed in front of other similar indexes of capacity. 

Keywords: multivariateanalysis / process capability index / indexes of 
capacity univariate / normal distribution
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1. INTRODUCCIÓN

Los estudios de los índices de capacidad de procesos (ICP) se han desa-
rrollado en el campo univariado y multivariado. Son estimaciones nu-
méricas de la capacidad del proceso, es decir, nos dan una idea de cuán 
capaz es el proceso: a qué nivel cumple con las especifi caciones. Estos 
estadísticos son muy útiles, ya que, además de ser fáciles de calcular, 
no tienen unidades de medida, por lo que permiten comparar distintos 
procesos. Básicamente son el cociente entre la amplitud tolerable del 
proceso (la distancia entre los límites de tolerancia o límites de espe-
cifi cación) y la amplitud real o natural del proceso; recordemos que, 
habitualmente, la distancia entre los límites de control es de 6 sigma.

Algunos de estos estadísticos se defi nen a partir de la media del pro-
ceso o del objetivo. Los índices de capacidad asociados con la variación 
a corto plazo son: Cp, Cpk, CPU y CPL. Por otro lado, los asociados con la 
variación a largo plazo son: Pp, Ppk, PPU, PPL y Cpm. En la práctica, se 
suele considerar que 1,33 es el valor mínimo aceptable para un índice 
de capacidad, es decir, cualquier valor por debajo de esta cifra indicaría 
que, aunque esté bajo control estadístico, el proceso no cumple con las 
especifi caciones deseadas. Dichos índices se usan bajo el supuesto de 
que el valor de las mediciones de las variables de calidad representa 
valores de variables aleatorias independientes con distribución normal 
y que el proceso se encuentra en el control estadístico, como lo estable-
ce Montgomery (2009). 

Muchos autores realizan estudios de ICP considerando una sola va-
riable; sin embargo, la gran mayoría de estos estudios abarca más de 
una variable. En los estudios de índices de capacidad de dominio mul-
tivariado también se han propuesto algunos índices de capacidad, que 
son extensiones de sus contrapartes univariado. Como señala Foster 
(et al., 2005), aún no hay una metodología que sea consistente para 
calcular índices de capacidad multivariados (ICPM), por lo tanto, hasta 
la fecha no existe consenso sobre el uso de un índice en particular. De 
aquí se desprende la necesidad de evaluar la capacidad de un proceso 
que tiene muchas variables correlacionadas y no correlacionadas, aun-
que resulta complejo de calcular y comprender.

Las investigaciones sobre índices de capacidad multivariados empe-
zaron a realizarse a principios de 1990, pero no fue hasta el año 2005 
cuando el número de publicaciones se incrementó. Desde entonces, di-
ferentes ICPM han sido presentados. Estos ICPM se pueden dividir en 
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cuatro grupos diferentes, como lo sugieren Shinde y Khadse (2009). Los 
grupos son:

• Grupo 1: basado en la razón de una región de tolerancia y una región 
del proceso. Ver como ejemplos a Taam y Liddy (1993), Shahriari y 
Abdollahzaleh (2009) y Pan y Lee (2010).

• Grupo 2: se basa en la probabilidad de producto de no conformi-
dad. Un ejemplo de este grupo se puede encontrar en Castagliola y
Castellanos (2005).

• Grupo 3: basado en el análisis de componentes principales. Ver 
como ejemplo a Wang y Chen (1998).

• Grupo 4: llamado otros (Shahriari y Lawrence, 1995).

En la tabla 1 se muestra un resumen de los ICPM que se encuentran 
en la literatura desde 1991 hasta el 2014. Se puede observar que la ma-
yoría de los índices propuestos requieren de una distribución normal 
multivariada y también que la mayoría de ellos pertenecen al primer 
grupo. En la tabla, la columna DNM signifi ca que el cálculo del índice 
propuesto requiere o no de una distribución normal multivariada, y en 
la última columna se establece el grupo al que pertenece el índice de 
capacidad propuesto. La M signifi ca multivariado.

Tabla1
Resumen de ICPM encontrados en la literatura en el periodo 1991-2014

Año Autor Índice DNM Grupo
1991 Humbele et al. Cpm Sí 1

1993 Taam y Liddy MCPM Sí 1

1994 Chen MCp Sí 1

1995 Shahriari y Lawrence MPCV Sí 4

1998 Wang y Chen MCp, MCpk, MCpm y 
MCpmk Sí 1 y 3

2000 Wang y Du MCp y MCpc Sí 1 y 3

2001 Yeh y Chen MCf No 2

2005 Castagliola y Castellanos BCp y MCpk Sí 2

2005 Wang MCp y MCpk Sí 1 y 3

2006 Wang MCpc No 4

2007 Pearn, Wang y Yen MCp Sí 1

2008 Castagliola y Castellanos BCp y BCpk No 2

(continúa)
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Año Autor Índice DNM Grupo
2009 Shahriari y Abdollahzadeh NMPCV Sí 1

2009 Ahmad, Abdollahian, 
Zeephongsekul y Abbasi PNCTotal No 2

2009 González y Sánchez s
nC

 
Sí y No 2 y 3

2009 Shinde y Khadse Mp1 y Mp2 Sí 2 y 3

2010 Pan y Lee NMCpm Sí 1

2011 Goethals y Cho MCpmc Sí 4

2012 Hamadani MCPLs Sí 2 y 3

2013 Cuamea, Anaya y Luna Extensiones de Cpm y 
Cpmk Sí 1 y 2

2014 Kováríky Sarga Cs No 1

2014 Cuamea y Rodríguez CpM y CpkM Sí 1

Fuente: Cuamea, G. y Rodriguez, M. (2014)

Los ICPM, en general, pueden ser obtenidos de tres maneras: (a) 
desde la proporción de una región de tolerancia a una región de pro-
ceso; (b) al calcular la probabilidad de productos que no cumplen con
las reglas; y (c) por los enfoques en los que las funciones de pérdida
son empleadas.

Una manera adicional es nuestra propuesta, que se basa en el si-
guiente enunciado de Cuamea (et al., 2009):

En el estudio multivariado, las variables críticas deben estar dentro de 
sus respectivas especifi caciones para que el producto se considere acep-
table. Si solo una de ellas no cumple con las especifi caciones esto será 
sufi ciente para que el cliente considere inaceptable el producto. 

Sobre la base de esto, para el caso multivariado, se hace el estudio 
univariado a cada variable de datos normales, y concluimos, respecto 
al caso multivariado, usando un índice propuesto en este trabajo. 

2.  ÍNDICE DE CAPACIDAD DE PROCESOS MULTIVARIADOS

Al citar algunos autores de la tabla 1, se tiene: Humbele (et al., 1991), 
usando la distribución multivariada normal, defi ne ICPM como la

(continuación)
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razón de una región de tolerancia rectangular y una región de toleran-
cia modifi cada, que es el rectángulo más pequeño alrededor de la elipse 
con un error especifi cado de tipo I (   0,0027). El número de las va-
riables de calidad en el proceso es tenido en cuenta tomando la v-ésima 
raíz de la proporción, en la que representa el número de variables del 
proceso en estudio.

 vPM
Volumen de la región de tolerancia de ingenieríaC
Volumen de la región de proceso de ingeniería  

Taam (et al., 1993) defi ne un índice de capacidad multivariado 
(MCPM) como la razón del volumen de la región de tolerancia modi-
fi cada y el volumen de la escala 99,73 % de la región de proceso. La 
región de tolerancia modifi cada es defi nida como la elipse más grande 
centrada en el blanco totalmente ubicado dentro de la región de tole-
rancia original. Luego, para ajustar el cálculo estimado del índice de 
capacidad normal multivariado, se usó:

 PM
PM

CMC
D̂


 

donde  0
1

0 1 ( ) .
1

( )TnD
n

   


X S X    X  es el vector media mues-

tral,  S  es la matriz de varianza-covarianza muestral, y 0  es la media 
objetivo del proceso. 

Wang (et al., 2000) comparó los ICPM mencionados anteriormente 
y presentó algunos ejemplos gráfi cos para ilustrarlos. Sin embargo, la 
correlación entre las variables no fue tenida en cuenta. Ellos estiman 
tanto en conjunto como individualmente los índices de capacidad de 
proceso para los datos multivariados (sin la correlación). Castagliolia 
y Castellanos (2005) prolongaron el método univariado de Castagliolia 
a la distribución multivariada, reemplazando la función de densidad 
de probabilidad univariado f(x) con su versión multivariada, mientras 
que Wang y Humbele (2000) y Wang y Du (2000) propusieron un mé-
todo que utiliza el análisis de componentes principales para describir 
el comportamiento de un proceso para datos multivariados. La ventaja 
de este enfoque radica en que el análisis de componentes principales 
es capaz no solo de reducir la dimensión del problema, sino también de 
transformar datos correlacionados en independientes, lo que simplifi ca 
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considerablemente los cálculos. Cuamea y Anaya proponen los índices 
CpM y CpkM para una distribución normal multivariada para variables 
múltiples con correlación, sin embargo, el CpM puede usarse para va-
riables sin correlación.

Wang (2006) también usa la distancia geométrica en procesos no 
normal y normal multivariado. Yeh y Chen (2001) aplican métodos no 
paramétricos para calcular proporciones no ajustadas y el índice de 
capacidad de proceso multivariado para procesos no normales. 

El paquete estadístico Statgraphics usa el ICPM, ,
2


ZMCP K

donde Z es el valor de la variable aleatoria normal estándar correspon-
diente a los DPM calculados. DPM es el índice de capacidad defecto por 
millón, que representa el número estimado de las muestras por millón 
que estarían fuera de la especifi cación en una o más variables. K es el 
múltiplo del sigma especifi cado en una tabla. En general, K = 6.MCP 
se interpreta similarmente a Cpk caso univariado. Así, un 1,33MCP  
es el deseado.

3. MATERIALES Y MÉTODOS

Dado un conjunto de v variables obtenidas de un proceso de muestreo, 
se obtiene un conjunto de datos modelados por una distribución normal, 
de la cual surgen las estimaciones de los parámetros para determinar 
el ICPM que va a determinar la capacidad del proceso de producción. 
Como un requisito, se debe contar con especifi caciones para cada una 
de las v variables de calidad y con estimaciones de los parámetros del 
proceso, tales como un vector de medias y una matriz de varianzas co-
varianzas. Posteriormente, las especifi caciones fueron utilizadas para 
defi nir la región de especifi cación y, por otro lado, la estimación de los 
parámetros del proceso se utiliza para crear una región de variación 
del proceso utilizando los límites de tolerancia natural del proceso. 

Para el caso univariado, se tiene una especifi cación inferior y 
otra superior para el control de la variable de calidad ,iX  para al-
gún 1, , . i   v El objetivo que se persigue es que: ), i i i(LEI X LES  
donde iLEI  y ,iLES  son los límites de especifi cación inferior y superior 
establecidos para cada variable .iX  Para el caso multivariado, lo an-
terior alcanzaría para extenderse y el intervalo para ser reemplazado 

REV INDUSTRIAL34.indb   62REV INDUSTRIAL34.indb   62 17/04/2017   11:21:0417/04/2017   11:21:04



Ingeniería Industrial n.o 34, 2016 63

Un índice de capacidad de procesos para distribuciones multivariadas normales

por una región de especifi cación; dicha región de especifi cación estará 
construida por los intervalos de especifi cación para cada una de las 
variables de calidad. La región de especifi cación sería representada 
mediante las desigualdades:

 1  v
i i i iI LEI X LES  

Ahora, para el caso normal multivariado se tiene nuestra siguien-
te propuesta en estudio: Sean 1 2, , , ; vX X X  v variables aleatorias
obtenidas de un proceso, modeladas por una función de distribución 
mul tivariada normal, de donde se obtienen las estimaciones de los pa-
rámetros para el cálculo de cada ICP para cada 1,, , . iX i v  Obteni-
do cada ICP para cada 1,, , iX i v,  se procede a determinar nuestro
índice multivariado CPME.

Se usará un ejemplo real en el que las variables están correlacio-
nadas y no correlacionadas, para que a través del modelo se realicen 
comparaciones de los resultados que se han obtenido de los métodos 
multivariados empleados por otros autores. Para esto se usarán pro-
gramas informáticos como el software Matlab 7.6.0, Excel, Minitab V. 
17 y Statgraphics Centurión, para obtener algunos de los diferentes 
índices expuestos anteriormente.

4. PROPOSICIÓN DE ÍNDICE DE CAPACIDAD PARA USO EN CASO DE 
VARIABLES MÚLTIPLES

Dado un conjunto de v variables obtenidas de un proceso de muestreo, 
se obtiene un conjunto de datos modelados por una distribución normal 
o no normal, de la cual se obtienen las estimaciones de los paráme-
tros para hallar el ICPM que va a determinar la capacidad del proceso
de producción. Cuando los datos no son normales, entonces el índice 
multivariado requiere de una nueva metodología. En función de esto,
en este trabajo se evaluará el desempeño de los métodos de estima-
ción de capacidad existentes para datos con variables de calidad multi-
variados normal.

Sea 1 2( , , , )  vX X X X '  el vector de las variables de calidad del 
proceso. 

Sea 1 2 v '( , , , )      el vector de medias y   su matriz de
covarianzas.
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Sea { : } 1, ,     v
i iS X LEI X LES i v la región de tole rancias 

del proceso.

Se obtienen las estimaciones de los parámetros para el cálculo de 
cada ICP para cada 1,, , iX i v.  

Proponemos el ICPM, defi nido de la siguiente manera:

)
1
0

(
i

i i
A i

i i

si Icp A
Icp

si Icp A


  




 
Donde ( ) 1,33

 
   

 
i

i i
i

Icp A Rango Icp
Icp

  para cada 1,, , iX i v  y

 iIcp : es un índice de capacidad univariado seleccionado.

Defi nimos el siguiente ICPM: 1 ,
( ) 

 i
v
i A iIcp

CPME
v

 

donde CPME  signifi ca: capacidad de proceso multivariado estadístico.

Ahora bien, por defi nición de CPME se tiene que:

Si 1,CPME  entonces el proceso de producción es estable, ya que 
todas las variables están en el rango de especifi cación dado.

Si 1,CPME  entonces el proceso de producción no es estable, ya que 
existe al menos una 1,, , iX i v  que esta fuera del rango de especifi -
cación dado para cada 1,, , iX i v.

5. RESULTADOS

En las siguientes secciones se muestra el desarrollo del índice de capa-
cidad propuesto en este trabajo, tanto con variables normales correla-
cionadas y no correlacionadas, así como otros índices.

5.1 Cálculo de  CPME y comparación con otros índices propuestos

En el trabajo de Chen (1994) se discuten dos ejemplos numéricos, en 
los que se aplicaron tres de los índices de capacidad que aparecen en la 
literatura. En este trabajo se usan los datos y se trabaja con dos casos: 
variables correlacionadas y no correlacionadas. Usando los datos del 
primer ejemplo, se calcula el índice de capacidad propuesto en este 
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trabajo y se compara con los índices obtenidos por tres propuestas; el 
resumen se presenta en la tabla 2. El ejemplo trata de una distribución 
normal bivariada, en la cual la dureza Brinell (H) y la resistencia a 
la tensión (S) son dos variables de calidad de un producto industrial. 
Las tolerancias de ingeniería para ambas variables de calidad vienen 
dadas por [112,3; 241,3] y [32,7; 73,3], respectivamente, y el vector de 
valores nominales para H y S viene dada por [177, 53]. 

5.2 Caso variables con correlación

Después de realizar la colección de 25 mediciones de ambas variables 
de calidad, se obtuvieron los valores de la tabla 1. Al realizar la prue-
ba de Shapiro-Wilk, encontramos que las 25 mediciones siguen una
distribución normal multivariada con el siguiente vector de medias 
[177,52; 52,188] y la siguiente matriz de varianzas covarianzas:

H S

H 329,093 91,8898

(25) (25)

S 91,8898 38,8653

(25) (25)

Tabla 2
Dureza Brinell (H) y resistencia a la tensión (S) para un producto industrial

H S H S H S
143 31,0 141 47,3 178 50,9

200 57,0 175 57,3 196 57,9

168 47,5 187 58,5 160 45,5

181 53,4 187 58,2 183 53,9

148 47,8 186 57,0 179 51,2

178 51,5 172 49,4 194 57,5

162 45,9 182 57,2 181 55,6

215 59,1 177 50,6   
161 48,4 204 55,1   

Fuente: Cuamea, G. y Rodriguez, M. (2014)

Con un p > 0,150, se concluye, según la prueba Kolmogorov-
Smirnov, que H y S siguen una distribución normal. KS = 0,129 y
KS = 0,140 para H y S, respectivamente.
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Figura 1. Grafi cas de capacidad del proceso para la dureza (H) y la resistencia a la tensión (S). 
Caso variables correlacionadas
Elaboración propia
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Para realizar el cálculo del índice de capacidad potencial que se pro-
pone en este trabajo, ubicaremos el promedio del proceso en el centro 
de las especifi caciones. 

Figura 2. Elipse de capacidad del proceso para la dureza (H)(a) y la resistencia
a la tensión (S)(b). Caso variables correlacionadas
Elaboración propia

Tabla 3
Índices de capacidad univariado para las variables H y S

Variable Índice de 
capacidad

Capacidad 
(dentro de) Capacidad general

H Cp / Pp 1,06602 1,18517

Cpk / PpK 1,05412 1,17194

Cpm 1,18

S Cp / Pp 1,1211 1,08541

Cpk / PpK 1,07625 1,04199

Cpm 1,16

Correlación de Pearson 0,813

Elaboración propia
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Tomando ,i pIcp C  entonces: 
(

0 0,
2

)1 0
  

  

v Ci A piCPME
v

 

así ( 1) pCCPME

De forma análoga, se obtienen los resultados que se muestran en la 
tabla 4.

En la gráfi ca de la fi gura 2 se observa que el proceso se sale ligera-
mente de la región de especifi cación, lo que deberá ser refl ejado por el 
cálculo del ,CPME  el cual, para este proceso, deberá tener un valor de 
índice menor que 1.

Tabla 4
Comparación de varios índices de capacidad para dos variables de calidad con 
correlación 

Taam et al.
(1993)

Índice de Cuamea 
y Rodríguez 

(2014)

Índice de 
Statgraphics 

(2016)

Índice de Salazar  
y Fermín

(2016)


PMC 

PMMC CpM  
MCP  

( )pCPME C

( )pCPME P

( )pmCPME C

1,71 1,65 0,95 1,05 <1

Elaboración propia

5.3 Caso variables no correlacionadas 

Después de efectuar 25 mediciones de ambas variables de calidad, se 
obtuvieron los valores de la tabla 4. Al realizar la prueba de Shapiro-
Wilk, se encontró que las 25 mediciones siguen una distribución nor-
mal multivariada con el siguiente vector de medias [177,106; 53,157] y 
la siguiente matriz de varianzas covarianzas:

H S
H 0,765983 –0,0296604

(25) (25)

S –0,0296604 1,09009

(25) (25)
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Tabla 5
Dureza Brinell (H) y resistencia a la tensión (S) para un producto industrial

H S H S H S
176,437 53,5317 175,588 52,3967 176,818 54,1309

176,596 54,7648 176,807 52,1516 176,800 51,9326

176,092 51,7810 177,441 52,7447 176,051 54,0050

176,566 53,5707 176,926 52,0609 178,095 51,8588

176,940 53,1057 177,540 54,6906 178,384 53,9194

178,321 53,8484 177,634 53,5954 179,515 52,6633

177,161 52,4804 176,789 52,2339 177,645 52,7505

177,128 53,0898 175,812 54,4680

177,209 55,3306 177,357 51,8202

Elaboración propia

Con un p > 0,150, se concluye, según la prueba Kolmogorov-Smir-
nov, que para H y S no hay evidencia sufi ciente que sugiera que los 
datos no siguen una distribución normal KS = 0,109 y KS = 0,131 para 
H y S, respectivamente.

Tabla 6
Índices de capacidad univariado para las variables H y S

Variable Índice de capacidad Capacidad 
(dentro de) Capacidad general

H

Cp / Pp 24,33 24,37

Cpk / Ppk 24,22 24,45

Cpm 24,30

S

 Cp / Pp 6,34 6,48

 Cpk / Ppk 6,29 6,43

Cpm 6,41

Correlación 
de Pearson –0,033

Elaboración propia
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Figura 3. Gráfi cas de capacidad del proceso para la dureza (H)(c) y la resistencia
a la tensión (S)(d). Caso sin correlación
Elaboración propia
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Figura 4. Elipse de capacidad del proceso para la dureza (H) y la resistencia a la tensión (S)
Elaboración propia

En la fi gura 4 se observa que el proceso está totalmente contenido 
en la región de especifi cación, lo que deberá ser refl ejado por el cálculo 
del ICPME, el cual deberá tener un valor de este índice igual que 1 
para este proceso.

Tabla 7
Comparación de varios índices de capacidad para dos variables de calidad sin correlación

Taam et al.
(1993)

Índice de Cuamea
y Rodríguez

(2014)

Índice de 
Statgraphics 

(2016)

Índice de Salazar
 y Fermín

 (2016)

PMC  


PMMC  pMC
 MCP  

( )pCPME C

( )pCPME P
 

( )pmCPME C

1,0 0,81 1,433 >1,33 1

Elaboración propia
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6. DISCUSIÓN

Para los casos estudiados de variables correlacionadas y no correla-
cionadas, las variables pueden modelarse a través de una distribución 
normal multivariada, y en ambos casos el cálculo del índice de capa-
cidad CPME, resulta simple y fácil. Su interpretación va acorde con 
la situación presentada por los datos, además que es aplicable para 
cualquier dimensión. En el primer caso, la fi gura 2 muestra que el pro-
ceso se sale ligeramente de la región de especifi cación, que es refl ejado 
por el índice CPME, el cual indica que en este caso la capacidad de 
proceso bivariable (H,S) no es estable. Sin embargo, para el siguiente 
caso la fi gura 4 muestra que el proceso está totalmente contenido en la 
región de especifi cación, lo cual es refl ejado por el cálculo del CPME, el 
que indica que la capacidad de proceso bivariable (H, S) es estable. La 
ventaja que presenta el CPME es que puede ser usado en ambos casos 
de variables con correlación y sin correlación, no requiere de cálculos 
complejos y es de fácil interpretación. 
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