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Аннотация. Исследуется коэффициентная устойчивость решения разностной схемы, аппроксимирующей сме-
шанную задачу для одномерного полулинейного гиперболического уравнения. Получены оценки решения диффе-
ренциальной и разностной задач. При этом решение может разрушаться за конечное время. Установлена нижняя 
граница разрушения решения. В области существования решения получены оценки возмущения решения разностной 
схемы по отношению к возмущению коэффициентов уравнения, согласующиеся с оценками для дифференциальной 
задачи. Во всех случаях применялись метод энергетических неравенств, неравенство Бихари и его сеточный аналог.
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differential and difference problems are obtained. In the domain of existence of the solution, the estimates for perturbation  
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Введение. Нелинейные волновые процессы описываются уравнениями в частных произво-
дных второго порядка. В частности, смешанные задачи для полулинейного волнового уравнения 
второго порядка, которое относится к классу гиперболических, описывает механику кристал-
лов. Существование решения нелинейных волновых уравнений исследовалось многими автора-
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ми (см., напр., [1] и библиографию в ней). В указанной работе получены условия разрушения ре-
шения смешанной задачи за конечный интервал времени. При этом получена верхняя оценка 
момента разрушения.

При постановке задачи задается не только правая часть, но и оператор A. Если, например,  
A – дифференциальный или разностный оператор, то должны быть заданы коэффициенты урав-
нения. Естественно требовать, чтобы решение задачи непрерывно зависело не только от возму-
щения правой части, но и от возмущения оператора A задачи (например, от коэффициентов диф-
ференциального или разностного уравнения), т. е. чтобы выполнялась оценка вида 

 (0) (2) ,u u A A- ≤ r -
   

где u – решение задачи с возмущенным оператором ;A  (2)⋅   – некоторая операторная норма. Во-
просы коэффициентной устойчивости разностных схем для стационарных уравнений рассмо-
трены, например, в [2]. Первые результаты по устойчивости конечно-разностных схем, аппрок-
симирующих задачи для нестационарных уравнений математической физики, получены в [3; 4].

В нашей работе, используя метод энергетических неравенств, получены условия, содержащие 
только входные данные задачи и гарантирующие существование и ограниченность решения 
смешанной задачи для полулинейного волнового уравнения с переменными коэффициентами. 
Аналогичные результаты получены для разностной схемы, аппроксимирующей смешанную 
задачу для полулинейного волнового уравнения. Кроме того, будет доказана коэффициентная 
устойчивость решений дифференциальной и разностной задач. Данный подход ранее применялся 
авторами при исследовании устойчивости (в том числе и коэффициентной) решений нелинейных 
параболических уравнений и соответствующих им разностных схем [5; 6].

Коэффициентная устойчивость решения полулинейного гиперболического уравнения. 
В данном разделе изучается коэффициентная устойчивость решения полулинейного параболи-
ческого уравнения. Получены оценки возмущения решения в энергетической норме.

Рассмотрим смешанную задачу для одномерного гиперболического уравнения с нелинейным 
источником: 
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Определим оператор A как 
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Он отображает множество 1 2( ) = ( ) ( )H HΩ ∩ Ω A  на 2 ( ).L Ω  Нетрудно показать [6; 7], что 
для линейного самосопряженного оператора A справедливы неравенства 
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Стандартным образом введем скалярное произведение ( )2( , ) = ( , ) ,Lv w v w ΩA A  тогда соответ-
ствующее ему энергетическое пространство 1= ( ).H ΩA

Наряду с задачей (1)–(3) будем рассматривать задачу с возмущенным коэффициентом 
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Будем предполагать, что 

 0 0( ) ( ), ( ) ( ), = ( ) .uu x u x u k x
x x

∂ ∂ ∈ ∈ -  ∂ ∂ 



 

  A  A A  (10)

Априорные оценки решения. Для получения априорных оценок решения уравнения нам пона-
добится следующая лемма [8]:

Л е м м а 1. Пусть для неотрицательной функции = ( )v v t  для всех [0, ]t T∈  выполнено сле-
дующее соотношение:

 0, (0) = ,qdv av v v
dt

≤

где а – положительная постоянная. Тогда для cr[0, )t T∈  выполнено неравенство 
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Справедлива следующая 
Т е о р е м а 1. Для решений задач (1)–(3) и (7)–(10) при cr[0, )t T∈  справедливы оценки 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Получим первую из оценок (11). Для этого умножим уравнение (1) на 
2 u

t
∂
∂

 и результат проинтегрируем по области Ω. Получим следующее энергетическое тождество: 
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Для правой части (14), используя неравенства Шварца и Коши и учитывая (4)–(6), получим: 
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Подставляя последнюю оценку в (14), с учетом (13) получим 

 
1

(1, ) 1
(1, ) (1, )1/2

22 .
p

t p
t t

d u cu u
dt

-
+g

≤
λ

 

   

Положим (1, )( ) = ,tv t u   1 1/2= / ,pa c -g λ  = .q p  Таким образом, используя лемму 1, приходим  
к утверждению теоремы. 

Теорема 1 дает оценки решений смешанных задач (1)–(3) и (7)–(9) на конечном интервале 
времени до момента cr ,T  определяемого соотношением (12), в том случае, когда решение может 
разрушаться, т. е. обращаться в бесконечность.

Коэффициентная устойчивость. Для исследования устойчивости решения задачи (1)–(3), 
вычтем (1), (2) и (3) из (7), (8) и (9) соответственно. Принимая во внимание формулу конечных 
приращений Лагранжа [9] 

 ( )11 1 1
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получим задачу для возмущения = :u u u-  
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Очевидно, что для функции ( , )u u  имеет место неравенство 
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Справедлива следующая 
Т е о р е м а 2. Решение задачи (1)–(3) устойчиво по отношению к возмущению коэффициентов 

при cr[0, ]t T∈ - δ  ( > 0δ ) и для его возмущения справедлива оценка 
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2
(2, ) 1 1= 2 ( , ) , 2 ( ) , .td u u upc u u u u

dt t t
- -∂ ∂   - -   ∂ ∂   



 

 

 A A A A  (18)

Для первого слагаемого правой части последнего соотношения с учетом (16) имеем 
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Отсюда, учитывая (4)–(6), (11) и то, что при cr[0, ]t T∈ - δ  (см. теорему 1) 
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Подставляя (19) и (20) в (18), получим 
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Отсюда, учитывая лемму Гронуолла и неравенство (см., напр., [10]) 1( ) ( )u t -- ≤



A
A A   

≤ (1, )[0, ]
,tC l
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   получаем оценку (17). 

Коэффициентная устойчивость разностной схемы для полулинейного гиперболическо-
го уравнения. В данном пункте изучается коэффициентная устойчивость решения линеаризо-
ванной разностной схемы, аппроксимирующей задачу (1)–(3). Получены оценки решений исход-
ной и возмущенной разностной задачи и их разности.

В области = {( , ) : 0 , 0 }TQ x t x l t T≤ ≤ ≤ ≤  введем равномерную сетку = ,h τω ω × ω   = { = ,h ix ihω  
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На введенной сетке дифференциальную задачу (1)–(3) заменим разностной:
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Здесь и ниже используются стандартные обозначения теории разностных схем [2]: 
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Для исследования устойчивости возмущенную задачу (7)–(9) аппроксимируем аналогичной 
разностной схемой 
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Вычитая из уравнений (21)–(22) соответственно уравнения (24)–(25) и используя формулу 
Лагранжа, получим задачу для возмущения =y y y-  
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Введем в рассмотрение скалярные произведения и сеточные нормы: 
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где *= > 0h hA A  – самосопряженный положительный оператор, определенный соотношением (23).
Имеют место следующие сеточные аналоги теорем вложения [2; 11; 12]. 
Л е м м а 2. Для произвольной сеточной функции ( ),y x  заданной на равномерной сетке hω   

и равной нулю при = 0,x  =x l, имеют место неравенства 
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Оценки решений разностных схем. В дальнейшем нам понадобится сеточный аналог нера-
венства Бихари [13]. 

Л е м м а 3. Пусть > 1m  и выполнены неравенства 
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Прежде чем доказывать устойчивость, необходимо получить априорные оценки для y и .y  
Имеет место следующая 
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(1 ,0)

3 2
= ,

( 1)

pp

h p
h

m
T

c p l y+

⋅

-  

  
1/22 1

(1 , ) = 0,5( ) .n n n
n th h Ah

y y y y+ + + 
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножая разностное уравнение (21) скалярно на 2 = ( ),t t ty y y+  
получим энергетическое тождество 

 
2 12 2(0,5) (0,5) (0,5)2 = 2 , .

p
t t tAhAh t h

y y y c y y y
-   + + τ   

   
   (31)

Используя вложения (27), (28) скалярное произведение в правой части (31) оценим следующим 
образом: 

 
11(0,5) (0,5) (0,5)

(1 , )1/2
22 , .

pp p
t h n

Ahh h

cc y y y y y
-- g  ≤ 

  λ
  

   (32)

Обозначая 1 (1 , 1)ˆ = = ,n nhv v y+ +   из (31) и (32) получим 

 
1

2
1/2

2 ˆ( ) ( ).
p

p
t

h

cv v v v
-g

≤ +
λ

Отсюда, принимая во внимание тождество  
2 2 2ˆ ˆ( ) = = = ,

ˆ ˆ( ) t
v v v v v v

v v v v
- -

+ τ + τ
 получим неравенство 

1

1/2
2 .

p
p

t
h

cv v
-g

≤
λ

 Умножая последнее неравенство на τ и суммируя результат по = 0,1, , 1,k n -  

получим 
11

1 0 1/2
=0

2 .
pn p

n k
k h

cv v v
--

+
g

≤ + τ
λ

∑  Учитывая лемму 3, из последнего неравенства получаем 

оценку (29), имеющую место при cr<n ht T . Оценка (30) доказывается аналогично.
Таким образом, мы получили оценки разностных решений, аналогичные оценкам решений 

дифференциальных задач.
Коэффициентная устойчивость разностного решения. Прежде чем перейти к получению 

оценок коэффициентной устойчивости решения разностной схемы преобразуем первое слагаемое 
в правой части (24): 

 

( )

11(0,5) (0,5) (0,5)
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1

=

=

=

pp

p p p
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k

y y y y

y y y y y

y y
y y y y y y
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y f y y

--

- - -

-- - -

- =

 + - = 
 

-
+ =

+

∑

 

 

 

 


 

 







 
 

 

 




 

 ( )) (0,5) (0,5)
2 , .f y y







Для 1f  и 2f  при crn ht T≤ - δ ( > 0δ ) из теоремы 3 имеем 

 
( )

1(0,5) 1
1 1(1 , )

1(0,5) (0,5) 1
2 1(1 , )

( ) ,

, ( 1) ( 1) .

pp
hnh

pp
hnh

f y y c

f y y p y p c

--

--

≤ g ≤

≤ - g ≤ -



 







 

 

 (33)

Т е о р е м а 4. Решение разностной схемы (21)–(23) устойчиво по отношению к возмущению 
коэффициентов при crn ht T≤ - δ ( > 0δ ) и для его возмущения справедлива оценка 

 (2 , ) 1( ) ( ) ( 1) ,t
h n h Cy t y t M e a aµ- ≤ - - 

     (34)

где 
1/2

2 1 1/2
(2 , ) 11= 0,5( ) , = 2 / .n n n

h n t h hAh
u y y y cpc+

-
 

+ + µ λ 
 

     

Д о к а з а т е л ь с т в о. Умножим разностное уравнение (26) скалярно на 12 ,h tA y-  получим 
энергетическое тождество
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( ) ( )

( )

22 (0,5) 1 (0,5) 1
1 2(2 , )

1

2 = 2 ( , ) 2 ,

2 ( ) , .

t h t h tnh t

h h h t

y y c y f A y c y f A y

A A y A y

- -

-

+ τ + -

- -

 





 

 (35)

Учитывая оценки (33) и лемму 2, оценим скалярные произведения в правой части (35): 

 
( ) ( ) (2 , ) (2 , 1)1(0,5) 1 (0,5) 1 (0,5)

1 2 1/2

(2 , ) (2 , 1)1
(2 , )1/2

22 , 2 ,
2
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h n h nh
h t h t

h

h n h nh
h n

h

y ycpcc y f A y c y f A y y

y ycpc y

-- -

-

+
+ ≤ ≤

λ

+
≤

λ

  
   

   

 

 ( ) (2 , ) (2 , 1)
12 ( ) , 2 ( ) .

2
h n h n

h h t h h Ah

y y
A A y y A A y -

-
+

- ≤ - 

 

   

Подставляя полученные оценки в (35), получим 

 ( )(2 , ) (2 , ) 1( ) .h n h n h ht Ah
y y A A y -≤ µ + -


     (36)

Оценка второго слагаемого правой части неравенства (36) дает (см., напр., [10]) 

 
2 2

(1 , )1( ) .h h h h nCAh
A A y M a a y-- ≤ -

  
 

Учитывая последнее неравенство, разностный аналог леммы Гронуолла и теорему 3, приходим 
к требуемой оценке устойчивости (34) при cr .n ht T≤ - δ  

Таким образом мы получили оценку коэффициентной устойчивости разностной схемы, ана-
логичную оценке решения дифференциальной задачи.
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