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Resumo

O modelo dos sapos é um sistema de particulas, a tempo discreto, cujos agentes realizam passeios
aleatdrios simples em um grafo com probabilidade de desaparecimento (1 — p) antes de cada
salto. Inicialmente, cada vértice do grafo contém um niimero aleatério de particulas. Aquelas
posicionadas na raiz do grafo encontram-se acordadas, as demais adormecidas. Cada vez que
uma particula acordada visita uma particula adormecida, a dltima € acordada. Resultados de
transi¢do de fase com respeito a sobrevivéncia e recorréncia do modelo sdo apresentados para
(dy,d)-arvores birregulares. Para o modelo com configurag@o inicial de uma particula por
vértice, determinamos a correta ordem de magnitude da probabilidade critica com respeito a
sobrevivéncia do modelo quando d; e d, tendem para infinito. Provamos um novo limitante
superior para a probabilidade critica do modelo dos sapos em d-arvores homogéneas, que melhora
os resultados previamente conhecidos. Esse limitante superior foi conjecturado em Lebensztayn
et al. (J. Stat. Phys., 119 (1-2), 331-345, 2005). Também damos uma férmula explicita para o

limitante superior.

Palavras e frases-chaves: Modelo dos sapos, arvore birregular, transi¢ao de fase, probabilidade

critica, percolacao.



Abstract

The frog model is a discrete time particle system whose agents perform simple random walks
on a graph with probability of disappearance (1 — p) before each jump. Initially, each vertex of
the graph contains a random number of particles. Those positioned at the root of the graph are
awake, the others are sleeping. Each time an awakened particle visits a sleeping particle, the
latter particle is awakened. Phase transition results with respect to survival and recurrence of
the model are presented for (d},d,)-biregular trees. For the model with initial configuration of
one particle per vertex, we determine the correct order of magnitude for the critical probability
of survival of the model as d; and d> approaches infinity. We prove a new upper bound for the
critical probability of the frog model on d-homogeneous trees, which improves the previously
known results. This upper bound was conjectured in Lebensztayn et al. (J. Stat. Phys., 119 (1-2),
331-345, 2005). We also give an explicit formula for the upper bound.

Keywords and phrases: Frog model, biregular tree, phase transition, critical probability, perco-

lation.
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Introducao

Transicdo de fase é um dos assuntos centrais da Mecanica Estatistica e da Teoria
de Probabilidade mais geralmente. O fendmeno de transicdo de fase pode ser explicado por
meio do seguinte exemplo simples de dinAmica populacional. Considere um sistema, a tempo
discreto, formado por um grande nimero de particulas e que evolui estocasticamente como segue.
Inicialmente no sistema temos uma tnica particula, no instante seguinte ela gera N > 1 particulas
idénticas com probabilidade 6 ou gera O particulas com probabilidade 1 — 0. A cada instante de
tempo que houver pelo menos uma particula viva, cada uma gera independentemente N ou 0
particulas de acordo a mesma regra. A fim de simplificar o modelo assumimos que cada particula
morre apOs cada instante de tempo. O processo continua até o infinito ou até nao haver particula
viva no sistema. Uma pergunta natural € a seguinte: Existe um valor critico 6, tal que ao variar 0
continuamente através de 6, o sistema muda de ter nenhuma particula viva com probabilidade 1
a ter pelo menos uma particula viva para todo instante de tempo com probabilidade positiva? A

resposta a essa questdo ¢ afirmativa, e um célculo elementar leva a que 6, = 1/N.

Outro exemplo de transi¢do de fase foi realizado em 1895 por Pierre Curie. Ele
mostrou que um material ferromagnético perde sua magnetizac¢do, quando esquentado acima de
uma temperatura critica, chamada de temperatura de Curie. Neste caso, dizemos que o sistema
passa da fase paramagnética para a fase ferromagnética. A temperatura critica depende de cada
material particular, por exemplo, o ferro perde a sua magnetizagio natural a 770 °C, e o cobalto

alll2°C.

O fendmeno de transi¢do de fase ndo se restringe somente a sistemas biolégicos ou
fisicos, como nos exemplos anteriores. A fim de entender as propriedades tipicas de grafos, em
1960 Erdés e Rényi estudaram o grafo aleatério com conjunto de vértices {1, ... ,n}, denotado por
G, 9, em que cada par de vértices € conectado por um elo com probabilidade 6. A densidade 6 de

elos pode variar com n, por exemplo, 8 = A /n com A > 0, e comumente é considerada a estrutura
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de G, ¢ conforme n cresce para o infinito. O seguinte comportamento € observado: quando
A <1 o maior componente de G, 9 é da ordem logn e quando A > 1 existe um componente
cujo tamanho € da ordem n, isto €, observamos comportamentos diferentes em as duas fases

delimitadas por A, = 1.

Em resumo, uma transicao de fase ocorre se uma propriedade macroscopica do
sistema muda abruptamente conforme um parametro relevante (ex. temperatura, densidade) varia
continuamente através de um valor critico. Em geral, determinar o valor critico com exatidao é

uma tarefa muito dificil e somente em alguns casos particulares tem sido conseguido.

Nesta tese lidamos com o problema da transi¢@o de fase para um sistema de particulas,
cujos agentes realizam passeios aleatdrios simples em um grafo conectado e com raiz, conhecido
como o modelo dos sapos, que pode ser descrito informalmente como segue. Comegamos
0 processo com uma certa distribuicdo de particulas em cada vértice do grafo. Inicialmente,
aquelas particulas posicionadas na raiz encontram-se ativas (acordadas) e as demais inativas
(adormecidas). Particulas ativas realizam passeios aleatdrios simples a tempo discreto no grafo
ativando qualquer particula inativa que elas encontram. Uma vez ativadas, as trajetdrias de
particulas diferentes sdo independentes. Usualmente as particulas sdo referidas como sapos,

continuamos com a tradi¢cdo aqui.

O processo também pode ser visto como um membro da familia dos modelos
A+ B — 2A, frequentemente usado como um modelo de combustio estocdstica, em tais
modelos existem particulas tipo A e B ocupando os vértices (ou sitios) de um grafo G, por
exemplo Z¢. Particulas tipo A podem ser interpretadas como “pacotes de energia”que junto com
as particulas tipo B produzem mais energia, de acordo a reacdo A + B — 2A. Quando uma
particula tipo A colide com uma particula tipo B, a dltima se transforma em uma particula tipo A.
No modelo dos sapos, particulas ativas correspondem a particulas tipo A e particulas inativas a
particulas tipo B. Usualmente, nesta interpretacdo particulas se movem como passeios aleatérios

a tempo continuo.
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Destacamos duas versdes do modelo, com morte e sem morte, no primeiro caso
particulas ativas realizam passeios aleatdrios simples com probabilidade de desaparecimento
(1 — p) antes de cada salto, em que p € [0, 1] é um pardmetro fixado. O modelo sem morte (i.e.,
p = 1) é uma versao a tempo discreto de um modelo proposto por Rick Durrett em 1996, que
sugeriu 0 nome frog model. A versao com morte foi formulada por Itai Benjamini em 2000.
Habitualmente, o modelo € motivado como um processo para a propagacdo de uma informacao
ou infecdo num grafo. Pensando que cada particula ativa carrega uma informagao ou infe¢do que

compartilha com todas as particulas inativas que ela encontra em seu caminho.

Focaremos nosso estudo do modelo dos sapos a versio com morte no caso em
que o grafo onde as particulas se movimentam € uma arvore nao homogénea. Existem varias
motivacgdes para estudar modelos probabilisticos em arvores ao invés de grafos mais gerais, por
exemplo, é bem sabido que em Mecanica Estatistica muitos dos resultados ndao dependem da
estrutura particular do grafo. Além disso, em muitos casos eles capturam o comportamento de
processos em redes hiperctbicas de altas dimensdes, como ocorre para o modelo de percolagdo
de Bernoulli em arvores bindrias (veja-se Grimmett (1999) para mais detalhes). O livro de Lyons
e Peres (2017) constitui uma excelente referéncia para o estudo de diferentes processos aleatdrios

em grafos infinitos, com especial €énfase em arvores.

Vale a pena ressaltar que existem dois tipos de comportamentos criticos fundamentais
para o modelo com respeito ao parametro p: um relativo a sobrevivéncia (existéncia de particulas
ativas em todo instante de tempo) e outro com relacio a recorréncia (infinidade de visitas de

particulas ativas a raiz). Aqui estudamos ambos 0s casos.

Algumas referéncias sobre o modelo incluem o trabalho seminal de Telcs e Wormald
(1999), onde 0 modelo é chamado “egg model”. Nesse artigo particulas se movimentam em Z¢
com tempo de vida indefinido, e os autores provaram que para todo d o modelo € recorrente.
A mesma questdo foi abordada por Popov (2001), comecando com configuracao inicial de
particulas inativas em cada x diferente de 0, a origem de 74, d > 3, distribuida de acordo com

p(x) ~ Bernoulli(ot/||x||?), em que & é uma constante positiva grande, identificando a taxa critica
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de decaimento de p(x) que separa as fases entre transiéncia e recorréncia. Em Alves, Machado,
e Popov (2002b) foi mostrado que o conjunto de posicdes originais de todas as particulas ativas
cresce linearmente e que quando reescalado pelo tempo decorrido converge a um conjunto
compacto, convexo e nao vazio. O mesmo resultado € estendido em Alves, Machado, Popov, e
Ravishankar (2001) para o caso de configuracao inicial aleatéria. Em Ramirez e Sidoravicius
(2004) um resultado similar foi obtido quando as particulas realizam passeios aleatérios a tempo

continuo. Esse tipo de resultado é conhecido com o nome do Teorema da Forma.

Em contraposi¢io ao comportamento do modelo em Z? que é recorrente para todo d,
o caso € diferente em arvores d-drias. Conforme mostrado por Hoffman, Johnson, e Junge (2017),
o0 modelo € recorrente na drvore bindria e transiente para d > 5, as dimensdes d = 3,4 ainda
sdo matéria de investigacao. Simulagdes computacionais sugerem que o modelo € recorrente
para d = 3 e transiente para d = 4. Em Hoffman, Johnson, e Junge (2016), também em arvores
d-arias, comecando com configuragdo inicial de particulas inativas em todo vértice diferente da
raiz, regulada por uma varidvel aleatéria Poisson(tt), os autores provam que o modelo exibe uma
transicao de fase entre transiéncia e recorréncia conforme p varia, além disso estabeleceram
limitantes para densidade critica p.(d), que separa as fases de transiéncia e recorréncia quase
certamente. Usando uma técnica semelhante aquela empregada por Hoffman et al. (2017),
Rosenberg (2018) provou que o modelo € recorrente na arvore alternante 3,2, a d&rvore em que as

geracdes de vértices alternam entre dois e trés filhos.

Para o modelo com morte, a existéncia de transi¢do de fase conforme p varia foi
estudada pela primeira vez por Alves, Machado, e Popov (2002a), particularmente em redes
hipercubicas d-dimensionais e d-arvores homogéneas. Como detalharemos depois, a ocorréncia
de transi¢do de fase significa que existe um valor de p ndo trivial separando as fases de extin¢do
quase certa e sobrevivéncia com probabilidade positiva do processo. Além disso, a dicotomia
transiéncia/recorréncia do modelo também foi abordada. Em Fontes, Machado, e Sarkar (2004)
os autores estudaram o problema da monotonicidade da probabilidade critica como funcao

do grafo, provando que essa propriedade nao € vélida em geral. Em Lebensztayn, Machado,
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e Popov (2005), quando o modelo evolui na drvore homogénea, os autores estabeleceram o
primeiro limitante superior para a probabilidade critica no caso de configuragdo inicial aleatéria
e como consequéncia melhoraram o conhecido na época no caso de configuracdo inicial de uma
particula por vértice, provado em Fontes et al. (2004). Recentemente Gallo e Rodriguez (2018)

apresentaram melhoras adicionais a esses limitantes superiores usando Teoria de Renovacao.

A tese € organizada como segue, no Capitulo 1, apresentamos o modelo dos sapos
com configuragdo inicial de particulas por vértice regulada por uma varidvel aleatdria inteira e
ndo negativa 1] e parametro de sobrevivéncia p em um grafo conectado, infinito, e localmente
finito com especial énfase em (d;,d;)-drvores birregulares e provamos o resultado central da
tese, que estabelece a transicdo de fase para o modelo em estudo com respeito a sobrevivéncia, o
resultado é provado determinando limitantes explicitos para a probabilidade critica p.(Tq, 4,,M).
Esses limitantes generalizam alguns conhecidos na literatura no caso em que o modelo é
definido em d-4rvores homogéneas. A partir dos resultados obtidos, derivamos a correta ordem
de magnitude da probabilidade critica quando dy,d> — o0. No Capitulo 2 provamos que sob
adequadas condicdes nos momentos da distribui¢do inicial de particulas por vértice temos que o
modelo € transiente para qualquer p < 1. Em particular, provamos que o modelo dos sapos em
T4, 4, com configuragio inicial de uma particula por vértice € transiente para qualquer p < 1.
Também mostramos que se a cauda da distribuicao inicial de particulas for suficientemente pesada
entdo o modelo € recorrente para p suficientemente proximo, porém diferente, de 1. No Capitulo
3 provamos um novo limitante superior para p.(T;) que melhora os resultados previamente
conhecidos. Esse limitante superior foi conjecturado em Lebensztayn et al. (2005). Concluimos
a tese com um apéndice sobre ordens de convergéncia e o Teorema de Taylor (A.1,A.2). Secao
A.3 € devotada a demonstra¢ao de uma férmula explicita para o limitante superior provado no
Capitulo 3. Ressaltamos que em geral, mantivemos como possivel as nota¢des em Lebensztayn e

Utria (2018), Lebensztayn e Utria (2019).
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1 Transicdo de fase para o modelo dos sapos

1.1 Preliminares
Nesta sec@o vamos estabelecer algumas preliminares para o modelo em estudo.

Grafos

Comegamos com algumas defini¢cdes e nota¢des da Teoria de Grafos. Seja G = (V,E)
um grafo com conjunto de vértices V e conjunto de elos E. Um vértice @ € V € fixado e chamado
de raiz de G. Denotamos um elo ndo-orientado com extremos x e y, por xy. Dizemos que x
e y sdo vizinhos se pertencem a um elo comum xy, o que denotamos por x ~ y. O grau de x,
denotado por deg(x), é o nimero de vizinhos de x. Um caminho de comprimento n conectando
x ey, € uma sequéncia xo = x,xy,...,Xx, =y de vértices distintos na qual x; ~ x;;| para cada
i=0,...,n—1. A distdncia entre os vértices x e y, denotada por dist(x,y) é o comprimento
minimo de um caminho conectando os dois; o nivel de x, denotado por |x|, é dist(&, x). Dizemos
que um grafo é conectado se para cada par de vértices x e y, existe um caminho conectando os
dois. G ¢ infinito se seu conjunto de vértices e elos s@o infinitos enumerdveis e localmente finito
se deg(x) < oo para todo x € V. Por uma drvore, entendemos um grafo conectado, desprovido
de circuitos, em que um circuito € uma sequéncia de vértices x, . ..,X,, n = 3, sem repeticoes
tal que xo = x,,. Um grafo € bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois
subconjuntos V| e V, de modo que todo elo conecta um vértice de V| com um vértice de V.
Parad > 1 e d, > 1 inteiros, denotamos por Ty, 4, a (dy,dy)-arvore birregular, que é a drvore
bipartida em que o grau de um vértice é (d; + 1) ou (d + 1), de acordo ao nivel do vértice ser

par ou impar. A partir de agora, um vértice x € V; serd chamado de vértice tipo i.

Comumente os niveis de uma drvore sdo chamados de geragdes; e a raiz de ancestral.
Para um par de vértices x e y dizemos que x € o pai de y (ou y € filho de x) se e somente se

x € o unico vértice vizinho de y no caminho conectando o ancestral com y, claramente vale a
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propriedade de que |y| = |x| + 1. Neste caso, imaginamos a drvore crescendo a partir do ancestral
&. Algumas 4rvores de interesse sao, por exemplo, a d-arvore homogénea denotada por T;, em
que todos seus vértices tém grau (d + 1) = 2 e a drvore d-éria denotada por T}, em que a raiz
tem grau d e os demais vértices tém grau (d + 1) > 2. Observamos que, ']I‘fr € isomorfa a Ny
e T é isomorfa a Z. Note que a classe das (d},d,)-arvores birregulares contém as d-arvores
homogéneas, com a escolha de d; = d» = d. Veja-se a Figura 1 para uma representacao de ’]I‘; e

T2’4.

Figura 1 — Uma parte das arvores bindria ']I‘;r (em verde) e birregular T 4, os vértices em V; e
V> sdo destacados em vermelho e azul, respectivamente.

Passeios aleatorios

Por um passeio aleatério simples e simétrico em G, entendemos uma cadeia de
Markov, a tempo discreto, com espago de estados V e probabilidades de transi¢do adaptadas a

geometria de G, isto é, dadas por p: Vx V— [0,1], em que

sex~y
d

plx,y) =4 deel) .

0 caso contrario.
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Modelo dos sapos

Definimos formalmente o modelo em estudo em um grafo G = (V,[E) conectado,
infinito e localmente finito. Denotamos por IP e [£ a medida de probabilidade e a esperanca
associada, respectivamente. Escrevemos N := {1,2,3...} para o conjunto dos inteiros positivos
e No:=Nu {0} ={0,1,2,...} para o conjunto dos inteiros niio negativos. Seja {px }ren, uma
distribui¢do de probabilidade em Ny (i.e., px = 0 para todo k€ Ny e ZkeNo px = 1), definimos
P(s) = Dkeny, skpx, s € [0, 1] a fungdo geradora de {py }ren,- Além disso, seja 17 uma varidvel
aleat6ria com distribuicdo {py}ren,; € considere {n(x) : x € V}, {(S¥(k))pen, : ke N, x € V},
{Ef,(k) ke N, x € V} conjuntos aleatérios e independentes, definidos a seguir. Para cada x € V,
7n(x) tem a mesma distribui¢do de 1 e fornece o ndmero inicial de particulas localizadas no
vértice x, isto é, localizamos k particulas em x com probabilidade p;. Se 17(x) € N, entéo, para
cada I <k < 1n(x), (S5(k))nen, € um passeio aleatdrio simples e simétrico a tempo discreto em
G iniciando em x e Z} (k) é uma varidvel aleatdria tal que P[Z% (k) — 1 = j] = (1—p)p/, j € Ny,
em que p € [0, 1] € um pardmetro fixado, ou seja, (£7,(k) — 1) tem distribui¢do geométrica com

média (1—p)~!p.

Desse modo, temos definidos as trajetdrias e tempos de vida aleatdrios de cada uma
das n(x) particulas posicionadas inicialmente em x, as quais comegam a passear no instante
em que sdo visitadas pela primeira vez (caso isto venha a ocorrer). Uma vez ativada, a k-ésima
particula posicionada em x segue o passeio aleatdrio (Sy(k))nen, € morre ao alcangar (Z),(k) — 1)
saltos (devido que, em cada instante de tempo um sapo ativo primeiro decide se sobrevive ou
nao, e entdo, no caso de sobrevivéncia salta). Observe também que as trajetdrias de particulas
ativas sdo independentes: cada particula ativa se move independentemente de qualquer coisa. O
modelo recém-definido é chamado de modelo dos sapos em G, com parametro de sobrevivéncia
p e configuracdo inicial dada por copias independentes de 1 em cada vértice de G, e vamos
denoté-lo por MS(G, p,n). Se n = 1, isto é, 0o modelo com configuragdo inicial de uma particula

por vértice, escrevemos simplesmente MS(G, p).

A fim de introduzir a criticalidade do modelo com respeito a sobrevivéncia, conside-
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remos a seguinte definicdo.

Definicao 1.1.1. Uma realizacdo particular do modelo dos sapos sobrevive se, para todo instante
de tempo, existe pelo menos uma particula ativa. Caso contrério, dizemos que a realizagao se

extingue.

Um argumento de acoplamento mostra que P[MS(G, p, n) sobrevive| é ndo-decrescente

em p, entdo definimos a probabilidade critica como
pe(G,n) :=inf{p : P[MS(G, p,n) sobrevive| > 0}.

Como de costume dizemos que 0 MS(G, p, 1) exibe transicado de fase se p.(G,n) € (0,1). No
caso de configuragdo inicial de uma particula por vértice, omitimos a dependéncia em 1, e

escrevemos p.(G).

Recordamos que a existéncia da transi¢do fase conforme p varia foi estudada pela
primeira vez em Alves et al. (2002a), especialmente em G = Z¢ e G = T. Conforme provado
por Alves et al. (2002a, Theorem 1.1), se d = 1, entéo sob a condi¢do Elog(n v 1) < oo, temos
que o modelo dos sapos se extingue quase certamente para qualquer p < 1,isto é p.(Z,n) =1. A
imagem € bastante diferente para dimensdes superiores. De fato, Alves et al. (2002a, Theorems
1.2 e 1.5) demonstraram que o modelo dos sapos em T, exibe transi¢do de fase para qualquer
d =2, desde que py < 1 e En® < oo para algum & > 0. Aqui provamos um resultado similar

quando o processo evolui em G = Ty, 4,

Com respeito a localizacao da probabilidade critica, para o modelo em Ty, alguns
limitantes superiores explicitos para p.(T,) foram estabelecidos. Fontes et al. (2004) apresenta-
ram o primeiro limitante superior conhecido, a saber, (d + 1)(2d —2)~! para d > 4. Lebensztayn
et al. (2005) provaram que a probabilidade critica é no maximo (d + 1)(2d)~! para d > 2, esse
resultado é uma melhora daquele provado por Fontes et al. (2004). Em Gallo e Rodriguez
(2018), melhoras adicionais foram obtidas através da Teoria da Renovagao, provando o seguinte
limitante superior, (d + 1)[(7d — 1) —/Qq][d(7d —1)* = 7d +2 —d(7d — 1)\/Q] ! parad > 3,

em que Q; = (7d — 1)?> — 14. No Capitulo 3 da tese provamos um novo limitante superior para
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Pe(T4) que melhora os resultados previamente conhecidos. Esse limitante foi conjecturado em

Lebensztayn et al. (2005). Além disso, damos uma férmula explicita para o limitante superior.

Ao que se saiba somente Rosenberg (2018) considerou outro tipo de arvore, provando
que o modelo € recorrente na arvore alternante 3,2; em que as geracdes de vértices alternam
entre dois e trés filhos. Vale a pena ressaltar que um passo intermedidrio para provar a transiéncia
em ']I‘;r foi considerado por Hoffman et al. (2017, Proposition 19), o qual consistiu na prova da
transiéncia do modelo na arvore alternante 5,6. Em ambos o0s casos anteriores foi considerada a

versao sem morte.

A partir deste ponto, nos dedicamos ao estudo do modelo com morte em Ty, 4,.
Neste capitulo, estamos interessados em provar que o MS(Ty, 4,, p,n) exibe transigdo de fase,
para todo dy = 2 ou d, > 2. Provamos nosso resultado estabelecendo limitantes explicitos para

Pc(T4,.4,,m) (em particular para Ty).

1.2 Existéncia da transicdo de fase

Nesta sec@o abordamos o problema de transi¢ao de fase para o modelo dos sapos
em Ty, 4,, isto €, procuramos por condi¢des que garantam que, para p suficientemente proximo
de 1 o sistema sobrevive com probabilidade positiva e para p suficientemente préximo de 0 o

Pprocesso se extingue quase certamente.

1.2.1 Resultados principais

Nosso resultado principal é uma transi¢ao de fase conforme p varia.

Teorema 1.2.1 (transi¢do de fase). (i) Suponha que En < c0. Sedy =2 ou dp =2 e p sufici-

entemente proximo de 0, entdo P[MS(Tg, 4,,p, M) sobrevive| = 0.

(1) Suponha que pg < 1. Se di = 2 ou d» = 2 e p suficientemente proximo de 1, entdo

P[MS(Ty, 4,,p,n) sobrevive| > 0.
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Observagdo 1.2.1. Pela monotonicidade em p de P[MS(Ty, 4,, p,n) sobrevive|, o Teorema 1.2.1

diz que, se En < o0 e pg < 1, entdo o MS(Ty, 4,, p, M) exibe transi¢do de fase.

Como dito antes, provamos o Teorema 1.2.1 estabelecendo limitantes nao triviais
para o parametro critico. Por simplicidade e clareza trataremos primeiro o casoemque 1 = 1 e

deixamos o caso de configuracdo inicial aleatéria (ndo degenerada em 1) para a secao 1.6.

Primeiro, damos uma condicao suficiente para a extin¢cao quase certa do processo.

Teorema 1.2.2. Se d| > 2 ou dy > 2, entdo

(di+1)(dr+1) |
Pe(Tay a,) =
(2d1 + 1)(261’2 + 1)
Para apresentar o limitante superior para p.(Ty, 4,), precisamos a seguinte definicdo.

Definiciio 1.2.1. Sejam k = (d| + 1)(dy + 1), A = k% — 2x(dy +da) p? + (dy — d1)?p*. Também

definimos as fungdes a, B, f : [0,1] — [0, 1] dadas por

f K+p2(d2_d1)_\/g se0<p<l1
alp) = add)(py = 2d(di+1)p ’ (1.1)
\ 0 se p=0,
( K—{—pz(dl—dz)—\/Z se0<p<l
B(p) = ) (p) — 4 2dy(da+1)p ’ (1.2)
\ 0 se p=0,
1
FE® (p) = alp)B(p)(2 = a(p)) 2= B(p) = - (1.3)

Observagdo 1.2.2. A fim de evitar uma nota¢gdo complicada, algumas vezes omitimos a depen-

déncia em p ou d; e d, das funcdes dadas na Definicao 1.2.1.
Teorema 1.2.3. Se d| > 2 ou dy > 2, entdo

pC(le.,dz) < ﬁ(d17d2>7

em que p(dy,dy) é a tinica raiz em (0,1) da fungdo (%),
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Corolario 1.2.1. Se d; =2 ou d, > 2, entdo

L[ (di+1)(da+1)]"2
T <z .
pC( dlde) 2 l d1d2
O seguinte resultado concerne ao comportamento assintético da probabilidade critica.
Pelo Teorema de Taylor (A.2.1), os limitantes inferior e superior dados em Teorema 1.2.2 e

Corolario 1.2.1 sdo iguais, respectivamente,

LA 0 TS O W40 DD U W R AR SO B R 0
2 8\di d & d3) 2 A\d 22

conforme dj,d» — c0. Como consequéncia, encontramos a correta ordem de magnitude da

probabilidade critica.

Corolario 1.2.2. Para o modelo dos sapos em Ty, 4,, comecando com configuragdo inicial de

uma particula por vértice, temos

1 1 1
Pe(Ta a)) = 5 +0 <Z + Z) conforme dy,d, — 0.

Corolario 1.2.3. Se d > 2, entdo

d+1 d+1

< po(Ty) < &=
ra i1 SPeTa) <=,

Observagdo 1.2.3. O limitante inferior pode ser obtido como consequéncia do resultado provado
por Alves et al. (2002a, Proposition 1.2). Ja o limitante superior foi obtido por Lebensztayn et al.

(2005, Theorem 4.1).

Antes de ir mais longe, ressaltamos que um limitante inferior para p.(Ty, 4,) pode

ser obtido, usando o seguinte resultado provado por Alves et al. (2002a, Proposition 1.2).

Proposicao 1.2.1. Suponha que G é um grafo de grau mdximo (D + 1) e En < 0. Entdo

D+1
(GN)z
pe(G.m) D(En+1)+1

Note que, para G = T, 4, com d; = d, o limitante inferior dado no Teorema 1.2.2

€ igual ao fornecido pela Proposicdo 1.2.1. No entanto, para d; # d, o limitante inferior
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estabelecido no Teorema 1.2.2 é melhor que o da Proposicao 1.2.1. Para uma ilustragdo numérica,
consideramos 1 = 1, e calculamos os limitantes em Teoremas 1.2.2, 1.2.3 e Proposi¢do 1.2.1

para alguns valores do par (dy,d>).

(dy,dr) LI Proposi¢do 1.2.1 LI Teorema 1.2.2 LS Teorema 1.2.3

(1,2) 0.6000 0.6325 0.8588
(1,3) 0.5714 0.6172 0.8039
(1,4) 0.5556 0.6086 0.7749
(2,2) 0.6000 0.6000 0.7500
2,3) 0.5714 0.5855 0.7063
2.4) 0.5556 0.5774 0.6828
(3,100) 0.5025 0.5359 0.5771
(3,1000) 0.5002 0.5347 0.5743
(4,10000) 0.5000 0.5271 0.5572

Tabela 1 — Valores numéricos dos limitantes para a probabilidade critica p.(Ty, 4, ).

1.3 Exting¢do do processo: Prova do limitante inferior

A estratégia para a prova de extingdo é comparar o modelo dos sapos com um
processo de ramificagdo multitipo, de modo, que se esse processo se extingue 0 mesmo acontece

com o MS(Td1,dzvp)'

Prova do Teorema 1.2.2. Primeiro note que uma particula em V; tem diferente probabilidade
de saltar para frente (escolher um vértice filho) ou para tras (escolher o vértice pai) que uma
particula em V5. Pela geometria de Ty, 4, cada particula durante seu tempo de vida alterna entre
cada uma das classes dos vértices. Considere o seguinte processo de ramificacdo de Galton-
Watson multitipo, cuja distribui¢do de reproducdo é como segue. Parai = 1,2, e k1, k, € Ny, seja
p® (k1,k;) a probabilidade de uma particula tipo i produzir k| particulas tipo 1, e k; particulas

tipo 2, e defina

pM(0,0)=1-p, p(0,1) = 7&7, p(0,2) = 4,
p

p?(0,0)=1-p, p@(1,0) = 7%, p?(2,0) = £%.
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Além disso, seja M := (m;;); je{1,2) @ matriz de primeiros momentos, 1.e., m;; € 0 nimero médio
de individuos tipo j produzidos por uma particula tipo i em uma geracdo. Entao,

0 7l (1+2dy)
27 (1+2d5) 0

Observando que dentre os vértices vizinhos a uma particula ativa no instante de
tempo n € N, existe pelo menos um, tal que o salto para ele ndo implica a ativagdo de novas
particulas, obtemos que o modelo dos sapos ¢ dominado pelo processo de ramificagcdo multi-tipo
recém-definido. J4 que o conjunto de tipos € finito, € bem sabido, por exemplo, veja-se Cap. 5 de
Athreya e Ney (1972), que o processo de ramificagdao multitipo de Galton-Watson se extingue
quase certamente se e somente se o maior autovalor da matrix M, A(M), é menor que 1. Um

célculo simples mostra que se

(d+1)(dr+1) 1V2
(2d1+1)(2d2+1) ’

entdo A (M) é menor que 1, portanto o processo se extingue quase certamente, o que finaliza a

prova. 0

1.4 Sobrevivéncia do processo: Prova do limitante superior

Nesta se¢@o e na sec¢do 1.5, consideramos o caso 1) = 1 (Teorema 1.2.3 e Corolario
1.2.1) e nos dedicamos ao caso geral na segao 1.6. Para isso, descrevemos 0 MS(T, 4,,p) como
um modelo de percolacdao que domina processos de ramificagdo de Galton-Watson apropria-
damente definidos, de modo que se esses processos sobrevivem, entdo ocorre percolacdo. A

continuagdo, levamos esse plano com mais detalhe.

1.4.1 Modelo dos sapos acoplado a um processo de percolacdo

No modelo de percolagio de elos sobre um grafo G = (V,IE), cada elo ¢ atribuido
aleatoriamente um de dois estados: aberto (1) ou fechado (0) de acordo com certa medida de
probabilidade no espago produto {0, I}E. O principal interesse € o estudo das propriedades de

conectividade do subgrafo aleatério de G obtido apds a remogio de elos fechados (veja-se Figura
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2 para uma realizacdo tipica desse processo na drvore bindria). Para mais detalhes no assunto

referimos ao leitor aos livros de Grimmett (1999), Grimmett (2018).

SO

Figura 2 — Uma parte da drvore bindria (a esquerda) e uma parte da subérvore aleatdria apds
remocgdo dos elos fechados (a direita).

Nesta se¢do vamos descrever o modelo dos sapos em Ty, 4, como um modelo

particular de percolacdo de elos. Com efeito, considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.4.1. (i) Paraxe V, seja
Ky =1{S,:0<n<E,}cV,

o conjunto virtual de vértices visitados pela particula posicionada originalmente em x

durante seu tempo de vida (caso seja ativada) e

(i1) Para x,y € V distintos, definimos
[x_’y]:: [yE%x] € [x_’_’y] = [y¢%x]'

Usamos a palavra virtual porque ndo sabemos se a particula em x foi ativada ou ndo.

Assim para x,y € V, [x — y] € o evento de que a particula localizada inicialmente em x visite (ou

alcance) y virtualmente.

Agora, defina Ty, 4, = (V,E) como o grafo orientado com conjunto de vértices
da arvore birregular e conjunto de elos E := {)8) : (x,y) € Vx V, x # y}, isto é, para cada par

de vértices distintos x e y existe um elo orientado de x a y, denotado por x_); Tendo em vista a
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Defini¢ao 1.4.1, declaramos um elo xy em um de dois estados: aberto ou fechado, conforme
[x — y] ou [x - y] ocorra. Observe que a probabilidade de um elo orientado estar aberto ou
fechado depende de sua orientacao, elos emanando de vértices tipo 1 com extremo final em
um vértice tipo 2 tem diferente probabilidade de estarem abertos (resp. fechados) daqueles
emanando de vértices tipo 2 com extremo final em um vértice tipo 1, essa ultima caracteristica
da a anisotropia ao modelo. Com efeito, seja o(@1:%2) (p) [B(41:42)(p)] a probabilidade de que
uma particula comegando em x € V; [x € V,] alcance um vértice vizinho y € V; [y € V] durante
seu tempo de vida. Definimos desse modo um modelo de percolacdo orientada, dependente,
anisotropica e de longo alcance em q_l:dl .d,- Com um tipico abuso da linguagem vamos chama-
lo de modelo de percolagdo anisotropica na drvore birregular Ty, 4,, com pardmetros o, e
B, denotado por MPA(Ty, 4,,, ). Além disso, a sobrevivéncia do MS(Ty, 4,,p) equivale
a existéncia de uma sequéncia infinita de vértices comecando na raiz xo = &,xy,..., tal que
xj — xj;1 para todo j € Ny, ou, na linguagem da Teoria de Percolagdo, que o tamanho do
aglomerado da raiz, neste modelo, seja infinito (mais, ainda dizemos que ocorre percolacdo em

MPA(Ty, 4,, 0, ) se isto vem ocorrer).

O seguinte lema sobre probabilidades de primeira passagem de passeios aleatorios

simples e simétricos na drvore birregular estabelece uma férmula para a(41%2) (p) e B4 (p).

Lema 1.4.1. Sejam x ~ y um par de vértices vizinhos, e suponha (x,y) € Vi x Vj, i,j=1,2.

Entdo,
alhh)(p) sei=1,j=2,
Plye %] = (1.4)
Blh)(p) sei=2,j=1,

em que o\41:%) ¢ B(d14) 540 dadas na Defini¢do 1.2.1.

Prova do Lema 1.4.1. Seja T;j := Ty, 0 tempo de primeira passagem de (S}),en, no vértice y,
i.e., Ty :=inf{n € N: §§ = y}. Suponha primeiro que p < 1, é bem sabido que condicionando
no ndmero de saltos da particula localizada inicialmente em x, temos que a probabilidade de

(S} )nen, eventualmente (durante sua vida) visitar um vértice y coincide com a fungdo geradora
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de probabilidade de 7,y, quer dizer

Q0
Py € %] Z "Plz; = k] = E[p™].

Além disso, por condicionamento no primeiro passo do passeio aleat6rio (Sy)en,»

temos que, E[p©2] e E[p™!] satisfazem o seguinte sistema de equagdes de segundo grau

1 d
E 7127 — E leE 01
[p™?] ot [P E[p™]
(1.5)
1
E[p™'] = & pE[p2]E[p™]

+
d2—|—1p dr+1

Pela continuidade a direita em O das fun¢des geradoras de probabilidade de 7,
e Tp1 segue que lim, o+ E[p™2] =lim,_,o+ E[p™'] = 0. Logo, das quatro solugdes de (1.5),
descartamos aquelas ilimitadas proximas de 0. Portanto (1.4) sdo as tnicas possiveis solucdes
do prévio sistema de equacdes (1.5), o que finaliza a prova para p < 1. Além disso, pela
continuidade a esquerda em 1 das fungdes geradoras de probabilidade de 7j; e 71 segue que

quando as particulas tém tempo de vida indefinido (i.e., p = 1) e (x,y) e V; x V,

di+1
Plye %] =Plz = lim E[p%]=—L——.
e ] =Plmj <] = tim Blp™] =207

Observagdo 1.4.1. Se dy < d,, entdo o\@1:%) (p) = Bldrd2) (p).

Lema 1.4.2. Para (x,y) € V;xV;, i,j=1,2, comdist(x,y) = k> 1, defina n(i, j, k) := Plx — |,
como a probabilidade de uma particula em x visitar o vértice y a distdncia k. Entdo,

r

"Bl sei=1,j=2k=2n—1,

n(i,j,k) =<4 a"'p" sei=2j=1k=2n—1, (1.6)

o"p" sei= jk=2n.
Prova do Lema 1.4.2. A prova é consequéncia do seguinte fato: se (x,y) e Vi x Vo ek =2n—1,

entdo o tempo de primeira passagem de (S} ),cN, no vértice y, Tyy, € igual em distribui¢do a soma
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de 2n — 1 varidveis aleatdrias independentes, tal que, n delas sdo copias de 7y e n — 1 s@o cOpias

de 7>;. Usando esse fato e o Lema 1.4.1, obtemos que
n(1,2,2n—1) = "B L.
Os outros casos sao andlogos. [

Observagdo 1.4.2. Note que (i, j, k) é a probabilidade de um elo xy € E, com xe V;,y € Vje

dist(x,y) = k estar aberto.

Na seguinte secdo comeg¢amos fornecendo os elementos necessdrios para a prova da
sobrevivéncia do modelo. Em suma, a ideia ¢ dominar processos de ramificagdo apropriadamente

definidos pela percolacdo acima.

1.5 Arvores de Galton-Watson imersas no modelo dos sapos

Uma arvore de Galton-Watson é uma arvore genealdgica gerada aleatoriamente
como segue: dada uma varidvel aleatdria inteira e ndo negativa &, comegamos com um individuo
ancestral e ele se reproduz de acordo &, i.e., a primeira geracdo é formada pelos & filhos dele.
Cada um desses filhos (se houver algum) entdo se reproduz independentemente com a mesma lei,
e assim sucessivamente para sempre ou até alguma geracgao ficar extinta. O processo estocdstico
que gera essa drvore € chamado de processo de ramificacdo de (Bienaymé)-Galton-Watson. Nesta
secdo construimos uma sequéncia de processos de ramificac@o cuja sobrevivéncia implica que
MPA (T, 4,, o, B) percola. Uma abordagem semelhante ¢ usada em Lebensztayn et al. (2005)
para o modelo dos sapos e por Lalley e Sellke (1998) para o processo de contato; quando ambos

os processos evoluem em T ;.

Comecamos com algumas defini¢des.

Definicao 1.5.1.



Capitulo 1. Modelo dos sapos em drvores birregulares 32

(i) Definimos uma ordem parcial! < no conjunto de vértices V como segue: para x,y € V,

dizemos que x < y se x € um vértice no caminho conectando @ e y;x <ysex < yex # y.

(ii) Para qualquer vértice x # &, seja V1 (x) := {ye V:x <y} e V(&) = V\VT(&'), em que

@' é um vértice vizinho de & arbitrariamente fixado.
(iii) Paraxe Ve ke N, defina Ly (x) = {ye V*(x) : dist(x,y) = k}.

(iv) Paraxe 'V, ye L;(x), considere xg = x < x] < --- < x3_1 < x; =y, tal que dist(xg,xy) = ¢,
o caminho conectando x com y, para cada £ = 1,2,...,k— 1 denotamos por [xp ~> x/] 0

evento que [xo — x¢,X0 — X¢11].

Definicao 1.5.2. Para xeV, y € L;(x), considere xg = x,x1,...,X = y 0 caminho conectando x

e y. Definimos o evento [xy > x;] indutivamente em k por

(1) Se k=1, entdo

(i1) Se k = 2, entdo

[x0 > xi] == [x0 = x] U | ) [x0 ~ x0,50 5 xe].

~
Il
—_

Além disso, denotamos o complementar de [xo > x;] por [xo - xz].

Ora, para k € 2N := {2n : n € N}, defina
k) _
é( ) = Z 1[@—()»)5]’
x:|x|=k
em que 1 denota a fun¢do indicadora do evento no subscrito.
Em seguida, construimos uma arvore de Galton-Watson T®) com vértice ancestral
@ imersa no MPA(Ty, 4,, @, B), com distribuicao de reprodugio de acordo 5(1‘), ou seja, cada

individuo independentemente tem um ndmero aleatério de filhos com a mesma distribuic@o de

I Uma ordem parcial € uma relagdo bindria, que € reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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(Z("). A descri¢do anterior pode ser formalizada como segue, para n € N fixado, definimos as

geracdes de =) como segue.

(i) %= {2}

(i1) Parafe N

Yin:= | {velolx) x>y

xe%—l,n
Além disso, seja ¥y, = |%} ,| a cardinalidade de % ,.

Note que Y1, = 5(2”) para todo n € N. Em principio, cada arvore de Galton-Watson
(k) pode ter infinitas geragcdes ou nao. O seguinte resultado, serd fundamental para estabelecer
uma condicao suficiente para que o nimero de geracdes de (k) seja infinito com probabilidade

positiva para qualquer k € 2N.

Lema 1.5.1. Para todo n > 1, temos que {Y;,}i>0 é um processo de ramificagdo de Galton-
Watson cuja sobrevivéncia implica a sobrevivéncia do MS(Tg, 4,,p). Além disso, o niimero

médio de descendentes por individuo satisfaz E[Y; ,| = (d 1d2)”(]),5d1 ) (p), em que
o (p) = [@(p)B(p) 2= B(P)]"[2— (p)]"". (L.7)

Pela definigdo do processo {Y,}¢>0 € simples notar que se este sobrevive entdo o
tamanho do aglomerado da raiz no MPA(Ty, 4,, o, ) tem tamanho infinito (consequentemente
o modelo dos sapos em Ty, 4, sobrevive), assim resta-nos mostrar a segunda afirmagio do Lema
1.5.1 a qual decorre dos seguintes dois resultados. No primeiro provamos que a probabilidade de
descendéncia por individuo em uma geragdo do processo de ramificacdo definido por {¥7 ,}/>0
cumpre certa formula recursiva. Ja no segundo mostramos que essa férmula satisfaz certa equagao
linear de diferencgas e provamos que de fato a solugdo € igual a (1.7). Antes disso, seja d; = 2 ou

' dy(di+1) (dy+1)

d, = 2, vamos definir o dominio <7, 4, 1= [0 M} X [O, dldl—ﬂ] < [0,1]? . Assumimos

~ . . . 0 4.
que, nas expressoes que aparecem daqui em diante, um somatorio da forma )| é igual a 0.
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Lema 1.5.2. Para (x,y) e V;x V;, i, j=1,2, comdist(x,y) = k > 1, defina v(i, j, k) := P[x > y],
como a probabilidade de um vértice tipo j ser descendente de um vértice tipo i a distancia k.
Para todo n > 1, existem fungoes F,, Ky, F,*, Ky com dominio <, 4,, hdo dependendo de d ,d>,

tal que
V(17272n - 1) = Kn<a(p)7ﬁ(p>) ) V(l, 172”) = Fn(a(P)7ﬁ<p))

V(Z, 1,2n— 1) = K;(a(p),ﬁ(p)), v<27272”) = F;(ﬂ(p),ﬁ(p))-

(1.8)

Prova do Lema 1.5.2. Para n > 1, e (a,b) € 9, 4,, definimos recursivamente as seguintes

sequéncias fungdes:

n—1 n—1
Ki(a,b) =a"b" '+ > d'b'(1-a)K,_g(a,b)+ > a'b" ' (1 -b)F} ,(a,b),
=1 =1
n—1 n—1
Ky(a,b) =b"a""" + > a'b'(1-b)K;_,(a,b)+ > b'a" " (1 —a)F,_y(a,b),
/=1 (=1
n—1
Fy(a,b) = a"b"+ ) a'b'(1 —a)F,_y(a,b) + Z a'b" = (1-b)K:,_(a,b),
(=1

n—1 n
Fy(a,b) =d"b"+ > d'b' (1-b)F;_y(a,b)+ > a'b' ™ (1 —a)K,s1-¢(a,b).
(=1 (=1

Agora, usando o fato que P[xg ~~ xy] = P[xo — x¢] — P[xo — x¢4 1], obtemos para

todon > 1
2n—2
Pxo > xon-1] = Plxo = xon—1]+ Y Plxg ~ x¢]Pxe % x3 1]
(=1
2n—2
= Plxo = xo0—1] + . {Plxo = x¢] = Pxo — xp1 [} P[xe % x201],
€
2n—1
IP[X() RN xzn] = IP[X() — XQn] + 2 IP[X() ~ Xg]IP[Xg RN xzn]
=1

2n—1
= Plxo — x20] + ) {P[x0 — x¢] — Plxo = xp51]}Pxe > x].

Dividimos a prova em dois casos.
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(i) Se (x0,x2n—1)€V;xV;j, i,j=1,2ei# j, entdo

v(i,j,2n—1)=mn(i,j,2n—1) +Z (i,0,20) —m(i, j,20+ 1)|v(i,j,2(n—£) — 1)
+Z (i,j,20— 1) — 7(i,i,20)]v(j, j,2(n—0)).

(ii) Se (xp,x2,) €V; xV;,i=1,2, entéo

\
—_

n

v(i,i,2n) = m(i,i,2n) + S [#(i,i,26) — 7 (i, j, 20+ 1)V (i,i,2(n — £))

~
Il
—_

M=

+ N, 20— 1) — (6,i,20]v(j,i,2(n — €) + 1).

1

—_

Usando o Lema 1.4.2, o resultado segue por indugdo em n. U

Lema 1.5.3. A sequéncia {F,} satisfaz a seguinte equagdo linear de diferencas de primeira
ordem

Foi1(a,b) =ab(2—a)(2—b)F,(a,b), n > 1,

com condicdo inicial Fi(a,b) = ab(2 —b). Dai segue que F,(a,b) = [ab(2—b)]"(2—a)"" .

Prova do Lema 1.5.3. Sejan > 1e (a,b) € o, 4,, pela definicdo de F, temos que

n+1
Fuy1(a,b) —a”+1b”+l+2a€b€ 1—a)Fyi1-o(a,b)+ Y a' b (1 =b)K},, 1)1 (a,b).
/=1 /=1

Colocando em evidéncia o fator comum e reordenando a soma, segue que

n—1
Fopi(a,b) = ab[(l —a)Fy(a,b) +d"b" + Y a'b (1 —a)F,_(a,b)
/=1

Y _b>1<(*n_€)+1(a,b)] +a(l—b)K?,,(a,b),

logo,

Fyi1(a,b) = ab[(1 —a)F,(a,b) + F,(a,b)] +a(1 —b)K, . (a,b). (1.9)
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Afirmamos que

K*, (a,b) = b(2—a)F,(a,b). (1.10)

n

De fato, pela defini¢do de K, segue que

n n
Ky i(a,b) =b""a"+ > d'b' (1-b)Ky, (a,b) + ) b'a"" (1 -a)F1_i(a,b).
/=1 (=1

De novo, colocando em evidéncia o fator comum e reordenando a soma, obtemos

n—1

K}, (a,b) = b[a"b” + > d'b'(1—a)F,_y(a,b)+ Z a'b’" (1 —b)K;+1,g(a,b)] +b(1—a)Fy(a,b)
=1 =1
= bF,(a,b) +b(1 —a)F,(a,b)
=b(2—a)F,(a,D).

Finalmente, substituindo (1.10) em (1.9) fica demonstrado o Lema. []

Prova do Lema 1.5.1. Note que E[Y; ] = E[£ "] = (d1dy)"v(1,1,2n), usando os Lemas 1.5.2
e 1.5.3 concluimos que F,(a(p),B(p)) é igual ao lado direito em (1.7), a prova ¢ finalizada ao

se notar que ¢,Edl’d2)( p) é simplesmente F,(a(p),B(p)). O

1.5.1 Provado Teorema 1.2.3 e Corolario 1.2.1

Nesta secdo estamos interessados em provar que para p suficientemente proximo de
1 o processo de ramificagao de Galton-Watson {Y; , } /=0 € supercritico, isto €, que seu nimero

médio por individuo E[Y; ,,| > 1.

A partir do Lema 1.5.1, segue que, resolvendo para cada n > 1 a equacdo em p

(did)" 9\ (p) = 1,

obtemos uma sequéncia de limitantes superiores para p.(Ty, 4,). Entdo, para todo n > 1, defini-

mos a fungdo

(dida) N _ | 4 (disda) 1/ b
BB p) = [0l (p)| " = 5 (1.11)
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0.2f
0.1f
0.0
—0af
0.0
0.04 [
0.008 -
0.03
0.006 -
0.02f
0.004 -
0.002 [ 0.01¢
0.000 - ] 0.00 -
- ”~ 4 - ”~ :
~0.002 | o 1 001t __z 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3 — Funcdes f,gdl’dz) com 1 < n <5, para alguns valores do par (d},d,) fixados e a sua
respectiva fung¢do limite f (d1,d2) tracejada em laranja em cada caso.

Note que para p € [0, 1], temos

lim £ (p) = ) (p), (1.12)

n—o0

dy,dp)

em que f ( ¢ a funcdo dada na Definicao 1.2.1.

Na Figura 3 sdo apresentadas as fungdes definidas em (1.11) e (1.12) com 1 <n <5
para alguns valores do par (d,d>) € {(2,3),(4,6),(9,33),(19,3)} e a sua respectiva fungio

limite em cada caso.

Para finalizar a prova do limitante superior apresentado em Teorema 1.2.3 usamos o

seguinte lema de Andlise Real (que € enunciado sem demonstracao).

Lema 1.5.4. Seja { f,,} uma sequéncia de funcdes crescentes e continuas a valores reais, definidas
em [0,1], tal que f,(0) <0 e f,(1) > 0 para todo n. Suponha que {f,} converge pontualmente
quando n — o0 a uma fungdo crescente e continua f definida em [0,1] e seja r,, a tinica raiz de

fnem [0,1]. Entdo, existe r =lim,_,o, 1y e f(r) =0.
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Agora, estamos preparados para provar o Teorema 1.2.3.

Prova do Teorema 1.2.3. E simples mostrar que as fun¢des em (1.11) e (1.12) satisfazem as
condi¢Oes do Lema 1.5.4 para todo n suficientemente grande (que depende de d1,d>). Portanto,

2)

definindo p,(d;,d>) como a Unica raiz de f,gd‘ %) ho intervalo [0,1], segue que

lim p,(dy,dy) = p(dy,dy),
n—oo0

em que o limite € a Unica raiz de f (d1.42) em (0,1). Desde que f,gd' ’dZ)( p) > 0 para qualquer

p > pn(dy,dy), a partir do Lema 1.5.1, temos que

pC(Td] ,dz) < ﬁn(dladZ)'

Fazendo n — o0, o teorema esté provado. O
Finalizamos esta secao com a prova do Corolério 1.2.1.

Prova do Coroldrio 1.2.1. Pelo Teorema 1.2.3, temos que j(d;,d>) é a Ginica raiz em (0,1) de

flr®)(p) = a(p)B(p)(2— ex(p))(2 = B(p)) — (d1d2)~". Denotamos por

(di+1)(dy+1)]"2
did, ’

1

p= )= 3|

o limitante superior estabelecido no Coroldrio 1.2.1. O resultado segue desde que f(?1:42) (p)=0

para todo dy,d>. ]

1.6 Modelo dos sapos com configuragdo inicial aleatoria

Até agora provamos que o modelo dos sapos com configuracdo inicial de uma
particula por vértice exibe um comportamento critico ndo trivial com respeito a sobrevivéncia.
Nesta se¢do, procuramos por condi¢des que garantam a existéncia das fases de extincdo e
sobrevivéncia do modelo ao que se refere a distribui¢do inicial de particulas dada por copias

independentes de 11 em cada vértice. Com isso, ficard demonstrado o Teorema 1.2.1.

Na continuag@o, provamos a extingdo quase certa do MS(Ty, 4,, p,n), sob a condigao

de integrabilidade de 7.
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Teorema 1.6.1. Suponha Em < co0. Se dy = 2 ou dr = 2, entdo

(dy+1)(dr+1) ]1/2
)+1) ]

pe(Tay.a,m) = l(dl(En +1)+ 1) (da(En +1

Prova do Teorema 1.6.1. Dominamos o MS(Ty, 4,,p,n) pelo seguinte processo de ramificacdo
multitipo. Como na prova do Teorema 1.2.2, parai = 1,2, e k1, k» € Ny, denotamos por p(i) (k1,kp)
a probabilidade de uma particula tipo i produzir k| particulas tipo 1, e kp particulas tipo 2.

Recorde-se que P[n = k| = py, e defina

d1Pr—
p(0,0) = 1—p, p(0,1) = 27 p((0,k) = 2L, k> 2,

d> Pi—
p(0,0)=1-p, p?(1,0) = 220 p)(k,0) = LZELL k>2.

Neste caso, a matriz de primeiros momentos M := (m;;); je{1,2) torna-se

0 g (1 +di(En +1))
72 (1+da(En +1)) 0 '

A prova € finalizada ao se notar que se

(dy+1)(dr+1) 1/2
p<l(dl(lEn+1>+1)(dz(1En+1>+1)] ’

entdo A (M) é menor que 1, portanto o processo se extingue quase certamente. U

Observagdo 1.6.1. Observe que, no caso ) = 1, o Teorema 1.2.2 € uma consequéncia direta do

Teorema 1.6.1.

1.6.1 Processos de ramificacdo dominados por um modelo de percolagdo

Considere o MS(Ty, 4,,p,N) e defina para cadax e V
Ky = {Sp(k):0<n<ES(k)} <V,

como o conjunto de vértices visitados pela k-ésima particula posicionada originalmente no

vértice x €
UZSI) F* sen(x) #0,
Ry =
{x}  sen(x)=0,
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como o trago virtual de x.

Do mesmo modo que na Sec¢do 1.4.1, declaramos cada elo orientado x_))) € IE em um
de dois estados: aberto se 0 evento [x — y] := [y € %] ocorre ou fechado se [x = y]| := [y ¢ Zx]
ocorre. Logo, condicionando no nimero inicial de particulas em x € V e usando o Lema 1.4.2,
obtemos que a probabilidade de que pelo menos uma particula em x visite um vértice y a distancia

k é dada por
[(1—@(1—o"B" ") sei=1,j=2k=2n—1,

my(i, j,k) =< 1—@(1-B"a" ") sei=2,j=1,k=2n—1, (1.13)

| 1—o(1—-0a"B") sei=jk=2n,
em que ¢ é a funcdo geradora de probabilidade de 7.
Neste caso, o chamamos de modelo de percolagdo anisotrépica em Ty, 4, com

pardmetros &, 3, e regulado por 1, e vamos denotd-lo por MPA(Ty, 4,, @, B, 7).

De novo, para cada n > 1, temos que o MPA(T,, 4,,¢,,1) é dominado pelo
processo de ramificagdo {¥; ,}/>0. Usando a férmula (1.13), as probabilidades de descendéncia
por individuo, neste caso, sdo dadas agora por

vn(1,2,2n—1) = Ky (a(p), B(p)),  vy(1,1,2n) = Fy(a(p), B(p))

vn(2,1,2n=1) = K3 (a(p), B(P)), vn(2,2,2n) = Ei(a(p), B(p)),

em que as fun¢des definidas na prova do Lema 1.5.2 tornam-se, para cadan > 1,

(1.14)

Ky (a,b) =[1—@(1—d"p"" ") +Z — a1 — (1 —a'b")|K,_s(a,b)

+Z —d'b") — (1 —a'b"NE* ,(a,b),

Ky(a,b) = [1—@(1-b"a""") +Z —b"*a") —p(1-d'b")K;_(a,b)
n—l

+ Z [(p(l _agbg) - (P<1 _bgag_l)]anZ(‘Lb),
=1
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[
—_

n

Faa.b) = [1—@(1—a"b")]+ } [p(1—a"'b") —@(1 —a'b")|F—i(a,b)

~
Il
—_

[p(1—a'd") — (1 —a'b" K} 1 _s(a,b),

M=

_.I_

~
I
—

T
L

Fy(a,b) = [1—@(1—=b"a")]+ Y [o(1-b"1a") — (1 —a'b")|Fy_y(a,b)

~
Il
—_

[p(1—d'b") — (1 —b'a"")|K,s1-0(a,b).

M=

+
L

I
—_

Observagdo 1.6.2. Note que em geral as fungdes acima ndo sdo necessariamente polinomiais

em a e b, pois ¢ depende da distribui¢do de 71, por exemplo, se 1 ~ Poisson(6), 6 > 0, entdo

¢(s) = exp(—0(s—1)), s [0,1].
1.6.2 Modelo dos sapos com densidade inicial g

Estudamos primeiro um caso em que as fungdes {K, }, {F,}, {K, },{F,’} sdo polinomi-
ais em a e b. Para isso, consideramos o modelo dos sapos com configuracio inicial regulada por
Ng» €m que 1), é uma varidvel aleatéria 0-1, com P(n, = 0) = 1 —P(n, = 1) = 1 — q. Para evitar
trivialidades assumimos g > 0. Provaremos que p.(Ty4, 4,,74) < 1 € a partir dai mostramos que
Pe(Ta, 4,,m) < 1 desde que py < 1. Logo, pelo Teorema 1.6.1 concluimos que o MS(Ty, 4,,p, 1)

exibe transicdo de fase, o que finaliza a prova do resultado central deste capitulo (Teorema 1.2.1).

O seguinte resultado garante que o modelo dos sapos com densidade inicial ¢ fixada,

sobrevive para p suficientemente préximo de 1. Primeiro defina para p € [0, 1], a funggo

1

- 1.15
dids’ (1.15)

FrRD (p) = a(p)B(p)[1+g(1—a(p)][1+4(1—B(p))]
em que ¢ (p), B(p) sdo dadas na Defini¢do 1.2.1.
Teorema 1.6.2. Suponha que q > 0. Se d| = 2 ou dr > 2, entdo

Pe(Tay.a,,Mg) < Pld1,d2,q),

em que p(dy,da,q) € a tinica raiz em (0,1) da fungdo f(dl’dZ’Q) dada em (1.15).



Capitulo 1. Modelo dos sapos em drvores birregulares 42

Observacdo 1.6.3. Note que o Teorema 1.2.3 € uma consequéncia direta do resultado acima,

com a escolhade g = 1.

Corolario 1.6.1. Suponha que py < 1. Se d| = 2 ou dp > 2 entdo temos que

pC(Td1,d27n) < ﬁ(dlad%p())a

em que p(dy,dr,po) € a tinica raiz em (0,1) de f(dl’dz"I) dada em (1.15), com a escolha de

q=1—po.

O Teorema 1.6.2 segue do seguinte lema, que estabelece uma férmula para o nimero

médio de descendentes por individuo do processo de ramificagdo definido por {Y7,}¢>o0.

Lema 1.6.1. Para todo n > 1, temos que {Y; ,} >0 é um processo de ramificagdo de Galton-
Watson cuja sobrevivéncia implica a sobrevivéncia do MS(Ty, 4,,p,Ng). Além disso, o niimero

n(prgdl ,d2761)(

médio de descendentes por individuo é igual E[Y; ,,| = (dd>) p) em que

09 (p) = gla(p)B(p) (1 + (1= B(p))]"[1 +q(1 — a(p))]""! (1.16)

Prova do Lema 1.6.1. A prova decorre do fato que para s € [0, 1] a fungdo geradora de proba-
bilidade de 7, € dada por ¢(s) = 1 —¢q(1 —s). Daf temos que 7y, (i, j, k) = g7(i, j, k), em que
7(i, j, k) € dada em (1.6). Usando este fato, temos que, vy, (1,1,2n) = Fn(CI) (a(p),B(p)), em que
FY (a(p),B(p)) é dada pelas féormulas enunciadas no final da subse¢do 1.6.1 com a escolha de

¢(s) = 1 —¢g(1 —s). Finalmente, por indu¢do em n, temos que Fn(q) satisfaz
F9 (a,b) = ab[1 +q(1 —a)][1+q(1 = B)|F\¥ (a,b),n > 1,
com condigdo inicial Fl(q) (a,b) = glab(1 + q(1 —b))]. Consequentemente para todo n > 1,
Fy?(a.b) = glab(1 +4(1 b)) "[1 +q(1-a)"".

O resultado segue, notando que ¢,§"""2"’) (p) dada em (1.16) é simplesmente Fn(q) (a(p),B(p)).

]

Agora estamos preparados para provar o Teorema 1.6.2.
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Prova do Teorema 1.6.2. Paracadan > 1e ge€ (0,1] fixado, definimos

1/n 1

(didrq) (N _ | 4 (d1,d2.q) .

(1.17)

Note que para p € [0, 1], temos

tim £, (p) = f D p),

n—0o0
em que f(41:42:4) (p) é dada na equagio (1.15).

Desde que as funcdes em (1.17) e (1.15) satisfazem as condi¢cdes em Lema 1.5.4,

obtemos que
pC<Td] o qu) < ﬁ(dl,dz,Q),

em que j(d;,ds,q) é a tnica raiz em (0,1) de f(@1:42:9)(p). ]

Por fim, lembre-se que o principal objetivo desta se¢do é provar que o MS(Ty, 4,,p, 1)

exibe transicdo de fase para 1) ~ {py }ren, (N30 somente uma v.a. 0-1).

Na continuacdo, provamos o Corolério 1.6.1.

Prova do Coroldrio 1.6.1. Pela definicdo de {Y;,}, seu nimero médio de descendentes por

individuo € dado por
E[Y1,] = (did2)"vn(1,1,2n) = (d1d2)"Fu(a(p), B(p))-

A fim de obtermos um limitante inferior para E[Y; | (ndo dependendo de @), trunca-
mos a configuragao inicial do modelo dos sapos. Consideremos a configuracao inicial modificada

n’ dada por
n’(x) = ]l{n(x)>1}, xeV.
Ja que n’ € dominada por 1 na usual ordem estocéstica, segue que

v (1,1,21) = vy (1,1,2n).
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Mas, para o0 modelo dos sapos restrito com configuragdo inicial regulada por 1’,
dy,d
vip (1,1,2n) = g3 (p),

em que ¢ = 1 — pp > 0. Entdo, usando Teorema 1.6.2, desde que 1)’ é uma v.a. 0-1, segue que

existe p(dy,da,po) € (0,1), tal que

pC<Td1,d2a Tl) < pC<Td1,d2; 77/) < ﬁ(d17d27p0)‘
]

Observacdo 1.6.4. (1) Observe que, no caso g = 1 (<= py = 0), obtemos o limitante superior

no Teorema 1.2.3.

(i1) Note que, a condi¢do pp < 1, € também condi¢do necessdria para a sobrevivéncia do

modelo.

Os resultados desenvolvidos nesse capitulo sdo apresentados em Lebensztayn e Utria

(2018).



45

2 Recorréncia e transiéncia para o modelo dos sa-

pos em Ty 4,

Dizemos que uma realiza¢do particular do modelo dos sapos € recorrente, se a raiz
¢ visitada por infinitas particulas ativas. Caso contrario, dizemos que a realizagdo é transiente.
Enfatizamos que, inclusive se cada passeio aleatério for transiente, o nimero de visitas a
raiz ainda pode ser infinito. Como citado anteriormente, para o0 modelo sem morte um tema
importante de pesquisa concerne a questdo de recorréncia/transiéncia em drvores infinitas e
em redes hipercuibicas, também veja-se Kosygina e Zerner (2017) onde os autores proveram
condi¢des suficientes para a validade de uma lei zero-um, entre recorréncia e transiéncia para
modelos dos sapos em uma ampla generalidade. Em Dobler et al. (2018) estabeleceram a
existéncia da dicotomia recorréncia/transiéncia dependendo das probabilidades de transi¢do para
o modelo com deriva em Z? e Rosenberg (2017) estudou esse assunto para o modelo em R, em
que as particulas sdo localizadas nos pontos de um processo de Poisson na reta com intensidade
L e assim que uma particula € ativada comeca a se mover de acordo um movimento Browniano
com deriva a esquerda, nesse artigo o autor deu condi¢des na intensidade v para o modelo ser

transiente ou nao.

Nesse Capitulo estabelecemos condi¢des na distribuicdo inicial de particulas, para
que o modelo dos sapos em Ty, 4,, exiba uma transi¢do de fase com respeito a recorréncia/transi-
éncia conforme o parametro p varia. As demonstracdes dos resultados principais apresentados

aqui se fundamentam nas ideias do trabalho de Alves et al. (2002a).

Agora, definimos o parametro critico p,, como segue
Pu(Ta, ay,n) = inf{p : PIMS(Ty4, 4,,p,n)é recorrente| > 0}.

Note que, se 0 MS(G, p, 1) é recorrente entdo também sobrevive. Portanto, p,(G,n) = p.(G,n)

para qualquer G e 7).



Capitulo 2. Recorréncia e transiéncia para o modelo dos sapos em Ty, 4, 46

2.1 Resultados principais

Comecamos apresentando um caso em que o modelo € transiente para todo p < 1.

Teorema 2.1.1. Suponha que IEn¢ < oo para todo € € (0,1). Se dy = 2 ou dp = 2, entdo

pM(Td1,d27n) = 17

Observagdo 2.1.1. Note que, em particular, o Teorema 2.1.1 implica que, comeg¢ando com
configuragdo inicial de uma particula por vértice 0 modelo dos sapos em Ty, 4, € transiente para

todo p < 1.

O préximo teorema fornece uma condicao suficiente na distribui¢ao caudal de n

para que o modelo seja recorrente para p suficientemente perto, porém diferente, de 1.

Teorema 2.1.2. Suponha que existe r < _log(Vaidy) 4 que

2log(Vdida+1)

Pn=kl>—

para todo k suficientemente grande. Entdo p,(Tg4, 4,,1) < 1.

2.2 Transiéencia

A ideia da prova para a transiéncia € supor que todas as particulas encontram-se
ativas no instante inicial, um simples acoplamento mostra que se este modelo menos restrito for
transiente, entdo o modelo dos sapos original também o serd. Iniciamos com um par de resultados

uteis que sao enunciados sem demonstracio e podem ser obtidos usando célculo elementar.

Lema 2.2.1. Defina ¢ : [0,1] — [0,1/d d>], como o(p) = a(p)B(p), entdo temos que c(p)

€ uma fungdo continua e crescente em p. Ademais, vale a seguinte equivaléncia

(dy + 1)(dy + 1)y |12
(d1v+ 1)(d2v—|— 1)

o(p)=ve==p=

Observacdo 2.2.1. Observe que, parai=1,2,¢e (x,y) € V; x V;, (o(p))¥5t2)/2 & a probabilidade

de uma particula localizada em x € V; visitar eventualmente um vértice y € V;.
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O seguinte resultado pode ser consultado em Alves et al. (2002a, section 2)

Lema 2.2.2. Para u€ [0,1] e k,n €N, defina i(k,u) = |logk/log(u™")|, em que |s| é o maior
inteiro menor ou igual a s, e w(k,n,u) = 1 — (1 —u™)X. Entdo, existem constantes, C1,Cy,C3 > 0

tais que,
Cy <w(k,n,u) <1,
para k < i(k,u)
Cou ") <k, n,u) < Cau 0=
para k > i(k,u).
Agora, estamos preparados para provar o Teorema 2.1.1.

Prova do Teorema 2.1.1. Seja V' o niimero de visitas por particulas ativas a raiz no modelo
menos restrito, ou seja, assumindo que todas as particulas encontram-se ativas no instante inicial
e V o niimero de visitas a raiz no modelo original, € simples notar que V' domina estocasticamente
a V. Note que
Y Phool= Y Prkool+ ) Pr—al
xeV\{2} x€V\{o} x€V,

Primeiro, observe que pela equagdo (1.13) e pelo Lema 2.2.2, temos que existem existem
constantes (que podem depender de dy,d>), Co,C1,C, > 0 tais que

Y Plk— 2] <Co ) (didy)"[1 - (1 -0")]

xeV\{} n>1

<C Y pe| D (dd)[I-(1-0" ]+ ) (did)"[1-(1-0")]

k=1 n<i(k,o) n>i(k,o)

<Go Z P Z (did2)" +C) Z (dydy)" " k0)-1

k=1 | n<ii(k,0) n>n(k,o)

[ log(k)
<Gy Z P | 1= (did) /o) + C,

=1 L



Capitulo 2. Recorréncia e transiéncia para o modelo dos sapos em Ty, 4, 48

log(dydy)

<Cp ) pik E1/) 4 Cy < o0,

k=1

Além disso, sejaC = (d; + 1)(1 —¢(1 — B)) > 0, entdo pelo Lema 2.2.2, temos que existem

constantes (que podem depender de d;,d»), C),C},C} > 0 tais que

Y Plx— 2] <Gy ) (didy)"[1 - 9(1—-0")]+C

xeV, n=1
< pe| D) @d)'1-(1-c"+ > (dd)'[1-(1-0")}]|+C
k=1 | n<ii(k,0) n>i(k,0)
< C(/) Z Pk (d] dz)n +C Z (d]dz)n(iniﬁ(k’o)il +C
k=1 | n<i(k,0) n>h(k,o)
log (k)
<Gy Z o [1 — (dydy) (/o) + Cg] +C
k=1
log(dydy)
<GS pek 1 4 < o,
k=1
log(didy) 1

tomando € =

(/o) < 1 desde que o = (%) (p) < 0 (<= p < 1, pelo Lema 2.2.1).

Portanto, pelo Lema de Borel-Cantelli, segue que V' é finita quase certamente. Consequentemente

V também o sera. O]

2.3 Recorreéncia

A grosso modo, a prova da recorréncia € baseada no seguinte argumento: partici-
onamos o conjunto de vértices V, como segue V = { J,-,V(n), onde V(n) é definido como o
n-ésimo nivel de Ty, 4, com V(0) = {@}. Inicialmente, com alta probabilidade V() contém
um ndmero suficientemente grande de particulas, condicionado nesse evento, também com
alta probabilidade o trago dessas particulas cobrird o seguinte nivel V(n+ 1) e a raiz, portanto
acordando todas as particulas localizadas originalmente em V(n + 1). Entdo, mostramos que a
intersecdo desses eventos ocorre com probabilidade positiva, o que implica, consequentemente
que o modelo dos sapos em Ty, 4, € recorrente (desde que para cada n existe uma particula de
V(n) que visita a raiz, isso implica que o nimero de visitas a raiz € infinito). Na continuagio

formalizamos essa ideia.
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log(\/dldz) Vdidy
Toglao(vaidsi D) ~ T )

Prova do Teorema 2.1.2. Fixe ap > 1 de modo que
1), e fixe 0 = o(p), tal que

1 1

wvad 1)~V g .

Agora, seja Z? :=V(n) U {@} e definimos os seguintes eventos

Ay =AY = | ) (n(x) = [ao(v/drdz + D)),

[x[=n

B, =B = | ) v—27).
ly[=n—1

Note que B,,11 € o evento de que existe pelo menos uma particula no nivel n que

visita o nivel n+ 1 e a raiz. Por outro lado, para todo n > 2, temos

V(n)| = (\/didy)". 2.2)
L2 < (Vdvda +1)". 2.3)

Considere os seguintes dois casos:

1. Por (2.2) e pela hipdtese na distribuicao caudal de 1, segue que, para algum C; > 0

PlAz] = 1— || (1-P[n(x) > (ao(\/didz + 1))*"])

|x|=2n

>1—(1-P[n > (ap(\/dyda + 1))*])(1e)"

1 (did)
e )
(ao(dldz + 1)) m

s1-aen |G |

Agora, note que

max  dist(x,y) =4n+ 1.
|x|=2n,|y|=2n+1

Além disso, usando (2.3) e (1.6) segue que, para alguma constante C > 0

IP[an+1|A2nﬁan = d1d2+ 1 2n+1 62na>(a0(~d1d2+1))2”

>1-C(v/dids + 1) Lexp {—oc(ao(«/dldz + 1)6)2"} .
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Portanto para n par, temos que

ai] |

Pl[A,] = 1-C exp{— [(ao( did i1

P[Bys1|An By = 1 — Co(v/dida + 1) Lexp {—a(ao(«/dldz + 1)6)"} .

ii. De novo por (2.2) e pela hipétese na distribuicdao caudal de 71, segue que, para algum
Ci>0
PlAgii]=1- [[ (1-P[nx) = (ao(v/didy + 1))
|x|=2n+1
>1—(1—-P[n = (ag(n/didy + 1))*+2]) ()"

1 (didp)"
=>1—(1-
< (ao(d1d2+ 1))2r(2n+1)>

Z1-Clew {‘ [<ao<wr(dilizl):>2r<2n+l>] } |

Notando que

max dist(x,y) =4n+3,
|x|=2n+1,|y|=2n+2

e por (2.3) e (1.6) temos que para alguma constante C; > 0

2n+1

P[Baoni2|Asns1 N Bans1] = 1— (Wdidy +1)71 (1 — g2+ 1 g) (@0 (Vdida+1)

>1-Cy(\dids + 1)2”+lexp{—[3(ao(«/d1d2+ 1)6)2%_1}‘

Portanto para n impar, temos que

Pl > 1~ o { (Vi) |t

(ao(\/dldz-i-l
e
P[Bys1|An Byl = 1 - Ch(\/dids + 1)"“exp{—ﬁ(a0(«/d1d2+ 1)c>"}.
De i. e ii., e o fato que ot ddy D %I))Z, > 1, ap(v/d1dr + 1)o > 1, concluimos que B, ocorre

infinitas vezes com probabilidade positiva. Consequentemente o modelo dos sapos em Ty, 4, €

recorrente. L
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3 Um novo limitante superior para a probabilidade
critica do modelo dos sapos em drvores homogé-

neas

O propdsito deste capitulo € provar um novo limitante superior para a probabilidade
critica com respeito a sobrevivéncia do modelo dos sapos na drvore homogénea T, de grau
(d+ 1) = 3, que melhora os resultados previamente conhecidos. Esse limitante foi conjecturado

em Lebensztayn et al. (2005).

O principal resultado em Lebensztayn et al. (2005) consistiu na obtenc¢do do seguinte

limitante superior para p.(T,) para todo d > 2,

pe(Ty) < ——. (3.1)

Em uma observacao no final da Secao 4 em Lebensztayn et al. (2005, p. 341), os autores
argumentaram que um refinamento do raciocinio na demonstracao de (3.1) levaria a um melhor

resultado, a saber

(d+1)v

— 3.2
1+dv?’ (3-2)

pc(Td) <

onde ¥ ¢ a tinica raiz em [0, 1/d] do polinémio R\¥ (v) = d>v* —d(d + 1)v* + 2dv — 1. Contudo,
conforme os autores ressaltaram, algumas dificuldades técnicas impossibilitaram a prova por
completo de (3.2). Nosso objetivo principal é provar esse novo limitante superior para p.(T;), que
também melhora o resultado derivado recentemente em Gallo e Rodriguez (2018). Apresentamos
a prova de (3.2) que se baseia nas ideias de Lebensztayn et al. (2005), porém ¢é totalmente
independente, e tem a vantagem de oferecer uma interpretacao probabilistica, desde que define

0s processos de aproximacgao que permitem levar a férmula (3.2).
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3.1 Resultados principais

Para d > 2, definimos

_ (d+1)v
d) = ——"5 33
onde v € a tnica raiz em [0, 1/d| do polindmio
RYD () = d®v* —d(d+1)v* +2dv—1. (3.4)

Além disso, denotamos por p(d) o limitante superior estabelecido em Gallo e Rodriguez (2018,
Proposition 2):

0.720836 sed =2,

pd) = (d+ 1D)[(7d = 1) —+/(7d —1)2 — 14]
d(7d —1)2=7d +2—d(7d —1)\/(7d —1)> — 14

Vale a pena ressaltar que esse limitante melhora (3.1).

Teorema 3.1.1. Para todo d > 2, temos que:

(i) pe(Ta) < p(d).

(ii) p(d) € a tinica raiz em (0,1) do polinémio

4(d+1) 2(d—1)(d+1)? (d+1)? (d+1)*
Q(d)(p):p4_(3d+1)p3_ (3d+1)?2 p2+d(3d+l)p_d(3d+1)2' (3-5)

(iii) p(d) < p(d).

Por uma questdo de completitude no apéndice A.3, escrevemos uma férmula explicita
para p(d) ndo envolvendo nimeros imagindrios (nimeros complexos com parte imagindria nao

nula).

3.2 Provado Teorema 3.1.1

Seja d > 2 fixado. O primeiro passo na prova é descrever o0 MS(Ty, p) como um

modelo de percolacido como fizemos na secdo 1.4.1. Naturalmente, o modelo dos sapos sobrevive
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se e somente se existe uma sequéncia infinita de distintos vértices xo = &, x1,. .., satisfazendo
xo — x1 — --- (isto é, o aglomerado da raiz nesse modelo de percolacdo orientada tem tamanho
infinito). Conforme provado em Lebensztayn et al. (2005, Lemma 2.1), a probabilidade de
[x—y]é

Plx —y] = (Y19 (p)) st

onde a funcio Y9 (p) : [0,1] — [0,1/d] é dada por

_ 2 _ 2
d u+1),%$+1) 4dp 0<p<l,
Y (p) = p (3.6)

0 se p=0.

Além disso, ressaltamos que para qualquer v € [0, 1/d],

(L+d)v

— . 3.7
1 +dv? 37

Y (p) = v p -

No que segue, necessitamos da seguinte defini¢ao.
Definicao 3.2.1. Para b € [0, 1/d], definimos

y(b) =\Vb*—4b+4, e

Ab) == (2-b*+y(b)).

NS

A ideia central para provar o Teorema 3.1.1 € resumida no seguinte resultado.

Lema 3.2.1. Para todo n > 1, existe um processo de ramificagdo {Xg(i) Yoo imerso no MS(Ty, p),

e uma fungdo @, (que ndo depende de d) com dominio |0,1/d|, com as seguintes propriedades:
. d
(i) X34 = 1.
(i1) A sobrevivéncia de {Xg(i) Y=o implica a sobrevivéncia do modelo dos sapos em T ;.
(iii) O niimero médio de descendentes por individuo em {Xf(i) Yoo € igual

E[X] = " 0,(8 (p)).
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Ademais, para qualquer b € [0,1/d],

lim [, ()] = A(b). (3.8)

n—o0

Note que, encontrando p tal que cada um desses processos de ramificacdo seja
supercritico, obtemos uma sequéncia {p,(d)},>1 de limitantes superiores para p.(Ty). Portanto,
para concluir que p.(T;) < p(d), é suficiente demonstrar que p,(d) converge para p(d) quando
n — 0. Antes de fazer isso, apresentamos a construcao dos processos de ramificacdo e a prova

do Lema 3.2.1.

3.2.1 Construcdo formal de {Xg(d) b0

n
Para defini de ramificagio {X\¢) tringi o d
ara definir o processo de ramificacdo { n }r=0, restringimos a propagagdo do
modelo dos sapos a uma arvore com raiz @ que € isomorfa a arvore d-aria. Primeiro, com a
notagdo introduzida na Defini¢cdo 1.5.1 (aqui V € o conjunto de vértices de T;), consideramos a

seguinte definicao.
Definicao 3.2.2. ParaxeV, y € L,(x), considere x = xq,x1,...,X, = y 0 caminho conectando x
e y. Definimos o evento [xy > x,,] indutivamente em 7 por

(i) Sen=1

[x0 > x1] 1= [x0 — x1]

(1) Sen=2

[x0 ixz] =[x = x2] U [x0 ~ x1,x1 ﬁ>x2]

(i) Sen=>3

—

n
[x0 % xa] 1= [0 = X U [0 ~= 1,21 2 x5, U [0 ~= 0, Gxe 1, x0) 5 3]

(=2

em que

[<Xg,1,X(> % xn] = [Xg,I % xn] U [xf % Xn]



Capitulo 3. Modelo dos sapos em drvores homogéneas 55

Agora, sejan € N fixado, 3&” = {@}, e para £ € N defina

2= | el xSy}

xe‘%/zflm

Seja XZ |5£’ | a cardinalidade de 3{ @) . Entdo, o processo comega com & de Ty, e dado
um vértice x, seus potenciais descendentes diretos sdo vértices localizados em L, (x). Um vértice

~ . o
é considerado como um descendente de x se e somente se [x — y].

Observagdo 3.2.1. Embora seja usada a mesma notagio para definir [x % y] daquela usada na
Definicdo 1.5.2, note que o evento do y ser descendente de x dada aqui contempla a contribui¢do

de mais particulas.

Note que, para todo n > 1, {Xz } ¢>0 € de fato um processo de ramificacio com
Xé‘i) = 1, e cuja sobrevivéncia implica a sobrevivéncia do modelo dos sapos em T ;. Para finalizar

a prova do Lema 3.2.1, necessitamos provar a parte (iii) e a féormula (3.8).

Primeiro, considere a sequéncia de fun¢des {@,},>1 com dominio [0, 1/d] indutiva-

mente dada por

(0]} (b) = b,
w(b) = b*(2—b), (3.9)

0u(b) = b + b(1 — b) o, (b +2bﬁ— (@11 (B) + (1= D)@, ()], n=3.

Entdo, a parte (iii) do Lema 3.2.1 € estabelecida uma vez que provemos o seguinte

resultado.

Lema 3.2.2. Para todo n > 1, a probabilidade de um vértice x, € Ly,(xo) ser um descendente de

X0 € dada por

em que ®, é dada em (3.9).

Prova do Lema 3.2.2. Primeiro note que por (3.6), segue que para{ = 1,...,.n—1,

Plxo ~ x¢] = [va(p)]'[1 = ya(p)]-



Capitulo 3. Modelo dos sapos em drvores homogéneas 56

Além disso, note-se que P[{x;_1,x;) %> x,] pode ser obtida por meio da férmula de Inclusio-

Exclusio, e o fato que
Plxr_1 % xu,x0 2 x0] = Pyt — x| Pxe % x4] = YD(p)Pxy S x,1].

Portanto, observando que paran > 3,

n—1
Plxo 2 xu] = Pxo = x] + Plxo ~» x11PLx1 %> x] + D Plxg ~ x| P[xe1,5x0) 5 ],
(=2
e usando férmula (3.6), o resultado segue por indugdo em n. [

A prova de (3.8) procede em dois passos, que sdo formulados em Lemas 3.2.3 e

3.2.4.

Lema 3.2.3. A sequéncia {®,} satisfaz a seguinte equagdo linear de diferencas de segunda
ordem

@ (b) = b(2—b*)@w,_1(b) —b*(1 —b)®,_2(b), n > 3, (3.10)

com condigdes iniciais ®1(b) = b e wy(b) = b>(2—b).

Prova do Lema 3.2.3. E simples verificar que para n = 3, ambas as formulas (3.9) e (3.10) levam
a w3(b) = b3(4 —3b — b> + b*). Da defini¢io de @, dada em (3.9), temos que para qualquer

n=3

@1 (b) = b1+ Z b (1= ) [ @12 (B) + (1 — bY@y 1(B)] + b(1 — b) @, (b)
(=2

n—1
_prtl Z b“l(l — D) [@a—p41 (D) + (1 = b)@,_g(b)] —|—b2(1 —b)[w,(b) + (1 —D)w,—1 ()]
(=2

+ (1 —=b)[@,(b) + (1 —=b)@,—1(b)] + b(1 — b) @, (b).

Portanto, colocando em evidéncia o fator comum b, obtemos

@ 41(b) = b[@,(b) —b(1 —b)w,_1(b)] +b*(1 —b)[@n(b) + (1 — b)®,_1(b)] + b(1 — b)@,(b)

=b(2—b%)w,(b) — b (1 = b) w1 (b),

como queriamos mostrar. O
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Lema 3.2.4. Para todo b € [0,1/d], temos que

lim [@,(b)]'" = A(b) = g(Z—bz + y(b)).

n—oo

Prova do Lema 3.2.4. E suficiente considerar b € (0,1/d]. A fim de resolver (3.10), calculamos

o discriminante Ay do polindmio caracteristico associado.
A2 —b2—D)A+b(1—b) =0, (3.11)

obtendo Ag = b2(4 —4b + b4) > 0, entdo a equacdo (3.11) tem duas raizes distintas e reais, dadas
por

A+ =b/2(2—b* £ y(b)).

A solugdo geral de (3.10) € expressa como

wu(b) = c1(A)" + e2(Ay )" = (Ao (B))" [cl (tgg) +cz] , (3.12)

onde ¢y, ¢ sdo fungdes de b determinadas pelas condigdes iniciais. Como A (b) = A, (b) > A_(b),

o resultado segue.

Observagdo 3.2.2. Para derivar uma férmula explicita para @,, estendemos a sequéncia {®,}

para o indice n = 0, reescrevendo
@, (b) = b(2 —b*) @, (b) —b*(1 —b)®,_2, n > 2. (3.13)

com condigdes iniciais @y(b) = 1, w;(b) = b. Impondo essas condigdes iniciais em (3.12),

obtemos
y(b)—b*
2y(b)

Consequentemente, paratodon >0e b e [0,1/d],

y(b) + b

Cl(b) = lel(b)

c2(b) =

bn

@y (b) = 2 Ty (b)

[(w(b) =b*)(2— b = y(B))" + (w(b) +6*) 2= b* + y(b))"], (.14
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Observagdo 3.2.3. Com a suposi¢io de que um produtdrio da forma H2=1 ¢ igual a 1, considere

a sequéncia {F, },>1, dada por

n—1 n—1 n—j—1
Fy(b) =b"[ [(1 =65+ ) [0/ F;(b) ﬁ (1-b%].
k=1 j=1 k=1

Ressaltamos que ®, € igual a funcdo G, obtida através do método alternativo descrito em
Lebensztayn et al. (2005), na observacdo no final da Secdo 4, para construir outra fungao
aproximada a F;,, tal que F,,(b) = G, (b) para qualquer b. Isto é, @), é idéntica a fungdo G, obtida
quando a inequagdo (1 —b*) > (1 —b?) para k > 2 é usada ao invés de (1 —b*) = (1 —b) para
k > 1, na defini¢do da funcdo G,. Essa € a razdo pela qual o limitante superior estabelecido aqui

coincide com o conjecturado em Lebensztayn et al. (2005).

3.2.2 Provado Teorema 3.1.1

Seja d > 2 fixado. Definimos as fungdes

I/n 1

W (p) = [wn(v(d) (p))] snzle K9 =2/ (p)) - é- (3.15)

Da equacgdo (3.8), temos que, para qualquer p € [0, 1],

lim £ (p) = 9 (p).

n—00
Além disso, observamos que

A(b) == «— RY(b) =0, (3.16)

1
d
onde R & o polindmio do quarto grau dado em (3.4). Desde que A é uma funcéo crescente,
satisfazendo A(0) = 0 e A(1/d) > 1/d (pois R*(1/d) = (d — 1)/d > 0), concluimos que as
equacdes equivalentes em (3.16) t&ém uma unica solugdo v = v(d) no intervalo [0,1/d]. Além

disso, segue que
(d+1)v
1+dv?’

p(d) =

é a tinica raiz da equagdo ©(4) (p) = 0 no intervalo [0,1].



Capitulo 3. Modelo dos sapos em drvores homogéneas 59

E simples verificar que {hg,d)} e h'@) dadas em (3.15) satisfazem as condi¢des do

Lema 1.5.4. Portanto, definindo p, = p,(d) como a tnica raiz de h,(ld) no intervalo [0,1], obtemos

que

lim 5, (d) = p(d).
Mas para qualquer p > p,(d), temos que h,(;’) (p) > 0, dai, pelo Lema 3.2.1, o modelo

dos sapos em T, sobrevive com probabilidade positiva. Consequentemente,

Pc(Ty) < pn(d),

e a parte (1) do Teorema 3.1.1 € estabelecida fazendo n — 0.

A parte (ii) € provada expandindo e simplificando apropriadamente a equacdo
RO (p)) =0.

A manipulagdo da férmula envolvida pode ser realizada usando um software mate-
mitico. Essa ferramenta também pode ser usada para estabelecer que Q@) (j(d)) > 0 para todo

d > 2. Juntamente com o fato que Q%) (0) < 0, isso leva a parte (iii).

Os resultados desenvolvidos nesse capitulo sdo apresentados em Lebensztayn e Utria

(2019).
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APENDICE A - Convergéncia, Teorema de Taylor,

e Formula explicita para p(d)

Este apéndice contém algumas notagdes sobre ordens de convergéncia, o Teorema
de Taylor multivariado, e finaliza com a soluc@o de Descartes da equacado o) (p) =0, em que

o) (p) é o polindmio dado no enunciado do Teorema 3.1.1[parte (ii)].

A.1 Ordens de convergéncia

Para funcdes f,g: D+~ R, D c R, escrevemos f(d) = O(g(d)) se existem uma

constante C > 0 e um inteiro dp > 1, tal que para todo d > dj

<C.

'f(d)
g(d)

Se f(d) =0(g(d)) e g(d) = O(f(d)) entdo, escrevemos f(d) = O(g(d)).

Similarmente, para funcdes f,g: D+—— R, D c R?, escrevemos f(d;,d») = O(g(d1,d>))

se existem uma constante C > 0 e inteiros d(()l), (()2) > 1, tal que para todo d; > d(()l), dr = d(gz)

‘f(dbdz) <C.

g(dl ) dZ)

Se f(d] ,dz) = O(g(d1 ,dz)) € g(d1 ,dz) = O(f(dl,dz)) entao, escrevemos f(d] ,dz) = @(g(d1 ,dz)).

A.2 Teorema de Taylor

Seja f : U — R uma funcio definida no aberto U = R?. O gradiente de f no ponto

aeU,é o vetor

v = (L ).

0x1 0xy

of . . . - C o ., .
em que % significa a derivada de f em relacdo a sua i-ésima varidvel, seja qual for o nome que
1

se atribua a ela.
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o : . . of of
Além disso, assuma que f possui as derivadas parciais 7-(x),..., %(’Q em todo

ponto x do aberto U. A j-ésima derivada parcial da funcio g—)é : U —— R no ponto x € U serd

indicada por

% f (%) 0 (8_f>(x)7 ij=1,....d.

X) =
ox jax,- ox j 8)6,'
Se essas derivadas parciais de segunda ordem existirem em cada ponto x € U, teremos d? fungdes

2
% : U —> R. Quando tais fun¢des forem continuas, diremos que f é de classe C.
JOXi

Teorema A.2.1 (Taylor). Seja f : U — R de classe C* no aberto U < R%. Fixado a € U, temos
que
f(x) = f(a) +Vf(a)- (x—a) +O(|]|x—al]?), conformex — a,

em que |X|:=/x}+...4+x5 e u-v= Zle u;vi, denotam a norma Euclidiana em R? e o

produto interno de w = (uy,...,ug) porv= (vi,...,vg).
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A.3  Solucéo de Descartes para Q') (p) =0

A fim de encontrar uma férmula explicita para o limitante superior apresentado em
(3.3), resolvemos aqui a equagao o) (p) =0, e isolamos a tnica raiz real no intervalo (0,1).
Aqui apresentamos as ideias principais da demonstragdo, para mais detalhes veja-se o livro de

Dickson (1917).

Precisamos da seguinte definicdo.

Definicao A.3.1. Para d > 2 fixado, definimos as constantes

2(d+1)*(d+2)

Q== Bd+12
o (d+1)3(5d>+2d +1)

B d(3d+1)3 ’
S ([@d+1)*(2d+1)

B (3d+1)*

(A.1)

o (d—1)*(d+1)®(16d* —259d* — 162d — 27)

- 3456d%(3d + 1) ’
. (d-1)?d+1)

o 36(3d+1)*

1

0= 3 arccos , com arccos : [—1,1] — [0, x].

O
(V — )
Também, seja

6~ 12[—Q+6{(D+/O2+PH1B L (O —/O24+PH/A2 se2<d <9,

6~ 1/2[—Q + 12y/—Fcos(©)]'/? sed > 10.

Teorema A.3.1. Para qualquer d > 2,

A=

_d+1 o [R(4R 280+ W)

Pld) =357~/ 2R (A2)

Prova do Teorema A.3.1. Primeiro note-se que pela regra dos signos de Descartes, 0@ tem
uma ou trés raizes positivas. Naturalmente, p(d) é a menor raiz positiva. Comegamos aplicando
d+1

~ . c A s d) - . .
a transformacgdo de Tschirnhaus ao polindmio ol ), isto &, p =2+ 3577 € obtemos a forma

reduzida.

A+ P+ R+ 6 =0, (A.3)
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onde ,R e G sdo dados na Definicdo A.3.1. Logo, considere a seguinte equagdo cubica auxiliar

1 1 1
3,152 2 . 2
x +2£2x +—16(Q 46)x 649% : (A4)

Para resolver a equagdo (A.3), temos que escolher qualquer raiz X ndo nula de (A.4) e definir &
como a raiz quadrada positiva do X escolhido. Portanto, as quatro raizes de (A.3) sdo as raizes

dos seguintes polindmios quadréticos

1 R
=22+ 2R74+ —Q+2R/*— —
g1(z)=z"+ ﬁz+2ﬂ+ 8 Ty
1 R
2 - 2, ~r
2 (z) =7"+28z 29+2ﬁ +4R’
dadas por
- f [R(—48% —28Q +M)]'/?
1 2R )
o —fi4 [R(—483 —28Q + R)]/?
28 ’ (A.5)
e [—R(4R3 +28Q +NR)]'/?
8= 28 ’
L [FRUR 1280 +R)]12
74=R+ R .

A fim de estudar as raizes de (A.3), calculamos o discriminante A da equagado (A.4),

obtendo que A = d—*(3d + 1) 7196y (d) /4096, onde

$o(d) = (d—1)*(d+1)'*(32d° - 2754* — 162d — 27) .

Usando o Teorema de Budan-Fourier (1807,1820)[veja-se De Boislaurent (1807),
Fourier (1820)] para £¢, temos que o tem 0 raizes reais em (2,9) e que (9,10) contém exatamente
uma unica raiz real (i.e., (9,10) é um intervalo isolado), e pelo fato que $0(9) < 0 < £H,(10),
concluimos que A <O para2 <d <9e A > 0 parad > 10. Portanto, separamos a prova em dois

Casos:

(i) (2 <d <9). Neste caso, temos que A < 0, a equacdo (A.3) tem duas raizes reais distintas
e duas raizes complexas, portanto as raizes de 0@ s3o uma negativa, uma positiva e

duas complexas conjugadas. Além disso, a equacao (A.4) tem uma Unica raiz real, que é



APENDICE A. Convergéncia, Teorema de Taylor, e Férmula explicita para p(d) 66

positiva. O valor de K dado no enunciado do Teorema A.3.1 para 2 < d < 9 é exatamente
a raiz quadrada positiva da dnica raiz real da equacado (A.4), a qual foi obtida usando
a solug¢do de Cardano para cubicas. Observe-se que z3,z4 € C (caso contrério z3 seria
negativo). Portanto, z; + (d 4+ 1)/(3d + 1) ¢ a tinica raiz positiva de Q'?), o que finaliza a

prova da férmula para p(d) neste caso.

(ii) (d = 10). Agora, temos que A > 0, Q < 0 e 46 —Q < 0, as raizes de (A.3) sdo todas
reais e distintas, e isso implica que 0@ tem trés raizes positivas e uma negativa. Além
disso, a equagdo (A.4) tem trés raizes reais positivas, que sdo melhor expressadas na
forma trigonométrica (o chamado de caso irredutivel). O valor de & dado no enunciado
do Teorema A.3.1 para d > 10 € a raiz quadrada positiva de uma dessas raizes. Assim, as

quatro raizes de (A.3) sdo z; < 2 and z3 < z4. Para finalizar a prova, € suficiente mostrar

que z; < —(d+1)/(3d + 1), mas isso é verdade pois g;(—(d+1)/(3d+ 1)) <O0.
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