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Resumo

A andlise das flutuagoes geradas por um reservatério térmico produziu iniime-
ros resultados ao longo da histéria da Fisica que vao desde a prépria verificagao da hipétese
atomica, passam pelos fenomenos criticos, até os mais recentes avangos na descri¢do dos
processos termodindmicos fora do equilibrio. Em todos esses resultados, assume-se ou
verifica-se que o reservatorio térmico é um sistema que, para todos os fins, possui um
numero infinito de graus de liberdade. Por outro lado, pouco se sabe sobre as flutuacoes
induzidas por banhos térmicos finitos. Motivados por trabalhos teéricos e experimentais
recentes, analisamos as flutuacoes de equilibrio e de nao-equilibrio causadas por um banho
finito de dindmica deterministica e cadtica quando acoplado fracamente a um sistema de
interesse, cujo sistema total é aproximadamente ergddico.

Com respeito as flutuagoes de equilibrio, caracterizamos a distribuicao do sis-
tema de interesse e invocamos o teorema do calor, originalmente proposto por Clausius e
formulado por Boltzmann em termos de valores médios de quantidades fisicas, na descri¢cao
da entropia desse ensemble. Definida a entropia, testamos o teorema para um determi-
nado modelo classico. Em um segundo momento, estudamos as flutuagoes caracteristicas
do estado de nao-equilibrio do sistema. Buscamos verificar se o Teorema Flutuacao para
banhos finitos é capaz de descrever propriedades da distribuicao de trabalho de um modelo
apenas efetivamente ergodico.

Em ambos os casos, utilizamos uma abordagem fenomenologica no tratamento
dos resultados, preocupando-nos em verificar a concordancia entre resultados numéricos
e estimativas analiticas.

Palavras-chave: termodinamica de sistemas em nao-equilibrio, teoria de banho de calor
finito, sistemas mesoscépicos, fisica estatistica.



Abstract

The analysis of fluctuations generated by a thermal reservoir has produced
many results throughout the history of physics, ranging from the verification of the atomic
hypothesis, running through critical phenomena to the most recent advances in the de-
scription of nonequilibrium thermodynamic processes. In all these results, one assumes
or verifies that the thermal reservoir is a system that, for all intents and purposes, has
an infinite number of degrees of freedom. On the other hand, little is known about the
fluctuations induced by finite thermal baths. Motivated by recent theoretical and exper-
imental works, we analyze the equilibrium and non-equilibrium fluctuations caused by a
finite bath of deterministic and chaotic dynamics when weakly coupled with a system of
interest whose total system is approximately ergodic.

Regarding the equilibrium fluctuations, we characterize the distribution of the
system of interest and invoke the heat theorem, originally proposed by Clausius and
formulated by Boltzmann in terms of average values of physical quantities, in describing
the entropy of this ensemble. Once we define the entropy, we test the theorem for a given
classical model. In a second moment, we study the characteristic fluctuations of the non-
equilibrium state of the system. We tried to verify if the fluctuation theorem for finite
baths is able to describe properties of the distribution of work of a model only effectively
ergodic.

In both cases, we use a phenomenological approach in the treatment of the
results, being concerned to verify the agreement between numerical results and analytical
estimates.

Keywords: nonequilibrium thermodynamics, finite heat bath theory, mesoscopic sys-
tems, statistical physics.
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Introducao

As flutuacoes induzidas por um reservatério térmico sao um dos fenémenos
fisicos mais estudados até hoje. Sua importancia histérica pode ser reconhecida na for-
mulagao da teoria cinética dos gases [1, 2], na comprovagao da hipdtese atémica através do
estudo do movimento browniano [3] e, mais recentemente, na compreensao das transi¢oes
de fase [4] e dos fendmenos fora do equilibrio [5-8]. Em todos esses casos, considera-se
que o reservatério térmico é um sistema que possui, para todos os efeitos, um ntimero de
graus de liberdade infinitamente maior do que o proprio sistema de interesse.

O estudo das flutuagoes de equilibrio para sistemas macroscépicos é bem esta-
belecido pela Mecénica Estatistica [9]. Originalmente, ela foi formulada como uma saida
para a impossibilidade de determinar as condig¢oes iniciais ou até mesmo de encontrar a
solugao das equagoes do movimento microscépicas do sistema. No entanto, desenvolvi-
mentos tedricos e experimentais recentes motivaram a investigagao das flutuagoes geradas
por banhos finitos [10-18], extrapolando essa teoria para a situagdo em que sistemas de
poucos graus de liberdade sao considerados.

Nesse regime, o banho, com o qual o sistema de interesse esta acoplado, possui
poucos graus de liberdade e, diferentemente do que é observado em reservatérios usuais,
ele ¢ influenciado pelo acoplamento. Contudo, sabe-se que fendémenos bem conhecidos de
reservatérios usuais, como dissipacao e termalizagao, ainda podem ser observados nesse
regime totalmente novo [19-22]. Uma outra caracteristica marcante desse novo regime é
que a distribuicao candnica ja nao ¢ a escolha 6bvia na descrigao do estado de equilibrio do
sistema. Sob certas condigoes, pode-se mostrar que a distribui¢ao de equilibrio do sistema
com um banho finito é dada por uma lei de poténcia [23, 24]. Assim, & luz do teorema
do calor, originalmente introduzido no século XIX por Clausius no contexto de sistemas
termodindmicos e posteriormente formulado por Boltzmann em termos de valores médios
de quantidades fisicas conhecidas [25], podemos estudar as flutuagoes de equilibrio do
sistema quando acoplado a um banho térmico finito, permitindo-nos definir grandezas
termodindmicas como entropia [24, 26-28] em escalas mesoscopicas.

Apesar do sucesso no estudo de flutuacoes de equilibrio, as flutuacoes do sis-
tema também podem ser caracterizadas em seu regime de fora do equilibrio. A preocu-
pacao com fenémenos fora do equilibrio vem desde Boltzmann [29] com a elaboragao da
equacao de transporte, em que, basicamente, é tratada a irreversibilidade exibida por um
sistema macroscopico através da dinamica reversivel de seus constituintes microscopicos.
Embora nao tao bem consolidada como a mecanica estatistica de equilibrio, hé atual-
mente, no contexto de reservatorios usuais, alguns teoremas que se aplicam a descri¢cao
das flutuagoes do sistema de interesse em regimes arbitrariamente fora do equilibrio [5-8].
Em escalas mesoscopicas, por outro lado, se sabe muito pouco sobre essas flutuacoes.
Ainda que haja um andlogo do teorema flutuacao para banho finitos, as condigoes de
validade desse teorema sao bastante restritas [24].

Nesse trabalho, analisamos as flutuacoes de equilibrio e nao-equilibrio causa-
das por um banho térmico finito de dindmica deterministica e cadtica quando acoplado
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fracamente a um sistema de interesse, sendo o sistema total isolado e aproximadamente
ergdédico. No que segue, explicitamos quais sao as questoes que pretendemos abordar
dentro da problematica exposta anteriormente.

Estrutura da tese e objetivos

Nossos principais objetivos com esse trabalho sao:

e A partir de um modelo classico, estudar o processo de termalizacdo do sistema de
interesse quando em contato com um reservatério térmico finito e cadtico.

o Encontrar a expressao para a entropia termodinamica do sistema de interesse a
partir do teorema do calor e testar fenomenologicamente o teorema para o modelo
adotado.

o Aplicar o teorema da flutuacdo para reservatérios térmicos finitos, considerando o
modelo estudado, e verificar a concordancia entre os resultados numéricos e analiti-
Cos.

O contetido esté distribuido em quatro dos cinco capitulos que constituem esse
trabalho. No capitulo 1, Conceitos Preliminares, apresentamos uma cole¢ao de con-
ceitos que utilizamos no decorrer do texto. No capitulo 2, Caracterizacao do Modelo,
listamos algumas caracteristicas fundamentais do banho finito adotado e ilustramos a
equilibragao para o modelo classico mencionado. Ja nos capitulos 3, Teorema do Ca-
lor, e 4, Teorema Flutuacao para Banhos Finitos, discutimos substancialmente os
resultados alcancados.

Por fim, no capitulo 5, Conclusoes e Perspectivas, resumimos e discutimos
novamente os principais resultados do trabalho.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Nesse capitulo, iremos fazer uma breve apanhado dos conceitos relevantes para
o desenvolvimento desse trabalho. O capitulo é dividido em quatro se¢oes: Termodina-
mica (segao 1.1), Mecénica Estatistica de Equilibrio (segao 1.2), Teorema do Calor (segao
1.3) e Acoplamento Fraco (secao 1.4). Em particular, na apresentagao dos contetdos re-
lativos a primeira e a segunda secdo, iremos nos basear nas referéncias [30-32] e [32-35],
respectivamente. Por fim, vale lembrar que o trabalho desenvolvido considera somente
sistemas classicos, portanto, toda teoria aqui apresentada segue a mesma diregao.

1.1 Termodinamica

A termodindmica oferece uma descri¢ao macroscépica do sistema de interesse
através da definicdo de quantidades fisicas que caracterizam seu macroestado e que, de
maneira geral, sao comuns a qualquer tipo de sistema.

Historicamente, a termodindmica surgiu antes que a estrutura interna da ma-
téria fosse de fato compreendida, sendo seus primeiros avancos obtidos empiricamente.
De fato, a termodinamica deu seus primeiros passos com Sadi Carnot, que trabalhou na
procura por uma maquina térmica que tivesse a maior eficiéncia. Os resultados da ter-
modinamica estao de certa forma contidos nas chamadas leis da termodinamica. Aqui,
vamos nos concentrar somente na primeira e na segunda lei.

¢ Primeira Lei da Termodinamica:

A formulagao da primeira lei nos remete ao século XIX onde diversos nomes
como James Prescott Joule, Julius Robert Mayer e Hermann von Helmholtz, estabele-
ceram fenomenologicamente uma equivaléncia entre trabalho e calor. De forma geral, a
primeira lei trata essencialmente da conservacao de energia em sistemas termodindmicos’,
alegando a impossibilidade de se construir uma maquina que crie energia. E estabelecido
que a variacao de energia de um sistema que ¢é levado de um determinado estado A a um
determinado estado B é dada basicamente pela quantidade de energia que o sistema troca
durante esse processo com o seu entorno. Essas quantidades de energia sao quantificadas
em calor Q e trabalho W. A primeira lei na forma diferencial é expressa como

LOu seja, sistemas que sdo caracterizados por varidveis macroscépicas como pressdo, volume, tempe-
ratura e etc.
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dU = 6Q + 6W, (1.1)

onde dU caracteriza a mudanga de energia interna, 6Q a energia acrescida ao sistema
na forma de calor e 6W o trabalho realizado no sistema durante uma transformacao.
E importante mencionar que 6Q e §W sdo diferenciais inexatas, enquanto dU é uma
diferencial exata. A diferenca entre os tipos de diferencial é motivada pela natureza
das varidveis U, Q e W. E sabido que uma diferencial é chamada de exata quando sua
integral depende somente dos limites de integracao e inexata quando a integracao depende
do caminho adotado. Assim, para Q e W utilizam-se diferenciais inexatas, uma vez que
caracterizam a energia transferida durante um determinado processo e nao o estado do
sistema em si. Em contraste, a energia interna U é uma variavel de estado do sistema,
nao apresentando qualquer dependéncia com o processo em si.

Em geral, a primeira lei vale tanto para processos reversiveis quanto para
processos irreversiveis, que serao definidos mais adiante.

e Segunda Lei da Termodinamica:

Originalmente, a segunda lei foi introduzida no estudo da eficiéncia de ma-
quinas térmicas, onde o objetivo era determinar a possibilidade das maquinas realizarem
trabalho tnica e exclusivamente a partir do calor extraido de uma fonte a uma dada
temperatura. O questionamento nasce da observacao do processo reverso, na qual é bem
sabido que trabalho pode ser convertido em calor, por exemplo, quando um metal uma
corrente elétrica sendo dissipada em forma de calor ao passar por uma resisténcia ou
um corpo que é aquecido por friccado. No entanto, nos primoérdios da termodindmica,
quando os conceitos de reversibilidade e irreversibilidade ainda nao haviam sido devida-
mente formulados, e as leis fisicas até entao ditadas pela mecéanica classica aparentavam
ser totalmente reversiveis, o questionamento soava ser bem razoavel.

De forma geral, a segunda lei surge como resposta para o questionamento an-
terior, respondendo com um categérico 'nao!". Em outras palavras, a segunda lei decretou
rigidas limitagoes na conversao completa de calor em trabalho, impossibilitando a cons-
trucao de maquinas que realizam trabalho tinica e exclusivamente através do resfriamento
do seu entorno. Uma outra consequéncia direta da segunda lei é a impossibilidade de
moto-continuo de segunda espécie?, isto é, maquinas térmicas que apresentam eficiéncia
perfeita: toda a energia disponibilizada na forma de calor é convertida em trabalho sem
que nada seja dissipado.

A segunda lei da termodinamica foi inicialmente expressa em diferentes formas,
muito embora as contribuicoes feitas sejam equivalentes ou até complementares. Entre
elas, destacam-se os seguintes postulados:

1. Postulado de Carnot: "A eficiéncia de um ciclo de Carnot quase estatico ou rever-
sivel depende apenas das temperaturas dos dois reservatérios de calor e é a mesma,
qualquer que seja a substancia de trabalho. Uma maquina de Carnot operando
entre duas temperaturas é a maquina mais eficiente."

20 termo "segunda espécie’ ¢é usado pois existem dois tipos de moto-continuo: aquele que violaria a
conservagao de energia, criando energia para compensar a dissipacdo, e aquele que tivesse eficiéncia 1 ou
perfeita, conseguindo converter toda a energia que lhe é dada em trabalho, que é o caso citado.
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2. Postulado de Kelvin-Planck: "Uma transformacao cujo tinico resultado é trans-
formar em trabalho o calor extraido de uma fonte a uma determinada temperatura
é impossivel."

3. Postulado de Clausius: "Uma transformacao cujo resultado final é transferir
energia sob a forma de calor de um corpo a uma dada temperatura para outro
corpo a uma temperatura superior é impossivel."

Os desenvolvimentos apresentados posteriormente, em especial, os resultados
provenientes das contribuigdes de Clausius, resultaram na definicio de uma nova varia-
vel de estado, conhecida como entropia (S). Essa nova propriedade da matéria nao s6
conecta os diversos postulados apresentados até agora, como também introduz uma nova
abordagem no estudo de sistemas termodindmicos. A variagao da entropia é fundamental
na determinacao da reversibilidade de um dado processo.

Segundo Clausius, quando uma quantidade de calor infinitesimal 0Q é adi-
cionada ao sistema por uma fonte térmica com temperatura definida 7' através de um
processo quase-estatico, a variacdo infinitesimal na entropia dS é dada por

_ 99

as
T

(1.2)

E interessante notar que, embora §Q seja uma diferencial inexata, uma diferencial exata
é obtida quando dividida pela temperatura T da fonte térmica. Ou seja, a razao 1/T é
fator integrante da Q@ e identifica como sua primitiva a diferencial exata dS.

Para processos quase-estaticos, pode-se condensar a primeira lei da termodi-
namica (1.1) e a formulacdo de Clausius da segunda lei em uma tnica relacao

AU - oW

d
S T

(1.3)

denominada originalmente por Boltzmann como teorema do calor. Assim, a primeira e a
segunda lei da termodindmica sdo simultaneamente verificadas® se a relagdo anterior for
uma diferencial exata.

Clausius ainda estendeu a teoria desenvolvida por ele até entdo para proces-
sos irreversiveis, garantindo que para qualquer transformacao ciclica possivel, na qual a
temperatura é definida, a seguinte desigualdade é vélida

%%so. (1.4)

A desigualdade anterior é chamada de desigualdade de Clausius, sendo a igualdade valida
para processos quase-estaticos. Para o restante dos casos, os processos sao classificados
como irreversiveis. Note ainda que, dado a expressao (1.2) para processos reversiveis,
a desigualdade de Clausius pode ser reescrita em termos da variacdo de entropia. Ao
considerar um processo reversivel que conecta o estado A ao B e um processo irreversivel
que conecta B a A, obtemos que

3No caso, a segunda lei é verificada parcialmente, j& que estamos levando em conta somente processos
quase-estaticos.
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50 Q.
ﬁ7sR7ﬂM. (1.5)

Em particular, para um sistema completamente isolado, 6@ = 0 para qualquer processo.
Pela propriedade anterior, imediatamente temos

=0, processo possivel e reversivel,
AS >0, processo possivel e irreversivel, (1.6)
<0, processo impossivel.

Isto é, para qualquer transformacdo que ocorra em um sistema isolado, a entropia do
estado final B nunca pode ser menor que a entropia do estado inicial A. Em outras
palavras, quando um sistema isolado estd no estado de entropia maxima, ele nao pode
sofrer qualquer transformacao adicional, ja que qualquer transformacao resultaria em um
valor negativo para AS . Portanto, o estado de maxima entropia é o estado mais estavel
para um sistema termicamente isolado. Esse principio é chamado de principio de mdzima
entropia.

Um principio semelhante pode ser elaborado para casos mais gerais, onde o
sistema nao se encontra isolado do ambiente externo. A partir da definicao de um potencial
termodinamico (ou energia livre) que melhor descreva um sistema, pode-se determinar em
que condigoes o ultimo encontra-se em condicao de equilibrio estavel.

Considere o caso em que o sistema encontra-se em contato com um reservatério
térmico de temperatura definida 7. E conhecido a partir da primeira lei da termodindmica
(1.1) e da expressao (1.5) que

W > AF, (1.7)

onde AF = AU-TAS. Para o caso em que nenhum trabalho é feito sobre ou pelo sistema,
temos que

AF <0, (1.8)

Ou seja, se um sistema esta em contato térmico com o ambiente externo a uma tempera-
tura 7' sem que nenhum trabalho externo seja realizado sobre ou pelo sistema, a energia
livre caracteristica desse sistema nao pode aumentar durante uma transformacgao. Em
outras palavras, para sistemas que sofrem processos isotérmicos, trocando apenas calor
e nao trabalho com o meio externo, a energia livre é minimizada, isto é, minimiza-se a
energia interna e maximiza-se a entropia do sistema de interesse.

Analogamente, pode-se definir, em principio, uma energia livre para situacgoes
em que o sistema esteja em contato com um reservatorio também de pressao ou de particu-
las, em que a minimizacao dessa nova fun¢ao de estado indica que o sistema se encontra
em um estado de equilibrio estavel. Esse principio é denominado principio de minima
energia livre.

Vale ainda ressaltar que os diversos potenciais termodinamicos podem ser ob-
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tidos a partir da energia interna em termos de uma transformada de Legendre*. A seguir
listamos alguns exemplos de energias livres que sao minimizadas quando um determinado
processo é operado sobre o sistema de interesse:

o Principio do minimo do potencial de Helmholtz [F(T, V, N)]: Para um
sistema mantido a temperatura constante, a energia livre de Helmholtz nunca au-
menta.

« Principio do minimo da entalpia [H(S, P, N)]: Para um sistema mantido a
pressao constante, a entalpia nunca aumenta.

« Principio do minimo do potencial de Gibbs [G(T, P, N)]: Para um sistema
mantido a temperatura e pressao constantes, o potencial de Gibbs nunca aumenta.

1.2 Mecanica Estatistica de Equilibrio

Na secao anterior, apresentamos alguns conceitos da termodinamica, area do
conhecimento que fornece uma descricao macroscépica das propriedades da matéria e que,
a principio, foi desenvolvida fenomenologicamente. Para a termodinamica nao é relevante
como as equagoes de estado surgem dado a composi¢ao microscopica de um certo sistema.
Essa é a razao pela qual a termodinamica pode ser adjetivada como universal, uma vez
que a descricao oferecida é de amplo uso.

Como ja salientamos, a segunda lei afirma que todos os sistemas isolados con-
vergem para um estado de equilibrio estavel, onde suas variaveis de estado nao apresentam
mudangas apés um certo tempo de relaxacdo. Um bom exemplo disso ¢ um gés ideal que
se expande homogeneamente, ocupando um volume apdés um dado tempo. No entanto,
ao olharmos para cada componente desse gas, é natural que nos perguntemos o porqué
desse fendmeno, ja que as leis da mecénica classica sdo temporalmente reversiveis. Em
outras palavras, como uma irreversibilidade temporal® pode surgir no comportamento
macroscopico de um sistema, cuja dindmica microscopica é temporalmente reversivel?
Questionamentos como esse levantam um ponto importante de que a termodinamica, em
termos de teoria fisica, apresenta lacunas ainda nao preenchidas.

Nesse panorama, consideracoes estatisticas dos diversos estados microscopicos
aparentam ser um bom ponto de partida na obtencao de uma visdo mais profunda das
relacoes puramente fenomenologicas da termodinamica, ja que as quantidades macrosco-
picas, como por exemplo pressao e temperatura®, podem ser entendidas como resultado
médio de propriedades microscépicas.

Originalmente introduzida por Ludwig Eduard Boltzmann em 1872 atraves do
famoso teorema H e posteriormente desenvolvida em 1902 por Josiah Willard Gibbs [9],
a mecanica estatistica de equilibrio se preocupa em fornecer uma maneira sistematica de

4Consequentemente, potenciais termodindmicos podem ser obtidos a partir de outros potenciais ter-
modindmicos quando efetua-se uma transformada de Legendre nas varidveis de interesse.

50 termo "assimetria temporal" é utilizado no contexto da entropia como uma seta do tempo termo-
dindmica, j& que o processo reverso (compressdo do gds) ndo acontece espontaneamente.

6A temperatura estd normalmente associada & energia cinética média das particulas que compde a
substancia de estudo, enquanto a pressao estd relacionada as inimeras colisoes daquelas com um dada
superficie.



CAPITULO 1. CONCEITOS PRELIMINARES 19

calcular valores médios sobre os diversos microestados de um dado sistema quando em
equilibrio, estabelecendo uma conexao direta entre a teoria atomistica’ da matéria com
a termodinamica. Em particular, um exemplo dessa conexao é dado pela definicao de
Boltzmann da entropia para sistemas isolados, na qual ela esta associada ao nimero de
estados microscopicos acessiveis ao sistema (II) através da férmula

S = kgInTl, (1.9)

na qual kg é a constante de Boltzmann. A expressao anterior ressalta uma caracteristica
interessante da funcao de estado entropia. Dado a relagdo (1.9), pode-se afirmar que
quanto maior II, maior é o valor de §, ja que a fun¢do logaritmica é monotonica. Ou
seja, quando a desordem é maxima para um determinado sistema, S é extremada, o
que, segundo o principio de mdxima entropia, configura o estado de equilibrio estavel do
sistema.

E interessante notar que entre as formulacdes mais comuns para entropia temos
a chamada entropia de Gibbs que define II em termos do volume no espaco de fases do
sistema 2(F) contido pela superficie de energia constante E, dada por

S =kgnQ(E), (1.10)

e a entropia de Boltzmann que escreve IT em termos da densidade de estados w(E) também
do sistema (definida posteriormente em (1.29)), ou seja

S = ks ln[ow(E)]. (1.11)

O simbolo ¢ representa uma constante arbitraria que tem unidade de energia. Embora
essa diferenciacdo possa aparentar ser irrelevante no tratamento de sistemas que se en-
contram no limite termodinamico ja que, nesse limite, para grande maioria dos sistemas,
w(E) ~Q(F), a questao se a entropia deve ser expressa como o logaritmo do volume do
espaco de fases ou como o logaritmo da densidade de estados ainda é pertinente. E sabido,
sob certas condigoes®, que apenas a entropia de Gibbs satisfaz simultaneamente a lei zero,
a primeira e segunda lei da termodindmica (assim como o teorema da equiparti¢ao)[36].
Inclusive, pode-se relacionar o problema anterior, de se definir uma entropia para siste-
mas isolados que seja consistente com as leis da termodindmica, com a controvérsia da
existéncia de temperaturas negativas absolutas. De fato, tomemos o exemplo apresentado
na referéncia [37]. E mostrado que a entropia de Boltzmann, mesmo no limite termo-
dindmico, nao reproduz corretamente a magnetizagdo de uma cole¢ao de spins 1/2 nao
interagentes quando submetidos a um campo magnético externo B. Isso se deve ao fato
de que a temperatura, obtida com a entropia em questao, apresenta um salto desconti-
nuo quando ha inversdao nos spins o que ocasiona uma indefinicio na magnetizagdo. Essa
inconsisténcia, no entanto, pode ser evitada quando adotada-se a entropia de Gibbs o

"A teoria afirma que a matéria é constituida por d&tomos ou moléculas, cuja dinamica é regida pelas
leis da mecénica classica ou da mecanica quantica.

8Considera-se que wg >0 e wp > 0 tal que wipt(Eror < 0) =0, onde elas sdo a densidade de estados do
sistema, do banho e do sistema completo respectivamente. E considerado também que pode-se relacionar
cada uma das densidades de estado com seu respectivo volume no espago de fases através da equagao
(1.29).
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que implica, por sua vez, em valores nao negativos para a temperatura. Em vista disso,
seguiremos a sugestao das referéncias [36, 37] e utilizaremos a representagao de Gibbs.

Feita a consideracao anterior, vamos investigar na proxima se¢ado como carac-
terizar os microestados de um sistema classico ja que, como mencionado anteriormente,
os macroestados sao bem caracterizados pela termodinamica.

1.2.1 Dinamica Hamiltoniana

Para um sistema isolado de n graus de liberdade, cuja dinamica ¢é cléssica,
um microestado é completamente definido por n coordenadas canonicas e n momentos
canonicos. A evolucao temporal dessas 2n variaveis canonicas é determinada pela fungao
hamiltoniana H(q, p,t) através das equagoes diferenciais

dq dp

o= Vo, =~V H. (1.12)

dt
As relagoes anteriores sdo conhecidas como equacoes candnicas de Hamilton e elas podem
ser derivadas a partir do principio variacional para a fung¢ao hamiltoniana, conhecido
como principio de minima ag¢ao modificado.” A ideia desse principio é que ao extremar
a agdo, pode-se encontrar a dinamica "natural" descrita por sistemas mecanicos. Em
outras palavras, a partir do principio mencionado para a hamiltoniana, uma descri¢ao
equivalente a sequnda lei de Newton da mecanica classica pode ser obtida, representadas
pelas equagoes (1.12).

E conveniente definir um espaco 2n-dimensional, chamado de espago de fases,
onde cada ponto representa um microestado do sistema. O conjunto de todos os pontos
desse espago, que satisfazem a condicao H(q,p) = E, define uma superficie chamada de
superficie de energia. Com a evolugao dos microestados do sistema, dada pelas equagoes
(1.12), uma trajetéria é desenhada sobre a superficie de energia, cuja evolugdo encontra-se
confinada sobre a mesma superficie, ja que, para sistemas isolados, a energia é conservada.

Em geral, podemos calcular a dependéncia temporal de qualquer fungao dina-
mica A(q(t),p(t),t). A derivada total para a fungao A é dada por
(1.13)

dA 8/\.] A
dt

Z::[a_qqu apkpk +E'

A equacgao anterior pode ser reescrita em uma forma mais elegante, chamada de forma

simplética. Através da notacao matricial n=(q p )T e, consequentemente, do gradiente
d/on = (8/0q 9/dp)", temos que

dA aAT OA

o e (1.14)

Por sua vez, as 2n equagoes do movimento (1.12) de um sistema de n graus de liberdade

9A acdo é definida em termos da lagragiana. Porém, como é bem sabido, pode-se obter a hamiltoniana
a partir da lagrangiana em termos de uma transformada de Legendre, por isso o uso do termo "modificado".
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podem ser reescritas como 7 = JOH/0On'", em que a matriz J, matriz quadrada 2n x 2n
chamada de matriz simplética fundamental, é dada por

J=( o ) (1.15)

com 1 sendo a matriz unitéria e 0 a matriz nula, ambas n x n. Assim, a equagao (1.13) é
reescrita como

d\ AT M DA

’

Na notacao simplética, o colchete de Poisson é representado como {u,v}, =
g—ZTJ g—z. Portanto, a evolugao temporal de uma variavel dindmica qualquer, A(q(t), p(t),t),

pode ser expressa na forma simplética como

dA OA
E—{A,%}W-FE. (]_]_7)

A equagdo (1.17) pode ser expressa, sem perda de generalidade, em qualquer tipo de sis-
tema de coordenadas candnico. A afirmacao anterior pode ser provada quando considera-
se uma transformacao canonica que leva o antigo sistema de coordenadas canonico em um
novo. Uma transformacao é dita candnica se as equacoes de Hamilton sao preservadas
para as novas variaveis Q e P, ou seja, se as relagoes diferenciais

dQ dP
e A = _VpA 1.18
dt Pos dt Q7% ( )

sao satisfeitas, na qual A(Q,P,t) é a nova fungdo hamiltoniana. A independéncia da
forma (1.12) por um conjunto especifico de coordenadas canonicas se deve ao fato de que,
para sistemas hamiltonianos, algumas grandezas sao invariantes pela dinamica. Entre
elas estao o colchete de Poisson e o volume do espaco de fases. Em particular, o ultimo
¢ garantido pelo teorema de Liouville. Iremos, a partir de agora, denotar as variaveis
canonicas q,p pela notagdo z, com dz = d*qd"p representando o elemento de volume
infinitesimal.

O teorema de Liouville prevé que o volume do espaco de fases é preservado
por transformagoes canonicas em geral. Vamos considerar uma transformacao candnica
gerada por uma evolucao temporal.!' Apds a evolugdo temporal, o elemento de volume
infinitesimal dzg, descrito pelas condi¢bes inciais, evolui e ocupa uma regiao diferente do
espaco de fases com volume dz;, como ilustrado na figura 1.1. O elemento de volume
infinitesimal dz é relacionado com dz; através da relacao

0Forma simplética das equacoes de Hamilton.

1A evolucao temporal, dada pelas equacoes de Hamilton, pode ser também pensada como uma trans-
formacao candnica, que leva o conjunto de coordenadas canonicas em um instante inicial ¢ = 0, z(0), em
seu valor a um determinado instante t, z(¢). Tanto para o sistema de coordenadas antigo quanto para o
novo, as equagoes de Hamilton sdao preservadas.
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dz = |det M| dz, (1.19)

onde M = 0z;/0z¢ é o jacobiano da transformagdo zg — z;. No entanto, uma condigao
necessdria para que uma transformacao seja candnica, é que a relacgio MJMT = J seja
satisfeita. Resumidamente, a identidade anterior implica que |det M| =1, de modo que

dz; = dz. (1.20)

Y
Y

q q

Figura 1.1: Representacao esquematica da conservagao do volume do espaco de fases estabe-
lecido pelo teorema de Liouville.

Uma outra formulacao do teorema de Liouville pode ser elaborada quando
leva-se em conta o nimero de microestados contidos no volume invariante. No instante
inicial, a densidade p ¢ dada por

p= %, (1.21)
dZO
onde d Ny é o nimero inicial de microestados contidos no volume dzy. A evolugao temporal
da densidade p é dada pela equagdo (1.17). No entanto, como j& mencionado, o elemento
de volume é preservado apés a evolucao temporal. Analogamente, o nimero de micro-
estados dNV;, agora contido em dz;, é invariante pela evolucao temporal (dN; = dNyp), em
que os pontos contidos no volume dz, devem permanecer dentro de dz;. Essa afirmacao
é razoavel, pois sistemas classicos sao marcadamente deterministicos. Assim, para uma
determinada condicao inicial, as solugoes das equacoes de Hamilton sdo tnicas, de forma
que, trajetorias com condigbes iniciais diferentes jamais se cruzarao em qualquer instante
de tempo t. Por isso, cruzar a fronteira do volume é afirmar que, mesmo com condig¢oes
iniciais diferentes, duas trajetorias distintas se interceptaram, o que nao é improvavel.
Portanto, dada a invariancia por uma evolugao temporal, tanto do nimero de
microestados quanto do volume do espago de fases, a densidade p do espaco de fases deve
satisfazer a relacao

dp
L -0 1.22
7 =0 (1.22)
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de modo que sua equagdo de movimento (1.17) é reduzida para

dp
E = {%7/)}? (1'23)

conhecida como equacao de Liouville.

Por generalidade, vamos considerar ambas as equagoes (1.20) e (1.22) como
sendo manifestagoes equivalentes do teorema de Liouville. Em particular, a equacao
(1.23) é fundamental na elaboragao da teoria de ensembles em fisica estatistica, assunto
que introduziremos na se¢ao seguinte.

1.2.2 Ensembles de Equilibrio

Quantidades fisicas de um sistema sao calculadas com respeito ao estado mi-
croscopico em que o mesmo se encontra, o que torna a quantidade em questao uma fungao
do espacgo de fases, ou genericamente, uma funcio de fase.'> Dessa forma, se quisermos
obter medi¢oes de uma funcgao de fase, precisamos estar aptos a determinar o microestado
que especifica o sistema em um dado instante de tempo. Isso é um problema, ja que os
diversos microestados que o sistema pode assumir mudam drasticamente em um intervalo
curto de tempo. Uma saida para esse impasse é considerar a média temporal da func¢ao
dindmica sobre um intervalo de tempo longo, o que torna a andlise possivel'3.

Embora essa abordagem ofereca uma nova perspectiva sobre o problema, ela
introduz simultaneamente novas problematicas. Conforme salientado, é necessario que
saibamos previamente as trajetorias do sistema. Em outras palavras, é preciso resolver
as equagoes de Hamilton. Com isso duas dificuldades surgem: primeiro, as equagoes do
movimento, na grande maioria dos casos, nao sao integraveis e, segundo, ¢ uma tarefa
geralmente improvavel no contexto de sistemas termodinamicos determinar as condi¢oes
iniciais de cada componente do sistema em consideragao, uma vez que o numero de par-
ticulas é da ordem da constante de Avogadro.

Nesse cenario, a utilizacdo de médias sobre o espago de fases pode ser uma
boa alternativa para o problema apresentado. Segundo a teoria de ensembles formulada
por Gibbs, médias sobre o espago de fases podem ser obtidas através da definicao de
ensemble.'* Chamamos de ensemble o conjunto de copias idénticas do sistema, em seu
estado de equilibrio, com diferentes condigoes iniciais. Essas cépias sdo amostradas no
espaco de fases, de forma que sua distribuicao seja proporcional a probabilidade do sistema
original estar naquele microestado.

Essa abordagem ¢ interessante para sistemas ditos ergodicos. Para esses sis-
temas, médias temporais sdo equivalentes a médias no ensemble'®, o que evita toda a
problemética apresentada no inicio dessa se¢do. Isso é possivel, uma vez que a ergodici-
dade garante que a evolugao temporal do sistema, para tempos consideravelmente longos,
leva 0 mesmo em todos os possiveis pontos do espago de fases (ou tdo perto quanto

12 Anteriormente, utilizamos o termo "funcio dindmica" para esse tipo de funcao.

130 teorema Birkhoff [23] garante que, para a grande maioria das trajetérias, a média temporal de
uma funcdo de fase, para tempos longos, existe.

Do francés, conjunto.

15Sinénimo de médias sobre o espaco de fases.
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se queira). No entanto, provar que um sistema é ergédico nao é tarefa facil. Em espe-
cial, nesse trabalho, nenhuma prova matematica concreta sera dada, apenas consideramos
através de resultados numéricos que o sistema é aproximadamente ergodico.

A partir da teoria de ensembles, a mecanica estatistica oferece uma forma
sistematica de caracterizacao de sistemas termodinamicos a partir de médias no ensemble,
sem que haja a necessidade de resolver as equagdes de Hamilton. A média no ensemble
de uma fungao f(z) é dada por

() = [ dzp(z) 1 (2), (1.24)

onde z representa as coordenadas do espago de fases ,p e p(z) é a distribuicdo com a
qual os membros desse ensemble sao distribuidos ao longo do espaco de fases.

Por descrever um sistema no equilibrio, o correspondente ensemble é estaci-
onario, ou seja, ele ndo possui dependéncia explicita no tempo. O estudo de sistemas
dindmicos em equilibrio é descrito pela mecanica estatistica de equilibrio. Nesse caso a
equagao (1.23) assume a forma

{p.H}=0. (1.25)

Em outras palavras, a equacao (1.25) afirma que para ensembles de equilibrio'®, a distri-
buigdo p é uma constante de movimento ou é uma funcao da hamiltoniana H do sistema,
ie, p=p(H). Além disso, a equacao (1.25) indica que hd um conjunto de possiveis dis-
tribui¢oes. Em particular, faremos mencao a dois ensembles de equilibrio conhecidos: o
ensemble microcanonico e a ensemble canonico.

O ensemble microcandnico é o mais bésico dos ensembles. Ele é usado na
descricao de sistemas cujos microestados possiveis estao localizados em uma mesma su-
perficie de energia, definida como H(z, k) = E, onde k é um pardmetro da hamiltoniana.
Isso o torna um bom candidato na descricdo de sistemas em equilibrio isolados do res-
tante do universo. Na construgao desse ensemble, dois caminhos podem ser escolhidos:
um caminho estatistico, aplicando a hipdtese a priori de que todos os microestados de
um sistema isolado podem ocorrer com a mesma probabilidade ou um caminho dinamico,
considerando que o sistema isolado é ergddico. A segunda possibilidade serd discutida em
detalhes no proximo capitulo.

A distribuicao microcandnica é dada por

1

S B E-HER), (1.26)

Pme(2, k) =

onde 0(E —H(z,k)) é a fungao delta de Dirac. Basicamente, ela indica que a fun¢ao py,.

assume valor diferente de zero somente para os pontos z do espaco de fases nos quais
H(z, k) = E. A fungdo w(F, k), dada por

W(E, k) = fdza(E—H(z,k;)), (1.27)

16Utilizamos o pleonasmo: ensembles de equilibrio, pois é costumeiro ver em algumas literaturas o
emprego do termo ensemble em um contexto mais geral.
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é a constante de normalizacao do ensemble microcanonico, também conhecida como densi-
dade de estados. A densidade de estados, w(FE, k), e o volume do espago de fases englobado
pela superficie de energia, Q(FE, k), definido como

O(E, k) = fdz@(E—’H(z,k;)), (1.28)

com O(z) sendo a fun¢ao de Heaviside!”, estao relacionados por uma derivada

OO (E, k)

(.U(E,k): 8E

(1.29)

Outro ensemble de equilibrio fundamental é o ensemble candnico. Assim como
o ensemble microcandnico, ele também satisfaz a relagao (1.25), embora descreva sistemas
em situacoes fundamentalmente diferentes. Nesse caso, considera-se o sistema em contato
com o banho térmico usual, i.e, um reservatoério térmico de capacidade térmica infinita.
Dado que a temperatura do banho é T, p é escrito como

1
pe(z, k) = ————e P (=k) 1.30

onde a 8 = 1/kgT e a fun¢ao Z(f, k), chamada de func¢io de particio candnica, é dada
por

Z(B,k) = f dz e @), (1.31)

E interessante notar que a distribuicao (1.30) é uma funcéo decrescente de H, significando
que os microestados z com energia mais alta tém menor probabilidade de aparecer no en-
semble do que aqueles com energia mais baixa. Nesse caso, o parametro que caracterizava
o sistema ¢é a temperatura 1" do banho, diferentemente do ensemble microcanonico, onde
o sistema é caracterizado pelo valor da sua energia .

Na préxima secao, vamos apresentar um critério simples que um ensemble deve
satisfazer para fornecer uma boa descricao termodindmica do sistema de interesse.

1.3 O Teorema do Calor

Boltzmann determinou um critério para que uma distribuicao estacionaria deve
satisfazer para servir como um modelo mecanico para a termodindmica [25]. Segundo esse
critério, a distribuicao estacionaria p fornece uma boa descrigdo termodindmica do sistema
hamiltoniano de interesse se seu estado macroscopico, definido pelo conjunto das seguintes
quantidades:

se r2a

"9(x-a) = {1,

0, se xz<a
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U = (H),, (1.32)

T = L(}QP, (1.33)
]{IBTL

fe = (—%%L, (1.34)

satisfaz o teorema do calor (1.3) [26-28], dado por

AU - 6W

as T

(1.35)

Aqui U é a energia interna, K a energia cinética e n o numero de graus de liberdade
do sistema de interesse. Para processos quase-estaticos, a diferencial inexata do trabalho
realizado pelo agente externo dW é dado por - frdk, onde dk representa uma mudanga
infinitesimal no parametro k& da hamiltoniana e f; a forca generalizada, relacionada ao
protocolo infinitesimal realizado naquele parametro'®. Em outras palavras, as relagoes
listadas em (1.32) - (1.34) fornece um modelo mecénico da termodindmica se a média
de certas grandezas mecanicas, avaliadas sobre o distribuicao de equilibrio do sistema,
estiverem relacionadas com a entropia fisica associada. Os modelos que atendem esse
tipo requisito sdo chamados de ortodos.'?

Em particular, pode-se demonstrar que as distribuicoes microcanonica e a
candnico sao ortodas:

e Distribuicado Canoénica:

A distribuicdo canoénica p. é dada por

(2.5.0) = 7 (1.36)
c\Z, 0, = a0 .
g Z(5.k)
sendo sua entropia associada descrita como
Logo,
oS oS
com
oS oU ou
55 = ke (U955 - 00 = ke G (1.39)
oS oU OH ou
S~ e (855 - 8(5p) ) - kedy + ke (1.40)

¥Em especial, no caso de mudancas no volume V do sistema, a forca generalizada resultante é a
pressao P.
Y Traducio feita a partir do termo em inglés orthode.
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onde utilizamos as defini¢oes (1.32) e (1.34) e a equipartigdo de energia

oH\ 1
( 8pz>c > (1.41)

Portanto
ds = kgﬁ(%dﬁ aUdk fkdk) w (1.42)

o Distribuicao Microcanodnica:

A distribuicao microcandnica p,,. ¢ dada por

_ (U -H(zk))
Pme(z, U k) = Uk (1.43)
com a entropia associada descrita por
S(U,k) =kglnQ(U, k). (1.44)
Assim,
oS as
ds = %dU+ 8kdk’ (1.45)
onde
oS w(Uk) 1
-~ - S 14
ou kBQ(U BT (1.46)
oS 3’H(z k) ] w(U, k) <8’H> fr
= = - = (14
ok Q(U k) [[ WU -Hz k)= — =] =keqy\an ).~ 147

novamente, utilizamos as defini¢oes (1.32) e (1.34) e a equipartigdo de energia [23, 37]

OH QU k)
i = kgl = : 1.4
Entao
1o fi, dU+ fidk
dS = U + Zrdk = =+ (1.49)

Fica evidente que o diferencial (dU + fdk)/T é exato em ambos os casos, estando relacio-
nado com as respectivas entropias. Dessa forma, as distribui¢oes canonica e microcanonica
satisfazem o teorema do calor, fornecendo uma boa descri¢do termodinamica do sistema
de interesse (como ja é sabido).

E interessante notar que, inclusive para uma distribuicio genérica dual, no
sentido que ela pode ser caracterizada tanto pelos parametros (U, k) quanto por (f3,k),
podemos verificar que o teorema do calor é satisfeito. A distribuigdo dual é dada por [26]
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Y[BU -H(z:F))]
G(O, k) ’

p(z,0,k) = (1.50)

onde 8 = 1/kgT e, a partir da média sobre a distribuicdo dual: (H) = U, o simbolo O
pode ser substituido por U ou [ de acordo com a parametrizacao adotada. Ou seja, se
a parametrizacao (U, k) é assumida, entdo Y e [ sao fungoes (diferencidveis) de U e k.
Analogamente, podemos adotar a parametrizagao (3, k), onde dai, Y e U seriam fungoes
(também diferencidveis) de 5 e k. A normalizagdo G ¢ dada por

G(O, k) = [sz[ﬁ(U—’H(z,k:))]. (1.51)

Note que os ensembles microcanonico e candnico sao recuperados quando a dualidade
B <> U é perdida. Para isso, basta que a funcao Y assuma as seguinte expressoes

e PH
YIBU-#)] - l BU-H) R p = pe= [ dze (152
o(BU-H)) (U-H) ’
P Pme = T s(U-H)

Vamos mostrar que o teorema do calor é satisfeito para a distribuicao proposta.
Para isso, usamos as expressoes (1.32) - (1.34) e o funcional

S(O,k) =ksglnY(0, k), (1.53)
onde

G(0,k) = fdzy[ﬁ(U—%(z,k))], (1.54)

sendo ) uma fungao diferencidvel e que satisfaz a igualdade Y (z) = Y'(x). Analogamente,
a funcao G também é diferenciavel com respeito aos parametros escolhidos, e sua derivada
em relacdo ao seu argumento é dada por: G = 0G(x)/0x. Além disso, é importante
salientar que para as funcgoes ) e Y apresentadas até aqui assumimos que existe uma
condicao de corte, tal que ) e Y sao nulas no limite que z - +c0. Ou seja

lim Y= lim Y =0. (1.55)

Z—>+00 Z—>+00

Por praticidade, vamos considerar a parametrizacao (U, k)?°. A diferencial total de S é
dada como

8 98
48 = 55U + == dk. (1.56)

20 Analogamente, a parametrizacdo (3, k) poderia ter sido considerada na demonstracdo. Fica a critério
do leitor a escolha. Em ambos os casos, a ortodicidade da distribui¢ao dual é garantida.
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No célculo das derivadas parciais do funcional S(U, k) utilizamos a equiparti¢ao de energia
que diz que

<p%> “kaT= 2 [ dzpig}f [B(U - #(z, k)] f d=pin- YU -]
’ (1.57)
_ ;é[pz (B ~H)])y e~ [ d=V(B(U - H)]] g (1.58)

uma vez que Y[S(U - H)] é uma fungao diferencidvel em relagdo as variaveis 3,U,z e
satisfaz o seguinte limite: lim,_ .., Y[S(U - H)] = 0. Logo,

S kg ks "
G b O [ =W - D=2 [ a5 -1 5 U -#)+ 5]
S Grape L
"5 o0 MU rgheh =g (1.59)
%0t op OH
ot [ W -Ha ] =L [ a5 - H )] [ -H) 55
=g o (UM, _k85<_%> T (1.60)
Por fim, obtemos que
_dU + frdk
dS=—=— (1.61)

Portanto, o diferencial (dU+ fi.dk)/T é exato e a entropia é dada pela expressao (1.53). Isto
implica que ensembles da forma (1.50) sdo ortodos, ou seja, eles fornecem bons modelos
mecanicos da termodinamica.

Do ponto de vista histérico, o resultado apresentado é bastante relevante,
j& que por muito tempo apenas alguns ensembles (microcanoénicos, canonicos e grand
canonicos) eram conhecidos por fornecer uma boa descrigdo termodindmica do sistema
descrito. Utilizando como critério do teorema do calor, temos assim uma familia de
possiveis estatisticas que podem fornecer uma boa descri¢do termodinamica de um sistema
de interesse.

1.4 Acoplamento Fraco

Nesta se¢ao, iremos propor, a partir da hipotese ergddica, a distribuicao de
microestados que melhor descreve a estatistica de um sistema em equilibrio e fracamente
acoplado a outro sistema que chamaremos de banho. Para isso, seguiremos a referéncia
[23].

Inicialmente, vamos considerar um sistema isolado e ergédico. E esperado
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que os microestados desse sistema evoluam sobre a superficie de energia, definida como
H(z) = E. Assim, ao calcular médias de uma fungdo dindmica qualquer ¥(z), é natural
que esperemos que o calculo seja realizado com respeito aos microestados contidos nessa
superficie. No entanto, areas que determinam uma certa regiao na superficie de energia
nao sao invariantes por evolugao temporal, assim como ilustrado na figura 1.1. De fato,
uma dada area pode mudar drasticamente com o movimento "natural" do sistema, o que
pode levar a algumas inconsisténcias no célculo de médias de equilibrio?'. No entanto, o
problema citado pode ser evitado considerando volumes ao invés de areas, ja que, pelo
teorema de Liouville, volumes sdo invariantes por transformagoes canonicas, em especial
por evolugoes temporais.

Nesse contexto, vamos postular uma forma invariante pela dindmica para o
calculo da média de v

(9) = 1
CQ(E +0E) - QUE) Jesh(z)<br6E

9(z) dz, (1.62)

na qual Q(F), definido pela expressao (1.28), denomina o volume englobado pela superficie
de energia constante H(z) = E, de forma que o termo Q(E + JE) — Q(E) representa o
volume da casca limitado por duas superficies de energia: a superficie H(z) = E+0F e a
superficie #(z) = E, como ilustrado na figura 1.2.

Brevemente, podemos mostrar que a forma (1.62) é a escolha correta no calculo de médias
de gradezas relativas a um sistema isolado e ergddico. A expressao (1.62) pode ser reescrita,
em termos da fungido Heaviside ©(x) da seguinte maneira

Nz)dz = f ¥(z)dz - f I(z)d 1.63
[E<H(z)<E+6E (2) dz H(z)<E+0E (2)dz H(z)<E (z)dz (1.63)

_ f[@(E+5E-%(z))-@(E—H(z))w(z)dz. (1.64)

Para valores suficientemente pequenos de 0 F, temos que

1
QE+0F) - Q(F) Je<H(z)<E+6E

SE
ﬁ(z)dzmm/é(ﬁ?—?—l(z))ﬁ(z)dz, (1.65)

ou seja

1
(ﬁ):mfa(E—H(z)w(z)dz. (1.66)

Isto é, partindo da hipdtese que um sistema isolado é ergddico e do postulado (1.62), a
distribuicao do espaco de fases que corresponde ao seu estado de equilibrio é a distribuicao
microcanonica. Isso é bem interessante quando leva-se em conta o resultado apresentado
pela expressao (1.25). Através dela, pode-se perceber que ha uma familia de possiveis
candidatos para representar um distribuicao de equilibrio. No entanto, quando considera-
se a hipdtese feita sobre a ergodicidade do sistema isolado, a distribuicao de equilibrio

21Por exemplo, o valor da média pode variar no tempo.
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obtida é a distribuicdo microcanonica 2.

Vale também ressaltar que, assim como demostrado na se¢ao anterior, a distri-
bui¢ao microcanénica, contida na expressao (1.66), satisfaz o teorema do calor. Contudo,
na obtengao dessa distribuicao, partimos da expressdao (1.62). Em outras palavras, o teo-
rema do calor determina que o volume a ser escolhido deve ser aquele limitado por duas
superficies de energia. Somente essa escolha oferece uma boa descricao termodinamica do
sistema de interesse.

Figura 1.2: Representacdo esquematica de duas superficies de energia constante.

Relagoes interessantes podem ser obtidas a partir do resultado obtido anteri-
ormente. Como ponto de partida, vamos reescrever o elemento de volume diferencial dz
da seguinte maneira

dz = |dA x dv| = dAdv, (1.67)

onde A é um vetor de area contido na superficie de energia e v é um vetor normal a essa
superficie. Assim

1

<ﬁ>=mf5(5-ﬂ)ﬂdAdv. (1.68)

Vamos adotar a seguinte parametrizagao
dv; = dv cos (v, ;). (1.69)

onde v = (vy, Vo, Vg, Upi1,+++, Vo) € (v, 1;) designa o angulo entre o vetor v e a i-ésima
componente de v. Com essa notagdo, o n primeiros termos do vetor v representam as
coordenadas e o restante denomina os momentos. Nesse contexto, a diferencial total da
hamiltoniana do sistema H é dada por

2n OH 2n OH
d%—;a—wdw —dvzacos (v, ). (1.70)

i=1 7

2ZA ergodicidade estd no fato de aplicarmos a equivaléncia entre médias temporais e médias no en-
semble. Esse ponto serd melhor explorado na secao 2.1.
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Porém, noés sabemos que o VH é normal a superficie H = E, ou seja VH é
paralelo a v, entao

cos (v,v;) = aié/f[rl (1.71)
Assim
dv Z( )2 dv|VH| (1.72)
= =dv . .
T vH|
Substituindo na integral (1.68) temos que
1 f dA 1 dA
—— [y an = —— [ o(E-n Uﬁ—] dM. 1.73
e B A 7 A 1) WA el WA 7 T
Ou seja
1 dA
= —— — 1.74
)= 5 Lo iom (L.74)

com A representando o drea da superficie de energia definida como H = E. Isto é, embora
integrada sobre uma superficie, o fator 1/ |V E| torna a integral invariante pela dindmica.
Além disso, sabemos também que

0

0
9B ’H(z)<EQ9(Z)dZ:a_E[@(E_H(Z))ﬂ(Z)dZ:[5(E_%(Z))19(Z)dz' (1.75)

Portanto, das equagoes (1.66) e (1.74), temos que

19
)= S5y 98 fH oS (1.76)

Os resultados apresentados até aqui nessa segdo, em especial a equagao (1.76),
sdo importantes para a elaboragdao dos préximos passos. Como mencionado, queremos
determinar, em um regime de acoplamento fraco entre dois sistemas, a distribuicao de
equilibrio do sistema de interesse. Logo, vamos considerar que o sistema de interesse (5)
de energia Fg e o banho (B) de energia Ep interajam fracamente entre si e que, juntos,
componham um sistema isolado e ergddico, cuja energia é E;,. Dessa forma, vamos
definir um conjunto de microestados z que descreva S, e um conjunto zg que represente
B, enquanto que o sistema completo é descrito pelo conjunto z;.;.

A meédia sobre todos os microestados acessiveis do sistema completo de uma
fungao dindmica ¢, relativa ao sistema de interesse, ou seja ¢ = ¢(z), é dada pela equagao
(1.76)

1 0
<¢(Z)> ) W(Etot) a_E »/}-'ltot(ztot)SEtot ¢(Z) dZtOt' <177)

Para o caso de acoplamento fraco, temos que
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f 210 &(2) = f dz ¢(z) dzp = [ dz &(2) 0 (Eroy — Hs).
Hiot<Etot Hs<Eiot Hp<FEiot—-Hs Hs<Eiot
(1.78)

A grandeza Qg(Ep) é o volume do espago de fases do banho englobado por sua energia
Ep=FE;; —Hg. Assim

1 0 1 0
d = d Qp(ER). 1.79
wtot(Etot) aEtot /;lzozSEtot © (b(Z) Wtot(Etot) 8Etot ‘/;issEtot © ¢(Z) B( B) ( )

Note que, na consideragao de acoplamento fraco, a seguinte igualdade também é valida

Qtot(Etot) = dzor = f dz / dzp (1.80)
Hiot<Etot Hs<Etot Hp<Etot-Hs

Eiot
=fH i QB(EtOt—’HS)dz=fO ws(Hs) Qs (B — He)dHs.  (1.81)
S<Litot

onde, a partir da expressao (1.29), assumimos que os microestados estdo homogenea-
mente distribuidos no espago de fases. Como wg(Hs > Ej) = 0, entdo temos a seguinte
convolugao

Qtot (Etor) = fo ws(Hs) 25 (Eior = Hs)dHs. (1.82)
Para uma energia fixa Hg = Es do sistema, a expressao (1.80) é escrita como
Qtot (Etor, Es) = Qs (Es)2p(ER)- (1.83)

A hipotese de acoplamento fraco é razoavel quando podemos considerar que
os termos de interagao entre os graus de liberdade do sistema e do banho sao despreziveis
quando comparados com suas energias cinéticas e com potenciais externos. De fato,
h4 sistemas onde os termos de interacdo contribuem bem pouco comparativamente??.
Portanto, para esses sistemas, uma boa aproximagao ¢ assumir que a energia do sistema
completo é dada basicamente pela soma das energias dos seus constituintes isoladamente,
ou seja, Fiy = Hg + Eg. Por isso que temos a igualdade

QB(EB) ZQB(EtOt—%S). (]_84)
Logo,
1 0 wp(Erot = Hs)

<¢> ) wtot(Etot) aEwtot ‘/;LSSEtot dz ¢(ZS)QB(EtOt - HS) B ‘[HSSEtot dz wtOt(EtOt) ¢(Z)7
(1.85)

23Mais adiante, iremos apresentar alguns resultados para um determinado modelo onde, de fato, a
aproximagcao de acoplamento fraco é plausivel.
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Portanto, a distribuicao de equilibrio p(z) do sistema de interesse é dada pela
seguinte expressao

WB(Etot - HS)

wtot(Etot) (1'86)

p(z) =

Note que wg(E), a densidade de estados do banho com energia Ep, determina a distribui-
¢ao do sistema. Isso é bem interessante, ja que consideramos a priori sistemas que estao
acoplados fracamente um ao outro. De fato, o tnico vinculo que os liga é que a soma
de ambas energias deve ser exatamente a energia do sistema completo, F;;. Por fim,
vale também ressaltar que a distribui¢do (1.86) ndo faz referéncia a nenhum sistema de
interesse em especifico. De fato, a distribuicao de equilibrio obtida ¢é valida para qualquer
sistema de interesse, desde que ele esteja acoplado fracamente a um banho e que, juntos,
componham um sistema isolado e ergddico.
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Capitulo 2

Caracterizacao do Modelo

O movimento Browniano, fendmeno que caracteriza o movimento randémico
que uma particula relativamente pequena apresenta quando suspensa em um fluido, é
estudado através de diferentes abordagens. Entre elas, vale ressaltar a abordagem feno-
menolbgica - estocastica, introduzida pela equacao de Langevin, e o viés microscépico,
onde ¢ introduzido um modelo minimo que, sob certas condigoes, reproduz o movimento
Browniano no regime classico. Em especial, a abordagem dindmica ¢ basicamente mode-
lada a partir de uma particula acoplada a um reservatério térmico de osciladores [38, 39].
Esse reservatorio, por ser relativamente maior em nimero de graus de liberdade que a
particula, é capaz de criar um ambiente dissipativo.

No entanto, é interessante notar que o efeito dissipativo também pode ser ob-
tido através de banhos cadticos finitos [19-22]. Nesse contexto de banhos finitos, o regime
caotico é fundamental no fenomeno dissipativo, de modo que a taxa de dissipagao é dras-
ticamente reduzida se o movimento dos osciladores microscépicos é regular [40, 41]. Além
disso, as flutuagoes sao significativamente grandes, de modo que a dissipacao é percebida
com mais clareza quando efetuam-se médias sobre diversas realiza¢oes. Essas flutuacoes
sao consequéncia do nimero de graus de liberdade do banho, sendo mais significativas a
medida que a dimensionalidade do banho diminui.

Nesse capitulo, iremos explorar o papel que o banho de baixa dimensionalidade
e dindmica cadtica desempenha no processo de equilibracao de um determinado sistema
de interesse. Iremos apresentar o contetido na seguinte ordem:

« Caos em Sistemas Classicos (se¢ao 2.1): Nessa se¢ao, iremos apresentar os diver-
sos regimes dindmicos que uma hamiltoniana especifica possui. Esta serd denotada
pela hamiltoniana quértica (HQ).

» Caracterizagdo do Banho (se¢ao 2.2): Iremos apresentar algumas propriedades
interessantes da HQ) que utilizaremos para modelar nosso banho.

» Equilibrio Térmico via Banho Cadtico Finito (se¢ao 2.3): Iremos caracterizar
o modelo como um todo, apresentando o comportamento dissipativo que o sistema
sofre quando em contato com a HQ, além de determinar a condi¢ao de equilibrio
entre sistema e banho que deve ser satisfeita em um regime de acoplamento fraco.

Vale a pena frisar que, em geral, faremos uma descricao fenomenolégica, veri-
ficando a consisténcia entre os resultados numéricos obtidos e as previsoes tedricas. No
entanto, na caracterizacao da HQ, iremos nos basear inteiramente em resultados numéri-
cos para definir o regime que queremos trabalhar, sem que nenhuma dedu¢ao matematica
mais profunda seja dada. Todos os resultados numéricos apresentados foram obtidos a
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partir do algoritmo de integragdo simplético de quarta ordem [42] (veja o apéndice A)
com um passo temporal de integracao (time-step) de Atge, = 0.01.

2.1 Caos em Sistemas Classicos

No contexto de sistemas hamiltonianos, caos é o comportamento irregular e
instavel apresentados por sistemas nao-integraveis. A instabilidade intrinseca desse fend-
meno, causada pela sensibilidade do sistema a condig¢oes iniciais, leva trajetérias inicial-
mente vizinhas no espaco de fases a se afastarem exponencialmente uma das outras.

Um melhor entendimento na transicao de um regime integravel para um nao-
integravel é estabelecido pelo teorema KAM. Segundo esse teorema, conforme perturbamos
um sistema hamiltoniano integravel, as regides de estabilidade vao sendo destruidas, de
forma que, gradativamente, o sistema se torna nao-integravel [33, 43]. Para exemplificar
esse comportamento, vamos apresentar as seccoes de Poincaré da hamiltoniana quartica

(HQ)

_ptry 2ty (atryt)

" 2 2 4

(2.1)

As secoes de Poincaré sao planos que seccionam a superficie de energia constante, de
forma que as trajetérias do sistema as interseccionam construindo um mapa, chamado de
mapa de Poincaré. Segundo Poincaré, para sistemas de dois graus de liberdade [43], as
propriedades dinamicas do sistema sao refletidas de maneira fiel nesse mapa.

Na figura 2.1, mostramos algumas se¢des de Poincaré da HQ para diferentes
valores do parametro a no intervalo 0 < a < 1. Escolhemos a se¢cdo x — p, quando y = 0
e py > 0. Para a = 1.0, vemos que a HQ exibe um espago de fases bem regular, onde
é possivel distinguir as trajetérias de momento angular positivo daquelas de momento
angular negativo. No entanto, ao diminuirmos o valor de a, temos um situagao inter-
medidria onde o carater integravel do sistema vai sendo destruido, ao passo que regioes
de instabilidade vao surgindo (chamaremos esse regime de misto), até que em a $ 0.1 a
dindmica torna-se fortemente cadtica. O comportamento mencionado anteriormente pode
ser melhor visualizado quando reescrevemos a hamiltoniana (2.1) na seguinte maneira

P
H—%‘F%'FV(T)‘FE( 1 ), (22)

onde V(r) = (a* + y*)/4 + x2y?/2 caracteriza um potencial central e € = a - 1. Uma vez
reescrita e dada a definicao de €, podemos perceber que a hamiltoniana H ¢é integravel
quando a = 1.0, uma vez que a grandeza momento angular é conservada na presenca
de potenciais centrais. No entanto, a medida que o valor do parametro a diminui, a
contribuicao do termo perturbativo aumenta, eliminando as regidoes de movimento regular,
j& que a segunda constante do movimento dessa hamiltoniana, o momento angular, ¢é
destruida. A figura 2.1 mostra claramente esse comportamento. Com a variacao de a, as
regioes de momento angular positivo ou negativo sao gradualmente fragmentadas.
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a=0.2 a=0.1

Figura 2.1: Sec¢oes de Poincaré da hamiltoniana quértica do banho Hp de x por p,, quando
y =0 e py >0 e para alguns valores do parametro a.
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Resumidamente, os regimes dinamicos da HQ estao listados na tabela 2.1.

’ Regime Dinadmico \ a ‘
Integravel 1.0
Misto 0.1<a<1.0
Cadtico 0.1

Tabela 2.1: Regimes dindmicos da HQ para diferentes valores do pardmetro a.'

A dindmica cadtica, intrinseca a hamiltoniana, é essencial na elaboragao desse
trabalho. O processo de termalizacao entre o sistema de interesse e um banho finito, é
unica e exclusivamente devido a essa dindmica irregular apresentada pelo reservatorio,
que, nesse trabalho, iremos modelar através da hamiltoniana HQ (2.1).

A importancia da dindmica cadtica nos remete as publicacoes dos autores M
Wilkinson, M. V. Berry, J. M.Robbins e C. Jarzynski [19, 40, 41], onde o terceiro artigo, em
especial, enfatiza o papel que desempenha um banho finito de dindmica intrinsecamente
cadtica no processo de termalizacao da particula browniana. Basicamente, essa referéncia
extrapola para banhos finitos os resultados apresentados pelos outros dois artigos, em
que sao estudados os efeitos causados por banhos cadticos sobre o sistema de interesse,
entre eles efeitos dissipativos. Resumidamente, eles mostram, a partir da invariancia do
volume englobado pela superficie de energia do sistema completo ergbdico? [44-46], que
algumas forgas sao geradas sobre o sistema de interesse de dinamica lenta, a partir do
contato com um banho cadtico de dindmica rapida. Observa-se através da expansao em
termos de um parametro €, que faz mencao a razao entre os tempos caracteristicos 7¢ do
sistema lento e 75 do sistema cadtico, rapido, que o termo de primeira ordem gera uma
forga conservativa do tipo Born-Oppenheimer [47] sobre o sistema. Ja as corregoes de
segunda ordem causam uma forca proporcional a velocidade, na qual sua parte simétrica
corresponde a uma forca dissipativa e a antissimétrica a um forga do tipo magnetismo
geométrico [41].

Desse modo, no contexto de banhos de nimeros de graus de liberdade seme-
lhante ao sistema de interesse, um processo de termalizacao pode ser de fato observado
quando o banho apresenta dindmica cadtica. Nesse contexto, € irrelevante se reservatorio
adotado é um reservatorio térmico de capacidade térmica infinita ou ndo. No entanto, esse
processo de equilibracao é melhor visualizado quando efetuam-se médias sobre diversas
realizacoes, devido as flutuagoes marcadamente grandes. Conforme o niimero de graus de
liberdade do banho aumenta, o efeito dissipativo fica mais evidente em cada realizacdo
do experimento.

Ainda em respeito a dinamica do banho, uma caracteristica importante apre-
sentada por sistemas cadticos é a propriedade de mizing.> Mixing, assim como ergodi-
cidade, sao propriedades de sistemas dinamicos estudadas pela teoria ergddica. Histo-
ricamente, o surgimento da teoria ergddica nos remete aos primeiros anos da mecanica
estatistica, onde seus pais fundadores, como por exemplo Boltzmann, Maxwell e Gibbs,

!Nesse trabalho, ndo nos ocuparemos em demonstrar matematicamente o regime do banho para
cada valor do pardmetro a. Unicamente a partir do resultado numérico fornecido, iremos caracterizar a
dindmica do banho. Para a = 0.1, por exemplo, iremos nos referenciar a dindmica do banho como sendo
caotica, embora ela seja na realidade "aproximadamente" cadtica.

20 sistema ergédico é composto por sistema mais banho.

3Do inglés, mistura.
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utilizavam-se de conceitos ad hoc como a hipdtese ergddica na justificativa do uso de
ensemble.

Hoje em dia, a teoria ergddica lida com a verificagao da igualdade entre médias
temporais e médias sobre o ensemble para os mais variados sistemas. Para esses sistemas
nas quais essa igualdade é valida, a teoria afirma basicamente que podemos caracterizar
o ensemble ao invés de nos preocuparmos em conhecer a evolugao temporal de cada
microestado do sistema (veja referéncia [48, 49]). Esse tipo de abordagem é essencial no
estudo de sistemas mais instaveis como por exemplo sistemas cadticos cuja dinamica é
marcadamente irregular.

Segundo a referéncia [48], a teoria ergbdica estuda sistemas que apresentam
propriedades mais fortes que somente ser ergédico. Na verdade, hd uma hierarquia de
propriedades que um sistema pode apresentar, onde cada uma implica a anterior, e da
qual a ergodicidade é a mais elementar delas. Dentre elas gostariamos de enfatizar a ergo-
dicidade e o mizing. Sistemas ditos ergddicos (ou quase-ergddicos) satisfazem o principio
de que cada trajetdria passa suficientemente perto de cada ponto do espaco de fases®.
Para esses sistemas, é garantida a equivaléncia entre médias temporais de trajetérias e
médias sobre o ensemble. Em outras palavras:

lim ~ [ F(a(t))dt - [azf(@)p(z) (2.3)
o0 7 Jo b
com ¥ = {z e R*"E < H(z) < E+JE}. Podemos motivar a igualdade (2.3) considerando
que o tempo que a trajetoria leva em uma determinada parte da superficie de energia é
proporcional ao respectivo volume dessa parte da regiao ¥ (para um melhor entendimento,
veja a figura 2.2). Assim, ao seccionarmos o espago de fases em diversas células de mesmo
volume AV, podemos reescrever o valor da fun¢ao dindmica f(z(t)), calculada no instante
t, em termos somente dos microestados do espago de fases, f(z), de modo que a expressao
(2.3) seja respeitada.

Figura 2.2: Representagao esquematica da hipétese ergddica, onde V; denomina o volume de
célula i e t; o tempo que a trajetéria leva sobre a correspondente célula.

Desse modo, com a hipétese ergddica, o principio da equiprobabilidade é recuperado a
posteriori. Isso é facil de perceber quando discretiza-se as integrais na igualdade (2.3) e

4Uma implicacio dindmica da ergodicidade é que sistema ditos ergédicos ndo apresentam outras
constantes de movimento que ndo a energia.
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aplica-se o principio mencionado anteriormente

At AY
2t _2¥ 2.4
T 1% (24)
com At sendo o tempo que a trajetoria leva em uma célula de volume AY e V sendo o
volume da casca total dada pela regiao . Logo,

Jim 37 7(a(t) 5 = Jim ¥ 7)) (2.5)

AV-0 4

onde assumimos 7 muito grande. Ou seja, o peso estatistico de qualquer microestado do

sistema é dado por
1

P=—. 2.6
’ (2.6
Por outro lado, para sistemas que apresentam a propriedade de mizing, espera-
se que sua distribuigao inicial no espaco de fases p(t) evolua para uma distribui¢do esta-
cionaria a medida que o tempo passa. Em outras palavras é esperado que para tempos
longos a média sobre uma funcao dinamica qualquer f tenda ao seu valor estacionario.

lim f = (f). (2.7)

T—>00

Iremos denotar por - a média sobre uma distribui¢do de nao-equilibrio, enquanto (.)
representa médias sobre a distribuicao de equilibrio. Uma condicao suficiente para que
isso aconteca é que fungoes de correlagao entre duas fung¢oes dinamicas, digamos f e g,
decaiam para tempos longos para suas respectivas médias no equilibrio .

lim (£(0)g(t)) = {F}g)- (2.8)

Note que, se g(t) é p(t), recuperamos a média de equilibrio de f (2.7). Em outras
palavras, a propriedade de mizing pode ser entendida como um mecanismo de auto-
relaxacgao intrinseco do sistema.

Sob o ponto de vista da segunda lei da termodinamica, esse comportamento
é bastante interessante. Sistemas cuja dinamica apresenta mixing exibem uma tendéncia
em se aproximar de seu regime de equilibrio, um comportamento analogo ao observado
em processos termodindmicos irreversiveis.

2.2 Caracterizacao do Banho

O fendémeno de auto-relaxacao descrito anteriormente pode ser observado® no
regime cadtico da hamiltoniana quartica que, como salientado, ird descrever nosso banho.

5Novamente, néo iremos apresentar uma demostracio matemética, iremos nos basear unicamente nos
resultados numéricos obtidos.
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Para isso, investigamos numericamente o comportamento da funcao de correlagdo entre
as coordenadas x do banho, (x(0)x(¢)). Na figura 2.3 mostramos os resultados numéricos
obtidos pela integracao simplética e os correspondentes ajustes. A escolha do parametro a
da hamiltoniana (2.1), que agora iremos denominar por H g, é feita com respeito ao regime
em que o banho se encontra. Como estamos interessados no regime caotico, escolhemos
a = 0.1 (veja a figura 2.1). Como mencionado, apés um determinado tempo é esperado
que a funcao de correlagao decaia para médias no equilibrio. Nesse caso, em especial, a
média de x da HQ no equilibrio é zero pois Hp(x) = Hp(-z). Em outras palavras,

i (e(0)(1)) = (2)* = 0. (29

Note que esse comportamento de auto-relaxacao é bem evidente na figura 2.3.
Em relacao ao ajuste, nossa escolha (2.10) foi baseada nas referéncias [20, 21]
cujos reservatorios também sao modelados por uma hamiltoniana quartica:

C(t) = C(0)e *" cosvt, (2.10)

onde os parametros «, v e C'(0) dependem da energia do banho e C(t) = (x(0)z(t)). Vale
ressaltar que os parametros a serem ajustados sao « e . Os valores obtidos para esses
parametros para trés diferentes energias do banho encontram-se na tabela 2.2.

a v ]| a v ]| a v ]
valor 0.1229 0.7435 valor 0.1453 0.8834 valor 0.1726 1.0502
erro 0.0001 0.0001 erro 0.0001 0.0001 erro 0.0001 0.0001

(a) EB=1.0 (b) EB=2.0 (C) EB=4.0

Tabela 2.2: Valores obtidos de « e v do ajuste sugerido para os resultados numéricos da figura
2.3, com x?/dof ~1073.°

Por outro lado, os valores de C'(0) podem ser determinandos diretamente, uma
vez que C(0) = (2?) (veja o apéndice B, equagdo (B.19)). Para a = 0.1, temos

C(0) = 1.08\/E5. (2.11)

Os resultados numéricos e analiticos de C'(0) para as trés diferentes energias estao listadas
na tabela 2.3.

| co | | co | | co |
teo. 1.080 teo. 1.527 teo. 2.160
an. 1.079+ 0.004 an. 1.528 + 0.004 an. 2.160 + 0.004
(a) EB=1.0 (b) EB:2-0 (C) EB=4.0

Tabela 2.3: Valores numéricos (num.) e analiticos (an.) obtidos para C(0)

dof = degrees of freedom (do inglés, graus de liberdade).
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Figura 2.3: Funcao de correlacao normalizada, {(x(0)z(t))/(x?(0)), para trés diferentes energias
inicias do banho: a) Ep =1.0,b) Ep=2.0 e c) Ep =4.0. A linha cheia corresponde ao resultado
numérico e a tracejada ao ajuste (2.10). Foram utilizados 10° condices iniciais, 6x 103 iteracoes

ea=0.1.
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Note que os valores listados anteriormente estdo em pleno acordo entre si. O ajuste pro-
posto em (2.10) serd 1til na andlise da propriedade de reescala da Hamiltoniana quértica.

E interessante mencionar no contexto da teoria de reposta linear (TRL)7 para o
ensemble microcanonico, que a caracterizagao da funcao de correlagao entre grandezas do
banho é fundamental na definicao da fungdo resposta ®°. A relacdo entre essas grandezas
¢ dada pela expressao

B(E, 1) = -ﬁ%{%[ww)a(am}. (2.12)

Essa relagdo é chamada de Teorema de Flutuagdo-Dissipagcao microcandnico [50], onde
w(FE) representa a densidade de estados do sistema de interesse e C(E,t) a fungao de
correlacao calculada sobre um ensemble de equilibrio. Em outras palavras, a expressao
(2.12) estabelece uma relacao direta entre grandezas calculadas em um regime perturba-
tivo e aquelas calculadas em um estado inicial de equilibrio, nesse caso sendo representada
pelo ensemble microcandnico.

Retomando a discussao sobre as fungoes de correlagao, é importante mencionar
que foi necessario ter um certo cuidado na escolha das condigoes iniciais para a HQ, de
forma a podermos reproduzir adequadamente a média microcandnica. Para exemplificar,
consideremos o oscilador harmoénico unidimensional. Podemos amostrar as condicoes
iniciais de maneira uniforme sobre seu espacgo de fases sem grandes problemas”, de modo
que a elipse, 2 F = p2 + kz?, com k sendo a constante da mola, é amplamente visitada para
uma dada parametrizagao. Isso, porém, nao é bem simples no caso da HQ.

Para ilustrar o que foi mencionado anteriormente, considere a seguinte para-
metrizacdo'’ na escolha de condi¢oes iniciais para o banho:

2Hp [ cosf sin 6 .
2 _ 2.13
cos20(\/1+a+1/1_a)smw’ (2.13)

2Hp cos 6 sin 6 .
2= - 2.14
Y 00829(\/14_@ ,/1_a)sm¢’ (2.14)
Pz =\ 2Hpcospcos, (2.15)

Py =V 2Hpsinpcosy, (2.16)

onde as variaveis Hpg, 0,1 e ¢ variam nos respectivos intervalos

1
0<Hp < oo, O<¢<g, O<9<§cos_la, e 0<p<2m.

"Em geral, a teoria da resposta linear oferece uma maneira sistematica no célculo de grandezas médias
sobre sistemas que foram perturbados fracamente a partir do seus estado de equilibrio inicial.

8No contexto da TRL, a funcdo resposta ® oferece informacdes a respeito da perturbacdo externa
causada sobre o sistema de interesse.

9Em outras palavras, conseguimos distribuir suas condicdes iniciais microcanonicamente.

10A funcdo da parametrizacdo é introduzir no tratamento numérico uma aleatoriedade na escolha das
trajetérias do sistema em questdo, garantindo um maior acesso a diferentes regides do seu espaco de fases.
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Pode-se perceber que ela nao é capaz de realizar uma amostragem microcanénica no espago
de fases da hamiltoniana quartica. Isso é bem evidente ao considerarmos o calculo de
médias sobre o ensemble. Para essa transformagao de varidveis, o jacobiano J(#H, 1,6, v)
¢ dado por

Hp
2 cos26(cos26 - a)

J(Hp,¥,0,0) =\/ cos . (2.17)

Assim, fica claro a partir da equagao (B.16) que a densidade de probabilidade é dada agora
pelo termo §(Ep — Hp)J(HB, &, ¢,0)/w(Ep,a), o que ndo caracteriza uma distribuigao
uniforme. Entao, diferentemente do que é observado no caso do oscilador harmonico,
amostrar condigoes iniciais microcanonicamente para a HQ considerando a parametrizagao
anterior (equagoes (2.13) - (2.14)) é uma tarefa d&rdua. Uma solucao para o problema
anterior foi utilizar novamente a propriedade de auto-relaxagdo do banho pois, como
mencionado, sistemas que apresentam mixing sao ergodicos, o que garante por sua vez
que, dado um certo tempo, o espaco de fases da HQ é uniformemente visitado. Dessa
forma, consideramos a evolucao temporal das varidveis z,y,p, e p, em um determinado
intervalo de tempo e, entao, amostramos as mesmas microcanonicamente no espaco de
fases. O tempo necessario para isso foi estipulado a partir de valores médios de fungoes
dindmicas conhecidas. Escolhemos as seguintes funcoes:

pa+p;
KB(panpy) = 2 ya (2]—8)
2,2 4,4
Ve(z,y,a) = ny +a(x ly ), (2.19)

que sao basicamente a energia cinética e energia potencial da HQ, respectivamente. Uma
vez definidas Kp e Vg, calculamos numericamente suas médias, assim como mostrado na
figura 2.4.

Em detalhes, o procedimento adotado foi o seguinte: noés evoluimos as condi-
¢oOes inicias utilizando integradores simpléticos de quarta ordem [42] por 500 unidades de
tempo, repentinamente mudamos o valor do parametro a de 0.1 para 0.12 e entao dei-
xamos novamente o sistema evoluir por mais 500 unidades de tempo. A oscila¢ao inicial
das médias das variaveis dinamicas vem do fato de que nossa amostragem nao reproduz o
ensemble microcanonico. No entanto, com a evolucao natural do sistema a distribuicao re-
laxa para um ensemble microcanénico em cerca de 500 unidades de tempo. Assim, iremos
adotar 75 = 500 unidades de tempo como o tempo necessario para os efeitos de transiente
inicial se dissiparem. Chamaremos o tempo 7 de tempo caracteristico do banho .

2.2.1 A Propriedade de Reescala

O regime dinamico da HQ esté exclusivamente associado ao valor do parametro
a. De fato, alteragdes nesse parametro podem levar o sistema de um regime integravel para

Hlremos utilizar essa informacao ao longo do trabalho.



CAPITULO 2. CARACTERIZACAO DO MODELO 45

um regime completamente caético. No entanto, existem sistemas [39] onde a energia altera
o regime dindmico do sistema. Esse nao é o caso do sistema quartico. Na verdade, a HQ
é reescalavel com a energia, isso ¢, dadas as coordenadas, os momentos e até seu periodo
natural'? para uma dada energia Ey, podemos encontrar os mesmos para uma outra
energia F/ qualquer, através de uma simples transformacao de escala. A transformagao
por reescala dos parametros mencionados é dado por
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Figura 2.4: Evolugao temporal dos valores médios de a) K e b) Vp quando altera-se o
valor de a de 0.1 para 0.12. Foram utilizadas 10° condicoes iniciais, Ez = 0.01 e, inicialmente,
a = 0.1. Apds 500 unidades de tempo, mudamos repentinamente o parametro a para 0.12 e
entdo deixamos o sistema relaxar por mais 500 unidades de tempo.

2Inclusive a acdo apresenta esse comportamento de reescala.
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| E | E
Pz = Eopa:oa Py = Eopym (220)

E\i E\i
mz(EO) X, y:(EO) Yo, (2.21)

- (Fo) to. (2.92)

Em outras palavras, podemos determinar a dependéncia com a energia dos momentos,
das posigoes e do periodo natural a partir de uma energia base determinada.

A propriedade acima pode ser verificada fenomenologicamente. Tendo em con-
sideracao a expressao fenomenolégica da func¢ao de correlagao (2.10), podemos verificar,
a partir dos dados disponibilizados na tabela 2.2, que os parametros livres a e v sao re-
escalaveis e cujo fator de proporcionalidade corresponde ao inverso daquele apresentado
pelas escalas de tempo (2.22):

1 1
E\x E\z
= (FO) Q, Y= (FO) Yo- (223)

Esse resultado é esperado, pois « e v representam o inverso da escala de tempo de decai-
mento e de oscilagao respectivamente, sendo geralmente chamados de frequéncias carac-
teristicas.

Por outro lado, a grandeza C'(0), embora também apresente propriedades de
reescala, possui outro fator de proporcionalidade. Neste caso, como a média (z2?) pode
ser calculada analiticamente, ndo precisamos necessariamente apelar para fenomenologia,
entao:

C(0) = EEOC(O)O. (2.24)

Novamente, é razodvel encontrarmos essa expressao para C'(0) pois, como ja mencionado,
C'(0) nada mais é que (22), ou seja, é esperado que o fator de escala seja o quadrado
daquele apresentado por = (2.21).

Para melhor visualizar a propriedade de reescala discutida anteriormente, al-
gumas simulagdes numéricas foram realizadas, como ilustrado na figura 2.5. Note que,
em especial, a projecao no plano xy do espaco de fases da HQ exibe uma inflagdo, sem
que praticamente nenhuma modificacdo em sua forma seja apresentada. De forma geral,
esse fendmeno é manifestado em todo o espago de fase da hamiltoniana Hg.

Uma vez explicitadas as propriedades relevantes da hamiltoniana quartica,
podemos investigar o processo de equilibracao entre o sistema de interesse, que iremos
modelar por um oscilador harmonico, e um banho finito, modelado pelo sistema quartico.
Para mais informacoes sobre a hamiltoniana quartica, veja a referéncia [51].
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Figura 2.5: Propriedade de reescala para distintas energias do banho cadtico. Nas figuras
a) e b) sdo mostradas as fungoes de correlagdo C(t) e as fungdes de correlagdo normalizadas
C(t)/C(0) respectivamente. J4 na figura c) é mostrado a projegdo no plano zy do espago de
fases da HQ. Os resultados foram simulados para diferentes energias iniciais do banho. Foram
utilizados 10° condicoes iniciais e a = 0.1.
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2.3 Equilibrio Térmico via Banho Caético Finito

Nessa secao, apresentamos o modelo classico que iremos utilizar ao longo do
trabalho. Por hora, preocupamos-nos em somente caracterizar o processo de equilibragao
entre sistema de interesse e banho finito.

O nosso sistema completo, assim como exemplificado na figura 2.6, é descrito

por'3
H =H5+’H1+HB, (2.25)
onde
P2 k02
o=+ %, (2.26)
%[ = /\Qx, (2.27)
2, 2 2,2 4, .4
’HB:p””prﬂQy col Zy) ael0,1]. (2.28)

As varidveis (), P caracterizam o estado do sistema de interesse que, no caso, é descrito
por um oscilador harménico (OH), sendo k a constante da mola. Ja x,y,p,, p, descrevem
o banho quartico, onde a é novamente um parametro externo que define o regime dinamico
da HQ'". Note que a hamiltoniana de interagao (2.27) é caracterizada pela acoplamento
bilinear entre a posicao x do banho e pela posi¢ao ) do OH .

\_ J

Figura 2.6: Representacio esqueméatica do modelo completo.'”

Vamos considerar o limite de acoplamento faco, isto é, A << 1, ja que o estado de equilibrio
é conhecido nesse limite. Como foi salientado na segao 1.4, sendo o sistema completo (HQ
+ OH) ergédico de energia Ey,, a distribuigdo do sistema de interesse é inteiramente
descrita em funcao da densidade de estados do banho, isto é, a funcao de distribuigao é
dada por

BUtilizamos Mg = mp = 1.0, onde Mg é a massa do OH e mp a massa da HQ.

14Perceba que a hamiltoniana quértica possui somente dois graus de liberdade, um a mais que o
sistema de interesse, representado por um oscilador harménico unidimensional.

15 Adaptado da referéncia [36].
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wp(Fiot — Hs(z, k)) ‘

z, k)=
,0( ) Wtot(Etot)

(2.29)

Como dito anteriormente, estamos interessados em uma descri¢ao fenomenolo-
gica do equilibrio. Dessa forma, devemos procurar por um regime nos calculos numéricos
onde, de fato, a energia média de interacao seja comparativamente pequena quando com-
parada com as energias médias da HQ e do OH. Por apresentar um modelo semelhante ao
nosso, sorteamos condigoes iniciais para o OH e para a HQ a partir dos valores de entrada
(2.30) fornecidos pela referéncia [21]

a=0.1,

A=0.1,

k=0.3, (2.30)
Ep=0.01,
Eg =3.0.

Os resultados de equilibragao, obtidos através do uso de integradores simpléticos de quarta
ordem (veja o apéndice A), estao ilustrados na figura 2.7'°. Os valores de energia de
equilibrio estao apresentados na tabela 2.4

| Us Us U |
valor 1232 1.826 -0.043
erro  0.003 0.003  0.001

Tabela 2.4: Valores de energia interna do OH (Ug), da HQ (Up) e do termo de interagao (Uy).

Note que a energia média de interacao estda duas ordens de grandeza abaixo da obser-
vada para o banho e para o sistema. Vamos considerar isso como sendo suficiente para
caracterizar o regime de acoplamento fraco!”

O equilibrio térmico entre o oscilador harmonico e o sistema quértico implica na
igualdade Ts = T, onde T e T’z representam as temperaturas do sistema e do reservatorio
respectivamente. Por outro lado, a temperatura é definida em termos da entropia através
da expressao

1 08
T35 (2.31)
o que nos leva a igualdade
0Ss  0Sp
— = 2.32
OFEs O0Ep (2:32)

16Nenhum efeito de recorréncia foi observado apés a equilibracao, inclusive quando observou-se a média
das energias 2.7 por tempos mais longo.

1"Poderfamos reduzir ainda mais o valor de A, o que reduziria ainda mais o valor de U;. Porém o
custo computacional aumenta demasiadamente, assim optamos por ficar com A =0.1.
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Figura 2.7: Relaxagdo do sistema de interesse em contato com o banho térmico, cadtico e
finito. Foram computadas as evolugoes temporais dos valores médios dos hamiltonianos: a) Hg,
b) Hp e c) Hy. Os resultados foram obtidos para os pardmetros iniciais apresentados em (2.30),
utilizando 10° condicGes iniciais.
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onde a entropia é dada pela representacao de Gibbs (1.10). No regime de acoplamento
fraco, quando o OH tem energia fixa Fg, temos pela equacao (1.83) que

Qtot(Etot) = QS(ES)QB(EB) (233)
Dessa forma, a entropia total é reescrita como (kg =1)
Stot(Etot) =1In Qs(Es) +1n QB(EB) = Ss(Es) + SB(EB), (234)

ou seja, no limite de acoplamento fraco, recuperamos a aditividade da entropia, isto é, a
entropia total é dada como a soma das entropias do sistema e do banho separadamente.

Para o oscilador harmonico e para o banho quartico, temos que os respectivos
volumes do espago de fases sdo Q(Eg) ~ Es e Q(Ep) ~ E]33/ ? (veja o apéndice B, equacdo
(B.13)). O que obtemos, utilizando (2.31) e (2.32), as expressdes para os respectivos
volumes do espaco de fases, é

Usg 2
— =-. 2.35
UB teo 3 ( )

onde novamente Ug e Ug sao as energias interna do sistema e do banho respectivamente.
Dados os valores das energia de equilibrio apresentados na tabela 2.4, podemos averiguar
se os resultados numéricos obtidos satisfazem a razao proposta na equagao (2.35). Verifica-
se que

Us

= 0.675 + 0.002. (2.36)
UB num

Vemos que a previsao tedrica estd em ampla concordancia com os calculos numéricos,
sugerindo que a temperatura 7' de equilibrio entre as partes é um bom parametro na
caracterizagao do estado de equilibrio do sistema.

Como dito anteriormente, a razao (2.35) é construida, entre outras, considerando-
se a hipdtese de acoplamento fraco entre o reservatorio térmico e o sistema. Assim, a cor-
respondéncia entre resultado o numérico 2.36 e a previsao tedrica 2.35 é um bom indicio
que, de fato, as entradas (2.30) correspondem ao regime de acoplamento fraco do modelo
(2.25).

Feitas as devidas consideragoes sobre o banho e sobre o estado de equilibrio do
sistema quando acoplado fracamente a um banho finito, iremos apresentar nos proximos
capitulos os resultados obtidos. E importante relembrar que o modelo utilizado nesse
capitulo sera utilizado ao longo do trabalho. Assim, nosso sistema de interesse serd
sempre dado por um oscilado harmonico enquanto que o banho serd modelado por uma
hamiltoniana quéartica.
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Capitulo 3

Teorema do Calor

Vimos no capitulo anterior que o sistema atinge um estado de equilibrio devido
a um acoplamento fraco com um banho térmico finito e cadtico. Nesse capitulo, com
o intuito de estudar as flutuagoes de equilibrio, avaliamos o teorema do calor para a
distribuigao de equilibrio do sistema, considerando o modelo classico (2.25). O contetido
foi dividido na seguinte ordem:

« Caracterizagao da Distribuicdo de Equilibrio (secdo 3.1): Seguindo as refe-
réncias [26-28], reescrevemos a distribuigdo de equilibrio do sistema de interesse,
quando fracamente acoplado a um banho finito e cujo sistema completo é ergo-
dico e isolado, em termos de grandezas termodinadmicas conhecidas. Em seguida,
apresentamos algumas propriedades satisfeitas pela distribuicao do sistema. Além
disso, para o modelo apresentado e caracterizado no capitulo anterior, determinamos
analiticamente a entropia correspondente.

« Teorema Adiabatico e o Célculo da Temperatura Final (se¢do 3.2): Para
processos quase-estaticos realizados sobre um sistema ergddico, o volume do espaco
de fases é um invariante mecanico. Através dessa constante de movimento, deter-
minamos a temperatura final e, consequentemente, a variacao de entropia apos a
realizacao de um protocolo quase-estatico para o modelo adotado.

« Tratamento Numérico (secao 3.3): Nessa secao, determinamos numericamente a
quantidade AS,um = (AU + frAk)/T através da aplicagdo de um protocolo linear
para a constante da mola do oscilador harmonico, considerando 10 intervalos de
tempo de variacao diferentes.

Novamente, utilizamos uma descri¢do fenomenologica, verificando a consisténcia entre os
resultados numéricos obtidos e as previsoes tedricas. Em particular, estabelecemos uma
formula analitica para a variacdo de entropia, enquanto que computamos numericamente
o termo AS,,.,,. Vale também salientar que, assim como no capitulo 2, todos os resultados
numéricos apresentados foram obtidos a partir do algoritmo de integracao simplética de
quarta ordem [42] (ver apéndice A) com Atgy, = 0.01.

3.1 Caracterizacao da Distribuicao de Equilibrio.

No regime de acoplamento fraco, a distribuicao de equilibrio do sistema é
totalmente compreendida em termos da densidade de estados do banho, quando aquele
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estd fracamente acoplado ao reservatoério e quando o sistema completo (sistema de interesse
mais banho) é isolado e ergddico. A distribuigao é dada por (1.86)

WB(Etot - HS(Za k))
Wtot(Etot) '

p(z, k) = (3.1)

onde k é um parametro da hamiltoniana do sistema de interesse. Note que a distribuicao
é parametrizada pela energia total E};.

Como no caso das distribui¢do usuais: grand-canonica, candnica e microcano-
nica, é conveniente reescrever a distribuigdo de equilibrio (3.1) em termos de grandezas
termodinamicas conhecidas. Em particular, vamos escrever (3.1) em termos de duas gran-
dezas relativas ao estado de equilibrio do sistema (energia interna Ug e a temperatura de
equilibrio 7'), e em termos da capacidade térmica microcandnica a volume constante Cg
do banho definida como

Cp = (%TB(EB))I, (3.2)

com Tg =Qp(ER)/wp(EpR) sendo a temperatura microcanonica.
Primeiramente, vamos expressar a distribuicao p de equilibrio em termos de
Cp. Usualmente, para sistemas classicos, o volume do espaco de fases Q(E) e a densidade

de estados w(FE) tem um comportamento de lei de poténcia como fungdo da energia'.
Assim, considere as seguintes expressoes para (g e wp relativos ao banho

QB ~ E;a (33)

wp ~ E;%?
com w(Ep) = 0Q(Fp)/0Ep. Partindo da versao de Gibbs para entropia,
S=kglnQ(FE), (3.5)

temos as seguintes relagoes termodinamicas

oS 1
(aEB)V T Ty’ (3:6)
2
028 :_i(ﬁTB) 1 (37)
0E% ),  T:\0Eg)y T%Cg

Dada as expressoes (3.3), (3.4) e as relagdes anteriores (3.5), (3.6) e (3.7), conseguimos
as seguintes igualdades

C
n= k—j (3.8)
E
Ts(Ep) = C—B- (3.9)
B

1Vide particula livre e oscilador harménico.
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Dessa forma, conseguimos relacionar o expoente n com Cpg. A densidade de estados é
reescrita entao da seguinte forma

CiB_l

wp~ Eg8 . (3.10)

Em outras palavras a distribuigao de equilibrio (3.1) é dada por uma lei de poténcia

CB

[Etot - HS(Za k)]f?

p(z, k) = (3.11)

Tk
[ dz[Epor - Hs(z, k)]fB

Na proxima etapa, vamos reescrever em termos de grandezas relativas ao sistema, assim
como mencionado.

Como mencionado na se¢ao 1.4, dado que o sistema completo é isolado e que
o acoplamento entre o sistema de interesse e o banho é fraco, podemos afirmar que
Eiw = Us + Ug, onde Ug e Up representam, respectivamente, as energias internas do
sistema e do reservatério térmico. Ja a relagao (3.9) afirma que a temperatura do banho
é proporcional a sua energia, onde o fator de proporcionalidade é o inverso da capacidade
térmica microcanonica. Dessa forma, para uma situacao de equilibrio, a energia interna
do banho, Ug, pode ser reescrita como

Up=CgpT, (3.12)

com T sendo a temperatura de equilibrio. Assim

Eior = Us + CpT, (3.13)

ou seja
Eror — Hs(z, k) = Ug + CpT - Hs(z, k) (3.14)
_ CpT [1 - (HS(ZC;];)T_ US)L. (3.15)

Por fim, obtemos a partir da equagao (3.11) que

p(z,Us, k) = N7 [1 - (HS(ZC;?T_ US)]'% , (3.16)
onde
N(Ug,k)zfdz[l— (HS(Z(;?T_ US)]fB_ (3.17)

O simbolo + na expressao (3.11), na distribui¢ao (3.16) e nas expressoes (3.15) e (3.17)
indica que s6 valores positivos do argumento da lei de poténcia sao admissiveis, ou seja,
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a distribuicao s6 é diferente de zero no intervalo 0 < Hg < Ug + C'gT. Em especial, para
valores Hg > Ug+CpgT, a distribuicdo apresenta um corte e vai a zero. Note a semelhanca
dessa condi¢ao com a condigao usada em (1.55).

A distribuigdo p (3.16) apresenta propriedades interessantes e que iremos listar
a seguir. Primeiramente, vale mencionar que a distribuicdo interpola entre o ensemble
candnico e o microcanénico. Isso pode ser visualizado ao tomarmos certos limites com
respeito a capacidade térmica Cg. No limite C'z — 0, por exemplo, temos que

B
_ Us—Hg)1% "
[+ 557 ] o o
Jim N = [ dz0(Us - Hs) =w(Us, ) (3.19)

Para as expressoes (3.18) e (3.19), temos o seguinte limite para p

d(Us-Hs)

OB = e = S (T = He) (3:20)

Ou seja, recuperamos a distribuicdo mircrocanonica. No entanto, no limite Cg — oo,
temos que

(Us - Hs) 1%
lim |1 M] 5 _ BUs—Ms) 3.91
dm [1e ST e, (321)
Clim N = [ dzePHs7Us) = oPUs Z(T k), (3.22)
'B—>00
das expressoes (3.21) e (3.22) obtemos que
I e 2
AP = o= (3:23)

onde = 1/kgT. Assim, nesse limite, recuperamos a distribui¢ao canénica.

Dessa forma, ao considerarmos um banho que tenha capacidade térmica Cp
com valor intermediario (nem infinitamente grande e nem zero), a distribuigao de equili-
brio do sistema fracamente acoplado ao banho é dada pela expressao (3.16). Percebemos
que a estatistica (3.16) leva, em limites adequados de Cp, a estatisticas conhecidas. Dessa
forma, para valores nao extremados de Cp, a estatistica de equilibrio do sistema de inte-
resse (3.16) representard, a partir de agora, nossa distribui¢do para banhos finitos.

A discussao feita anteriormente é bem interessante quando considera-se a ex-
pressao (3.1) como ponto de partida. Assim como salientado, na obtenc¢ao dessa distri-
buicao, nao ha restri¢oes feitas ao sistema de interesse e nem ao banho. De fato, as tinicas
restricbes impostas sdo que a interagdo entre eles seja fraca e que juntos constituam um
sistema total isolado e ergodico.

A segunda propriedade que queremos apresentar é a equiparticao de energia.
Sabemos que, para distribuigao p (veja apéndice D)

oH\ N
(PG ) = e T (Us. . (324
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onde a funcao N é definida da seguinte forma

Wi = [ as[i- (BB U 229

Note a semelhanga entre a equagao anterior (3.24) e a expressao (1.58). A igualdade entre
as fungoes N e N é satisfeita a partir da definigao (Hg) = Ug (ver apéndice (D)), de forma
que a equiparticao de energia é obtida

oH
(pza—p) = kgT'(Us, k). (3.26)

Finalmente, vale também salientar que a estatistica de banho finito (3.1) for-
nece um modelo mecanico da termodinamica, o que significa que a temperatura 7', o
parametro k, sua forga generalizada conjugada fj e a energia média Ug estao relacionadas
de tal maneira a satisfazer o teorema do calor. A fim de demonstrar esse resultado, é
interessante consideramos

ON ON 0 [dz[l_(Hs—Us)]ig (3.27)

oUs 0Us 0Ug CgT
_ L f dz[l _ Mrg [ OUT) 1o —Ug) + ] (3.28)

kg CgT oUsg
o(1T) 1] 1 N
-N——*(Hg - N 2
kB[ Uy s ~Ush+ N | = (3.29)
e
ON ON 9 (Hs - Us) 78
—_ kg
oN _ON _ 9 1- A] ,
ok ~ ok ok dz[ CsT |, (3:30)
B
1 (%S—Us)]@—l[ a(1T) 1 87{5]
=— 1-—>~ - - 31
kgfdz[ CsT |, “ar Hs-Us) -7 (3:31)
o(1T) N<37‘ls>] Tk
N Hg - e —N= .32
kg[ op s~ Us) =T\ = N T (3:32)
de forma que o teorema do calor é satisfeito para distribuigao (3.16), ou seja,
dN dUs + frdk
kg— N - =dS. (3.33)

Esse resultado é razoavel, pois a estatistica de equilibrio apresentada tem a forma exibida
m (1.50) e, como salientado naquela sec¢ao, distribui¢bes que apresentam essa forma e
algum critério de corte satisfazem o teorema do calor.
Pela igualdade anterior, podemos encontrar uma expressao para entropia nesse
ensemble. Ela é dada por
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S= kgln [N(Us,k)] (334)

Até agora, fizemos uma descricao geral da distribuicao de equilibrio de um
sistema de interesse acoplado fracamente a um banho finito, cujo sistema completo é
ergbdico e isolado. Agora, vamos considerar o modelo (2.25). Vale recordar que a ha-
miltoniana do sistema de interesse é descrita por um oscilador harmoénico unidimensional
(OH) (2.26) enquanto o banho finito é representado por uma hamiltoniana quértica bi-
dimensional (HQ) (2.28), com k sendo a constante da mola do OH e a o pardmetro de
controle da dindmica da HQ. A capacidade térmica do HQ pode ser obtida através da
expressao (3.2), dada por 2

- gk,g. (3.35)

Para essa modelagem, a constante de normalizagdo, considerando a transformacao de
variaveis z - (Hg, ¢), é dada por

Mo~ Ug\ 15
5 S)]B (3.36)

N(Us,k)=fozﬂfoUstTd%gdng(HS,gb)[1—(W

21 [Us+CBT s [1 ~ (Hs - Us)]igl 2

:ﬁ ; =ﬁ]€BT(1+

2Us
3 kT

ot )é . (3.37)

na qual o jacobiano da transformacio é J(H,¢) = 1/vk. Como (Hg) = Us = kgT (de-
monstrado no apéndice D) e considerando a equagado (3.35), temos a seguinte relagao para
N(US7 k)

N(Us. k) = 2% kg T(Us) (g) | (3.38)

Vi

Assim (para kg =1)3

su[Zr(3)] (339

Agora, vamos considerar que um protocolo é realizado, levando a constante
da mola k de um valor inicial k; até um valor final ky. Considerando que inicialmente o
sistema se encontrava em equilibrio com o banho finito e que, apds a realizacao do pro-
tocolo, o sistema relaxou novamente com o reservatério adotado, a diferenca de entropia
entre essas duas configuragoes é expressa através da relacao?

ZNote que, para o HQ, o expoente 7 utilizado na lei de poténcia de €2, por exemplo, (equagio (3.3))
é exatamente 3/2, assim como calculado no apéndice B.

3Por questdo de conveniéncia escolhemos adotar kz = 1 nos proximos passos.

4A entropia é uma funcéo de estado, portanto ela é dependente somente dos estados de equilibrio
inicial e final.
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AS = S(Ty(U). ky) - STV, ) = n | 2 (’“—) | (3.0
T; \ ks

onde T; e Ty indicam as temperaturas de equilibrio inicial e final, respectivamente.

A importancia na determinac¢do da expressao anterior (3.40) nos remete ao
proprio teorema do calor. Considerando o modelo adotado (2.25), o teorema do calor,
caso satisfeito, afirma que, dada uma mudanca infinitesimal e quase-estatica no parametro
k do OH, o termo (dU + fi.dk)/T é identificado como a entropia do sistema. O nosso intuito
nesse capitulo, como ja salientado, é fazer uma avaliacao fenomenoldgica do teorema do
calor para o nosso modelo. Nesse contexto, determinar a equagao (3.40) é fundamental.

No entanto, na elaboracao de uma previsao tedrica adequada para o teorema
do calor, precisamos ter ferramentas na determinacao da temperatura de equilibrio ao
final do processo infinitesimal®, j& que, para todos os efeitos, estamos utilizando banhos
térmicos finitos na preparacao do sistema. Com esse intuito, utilizaremos o teorema
adiabético na determinacao de T.

3.2 Teorema Adiabatico e o Calculo da Temperatura
Final

Considere um sistema descrito pela hamiltoniana #(z,k), na qual k£ é um
determinado parametro da hamiltoniana. E sabido, para um determinado valor de k, que
esse sistema possui pelo menos uma constante de movimento: a energia. Agora, vamos
realizar um protocolo, alterando o valor de k quasi-estaticamente, ou seja, dado um valor
inicial £(0), alteraremos até o valor final k(7), com 7 — co. Durante a realizacao do
protocolo, sabemos que a energia nao é mais conservada, uma vez que a hamiltoniana nao
¢ mais explicitamente independente do tempo. Através do teorema adiabatico [44-46], no
entanto, ha uma maneira de prever como a energia de uma trajetéria do sistema muda
durante a realizacao do protocolo.

Resumidamente, o teorema adiabatico afirma que para um sistema hamiltoni-
ano que exibe movimento ergédico, o volume do espago de fases, Q(F, k), contido pela
superficie de energia H = E é um invariante adiabdtico’. Em outras palavras, seja 77
a escala de tempo caracteristica de uma trajetéria da hamiltoniana, onde o estado do
sistema mude significativamente, e seja 7, o tempo de realizacao do protocolo. O teorema
adiabatico assegura que se 77 /7 <« 1, entdao o volume do espago de fase, dado pela equagao

O(E, k) = f@(E—H(z,k))dz, (3.41)

¢ uma constante de movimento’. Em particular, se o sistema é levado da energia ini-

5Note que, por enquanto, nenhuma consideracio de fato foi feita sobre como o protocolo é realizado.

6F importante ter em mente que o autor utiliza o termo "adiabético" no contexto mecénico, referindo-
se ao fato de que um dado processo foi realizado quase-estaticamente. Esse termo nao tem nenhuma
conotagao termodinamica.

"Originalmente, foi demonstrado para sistemas unidimensionais periédicos que a varidvel de acdo
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cial £(0) para energia final E(7), durante um processo quase-estético, entao o teorema
adiabatico diz que

Q(E(0),k(0)) = QE(T),k(1)). (3.42)

Para maiores detalhes sobre o teorema adiabatico, assim como uma demostracao deta-
lhada dele, veja as referéncias [44-46].

E importante ressaltar que, embora parecidos, o teorema adiabdtico e o teo-
rema de Liouville, este apresentado na secao 1.2.1, sdo distintos. O teorema de Liouville
afirma que, para sistemas hamiltonianos, o volume do espaco de fase é conservado. No
entanto, esse teorema nao garante, por exemplo, que o volume limitado pela superficie de
energia constante ¢ mapeado em outro volume também limitado por uma outra superficie
de energia constante. O teorema de Liouville ndo afirma nada a respeito das superficies
que englobam o volume conservado. O teorema adiabatico, por outro lado, é mais restri-
tivo. Uma vez sendo atendida a condi¢ao de que um processo quase-estatico é operado
sobre um sistema ergddico, uma superficie inicial de energia constante é mapeada em uma
superficie final de energia constante e seus volumes sao os mesmos. Naturalmente, os dois
teoremas nao se contradizem.

Em geral, verifica-se na literatura que a condigao 77¢/7 < 1 é substituida pelo
parametro € = dk(t)/dt < 1, que faz referéncia de um modo mais direto a velocidade com
a qual o parametro k ¢é alterado. Esse parametro é utilizado para calcular desvios na in-
variancia de {2 quando as condigoes do teorema adiabédtico nao sao atendidas exatamente.

No limite de acoplamento fraco entre o sistema de interesse (OH) de energia
definida e o banho finito (HQ), sabemos que o volume do espago de fases do sistema
completo ergddico e isolado pode ser escrito como (ver equagao (1.83))

Qtot = QS(E57 k)QB(Etot - ES)) (343)

onde Qg(Fs,k) é o volume do espago de fases do sistema de interesse limitado pela
superficie de energia Es e Qp(FE; — Es) o volume do espago de fases do banho limitado
pela superficie de energia Ey; — Eg. Sabemos que Qg(Eg) ~ Eg/vVk e Qp(Eg) ~ EZ/Q.
Portanto, a condicao de invariancia adiabatica implica em

QEtot,i,k’i = QEtot,f7kf (3'44)

QS(Ei; ki)QB(Etot,i - EZ) = QS(Ef, kf)QB(Etot,f - Ef) (345)
Eg; 3 E 3

2L (ot — Bsi)? = —=L(EBrot, - Esz)?. (3.46)

Identificando a energia do oscilador com sua energia interna Ug e F;,; — Ug com a energia
interna CgT do banho, a relacdo acima fornece

¢ pdq é o invariante adiabdtico. Por esta razao, é comum relacionar esse resultado, limitado para sistemas
unidimensionais, ao teorema adiabatico, com a a¢do sendo chamada de invariante adiabatica, enquanto
que o resultado mais geral, apresentado aqui para o volume do espaco de fases do sistema ergddico €2, é
chamado de teorema adiabético ergddico, onde §2 é chamado de invariante adiabatico ergédico.
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Cp
kr (T,
USJ = USJ‘ — (—) . (3.47)

k \ T

onde Ug s denomina a energia interna apés o protocolo e Ug; a energia interna inicial,
ambos relativos ao sistema de interesse.

No entanto, é importante notar que, durante a realizagao do protocolo quase-
estatico mencionado, o sistema e o banho permanecem acoplados um ao outro. Por se
tratar de um banho térmico finito, isto é, um reservatorio térmico cuja capacidade térmica
é finita, ao realizarmos trabalho sobre o sistema através do protocolo em k, é natural
esperar que o sistema de interesse e o reservatoério térmico finito troquem calor entre si,
alterando a temperatura de equilibrio® (ver figura 3.1). Nesse contexto, a primeira lei da
termodinamica afirma que

Us.j - Usy = Wye — Cp AT, (3.48)

na qual o termo W,,” representa o trabalho realizado sobre o sistema devido a realizacao
do protocolo quase-estatico. O termo —Cp AT, é o calor cedido ao banho pelo sistema
durante o processo de equilibragdo, onde AT}, caracteriza a variagdo da temperatura de
equilibrio inicial 7}, de modo que a temperatura de equilibrio final T ¢ dada por

Ty = T + AT, (3.49)

Assim, reescrevemos a equagao (3.47) como

Cp
k .
Usin/ (L) “ vy, e W, - 0p AT, (3.50)
) kl Tf El

e, escrevendo a temperatura final T como sugerido pela equacao (3.49), temos, a partir
da expressao (3.50), que

k
W, = U, —f(1+

AT,

-Cpg
T ) - 1|+ Cp AT,. (3.51)
Ou seja, a partir da invaridncia adiabatica do volume do espago de fases do sistema
completo e com a primeira lei da termodinamica, obtivemos uma equacao que relaciona
W,s e AT,s. Como querermos determinar AT, precisamos achar uma outra expressao
que também relacione W, e AT,

8Diferentemente, a temperatura de equilibrio de um reservatério térmico usual nio sofreria alteracoes,
ja que se trata de um banho de capacidade térmica infinita.

9A abreviacio "gs" é utilizado como abreviacdo para o termo em inglés quasistatic que, em portugués,
significa quase-estatico.
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Us, Us,s
ki—>k‘f
Hp | 1 Hg > Hs Hil HB
Eiot,i Eiot, f
T T

Figura 3.1: Representagao esquematica do protocolo realizado no sistema de interesse. Em um
instante inicial de equilibrio, o sistema tem energia interna Ug; e temperatura 7;, enquanto o
sistema total tem energia Ey ;. Apds o protocolo e a relaxagdo com o banho, a energia interna
e a temperatura finais do sistema sao, respectivamente, Ug ; e T, enquanto que a energia do
sistema completo é E;y ;.

Note que, novamente a partir da primeira lei (3.48) e do vinculo (Hg) = Us = T', obtemos
a expressao faltante

Wes = (1+Cp)AT,,. (3.52)

Aplicando um pouco de algebra, conseguimos isolar AT

.
AT, =T, (—Z) -1, (3.53)
Ky
de forma que
.
Ty =T, (—2) . (3.54)
ky

Note que a temperatura final é dada basicamente em termos dos valores inicial e final da
constante da mola.

Portanto, para um processo quase-estatico, conseguimos determinar a tempe-
ratura de equilibrio final T e, consequentemente, a variagao de entropia entre os dois
estados de equilibrio do sistema. A partir da expressao para variagdo de entropia (3.40)
e a partir do resultado anterior (3.54), a variagdo de entropia no OH é dada por

ASan:In[(k—f) ] (3.55)

o subindice "an" é utilizado como abreviacao para analitico. O resultado analitico (3.55)
serd comparado com os dados numéricos obtidos para o modelo (2.25). Note que é indis-
penséavel que a variagao em k seja infinitesimal, pois queremos que AS ~ dS.

A seguir, para um protocolo infinitesimal realizado quase-estaticamente, apre-
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sentamos os resultados numéricos obtidos para AS,,, = (AU + fi,Ak)/T; 1°.

3.3 Tratamento Numérico

Como discutido na secao anterior, estamos interessados em um protocolo
quase-estatico que leve a constante da mola de um valor inicial k; a um valor final ky,
infinitesimalmente préximo. Para esse tipo de protocolo, conseguimos determinar anali-
ticamente a variacao da entropia do sistema, o que é bem conveniente para a abordagem
fenomenolégico que queremos utilizar na avaliagao do teorema do calor para o modelo
(2.25). Além disso, para um mudanca infinitesimal de k, a seguinte aproximagao é razoda-
vel

dU + frdk AU + LAk
_— ~ — (3.56)
T T
0 que nos permite computar as grandezas anteriores numericamente. Os calculos nu-
méricos aqui implementados foram realizados através do integrador simplético de quarta
ordem [42], assim como mencionando no comeco desse capitulo e, no sorteio de condigoes
inicias para o sistema e para o banho, utilizamos o conjunto de paradmetros listados em
(2.30).

Antes de analisarmos o teorema do calor, é conveniente investigarmos nume-
ricamente a distribuicao de equilibrio do sistema com o banho finito. Vamos utilizar o
modelo (2.25). Como ilustrado na figura 2.7, o valor médio da hamiltoniana do sistema
Hs apresenta um valor estacionario apds aproximadamente 1500 unidades de tempo, im-
plicando que o sistema esteja, a partir desse instante, em seu estado de equilibrio. Tendo
isso em vista, simulamos o contato entre o OH e a HQ por exatos 1500 unidades de tempo.
Apos esse periodo, amostramos em um histograma a energia de cada trajetoria do sis-
tema, como ilustrado em 3.2. Para analisar os dados numéricos ajustamos o histograma
pela seguinte curva

f(Hs) ~[1-n(Hs-7)]*", (3.57)

na qual «, 0 e v sdo parametros livres. Ao considerarmos a férmula analitica da distri-
buicao de equilibrio do sistema (3.16), notamos que para cada pardmetro livre é esperado
que

a=Cp, (3.58)
n=1/CgT, (3.59)
~v =Us. (3.60)

Para os valores de entrada (2.30), os valores de equilibrio de Ug e T' estao listadas na

100 termo "num" é utilizado como abreviacdo para numérico.
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tabela 2.4, lembrando que Ug = CgT. Ja o valor da capacidade microcandnica da HQ),
Cp, é dada analiticamente conforme a equacao (3.35). Apds o ajuste, sao obtidos os dados
da tabela 3.1

| a 7 |
valor 151 054 1.22
erro 0.02 0.01 0.03

Tabela 3.1: Valores obtidos no ajuste para os parametros livres «, 1 e 7.

A partir das equagdes (3.58) - (3.60) comparamos os valores da tabela 3.1 com os valores
da tabela 2.4. Ao compara-los, é percebido uma boa concordancia entre eles, indicando
um bom ajuste numérico a distribuicao (3.16). O ajuste é mostrado na figura 3.2

0.071 == (Hs)
= Ajuste
0.061 [ Hist. de Energia

p(Es)

00 05 10 15 20 25 3.0 35

Figura 3.2: Distribuicdo de equilibrio do oscilador harménico em contato com o reservatorio
térmico finito cadtico, modelado pela HQ. Na figura constam o histograma de energia, o valor
médio de equilibrio (Hg) e o ajuste f(Hg) (3.57).

O préximo passo consiste em estimar uma escala de tempo para o sistema.
Como salientado, estamos interessados em realizar um processo quase-estatico. Contudo,
métodos numéricos operam em uma periodo de tempo finito, o que impossibilita que
operarmos um protocolo durante tempos arbitrariamente longos. Dessa forma, diremos
que o tempo de operagdo do protocolo é longo em comparagdo ao tempo de relaxagao
usual (ou tempo caracteristico) do sistema, denominado por 7g'!. A estimativa de g
foi feita através do comportamento médio de uma grandeza dindmica relativa ao OH, no
caso, a média da sua propria hamiltoniana, Hg (ver figura 3.3).

Note que é uma abordagem semelhante a comentada na secao 3.2 para o pardmetro e.
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Figura 3.3: Na figura a), ilustramos o comportamento médio de Hg, estimando seu tempo
de relaxacdo. Deixamos o OH relaxar com a HQ por 2000 unidades de tempo. Em seguida,
mudamos repentinamente o parametro k para 0.33 e entdo deixamos o sistema relaxar por mais
2000 unidades de tempo com o banho finito. A partir disso, estimamos o tempo de relaxacao
do sistema em 7g = 1500 unidades de tempo. A figura b), por usa vez, esquematiza o protocolo
linear que operamos na constante da mola k, alterando seu valor de 0.3 para 0.33. A razao
75/ < 1 indica a condi¢do que precisa ser satisfeita para que um processo, realizado no periodo
de tempo 7, possa ser considerado um processo quase-estatico.

Basicamente, simulamos o OH acoplado a uma HQ com os dados de entrada (2.30).
Notamos que, ap6s 1500 unidades de tempo, o sistema ja se encontrava em um estado
de equilibrio. A partir dai, alteramos abruptamente o valor da constante da mola de
k = 0.3 para k = 0.33 e deixamos novamente o sistema e o banho relaxarem nessa nova
configuracao. Percebemos que a partir das mesmos 1500 unidades de tempo, o sistema se
encontrava novamente em seu estado de equilibrio. Em vista disso, estipulamos que
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Tg ~ 1500 1.t. (3.61)

em que u.t. significa unidades de tempo. A escolha de k; = 0.3 e de ky = 0.33 foi feita
de forma que a variagdo pudesse ser considerada pequena suficientemente, a ponto de ser
tomada como aproximadamente infinitesimal. De fato, a variacdo 6k é de 0.03, o que
corresponde a somente 10% do seu valor inicial, k;. Vale ressaltar que, para os valores de

ki e kg, AS,, ¢ dado por
AS,, = -0.029. (3.62)

Uma vez determinado o valor que queremos variar a constante da mola e por
quanto tempo iremos realizar o protocolo, estamos aptos a investigar o teorema do calor
numericamente para o nosso modelo. Resumidamente, iremos computar numericamente
a razao

AUS +kal€ _ AS|

num ’
ﬂ num

(3.63)

Vale relembrar que AUg é a variagdo de energia interna do sistema entre os dois estados
de equilibrio, fi é a forca generalizada, fruto da variacdo infinitesimal na constante da
mola k, e T; é a temperatura de equilibrio inicial. Operamos um protocolo linear na
constante da mola k, alterando seu valor de 0.3 até 0.33 (assim como ilustrado na figura
3.3), durante dez diferentes intervalos de tempo

1 x 7g,

2
s (3.64)

10 x 7g.

Os resultados numéricos, assim como o resultado analitico previsto pela equagao (3.62),
encontram-se compilados na figura 3.4. Com excecao da constante de acoplamento A
(2.27), em ambos os casos foram utilizados os valores de entrada tabelados em (2.30). O
desvio relativo entre AS,,, e AS,.» para cada figura é dado respectivamente por

ASan - ASnum ASom - ASnum
S ~0.135, e ~0.125. (3.65)
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Figura 3.4: Teste qualitativo do teorema do calor para o modelo (2.25), na qual foram utilizadas
10° condicoes iniciais. Na figura a) estao os resultados numéricos obtidos para A = 0.1, enquanto
na figura b) foi utilizado A = 0.01. Com exce¢ao de A, em ambos os casos foram utilizados os
valores de entrada tabelados em (2.30). Os pontos em azul representam os valores obtidos para
AS,um para cada tempo listado em (3.64), sendo o primeiro ponto da esquerda para direita
relativo a 1 x 7g e o dltimo corresponde a 10 x 7g. A linha tracejada é o resultado analitico ASg,

(3.62).
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Portanto, hd uma concordéancia razoavel entre os resultados numéricos e ana-
liticos. Note também que, ainda que o protocolo nao seja considerado com sendo quase-
estatico, é esperado para todos os efeitos que o resultado numérico se aproxime monotoni-
camente da previsdao analitica (3.62) com o aumento do tempo de operagao do protocolo.
Porém isso nao ocorre. Uma razao que corrobora os pontos levantados é que o acoplamento
nao é efetivamente zero. De fato, note que com a reducdo da constante de acoplamento
A, mais precisa fica a concordancia entre os resultados numéricos e a previsao tedrica
(veja equacgao (3.65)). Uma consequéncia do mencionado anteriormente é o fato de que a
distribuicao de equilibrio, obtida numericamente na figura 3.2, nao apresenta um corte a
partir de Hg = E},;, mais especificamente, a partir de Hg = 3.01'2, assim como discutido
na construgao da expressao (3.16). O que observamos, no entanto, é um corte um pouco
mais adiante, préximo de Hg = 3.5.

Uma segundo fator que pode interferir nos resultados apresentados na figura
3.4 é que a invariancia adiabatica, tomada como hipdétese no desenvolvimento tedrico,
pode nao se aplicar ao nosso caso. Podemos listar duas razoes para isso:

1. Novamente, o protocolo pode nao ser tomado como quase-estatico. Na pratica,
os dez intervalos de tempos que escolhemos nao sao muito maiores que o tempo
caracteristico do sistema 7g. Devido ao custo computacional ser alto, em especial
quando A = 0.01'3, tivemos algumas restri¢coes na escolha de intervalos de tempo
maiores.

2. O sistema total pode nao ser exatamente ergddico, o que viola uma das condigoes
necessarias para que o teorema adiabatico seja valido.

Apesar dessas questoes, é importante ter em mente que o teorema adiabdtico ainda é a
melhor ferramenta que temos em maos para a formulagao da parte teérica, sendo portanto
indispensavel no teste do teorema do calor proposto nesse capitulo.

Por fim, um outro fator que também vale ser mencionado e que pode influenciar
bastante nos resultados numéricos é que, para todos os 10 pontos coletados, a quantidade
AUg™ apresenta valores bem pequenos, o que pode causar flutuagoes numéricas percep-
tiveis no célculo da razdo (AUg + frAk)/T;. Tendo isso em vista, a comparagao entre o
valor analitico, AS,,, e o valor numérico, AS,,.m, fica prejudicada, ainda mais porque o
valor de AS,,, é relativamente pequeno (3.62).

12Valor estimado a partir dos pardmetros de entrada utilizados nas simulacdes (2.30).

3Para A = 0.01, o tempo caracteristico do sistema 75 é de aproximadamente 60000, ou seja, 40 vezes
maior que no caso de A = 0.1, podendo a simulagdo demorar por volta de um més para gerar os 10
protocolos (3.64).

14 As outras quantidades: T, fi, Ak e inclusive U, 5,1, sdo quantidades coletadas no estado de equilibrio
dos sistema, antes da realizacdo do protocolo linear em k. Assim, as quantidades mencionadas sao
exatamente as mesmas para os dez tempos de realizacdo do protocolo. Por isso fizemos somente mencgao
a quantidade AUg no texto.
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Capitulo 4

Teorema Flutuacao para Banhos
Finitos

Nesse capitulo, iremos estudar as flutuagoes de nao-equilibrio do sistema devido
a um banho térmico finito. Em particular, testamos fenomenologicamente o teorema
flutuagao para banhos térmicos finitos considerando o modelo introduzido no capitulo 2.
O conteudo sera apresentado na seguinte sequéncia:

o Teorema Flutuagio para Banhos Térmicos Usuais (secao 4.1): Seguindo as
referéncias [5, 7, 8], apresentamos, de forma resumida, o teorema flutuagao para
banhos usuais formulado por Crooks. Nosso interesse aqui é motivar o teorema
flutuagao para o contexto de banho térmicos finitos.

o Teorema Flutuagdo para Banhos Térmicos Finitos (secdo 4.2): Nessa se-
¢ao, utilizando a referéncia [24], apresentamos a versao do teorema flutuacao para
banhos finitos. Nesse contexto, mostramos que a razao entre as distribuicoes de
trabalho pr(W) e pr(-W) apresenta dependéncia somente de grandezas de equi-
librio do sistema de interesse, dado pelo termo N¢/N; (T f/T,-)CB ~'. Determinamos
analiticamente a quantidade anterior para o modelo (2.25).

« Tratamento Numérico (segdo 4.3): Nessa parte, calculamos numericamente a
razao prp(W)/pr(-W). Operamos um protocolo linear na constante da mola do
oscilador harmoénico tanto no protocolo de ida quando o protocolo reverso e conta-
bilizamos as respectivas distribuigoes de trabalho, pr(W) e pr(-W).

A descricao fenomenologica é feita através da verificacao da concordancia entre o valor
numérico obtido para a razao pp(W)/pr(-W) e a previsdo analitica encontrada na se¢ao
4.2. Novamente, os resultados numéricos apresentados nesse capitulo foram obtidos a
partir da implementacao da integragao simplética de quarta ordem [42] (ver apéndice A)
com Atg,, = 0.01, assim como foi feito nos capitulos 2 e 3. Além disso, utilizaremos mais
uma vez a hipotese de que o sistema total, composto pelo sistema de interesse e pelo
banho finito, fracamente acoplados entre si, é ergdédico e isolado.

4.1 Teorema Flutuagdo para Banhos Térmicos Usu-
ais

Nesta secao, revisamos brevemente o teorema flutuacao formulado por Crooks
[7, 8] e mencionamos algumas das suas implicagoes.
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O teorema flutuagdo de Crooks relaciona a diferenca de energia livre entre o
estado de equilibrio inicial (representado pela letra i) e final (representado pela letra f)
do sistema com a razao entre duas distribui¢oes de trabalho obtidas a partir de transfor-
macoes de nao-equilibrio. Nos estados inicial e final, o sistema encontra-se em equilibrio
com um reservatorio térmico usual, assim como ilustrado na figura 4.1'.

k’i—)k‘f

Hp | #, e 7‘{ S W H S s H, | HB

ki%kf

Figura 4.1: Representacdo esquemadtica dos processos adotados no teorema flutuacio para
reservatorios usuais. Inicialmente, deixamos o sistema relaxar com o reservatério térmico usual
e separamos sistema e banho em seguida. Operamos entao um protocolo sobre o pardmetro k
da hamiltoniana do sistema Hg(z,k), levando de k; a k¢, e contabilizamos a distribuicao de
trabalho nesse processo. Novamente, deixamos o sistema, agora em um estado de nao equilibrio,
termalizar com o banho infinito. Imediatamente apds separa-los, realizamos o protocolo reverso
sobre o sistema de interesse, levando k de ky em k;. Estimamos também a distribuicao de
trabalho nesse etapa.

Conforme a figura 4.1 novamente, chamamos de protocolo de ida, o protocolo kg (t)? que
leva o pardmetro k da hamiltoniana do sistema, Hg(z, k), de seu valor inicial k; ao seu valor
final k;. Analogamente, definimos como sendo o protocolo reverso, o protocolo kr(t)?,
onde k ¢ variado reversamente de ky até k;. Em ambos os casos, o sistema encontra-se
inicialmente em equilibrio com o reservatorio térmico infinito de temperatura 1" e, apos
as realizagoes dos protocolos, é levado a um estado arbitrariamente fora do equilibrio. Os
dois protocolos mencionados sao operados durante o mesmo intervalo de tempo 7. Note
que nada ¢ dito sobre o tempo de operagdo 7 que, no caso, pode ser arbitrariamente
pequeno ou grande.

Feitas essas consideragoes, o teorema flutuagao de Crooks diz que a densidade
(ou distribuigao) de probabilidade de trabalho, contabilizada durante o protocolo de ida,
pr(W), e a distribuicdo de trabalho do protocolo reverso, pr(-W), contabilizada no
processo reverso?, estao relacionados pela igualdade

'H4 duas configuragdes que normalmente sdo utilizadas para motivar o teorema flutuacdo: uma em
que sistema termaliza com o banho infinito, é separado e, entao, é aplicado o protocolo. E outra, quando
o protocolo é operado sobre o sistema ainda conectado ao banho térmico infinito. Sob certas condi¢oes
[52] e por se tratar de reservatérios infinitos, ambas as configuracdes sdo equivalentes.

2A letra 'F’ faz mencao a expressao forward protocol que, aqui nesse trabalho, iremos traduzir como
protocolo de ida.

3A letra 'R’, por sua vez, faz mencio a expressdo backward protocol que, aqui nesse trabalho, iremos
traduzir como protocolo de volta ou protocolo reverso.

4Convencionamos que k t > k;. Por isso, para o processo reverso W < 0.
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pr(W) _ SOV-AF)
pr(-W) ’ 41

onde 5 =1/kgT ¢ AF = F;—F; é a variagao da energia livre de Helmholtz entre os estados
de equilibrio inicial e final, isto é, os estados de equilibrio térmico quando o valor de k
é k; e ky, respectivamente. Note que, para cada realizagdo, o termo S(W - AF) esta
relacionado com a variacdo de entropia do sistema total [5].

Um caso particular do teorema flutuacao de Crooks ¢ a igualdade de Jarzynski
[5]. Integrando a expressao (4.1), obtemos a igualdade

/ AW pr(W)e™V = (ePV) = e PAF, (4.2)

Além disso, é importante mencionar que a equagao (4.2) pode ser utilizada para
a determinacgao de uma uma desigualdade que estd intimamente relacionada a segunda lei
da termodindmica. Aplicando a desigualdade de Jensen [6], (exp x) > exp (x), temos que

(W) > AF. (4.3)

A igualdade (4.2) é de grande importéncia para uma compreensao estatistica da segunda,
lei da termodinamica. Ao considerarmos escalas mesoscopicas®, por exemplo, a desigual-
dade (4.3) nos diz que realizagoes tinicas de processos de nao-equilibrio podem violar a
segunda lei. Porém, ao considerarmos médias sobre diversas realizagoes, a segunda lei é
respeitada.

Vale ressaltar que as equagoes (4.3) e (1.7) nao sao excludentes. Pelo contrério,
a expressao anterior (4.3) afirma que em média o trabalho realizado respeita a segunda
lei. Dessa forma, para sistemas macroscopicos, onde o nimero de particulas é da ordem
do nimero de Avogadro, a probabilidade de observar trajetorias com valores de trabalho
diferente do trabalho termodindmico W sao incrivelmente pequenas. Assim, em cada
realizacao do experimento, o valor de trabalho obtido é o proprio valor W a menos de
flutuagoes extremamente pequenas.

Finalmente, nota-se que para processos reversiveis a expressao (4.1) é reduzida
a

prW) = pr(-W). (4.4)

Do ponto de visto microscopico, isso equivale a dizer que cada trajetéria do proceso de
ida com trabalho Wp possui uma trajetéria conjugada no processo reverso com trabalho
Whgr = -Wr, de forma o que trabalho total realizado Wg + Wk, é zero. Por outro lado, no
contexto de processos irreversiveis, temos que

pr(W) # pr(-W), (4.5)

sugerindo o contrario do afirmado para processos reversiveis. Nesse caso, o sistema nao se
limita a refazer seus passos quando for¢ado a retornar ao seu estado inicial. Dessa forma,

50 termo mesoscopico é utilizado para se referir a um sistema de tamanho intermedirio, nao sendo
considerados nem macroscépicos e nem microscopicos.
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o processo completo (equilibragdo com o banho e aplicagao do protocolo de ida e de volta)
pode ser entendido como um ciclo termodindmico que exibe histerese [6]. Ou seja, esse
resultado pode ser interpretado como uma manifestacao da segunda lei da termodinamica
0 j& que a desigualdade (4.3), quando aplicada separadamente a cada estégio, implica em

(W) + (Wg) > 0. (4.6)

4.2 Teorema Flutuacao para Banhos Térmicos Fini-
tos

Na derivagao do teorema flutuacdo de Crooks ¢ fundamental a termalizacao
do sistema com o reservatorio térmico usual. O teorema diz basicamente que algumas
grandezas relativas ao estado de nao-equilibrio do sistema dependem somente de grandezas
de equilibrio, gerados pelo contato com o banho infinito. Seguindo essa linha de raciocinio,
a referéncia [24] propds um teorema flutuacao para escalas mesoscopicas, onde o banho
nao seria mais modelado por um reservatorio usual, mas sim por um banho térmico finito.
Nessa secao, vamos derivar o teorema flutuacao proposto para banhos finitos, pontuando
algumas informacoes relevantes desse teorema.

Inicialmente, vamos assumir que o sistema possa ser separado do banho, ou
seja, que ele possa ser isolado do resto do universo. Nesse contexto, com a realizacao
de um determinado protocolo no parametro k(t), variando-o durante um periodo 7, o
trabalho W exercido sobre uma das intimeras cépias de equilibrio do sistema é dado pela
diferenca

W =Hs j(zg, ky) = Hsi(2i, ki), (4.7)

com k sendo novamente um parametro da hamiltoniana do sistema Hg(z, k). Durante
esse protocolo, o sistema ¢é levado de sua condi¢ao inicial z; até o microestado zy.

Vamos considerar o procedimento apresentado pela figura 4.2. Cada ntmero
indica uma etapa a ser seguida. As etapas estao listadas a seguir:

1. O sistema termaliza com o banho finito de temperatura T;, sendo T; a temperatura
inicial de equilibrio.

2. O sistema de interesse é isolado do banho.

3. Opera-se o protocolo de ida no sistema, alterando a constante da mola k de k; até
k¢. Nesse processo, o trabalho W ¢ realizado sobre o sistema.

4. Novamente, sistema e banho finito sao colocados em contato. A temperatura de
equilibrio final T apresenta dependéncia com o trabalho We.

5. Igualmente ao feito na etapa 2, sistema e banho sao separados.

6. Opera-se o protocolo reverso no sistema, alterando k de ky até k;. O trabalho
realizado é Whg.

5Versdao de Kelvin-Planck da segunda lei 2.
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Como salientado no capitulo 3, no limite de interagao fraca entre sistema e
banho finito, onde o sistema composto por ambos é ergddico e isolado, a distribuicao de
equilibrio do sistema é dado pela equagao (3.16)

_ (ts(z.k) - US)]W’ (48)

Ug, k le[l
p(Z, S5 ) CBT

+

onde N é a constante de normalizacdo definida em (3.17), Ug é a energia interna do
sistema e Cg a capacidade térmica microcanonica do banho finito. Por conveniéncia, no
estado de equilibrio definido pela etapa 1, a energia interna do sistema e do banho sao
dadas pelos respectivos termos: Us; e Up,. Analogamente, apés o protocolo e apés a
relaxacao do sistema com o banho finito (etapa 4) as respectivas energias internas sao
representadas por: Ugy e Upy. Note que, apés a realizagao das etapas 1, 2, 3 e 4, a
primeira lei da termodinamica é dada como

U57f=Ugyi+W—CBAT, (49)

na qual o termo —C'g AT é o calor cedido ao banho pelo sistema durante o processo de
termalizagdo na etapa 4. O termo AT mede a variagao na temperatura de equilibrio T;,
de modo que a temperatura de equilibrio final T é dada por

Ty =T, + AT. (4.10)

)

_/
k}i — k:f
—~
! ;W)
A

/111 L

ki<—kf

Figura 4.2: Representacdo esquemética dos processos adotados no teorema flutuacdo para
banhos finitos. A configuracdo é basicamente a mesma da apresentada na figura (4.1). Porém,
por se tratar de um banho finito, é natural esperar que a temperatura de equilibrio sofra varia-
¢oes. A variacdo da temperatura, representada pelo termo T'(W), é dada em funcao do trabalho
realizado no processo de ida. Realcamos a cor com a qual representamos o sistema apds os
respectivos protocolos para indicar em que o estado de ndo-equilibrio que ele se encontra.
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Assim, ao considerarmos um ensemble de sistemas de interesse distribuidos de
acordo com a equagao (4.8) e ao considerarmos que, antes da realiza¢ao do protocolo de
ida, sistema e banho estdo desacoplados (etapa 2), a densidade de probabilidade pr de
que a perturbacgao externa exerca o trabalho W sobre o sistema, devido a realizacao do
protocolo de ida, é

B4
Msi(zi, ki) —Us; \|*8
CgT;

Y

pr(W) = Ni f dz; 6(Hs,p(zg, ky) = Hsi(2i, ki) = W) [1 - (

+

(4.11)

C
_ %S,i(zia /fz) - US,i k5
Nz—fdz, [1 ( e )L . (4.12)

Analogamente, para o processo reverso, onde o parametro k ¢ levado de ky até k;, a
densidade de probabilidade pgr associada ao trabalho -WW realizado sobre o sistema ¢ dado
por

com

C

Mo p(zs, k)~ Usy\]™
CoT;

(W)= - [ g (3o ) (o) + W) [1 . (

com

CB
_ Hs (s, k) - Usy\|=
Nf_fdzf l1 ( ot o (4.14)

Assim como no teorema flutuacao de Crooks (4.1), a razao entre a distribuigao de trabalho
do processo de ida e a distribuigdo de trabalho do processo de volta, pr(W)/pr(-W),
depende somente das grandezas de equilibrio do sistema.

Isso pode ser percebido ao manipularmos as definigoes (4.11) e (4.13). To-
memos a distribuicao de trabalho do processo reverso pr(-W). Aplicando o teorema de
Liouville (1.20) que faz a seguinte afirmacao

dzs =dz; (4.15)
e dado que a fungao delta é par, §(z) = 6(-z), podemos reescrever a expressao (4.13) na

seguinte forma

C

Hs p(zs,kp) —Usy\|™
CBTf

-1

pR(—W) = Nif / dzi<5(7-[5’f(zf, kf) —’Hs,i(zi, kl) - W) [1 — (

+

(4.16)

Por conveniéncia, utilizamos as notagoes: Mg (zr, kr) = Her e Hei(zi ki) = Hsio A
primeira lei da termodindmica (4.9) e a expressao para o trabalho W (4.7) nos permitem
escrever igualdade anterior como
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Cp
1 (Hsi+W) - (Usi + W - CgAT)\]%
pR( W)— fodzlé(?[g,f Hsﬂ W) [1 ( CBTf .
1 Hei - (Ugi - CuAT)\]%
_ | e w1 (28 \YUsi = CB ) 41
Y f dz 6(Hs; - Hs, W)[ ( T )] , (4.17)

na qual a variagdo de temperatura, dada pela equagao (4.10), indica que

Cp
1 Hsi— (Usi - CpAT) i

pR(_W)_E/dzzé(’Hs,f Hs, W)ll ( Cp(T; + AT) )L

C

1 (CpT;)¢s1 Hsi—Us, )]’“r}f

- Sycamyrs [ dithas - Hs-W 1= (S 1)

A integral anterior é a mesma observada na defini¢do (4.11). Aplicando-a em (4.18), é
facil perceber que a razao pr(W)/pr(-W) respeita a seguinte igualdade

peW)  Ny(Usy) (Ty(Usg)\
pr(-W) N;(Us,;i) (E(USz) ) : (4.19)

onde definimos que N(U) = N(U, k(7)) e T(U) = T(U,k(7)), com 7 sendo o tempo em
que ambos os protocolos sao operados.

E importante perceber que a dependéncia com o trabalho no lado direito da
equacao (4.19) esta presente na temperatura final 7. Essa afirmacao pode ser corroborada
ao considerarmos o vinculo (Hg) = Us. Segundo a referéncia [24], dada a definigao

—fdz?-l [ (HS(ZC?T )fgl:(ﬁs)ﬁUs, (4.20)

pode-se definir a temperatura T’ como T = T'(Us, k), na qual, nesse trabalho, admitiremos
ser uma funcao invertivel com respeito a Ug . Tendo isso em vista, é interessante rees-
crever a expressao (4.10) para a variagao na temperatura entre dois estados de equilibrio
sucessivos do sistema em termos das respectivas energias internas. Pela primeira lei da
termodinamica, percebemos que

Tf = Tf(US,f) = Tf(U&i +W - CB AT) = T;J(Us,z) + AT. (421)

Assim

(4.22)

pr(W) _ Ny (Uy) (Tf(UhW))ig_l



CAPITULO 4. TEOREMA FLUTUACAO PARA BANHOS FINITOS 75

Note que o mesmo argumento utilizado poderia ter sido aplicado para N(Usy). Po-
rém, como a temperatura 7' é invertivel com energia interna Ug, temos que N;(Usg) =
N¢(Ty(Usy)). Ouseja, Ny(Usy) = Ny(Ty(Usz, W)).

Para um sistema que estd fracamente acoplado com o banho finito, sendo o
sistema total ergddico e isolado, é sabido que a entropia é dada por (3.34)

S = k)BlH [N(US,I{Z)] (423)

Consequentemente, a variacao de entropia entre os dois estados de equilibrio do sistema ¢é

(4.24)

Nf(USwW)
AS(Ui, W) = kgln | =250 220,
S(U W) Bn( Ni(Usyi) )

com AS(UW) = AS(UW,k(7)). A partir da expressdo para a variagdo da entropia,
podemos reescrever o teorema flutuagdo (4.22) unicamente em termos de grandezas rela-
tivas ao sistema quando este encontra-se em equilibrio com o reservatério térmico finito.
A expressao obtida é

% _ (%‘)iﬁ_lﬁf, (4.25)

Resumidamente, o teorema flutuagao, representado pela equagao (4.25), permite calcular
a razao entre as distribuicoes de trabalho, realizado no sistema quando este é afastado
arbitrariamente do equilibrio durante a a¢ao dos protocolos de ida e de volta, em termos
de propriedades de equilibrio, como a entropia e a temperatura. E importante também
perceber que, na construcao do teorema flutuacao para banhos finitos, a quantidade AT,
definida em (4.21), é a quantidade basica que marca a diferenga entre este teorema flutu-
acao e o teorema flutuacdo canoénico de Crooks (4.1).

Isso também pode ser percebido ao tomarmos o limite para valores grandes
da capacidade térmica microcandénica do banho finito, Cz". De fato, no limite Cg — oo,
dado a expressao (3.22), as equagoes (4.11) e (4.13) tem as seguintes formas

i = pip—o° = 1 B(Us,i—Hs,i)
i pr() = o700 = sy [ dad(Hy = Hoa = W) A0
Phs.s, 4.2
Z(Tk)[dzlé(ﬂgf Hei-W)e (4.26)
CB%OO 1 B(U —H )
hm pR( W) = ppt 77 (-W) = Zf(T kg )efUs.p) fdzfé(HS,i—%S,f+W) erTS IS
—— [ dzd PHs.s 4.2
zf(ka f 2 0(Hss — Hsp + W) e (4.27)

70 mesmo é feito com a estatistica de equilibrio (3.16).
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Usando que 0(—z) = d(z) e o teorema de Liouville (4.15), recuperamos o teorema flutuagao
de Crooks.

SEEON) 2Tk
pETR (W) 2T k) 7

(4.28)

com SF =-InZ(T, k).

Note também que no limite Cz — 0, usando o resultado (3.19), obtemos o
analogo do teorema flutuacao para o ensemble microcandnico. Fazendo uso novamente
das definigoes (4.11) e (4.13), temos nesse limite que

. _ Cp—0 _ 1 . _ L L .
Cljlgrilo pF(W) =PFr (W) - Qi(US,i7 kz) / dzz 5(7'[3,]” HS,Z W) 5(7'[5,2 US,1)7 (429)
. N 1
dim pr(-W) = PRET(-W) = RG] f dzp 6(Msi—Hs,p+ W) 0(Hsr = Usy).
’ (4.30)

Assim, ao aplicar que §(-x) = §(x), o teorema do Liouville (4.15) e a primeira lei da
termodinamica quando Cg — 0, temos a igualdade

P W) QUsypiky) _ Q5 (Usi + Wi ki)
pr—’O(_W) QZ(U&“A’}Z) Qz(US,wkl)

(4.31)

Até o presente momento, fizemos uma descrigdo geral do teorema flutuacao
para banhos finitos. Agora, vamos ilustrar o teorema a partir do modelo introduzido no
capitulo 2 (equagao (2.25)). Novamente, a hamiltoniana do sistema de interesse é descrita
por um oscilador harménico unidimensional (OH), com k sendo a constante da mola,
enquanto o banho finito é representado por uma hamiltoniana quartica bidimensional
(HQ), na qual sua capacidade térmica (obtida através da expressao (3.2)) é dada por
Cp = 3/2 kg. Para esse modelo, sabemos que a variagdo de entropia entre dois estados de
equilibrio do OH com a HQ é dada pela equagao (3.40). Entao

TG e

vamos considerar kg = 1 a partir de agora. Aplicando a primeira lei e o vinculo (Hg) =
Ug =T (ver apéndice D) na expressao (4.32), obtemos que

pr(W) (k: )é (Us,i +W - CpAT )CB. (4.33)

pr(-W) k?_f Us,

Uma relacao direta entre AT e W pode ser encontrada utilizando novamente a primeira
lei e o vinculo mencionado. A relagao é
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W = (1+Cp)AT. (4.34)

Dessa forma

prW) (K ) 1 Cr
pR<—W)‘(E) l“((ucB)Us,z-)W] | (4.55)

Dado o conjunto de pardmetros listados em (2.30), temos que k; = 0.3 e Ug; =
1.23 (ver tabela 2.4). Considerando que constante da mola k é variada até ky = 0.9 temos
que a equacao (4.35) assume a forma

pr(W)
pr(-W)

3
2

~0.58[1+0.33W]2 . (4.36)

Note que a funcao (4.36) é monotonicamente crescente, sugerindo que, assim como no
contexto de reservatérios usuais (4.36), terfamos uma assinatura da segunda lei para o
nosso modelo. Isso é bem interessante, pois como salientado, estamos lidando com um
sistema que possui ao todo somente trés graus de liberdade. Esse resultado ¢ essencial na
previsao analitica do teorema flutuagdo no regime de banhos finitos. Na secdo seguinte,
apresentamos os resultados numéricos obtidos para a razao pr(W)/pr(-W) e verificamos
a correspondéncia entre eles e a previsao analitica (4.36).

4.3 Tratamento Numérico

Nessa se¢ao obtivemos os resultados numéricos para o teorema flutuagao no
regime de banhos finitos. Para o modelo (2.25) vamos estimar numericamente a razao

pr(W)

o] (4.37)

O primeiro passo a ser dado consiste em contabilizar a distribuigao de trabalho no processo
de ida pr(W). Encontrar numericamente pr(¥V) nao é complicado. Basicamente, tivemos
que simular as etapas 1, 2 e 3 conforme exemplificado na figura 4.2. Assim, dado o
conjunto de pardmetros inicias (2.30), simulamos inicialmente a termalizagdo do OH com
o banho finito, modelado pela HQ. Em seguida, separamos sistema e banho e operamos
um protocolo linear na constante da mola k durante o intervalo 7 de 0.5x74%, levando-a de
ki=0.3 a kf =0.9 para 10° condicoes iniciais (ver figura 4.3). A distribuigao de trabalho
obtida é mostrada na figura 4.4.

80 tempo caracteristico 75 ¢ o mesmo apresentado na expressio (3.61) quando a constante de aco-
plamento A tem valor A =0.1.
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0.90

0.30{-

Figura 4.3: Esquematizac¢ido do protocolo linear realizado na constante da mola k.

Por outro lado, na estimativa da distribuicao de trabalho para o processo
reverso pr(W), ou seja, quando k é levado linearmente de k; = 0.9 para k; = 0.3 durante
o mesmo intervalo de tempo, foi necessario ter maior cautela. Como salientado na secao
anterior, a temperatura de equilibrio entre o sistema e o banho apresenta dependéncia
com o trabalho realizado sobre o sistema devido ao protocolo de ida. Dessa forma, ao
sortearmos condic¢oes iniciais para o OH com diferentes valores de trabalho, diferentes

estados de equilibrio finais podem ser obtidas na termaliza¢ao entre o sistema e o banho
térmico finito.

0.06

Pr(W)

0.02

0.00 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

w

Figura 4.4: Distribuicao de trabalho para o processo de ida.

A afirmacao anterior fica mais palpavel com a consideragao a seguir. Para re-
servatorios usuais, ou seja, reservatérios cuja capacidade térmica é infinitamente grande,
é esperado que eles tendam a nao ser influenciados pelo acoplamento com o sistema de
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interesse. De fato, o estado de equilibrio do sistema, determinado pela distribui¢cao cano-
nica (1.30), nos diz que as trajetérias que possuem energia menor ou igual a temperatura,
do reservatério sao mais provaveis que aqueles que possuem energia maior. Isso nao
ocorre para banhos finitos. Na verdade, eles sao levados a regimes de nao-equilibrio de-
vido ao acoplamento com o sistema. Dessa forma, antes da realizacdo do protocolo de
volta propriamente dito (instantes antes da etapa 4), é necessario considerar o estado de
nao-equilibrio que o sistema se encontra imediatamente antes de acopla-lo ao banho.

Numericamente, essa consideracao pode ser implementada na seguinte forma.
Considere novamente que a energia interna do sistema e do banho, antes do protocolo de
ida, sao dadas pelos respectivos termos: Ug; e Up,;. J4 as respectivas energias internas do
sistema e do banho, ap6s o protocolo e a relaxacgao do sistema com o banho finito (etapa
4 da figura 4.2), sdo representadas por Ug s e Up s. Nesse instante, como o sistema total
é isolado, composto por um sistema de interesse que interage fracamente com o banho
finito, temos o seguinte vinculo para as energias

Eios =Usy +Up,y, (4.38)

onde Us ¢/Ug ¢ = j1, como sugerido pela equacao (2.35)". Logo,

1+
Byt = ( MM)US,f- (4.39)

Nesse momento, em que houve a realizacdo do trabalho sobre o sistema de interesse,
seguida da relaxacao com o reservatorio térmico, a primeira lei da termodinamica para o
sistema pode ser expressa assim como em (4.9), ou seja,

1+p

Fyor = ( ) (Us, + W - C5AT). (4.40)

Aqui é perceptivel a influéncia do valor de trabalho W na escolha de energias para o
sistema completo. Podemos melhorar o resultado anterior aplicando a relagao (4.34).
Logo,

B V4% 1+pu
Emt_[US,ﬁ“CB]( ; ) (4.41)

Como salientado, nas etapas 2 e 4 da figura 4.2, simulamos a termalizacao do
sistema, modelado por um oscilador harménico quando ligado a um banho térmico finito,
dado por uma hamiltoniana quartica. Em ambas as etapas mencionadas, os parametros
iniciais do banho, incluindo o valor da energia considerado no sorteio das condigoes iniciais,
sao idénticos e estao listados em (2.30). Tendo isso em mente, vamos considerar o instante
ap6s a realizacao do protocolo, em que sistema e banho sao reacoplados (momentos antes
da realizagao da etapa 4). Nesse instante, devido as hipéteses feitas, a soma das energias
do sistema e do banho precisa satisfazer o vinculo da energia total (4.38), isso implica que
a relacdo (4.41) pode ser reescrita na seguinte maneira

9 tem valor 2/3, assim como indicado pela relacio (2.35).



CAPITULO 4. TEOREMA FLUTUACAO PARA BANHOS FINITOS 80

ES=|:U572‘+ W :|(1+/L)—EB, (442)
14

onde Eg e Eg representam, respectivamente, a energia do sistema e do banho, no momento
em que eles foram reconectados.

Como salientado, a expressao (4.42) diz que, na preparacdo da simula¢ido do
processo reverso, a escolha da energia do OH, utilizada no sorteio de suas condig¢oes
iniciais, depende do valor do trabalho oriundo do protocolo de ida. Assim, com excegao
da energia do sistema, agora dada pela expressao (4.42) e da constante da mola, utilizamos
0s mesmo parametros iniciais mencionados em (2.30) no sorteio de condigoes iniciais para,
o sistema de interesse.

Portanto, para diferentes valores de entrada do trabalho, é razoavel esperar
por diferentes resultados numéricos da distribuicao de trabalho para o protocolo reverso.
Em vista disso, com o intuito de obter uma estimativa numérica boa, escolhemos vinte
e cinco valores de trabalho a partir da distribui¢do (4.4), com os quais simulamos, na
mesma quantidade, realizagdes do protocolo reverso (etapa 6 da figura 4.2)!9. Na imagem
4.5 apresentamos duas das vinte e cinco distribuigoes obtidas numericamente para esse
protocolo, onde utilizamos 10° condicoes iniciais. Note que W < 0, uma vez que k; < k.

0.06 a) 0.06 b)
§ 0.04 § 0.04
= =
Q Q
0.02 0.02
0.00 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.00 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
w w

Figura 4.5: Duas distribuicées de trabalho para o protocolo reverso, simuladas com valores
distintos de trabalho do protocolo de ida: a) 0.59 e b) 0.35. Em geral, as vinte e cinco distribui-
¢oes de volta obtidas sdo bem semelhantes entre si, embora sejam obtidas a partir de diferentes
valores de trabalho.

Com a obtencao das distribui¢des para o protocolo reverso, compilamos todas
em uma unica distribuicao de trabalho, renormalizando-a em seguida. Conforme ilustra a
expressao do teorema flutuacao para banhos finitos (4.25), foi preciso fazer uma reflexao no
eixo x da distribui¢ao recém obtida. Igualmente necessario foi garantir o mesmo nimero
de intervalos de trabalho para pr(W) e para pr(-W). Por fim, o histograma de trabalho
para o protocolo reverso ¢ mostrado na figura 4.6.

ONote que a distribuicéo obtida a partir da realizacdo do protocolo de ida 4.4 est4 dividida em vinte e
cinco intervalos de valor de trabalho. Foram com exatamente esses valores que simulamos a distribuigao
de trabalho para o protocolo reverso.
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Figura 4.6: Distribuicdo de trabalho para o processo de volta, apés uma reflexdo no eixo x.

Antes de efetuar a divisdo entre os histogramas de trabalho, pr(W) e pr(-W),
¢ preciso mencionar uma consideragao feita. Como mencionado nas equagoes (4.11) e
(4.13), as distribuigoes de trabalho, bem como a distribui¢do de equilibrio (4.8), apre-
sentam um corte, o que numericamente ¢ bem evidente na figura 4.7. Isso sugere, em
outras palavras, que precisamos estabelecer um critério de parada na divisao entre os
histogramas. Caso contrario, teremos alguns valores de divisao indesejados.

Pr(W)
Pr(-W)
0.08 -

0.06
0.04

0.02

0.00 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5

W

Figura 4.7: Distribuigoes de trabalho no processo de ida pp(W) e no processo reverso pr(-W),
lado a lado. Os resultados foram obtidos para 10° condicoes iniciais.

Vamos considerar, por exemplo, o caso onde apenas os vinte primeiros inter-
valos sao incluidos na divisao, como mostrado na figura 4.8. Para esse caso vemos alguns
resultados espurios de divisao, fruto da divisdo por niimeros muito préximos ou iguais a
zero. Resultados como esses também sao observados ao considerarmos somente os dezes-
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sete primeiros intervalos de trabalho. E possivel perceber na mesma figura figura 4.8 a
afirmacao anterior.
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-w -w
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Q Q
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Figura 4.8: Teste da divisdo, intervalo a intervalo, entre as distribui¢oes de trabalho pp(WV)
e pr(-W) ilustradas em 4.7. Nas figuras a) e b) sdo mostrados os histogramas de trabalho e a
divisdo até o vigésimo intervalo de trabalho respectivamente. J4 nas figuras c) e d) estdo, nessa
ordem, os histogramas de trabalho e a divisdo até o décimo sétimo intervalo de trabalho.

Tendo isso em vista, consideramos trés casos na investigacao da divisao entre as distribui-
¢oes de trabalho: os casos de divisao até os treze, até os quatorze e até os quinze primeiros
intervalos de trabalho. Além disso, ajustamos os dados numéricos obtidos apds a divisao
dos histogramas pela curva'!

FOV) =0.58 l1 + (m)wr (4.43)

onde « é um parametro livre.

Na figura 4.9 sdo mostrados os resultados numéricos obtidos na divisao entre
as distribuicoes de trabalho, o resultado analitico (4.36) e o ajuste utilizado (4.43). Em
relagdo ao ajuste, é esperado a partir da equacao (4.35) que o pardmetro livre a tenha o
valor

A escolha do ajuste foi baseada na expressio analitica (4.36).
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a=Cp, (4.44)

onde a capacidade microcanénica da HQ, Cg, tem valor de 1.5 (3.35). Os valores de «
obtidos para cada uma das figuras em 4.9 estao listados na tabela 4.1. Note que o ajuste
concorda relativamente bem com o valor esperado para Cp.

| o || o || o
valor 1.487 valor 1.885 valor 1.900
erro 0.123 erro 0.231 erro 0.604
(a) 13 intervalos (b) 14 intervalos (c) 15 intervalos

Tabela 4.1: Valores obtidos do parametro a no ajuste da curva f()V) (4.43) aos resulta-
dos numéricos obtidos na divisdo entre as distribui¢oes de trabalho. O ajuste é apresentado
graficamente na figura 4.9

Portanto, para o modelo (2.25), onde acoplamos fracamente um oscilado harmo-
nico a um banho finito cadtico, descrito por uma hamiltoniana quartica, os resultados
apresentados na figura 4.8 ilustram a validade do teorema flutuacao para banhos finitos.
Em particular, para os resultados baseados na divisao dos treze primeiros intervalos, a
curva analitica mostra-se em ampla concordancia com o ajuste e com os resultados nu-
méricos obtidos. No entanto, é perceptivel que, com o aumento do nimero de divisoes,
a concordancia decresce, a medida que a incerteza no ajuste do parametro o aumenta.
Isso evidencia o quao influentes podem ser esses pontos espurios e a importancia do cri-
tério de parada adotado na andlise dos resultados numéricos da divisao pr(W)/pr(-W).
Além disso, como salientado durante a derivacdo do resultado analitico (4.36), mesmo
lidando com um sistema de somente trés graus de liberdade, vemos ainda manifestacoes
da segunda lei devido ao carater monotonico da divisao entre os histogramas.

Por fim e nao menos importante, vale frisar que, na derivacao do teorema
flutuacao para banhos térmicos finitos aqui apresentada, foi considerado somente o caso
em que o banho térmico possui calor especifico que é independente da energia. Para casos
mais gerais, é necessario um maior cuidado na formulagdo do teorema flutuacao para esse
regime!'?.

12Vale lembrar que inclusive a distribuicao de equilibrio do sistema (3.16) é construida no fato de que
Cp néo possui dependéncia com a energia.
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Figura 4.9: Divisao, intervalo a intervalo, entre as distribui¢oes de trabalho. Na figura a)
é considerado a divisdo até o décimo terceiro intervalo de trabalho, na figura b), até o décimo
quarto intervalo de trabalho e na figura c) é contabilizada a divisdo até o décimo quinto intervalo
de trabalho. Os pontos azuis representam os resultados numéricos obtidos, a linha pontilhada
também em azul corresponde ao ajuste f(W) (4.43) e a curva em salmao representa o resultado

analitico (4.36).
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho, estudamos, através de um modelo classico, as flutuagoes causa-
das por um banho finito sobre um determinado sistema de interesse. Pontuamos algumas
caracteristicas da hamiltoniana com a qual modelamos o banho e os diversos regimes dina-
micos que ela pode apresentar. Percebemos que esse banho de poucos graus de liberdade,
em seu regime cadtico, é capaz de levar o sistema de interesse a um estado de equilibrio
[19-22]. Os resultados obtidos na figura 2.7 evidenciam essa termalizagdo. Esse estado de
equilibrio possui algumas diferencas quando comparado ao estado de equilibrio de sistemas
que estao acoplados a reservatérios térmicos usuais. Uma delas é o fato do banho finito
ser influenciado pelo sistema de interesse. Outra diferenca é o comportamento da distri-
buicao de energia de equilibrio do sistema. Em contraste com a distribuicao candnica,
a distribuicao de equilibrio nesse regime depende diretamente das densidades de estados
classica do banho térmico finito [23], podendo ser reescrita por uma lei de poténcia [24].
Curiosamente, essa distribuicao, a partir de determinados valores limites para capacidade
térmica do banho, interpola entre duas distribui¢bes conhecidas: a microcanonica e a
canonica.

Caracterizamos a distribui¢do de equilibrio do sistema no regime de banhos
térmicos finitos a partir de grandezas termodindmicas conhecidas e apresentamos, em
seguida, algumas de suas propriedades. Verificamos que, assim como as estatisticas de
equilibrio usuais: canonica, microcanonica e a grand-canonica, a estatistica para banhos
finitos satisfaz a equiparticdo de energia e também o teorema do calor, o que, por sua
vez, nos permite definir a entropia para esse novo ensemble. Com uma expressao para
entropia em maos, testamos analitica e numericamente o teorema do calor para o modelo
classico e aproximadamente ergédico adotado. Observou-se uma discrepancia entre os
resultados simulados e a resultado analitico. Algumas razoes para tal foram apresentadas
no texto. Em particular, vale mencionar que o sistema total, composto por oscilador
harmonico e sistema cadtico, pode apresentar uma dinamica aproximadamente ergodica,
o que contraria a hipdtese langada na utilizagao do teorema adiabatico, por exemplo.

Estudamos também as flutuagoes causadas por um estado de nao-equilibrio
para esses modelos de poucos graus de liberdade. A luz do teorema flutuacio para ba-
nhos finitos, estudamos as distribui¢oes de trabalho oriundos de dois protocolos: um de
ida e seu reverso. Averiguamos, junto a referéncia [24], que a razao entre essas distribui-
¢oes de trabalho possui dependéncia de varidveis de equilibrio do sistema, assim como
no caso do teorema flutuagao para reservatérios usuais. No entanto, vale frisar que, para
banhos finitos, percebe-se que o teorema flutuacao é dado em funcdo das temperaturas
de equilibrio antes e apés a realizacao do protocolo. No limite para capacidades térmicas
infinitas, porém, é recuperado o teorema flutuacao usual. Observamos também no con-
texto de banhos finitos que, diferentemente da distribuicdo candnica e das distribuigoes



CAPITULO 5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS 86

de trabalho apresentadas no teorema flutuacao usual, a distribuicdo de trabalho, assim
como a distribuigao de equilibrio, apresentam um corte abrupto, o que requiriu uma certa
cautela na analise de dados. Assim, dado um critério de parada na divisdo entre os his-
togramas de trabalho adquiridos, observamos uma boa concordancia entre os resultados
numéricos e o resultado analitico obtidos, a partir do teorema flutuacao no regime de
banhos finitos, para o modelo classico utilizado. Isso sugere, em outras palavras, uma
assinatura da segunda lei da termodinamica para esse modelo aproximadamente ergodico
de trés graus de liberdade.

Por fim, uma questao em aberto e que seria de grande valia estudar é o regime
dindmico do sistema completo. Consideramos no texto que o sistema total era ergé-
dico. Contudo essa afirmacao ndo aparenta ser verdadeira. Dessa maneira, caracterizar
o regime do sistema completo renderia melhores resultados, por exemplo, na analise do
teorema do calor. Outro ponto que vale mencionar é que podemos caracterizar processos
de difusao e possiveis extensoes da relacao de Einstein no contexto de banhos finitos,
ou seja, podemos caracterizar o movimento “browniano” gerado por banhos térmicos
finitos. Estudar esse sistema, em particular, seria bem 1til na constru¢ao de um teorema
flutuagao-dissipacao em escalas mesoscopicas. Em particular, durante esse trabalho, ten-
tamos simular a particula livre acoplada a um banho cadtico finito com o algoritmo
sistematicamente apresentado aqui nesse trabalho (apéndice A). Nao obtivemos éxito, no
entanto.
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Apéndice A

Integrador Simplético de Quarta
Ordem

A ideia é apresentar de forma bem sucinta o algoritmo utilizado para realizar as
evolugoes temporais de condigdes iniciais. Utilizamos a referéncia [42] na implementagao
do integrador simplético de quarta ordem.

Integradores simpléticos sao implementados de uma forma analoga ao método
de integracao numérica de Runge-Kutta, com uma diferenga: para cada passo de inte-
gragao, os novos valores dos coeficientes inicialmente utilizados sao ajustados, de modo
que satisfacam as equagoes de Hamilton. Segundo a referéncia, para uma hamiltoniana
nao-dependente do tempo, que pode ser reescrita em termos de duas fungoes: uma funcao
IC, cuja dependéncia é no momento, e uma funcao V, que tem por argumento coordenadas

H(z,p) = K(p) +V (), (A1)

o passo de integragao de um conjunto de condigoes inicias, quando realizada quatro trans-
formadas canonicas, é dado por

Di+1 = Di — Cﬂw;
i=1,2,3,4 | (A.2)
Tit1 =2; + dth
dp

onde o indice i representa cada uma das transformadas canonicas operadas. Os coeficientes
¢ e d;, dados por

CZ-={T+%,—T,—T,7’+%}, (AS)
d; ={2r+1,-4r-1,2r + 1,0}, (A.4)

com r = 0.1756, garantem que o x;,1 € 0 p;+1 obtidos respeitam as equagoes de Hamilton.

Fundamentalmente, os z’s e p’s intermediarios, ou seja, os valores de x e p,
que sao encontrados antes da quarta transformada candnica, nao possuem sentido fisico.
A ideia de se aplicar quatro transformacgoes candnicas sucessivas é que o erro numérico
gerado é da mesma ordem. Em outras palavras, se s transformacoes sao realizadas, o erro
de aproximagao ¢ de O(t%)".

1Os coeficientes ¢; e d; apresentam essa cara tnica e exclusivamente quando quatro transformacoes
candnicas sao aplicadas. Para mais transformagoes (ou menos), é necessario recalculd-los.
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Em particular, para o modelo

P kQ?

_ A5
Hs 9 + 9 ( )
7{[ = ACQJ; (}\.6)

2 4 2 2,,2 4 4
%B=p$2py+9’29 al® Zy). (A7)

onde S designa a sistema, I a interagdo e B o banho, o c6digo, implementado em C/C++,
encontra-se abaixo

for(j = 0; j <N cond; j++){
for(int 1 = 0; 1 < 4; 1++){

P[Jj1 += - c[l]*T step * (Lambda * x[j] + k * Q[j]);
px[j] += - c[l]1*T_step * (a * x[jI*x[j1*x[j]1 + x[jI1*y[j1*y[j] + Lambda * Q[j]);
pyljl += - c[l]*T step * (a * y[j1*y[il*y[i] + ylil*x[31*x[j]);

Q[j] += + d[Ll]*T step * P[j];
x[]1 += + d[11*T step * px[jl:
y[j1 += + d[1]*T step * pyljl;

+

As condicoes iniciais tanto da particula quanto do banho foram geradas micro-
canonicamente. Em particular para o banho, devido ao Jacobiano (B.8), aproveitamo-nos
do mecanismo de auto-relaxacao na amostragem de suas condigoes iniciais, assim como
explicado no texto principal desse trabalho.
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Apéndice B

Calculo de Grandezas do Espaco de
Fases da HQ

Neste apéndice, vamos calcular o volume do espaco de fases e a densidade de
estados do oscilador quértico. A saber, o volume do espago de fases Q(FE, a) e a densidade
de estados w(E,a) microcanoénica sdo dados, respectivamente, pelas expressoes

Q(E,a) = f@(E—%(x,y,px,py;G)) dx dy dp, dp, (B.1)

w(FE, a) = /(5(E—7-[(x,y,px,py;a)) dz dy dp,, dp,. (B.2)

onde a funcdo O representa a funcdo de Heaviside, § é a funcao delta de Dirac e a
designa o pardmetro externo da hamiltoniana quartica (B.3). As duas fungoes € e w sdo
relacionadas por uma derivada: w(FE,a) = 0Q(E,a)/0E.

As integrais apresentadas anteriormente sdo complicadas de realizar, ja que
as variaveis de integracao sao diferentes dos argumentos das fungoes citadas. Uma saida
para isso é realizar uma mudanca de variaveis. Considerando a hamiltoniana quartico

(HQ)

2 P: oa 2202
%(x7y7prapy;a) = E + Ey + Z(I4 + y4) + Qy ) ac€ [07 1:| (BS)

com o pardmetro a variando no intervalo ]0, 1], podemos parametrizar as variaveis cano-

nicas ,y, Pz, Py COMO
2 0 iné
%=1/ # LA sin (B.4)
cos20\\/1+a V1-a

2H cosf sin 6
2 _ - i B.
LY 00826’(\/1+a \/1_a)sm¢ (B:5)

Pz = V2H cos pcosy (B.6)
Dy = V2H sin p cos 1), (B.7)

na qual

1
0<H < oo, 0<¢<g, 0<f<jcos’a © 0<p<om
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Note que, para os valores possiveis do parametro a, a variavel 6 varia de 45° a 0°.
O jacobiano J dessa transformagao é dado por

H
T, 9,0,9) = \/2 cos 26(cos 26 — a) cosy. (B.8)

Com o jacobiano (B.8) em méaos, o volume do espago de fases Q(F,a), limitado
pela superficie de energia H = F, é definido como

Q(E,a)=8/@(E—H)J(H,¢,6,¢)d%d¢d0dgp, (B.9)

em que o fator multiplicativo 8 aparece, pois a variacao do parametro # varre apenas um
oitavo do espaco de fases'. Realizando as integrais em ¢, ¢ e H e algumas mudanca de
variaveis, temos que

167T Lcosla
(B, a) = —5\/2E f B.1
(E,a) = V2 \/00529((:0829 a) (B-10)

167r / 312 o
[ 1+a SlIl2 ¢]1/2' (B'll)

Utilizando integral eliptica incompleta do primeiro tipo dada por

%o d
Foli) = [ e (B.12)

onde ¢g = sin™? (\/ : +Z), obtemos finalmente

Q(E,a) =

3 Vi1-

Lor [ 2 E32f | sin™!
a l+all-a

1-a 1+a). (B.13)

Por fim, uma vez obtida a expressao para o volume do espago de fases Q(F, a),
a densidade de estados w(FE,a) é dada por

2 1-a
_ / 1/2 o
w(E,a) =8 T a aE f(sm 174

Ter acesso as quantidades calculadas anteriormente pode ser de grande uso no
calculo de médias sobre o ensemble, quando considera-se um sistema isolado do resto do
universo, descrito pela hamiltoniana (B.3). Em particular vamos calcular (z?), dado por

1-a

1+“). (B.14)

(2?) = f §(E - H)x* dx dy dp,. dp,. (B.15)

w(E,a)

!De fato, para os valores possiveis do pardmetro a, a varidvel  varia no intervalo de 45° a 0°, cobrindo
apenas um oitavo do espaco de fases completo do sistema quéartico
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onde E representa a energia em que o sistema mencionado se encontra. A partir da
parametrizacao sugerida (B.4) - (B.7) a expressdo anterior é reescrita como

2\ _ 1 2
(z )-mfd(E—H)J(’H,S,gp,Q)x dH d€ d db. (B.16)

na qual o J(H, &, ¢, ) representa o jacobiano da equacao (B.8).

Como queremos que (z2) seja igual a (y?), j4 que a hamiltoniana é invariante
pela troca x — y, escolhemos um intervalo simétrico em 6, afim de que o termo impar, que
difere a parametrizagdo 22 (B.4) de y? (B.5), possa ser descartado na integragao. Dessa
forma, escolhemos para 6 o intervalo de —% cosla a %cos‘1 a, ou seja, selecionamos um
quarto do espago de fase, por isso o acréscimo do fator multiplicativo 4 ao calculo integral:

4 o 5 2m % cosla

s o(E-MH)J 0) 22 dH dE dpdf.  (B.17
<'T ) Ld(E,a) »/(; ](; /(; /:écos—la ( ,H) (H7£7§07 )ZE H f ® ( )
Seguindo um célculo semelhante aquele utilizado na determinacao da densidade

de estados w(FE,a) (B.14) e fazendo uso do software Mathematica, obtemos que:

(2?) = \/E‘l;af(sml\;%w) VE (B.18)

1-a

Em especial para a = 0.1, temos

(z2) = 1.08VE (B.19)
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Apéndice C
Propriedade de Reescala da HQ

Vamos mostrar nesse apéndice que, dada uma mudanga de energia de E, para
E, as novas coordenadas, os novos momentos e a nova escala de tempo da hamiltoniana
quartico (HQ)

P2+ p2 LY a(x4 +yt)

5 5 T acfo.1]. (C.1)

H(x,y, Pz, Dy) =

podem ser encontrados através de uma simples transformacao de escala.'

Considere que inicialmente a hamiltoniana Hpg possua energia Fy com posi¢ao
Zo, Yo € momentos p,, py,- Com a modificacao da energia de Fj para F, as coordenadas
de posicao de Hp sao alteradas para x, y e os momentos para p,, p,, de forma que

2 2 2,2 4, .4
_ Py TPy | ToYo a(% + o)
- )

E C.2
T Ty 1 (C2)
pi+py  aty? o (at+yt)
E = Y . :

5ty taT— (C.3)

Supondo que p; =npj, € j =& jo, com j = x,y, de modo que
E=772 pf%0+p§0 +§4 ZL‘%yS +a[(‘ré+y§) (04)

2 2 4

e considerando que Hp/Hp, = E/Ey, ou seja que n? = * = E/Ey, logo

E E\i o
=\ &, § = (Fo) - (C.5)

Assim, as coordenadas de posicdo e momento sao reescalados da seguinte forma

| E | E
Pz = Eopxoa Py = Eopyov (CG)

1O objetivo desse apéndice é fornecer tinica e exclusivamente os fatores de reescala com qual os
momentos, as posigoes e escala de tempo da hamiltoniana Hp so modificados. A dedugdo matematica
do porqué a hamiltoniana apresenta essa caracteristica nao serd apresentada.
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E\i E\i
x-(a) y-(fo) Yo (CD)

No caso de escala de tempo, seu fator de reescala pode ser obtida através da
aplicagao dos resultados anteriores nas equagoes do movimento,

dqg OH op _ OH
ot op’ ot 0q’ (C8)
Portanto, obtemos que
E\ i
- (E)) to. (C.9)
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Apéndice D

Banhos Finitos e Grandezas Médias

O sistema de interesse é modelado por um oscilador harmonico, cuja hamilto-

niana é dada por
P2 kQ?
LR

He=—

—+ (D.1)

A distribuicdo de equilibrio do sistema, quando fracamente acoplado a um
banho finito e quando o sistema completo (sistema de interesse mais banho) é ergédico e
isolado, é dada por

 (Hs(z.k) - U>]

k)y=N"! [1
p(Z7U57 ) CBT

, (D.2)

+

com C'g sendo a capacidade térmica microcanonica do banho finito, Ug a energia interna
do sistema de interesse e T' a temperatura de equilibrio. A constante de normalizacao N
é dada por

CB
T L

N:fdz[1—(%5(2§)T_U5)]+ . (D.3)

O simbolo + aponta para as possiveis energias que o sistema de interesse pode
apresentar. No caso, 0 < Hg < Ug + CgT

Queremos calcular a média da hamiltoniana do sistema sobre a distribuicao
anterior. Por defini¢do, a energia interna do sistema de interesse Ug é dada pela igualdade

(Hs(z,k)) = Us, (D.4)

ou seja,
CB_
Hale) - Us)
.

o (D.5)

(’HS)—US:O:%fdz(?—[s—Us)[l—(

Realizada a mudanca de varidaveis z - Hg, ¢, na qual o jacobiano da transfor-
macio é J(Hg, ¢) = 1/Vk, temos
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Ho(z, k) —US)]i?‘

U L s Us) |1 D
-0 [ [ s v - (B
B
1 27 [Us+CsT %S(Z,k)—Us)]kB—l
- T _Ug) |1 - (2B s . D.
v s s va)|1- (=% (D.7)
cn s,
Usando a igualdade —kBT% [1 - (%” B - [1 - (%)] "5 obtemos que
12 Us+CpT Hs - Us\]7e
m st s~ Us)|[*s
Ug=-—2k Tf d U [ ( )] D3
(Hs) - Us N iE Hs (Hs - 5)87-[5 Ol (D.8)

Cp B
_lor Us 1% [UstCsT Hs - Us\|"
- kaBT{US[“CBT] o s e CyT ) } (D9)

1 27 CB US :Ik
=—-———kgT 1+ Us—-kgT} =0. D.10
Nk (k[a + OB) [ CpT {Us = ksT} = ( )
Portanto, a seguinte igualdade é valida
<HS(Z, k’)) = US = k?BT (Dll)

A equiparticao de energia também pode ser verificada para distribuicao (D.2)".
Sabemos que

Cp
OHg aHS [ (HS ~-Ug )]’%_1
dzp 1- . D.12
< apz ) N ./ Di CBT i ( )
Cp s 4
Vamos aplicar a igualdade —/fBTa% [1 - (%)]jg = % [1 - (%@T_US)HB , logo
OHs\ kT He—Ug\172
O B R [ | (019
z kT e - Ug\T2 + e - Ug\T52
B s—Ug\|*s s —Ug\|*s
=B - - 1- . (D.14
N {pl[ (“er )] . S CyT )] } D1
Definindo
(Hs(z, k)~ Us) 1%
— k
= 1- s\%, S ] ? ) Nl
N [dz[ e + (D.15)

!Note que na demonstracio da equiparticdo de energia nio é necessario que a hamiltoniana Hg seja
aquela dada pela expressao (D.1).
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. - Cgp
e como lim,_, [1 - (%)L =0, percebemos que

Ms\ , N 1 Hs-Us\]"! Hs - Us
o s e L e | I L e | AT

=kBT[1— ((Hsy-Ugﬂ. (D.17)

CpT

A partir da definicao (D.4), temos por fim que

< 0Hs

gy ): ksT'(Us, k). (D.18)

i
com

N =N, (D.19)

Portanto a equiparticao de energia é verificada para distribuicao de equilibrio
do sistema (D.2). A dependéncia da temperatura de equilibrio T' com Ug e k é estabelecida
pela igualdade (D.11).
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