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Résumb

Nous présentons une approche récente de 1'intégrale de Lebesgue
die 3 Kurzweil et développle par Henstock, Mawhin et MaShane.
Dans cette approche, 1’intégrale de Lebesgue apparait deés le
départ, comme un prolongement naturel de celle élémentaire de
Riemann, évitant ainsi 1la rupture bien c<connue entre les
présentations usuelles de ces deux intégrales.

Abstract

We present a recent approach of the Lebesgue integral due to
Kurzweil and adapted by Henstock, Mawhin and HMoShane., In our
opinion, this allows a more natural progression, without
modification of definition, from the Riemann integral to the
advanced and always difficult Lebesgue integral,
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NOTE AU LECTEUR

Ce mémoire contient cing chapitres numérotés par des
chiffres romains et deux annexes Al, AZ. Les théorémes,
lemmes et définitions sont numérotés dans 1’ ordre de leur
apparition dans chaque section (par exemple théoréme 2.3,
definition 2.4). Dans le cadre de chaque section, les
formules sont numérotées (1), (), ... Une référence de
1a forme théoréme II.3.4 renvoie au quatriéme théoréme de
1a troisiéme section du deuxiéme chapitre. Si 1a
réference ne contient pas de chiffre romain, cela
signifie qu’elle renvoie a un théoréme ou une définition
du méme chapitre. Les démonstrations des théorémes sont
délimitées par le mot "démonstration® et par le signe B,
La valeur absolue sera notée (.1},

On note respectivement les ensembles des naturels, des

entiers et des réels par N, Z, R

L’ introduction, la conclusion et les chapitres I, V ont
tte rédigés en commun, les chapitres I1 et IV par

Fabienne Kech et le chapitre III par Patricia Mottart.
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e o e o e e s e
=S

L’ importance de 1’intégrale s’ est accrue 4 anmée en
année, tant dans le domaine des mathématiques pures que
dans les applications. Les progreés du vingtiéme siécle en
théorie d'intégration, notamment 1’intégrale de Lebesgue
et ses extensions, se révélérent fondamentaux pour le
développement des probabilités et de 1’ analyse

mathématique.

bans les présentations usuelles de 1’ intégrale de
Lebesgue, on construit d4’abord la thém-ie de la mesure,
~e qui engendre une rupture avec 1'idée classique

4’ intégrale, pergue lors de la construction de

1’ intégrale de Cauchy ou de Riemann. Cette rupture est
encore renforcée par le fait que, dans 1’ intégrale
classique, les subdivisions sont effectutes sur 1'axe de
1’ argument alors que dans 1’ intégrale de Lebesgue, elles

sont réalisées sur 1°axe des images.

Dans ~e mémoire, nous présentons une approche récente de
1’ intégrale de Lebesgue due 2 E...McShane C11. Elle
apparatt, 14, dés le départ, comme un prolongement
naturel de rcelle &lémentaive de Riemann. Une version
antérieure de cette approche due 3 J.Kurzweil [2] et
développée par R.Henstock [3] et J.Mawhin £4]1 conduit a
1’ intégrale de Ferron (appelée dans [L31, intégrale de
Riemann complate) qui est plus générale que celle de

i Lebesgue et dont 1'intérec est plus limité., ¢'est pour
~ette raison gque nous nous basons plutdot sur 1’ etude de
MoShane qui, elle, nous conduit directement A 1’/intégrale
de Lebesgue sur R tout entier. Nous gardevons pour ~ette

intégrale 1’'appellation 4’ intégrale de jauge, introduite

Adans [11. Cette construction permet 4’ obtenir 1’ intégrale
de Lebsesgue mais non 1’ intégrale abstraite de 1la théorie

générale 4’ intégration.



Les applications de 1'intégrale de Lebesgue font appel a
ses propriétés bien plus qu’a sa construction., Il en est
de méme pour 1’intégrale de jauge. Nous ne verrons donc

pas d'exemples d’'utilisation de ceptte intégrale.

Le chapitre I est consacré 2 la construction de

1’ intégrale de jauge comme prolongement de 1’ intégrale de
celle de Riemann.

Dans le ~hapitre II, nous établissons les propriétés de
base de 1’intégrale de jauge.

Le chapitre III présente 4’ autres propriétés traés
importantes telles que les théoreémes de convergence
monotone et de convergence dominée,

Les fonctions et les ensembles mesurables au sens de
Jauge sont btudiés au chapitre IV.

Cerci nous permettra de présenter,au chapitre V, une
démonstration divecte de 1'é&galité entre 1'intégrale de
iauge et celle de Lebesgue. Ce chapitre a nécessité plus
de recherches personnelles, car nous avons préféréd ne pas
suivre la démarche proposée par E..J.McShane [11, qui nous
aurait entratnés dans des développements assez poussés de
1la théorie gbnérale de la mesure.

Dans 1la conclusion, seront soulignés les avantages et les
inconvénients de 1’ intégrale de jauge par rapport a

1’ intégrale classique de Lebesgue. Enfin, nous ouvrirons
1la voie vers 1’ intégrale de jauge dans un espace a
plusieurs dimensions, en donnant les principales étapes

pour atteindre le théoréme de Fubini.



CHAFITRE 1

CONSTRUCTION DE L’ INTEGRALE DE JAUGE

Y + T T 1

Le concept 4'intégrale est apparu en rapport aves 1a
nécpssité de calculer des aires et des volumes. Ceci
implique une notion de mesure gue nous présisons dés A

présent.

i



&1, HMesure 4'intervalles

La mesure des intervalles de 1a forme la,bl, 1a,bl,
Ca,bC, Ca,bl, od a,b €ER, a £ b

r

leur longueur b — a. On la note m. 5i 1’ intervalle A est

non borné, m(A) = +o0 et si A est véduit a un point ou
est vide, m(A) = 0.

Nous avons choisi de regrouper dans =ze paragraphe
quelques propriétés immédiates de la mesure

4’ intervalles. La mesure 4’'un ensemble quelconque sera
introduite au paragraphe 10 du chapitre III comme

intégrale de la fonction caractéristique de 1'ensemble,

, +.., Ay sont des intervalles disjoints deux A
deux et By, ..., B, des interwvalles, mnon

nécassaivement disjoints, tels gque 1’'union des Bj,

i=1, ..., n, contienne 1'union des A4,
i=1, ..., k, alors
m{Bar + ... F wmiAk) £ miBa2 + ... + mi{B,0.

Etant données o1, ..., cm les extrémités de tous les

intervalles Ay, ...,8k, Ba, ..., B,., rangéss par ordre

sroissant, nous deEfinissons 17 intervalle € = doj, 2.1l

Les extrémités d4'un intervalle A, i = 1, ..., k, sont

deur nombres 2p,, o, et les intervalles &, dont
1'intévisur est inclus dans A4 sont O, ...,

mifiy =

g5t d&finie comme &tant

i=1, ... ,m—1 3, Ces intervalles sont disjoints deux

Cq—1. flors,



(Cpes — op) + (Cpez — cpead + .00 + (25 — Ca—1}

= m(Cy) + m{Coaa) + ... + m(Cq-2a2
= & Cm(Cp 3 ]
Aed, e fl

Far un vraisonnement similaire, si Bj est 1'un des

intervalles By, ..., Bn d'extrémités og., o4, alors

m{B;i} = % Cm{Cr2 1]
j\QDJICj\C BJ.
Et done,
1) é- (Ai? g— LE (Ch3 1
m{Ai) = m{C
) 4 (= »&En),(f}\c Rt' 1o}
n m
() T wm@p) =E [T _ mC)]
=1 ﬂ:q }\fﬂ’cj\'caa.

i 1’un des Cy, ..., Cm—i dont 1’'intérieur est conteny

dans 1’un des Ai, chague point intérieur de ¢ est au
.. U A, C Bi U
B= U ... UPB, ). L’origine de ce Bj ne peut étre plus

moins dans un des Bj ( zar As U Az U

grande que on. De méme, son extrémniteé ne peut étre plus
petite que opea. Dong, 1’ intervalle Jch,2heirl est contenu
dans Bj. On en déduit gue m(Cn) est 1'un des nombres du

memnbre de droite de (2} .

Les Ai &tant disjoints dew: 3 deing, aucun Cn ne peut
apparattre deux fois dans le membre de droite de (1},
mais il doit appavrattre au moins une fois ipeut—etre

plus} dans le membre de droite de (2. On en déduit que

'N 118
b (X m(@)1 £ E  [E , m(Cn)]
(=1 Ked Chc A 1 e Che by
et done. WAL + ... + mCAW £ m¥Bad + ... + mBg),

De ~e lemme suit un corollaire gui n’est rien 4’ autre que

1a propridftés 4 additivite de la mesure m.

E‘h

Caorollaive 1.2

mify = miAr + L.. F om{fY.



DEmonstration:

A et nous

Nous appligquons le lemme 1.1 avec n = 1 et By =

obtenons que m(AY 2 m{Ay) + ... + miAL). Nous

1 appliquons, 2 nouveais, avec 1'ensemble 8., ..., Ak
remplacé par {AF et 1'ensemble {Ba, ..., Bnt remplacé par
fAs, ..., Ax¥. Nous obtenons alors que

m{AL) + ... + m{ALY 2 m(AY. Les dewu inégalités

impliquent m(A) = m(Ay) + ... + m{AK).
|

Le lemme suivant nous permettra de prouver la régularité

de 1la mesure m.

Sait A un intervalle de R.

i) Si - est un nombre tel gque < » m(A), il existe un
intervalle ouvert A gauche & de mesure inférieure a
~ et dont 1'intérieur G° contient 17 adhérence A de A.
ii) Si ~ est un nombre tel que - { m(AY, il existe
un intervalls borné, ouvert 3 gauche F de mesure
inférieure a - dont 1’ adhérence est contenue dans
1'intérieur A° de A,

Si o est supbrieur 2 mi{A), m{A) doit étre finie. Hous
choisissons un £ D tel gque 2¢&{ o — miAY. Nous
definissons 1'intervalls & comme Ja - ¢ , b + € 3, o0 a2
et b sant les extérmités de A, La mesure de 6 vaub

B - a+ 2¢ et b -3+ 25 4¢b -3+ - n{A), Comme

b — & est 1la mesurs de A, la mesure de & sst inférieure E

W]

Far d&finition de i, nous aveons gque 5 contient A.

¥

i} est donc prouvé.



5i A est de mesure nulle, nous choisissons F comme étant
1'ensemble vide. Dans ce cas, 1'adhérence de F est le
vide gui est inclus dans tout ensemble et, en

particulier, dans A®. 5i la mesure de A est strictement

positive, nous choisissons un point e intérieur 2 A. Nous

distinguons deux cas.
Frimo, la mesure de A est infinie, alors soit son

extrémitd est +c0o et dans <e <as, nous Prenons

F = Je,e + ¢ + 1[; soit son origine est —co , nous
prenons alors F = Je — = — 1,el. Dans chaque cas, F est
~contenu dans A® et m(F) = ¢ + 1 gui est supérieur 3 .

Secondo, s5i A est de mesure finie, ses extrémités a et b
sont des nombres finis. Nous choisissons

E= (m€AY — =) /7 3 gui est positif. Nous prenons
F=1a+€f , b -£€31, Son adhérence La + & , b - & 1 est
contenue dans 1’ intérieur de A et la mesure de F waut
(h — 2y - 2¢, elle est donc supérieure 3 <, Ainsi, nous

avans prouve ii).,

Definition 1.4

Une mesure est dite réguliére si les qguatre
conditions suivantes sont véerifiées:

i} m est définie pour chaque intervalle A ouvert a
gauche de R, 0 £ m{A} £ et m{A) est finie i A est
bovrné;

iiy m est additive;

iii} pour chaque intervalle A de R borné, ouvert a
gauche et chagque nombre o ¥ m{AY, il existe un
intervalle ouvert 3 gauche G tel que A est inclus

Aans &% 2t mdG} { =;

I
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iv) pour chague intervalle A de R ouvert a gauche et

~haque nombre = ¢( m{(A), il existe un intervalle

]
:
! borné ouvert 3 gauche F tel que son adhérence F est
L4
i contenue dans A 2t m(F) > <.

H

I1 est <lair que la mesure 4'intervalle dé&finie en début
de ce paragraphe est réguliere.

Four é&viter certains problémes dans les opérations sur
1'infini, nous prenons la convention:

B.GD=DO.D=D,
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2, Intégrale de Riemann, intégrale de Ferron

Une des intégrales les plus connues et utiles de
1’ analyse est, sans aucun doute, 1'intégrale de Riemanmn.

Rappelons sa définition.

Definition 2.1

Une fonction § de [a,bl dans R est dite Riemann

intéqgrable sur L[a,bl s’il existe un nombre I tel

que pouar chaque £3% 0, on peut trouver un & > 0
ayant la propriété que pour chague subhdivision A de
La,b]

a =% { 1 { ... £ x5 { ... { ¥n =0b
de norme infériesure ou &gale A & et pour chaque
choix de points AEE Cui_a %31, J =1

(

o 1a norme de la subdivision

AP : : -
i §‘f{ﬂﬂ) C 23 — 332 » = T § £ C

i i e mam e mem M m MR G e e R e MM M e e

U{AY = suypj—1,...,nlHy — ¥j—a1}.

=
o
port
W
o
m
[u
Q
=2
i
s
=
i}
[
[}
1
-
et
[
o
]
ri
R
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I
"
m
(i g
Iy
m
=
=
it
g

ad
1*intégrale de Rismann, on connatt 1a proprigté suivants:

Théorame 2.2

' Soit (f,) une suite de fonetions de [a,bd dans R. 53 :
: :
! chaque f, est continus et s5i §,, converge vers § :
: H
! uniformément, alors :



1.5

i} ¥ est Riemann intégrable; et
L

ii} ff(x) dx = limgp—s. foaley dx :
o H

(Four la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons a
L&,

¢r, souvent, on est ament A passer a la limite sous le
signe intégrale dans des conditions plus faibles;
notamment, on voudrait renoncer a la convergence uniforme
de 1a suite (f,). Ceci n'est pas possible dans le cadre
de 1'intégrale ~lassique de Riemann mais ce 1'est pour
1’intégrale de Lebesgue. ( ofr les theorémes bien connis

de convergence monotone et de convergence dominge.)

Un autre aspect trop restrictif de 1'intégrale de Riemann
est 1lié A la réduction 4’une intégrale multiple a des
intégrales itérees,

Enfin, nous sommes &galement assez limités en <e gui
concerne la classe des fonections Riemann intégrables. A

se sujet, on connatt le thboreéme suivant:

i

Une fonection véelle borneée f, di&finie sur [a,bd est

m
e}
=
[t
Joomid
il

1] 1
i 1]
1 1
t 1
! Riemann intégrable si et seulement si elle est H
' :
! c~ontinue hors un ensemble de mesure de Lebesgu ;
1 L]
t 1

e nombreuses fonctions de 17 anayss ne s trouvent done

pas dans la classe des fonctions Riemann intégrables.
Un antre inconvénisnt moyen de 17 intégrale de Riemann
~onsiste dans le fait gue les espaces LR associbs 3

1’ intégrale de Riemann ne sont pas complets,

Malheureusemnsnt

=l

dans les présantations usuellas

.
e
W
sk
m
i
)
o]
“1
I g
"
]
._“:g
E
m
-
=

caile-2i n' apparatt pas



prolongement de celle classique de Riemann. Fn eftet, on
construit 4 abord la mesure des ensembles et ensuite,
pour construire 1'intégrale, on fait une partition sur
1'axe des images et non sur le domaine 4’ intégration

comme dans 17 intégrales de Riemann.

Une approche récente due A Kurzweil et développée par
Henstock, Mawhin et Moshane aboutit aux définitions de
1’ intégrale de Ferrvon et de celle de Lebesgue comme
prolongement naturel de celle de Riemann. Avant de
développer 17 intégrale de Lebesgue, pﬂéaentons une brave
idte de la construction de celle de Ferron. Four ce

faire, introduisons quelques nouvelles notions.

Dafinition2. 3

On appelle P-—jauge sur L[a,bl toute application & 4de i
Ca,bl dans R :

On appelle pévtitinn P-S5—fine de 1'intervalle borné

La,bd tout ensemble m = <{X1,B1), ... (%n,An) > oi

- les A; sont des intervalles ouverts A gauche
disjoints deux a deux de la fﬂrmellai,bil dont

1'union vaut [a,bld

|
[y

25t une P-jauge sur [a,bl

partition 3 —-fine qui intevviendront plus tavd.

(b
il
m
m
i
[oed
1 1



Définitign 2.5

On appelle somme de Riemann correspondant A f et a w

m

! 1g vé&el notd S(n;f) et défini par
H Sim; ) = X F{xid mdAL).

Nous pouvons, A présent, déefinir 1’ inteégrale de Fervon.

Daéfinition 2.4

Une fonction f de [a2,b] dans R est dite Pervon

intégrable sur [a,bl s'il existe un nombre I tel que

pour tout &3 0, on peut trouver une F-jauge & sur

b1 telle qgue, quelle gue soit la partition

F-5%-fine w de L[a,bl,

' S, f) - I CE

'
[
'
'
'
1
1
H
'
H
'
'
'
i Ca
1
1
1
[
1
H
1
H
'
H

Mais, c~ette intégrale est plus générale que 1*intégrale
de Lebesque. En effet, § est intégrable au sens de

Lebesgue sur [a,bl si f et (! sont intégrables au sens
de Ferron sur [a,bl. Remarquons, aussi, que touts cette
construction a &t& rialisée pour un intervalle compact
[a,h] de R, Pour 1'&tendre 2 R tout entier, il faut

uriliser la notion 4 intégrale impropre. Four plus de

nous renvoyons A [47.

= . 2appelioe
"intégrale de jauge®, sur R. En outre, 2lle apparatt
~omme un prolongsment naturel de 1% intégrale de Eigmann

Dans un premisr femps, nous allons raaupriney 1a
Adfinition de 1'intégrale de Riemann. Four ce faire

uelaues définitions.
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Definition 2.7

On appelle partition assignée de fa,bd 1'ensemble

q_ LRy BaY, wsn 5 Hn,Bn) ¥ o

- les A; sont des intervalles de la forme Jxd-—a,#H4]

— R4 appartient & A4, 1 =1, ..., n.

les %4, i=1, ..., n, sont appelés points d'avaluation

[
1
1
1
£ ]
t
1
1
L]
1
L]
[ ]
H tels que leur union est 17interwvalle La,bl
: 0
1 4
1
1
]
1
1]
]
]
:

de 1la partition.

Soit £a,bl un intervalle borné. On appelles jauge une

fonotion X de [a,bl dans les intervalles de R,

nt

]

contenant x et telle gue les X(x}, w € [a,b],

i

1

i

HES TS E(a) telle que X(K} est un intervalle ouvert
i

i tous méme longueur,

i

Définition 2.9




LLE

Cerci nous améne A la définition de 1fintégrale de Riemann
g

en termes ds jauge.

Definition 2.11

intdgrable sur Ca,bl 5'il existe un nombre I tel que

pour chagque £y DO, on peut trouver une jauge 6 S

La

’

bl telle qgue, quelle gue soit la partition d‘—fine
de [a,bld,
P 5¢ q

Cette dBfinition est &quivalente A celle classigque de

Riemann. En effet,

Une fonction est Riemann intégrable au sens classique
i et seulement si elle est Riemann intégrable au

sens de 1a définition 2,11,

]

Spit £ 0O, il faut trouver une jauge H telle que la
dAafinition 2.11 soit wvérifite,
Considérons & ¥ O associé au £ de 1a definition
~lassigue . On prend a telle que tous les a{H) soient
des interwalles de longueur 2. 5i

/}: LMy A1y, ..., {.‘-—En,ﬁﬁffi
est une partition ) —fine de [a,bd, la famille
TR, .., AR* sera telle que 1funion des AL seva
1’ intervalle [a,bl, %i € A4 et Ai SR, =1,
On en déduit done gque mifir £ mi ]f*i}‘ = 5. Dfapvas la



Condition suffisante:

Soit €3 0, il faut trouver & ¥ 0 tel gque la définition

~lassique soit véerifide.

On note 28 1la longueur des intervalles définis par la
Jjauge K assooise A E-par 1a d&finition 2,11, On prend une
suubdivision de [a,bl, soit a = %o ¢ 11 { ... { ¥n = b.
On pose IMi-a,x4i1 =QA4, i =1, ..., n. On considére les

points %1, ..., Hn? tels que xi € Ai. En outre, on

SUPPOSEe GUe SUPimi,...,n ( Xi — ®i—a )} { &. Alors,
i - 8 £ u4 — 8 £ 143 { ®i £ Mi-a + & £ Hi + 8.
Des lors, A4 est inclus dans [ R4 — 8, %4 + & 1 gui est

g}ﬁi}. Ce qui implique, 4'aprés la définition Z.11,
FOeid) mALY - 1T F L £

A=n



T

5Z. Intégrale de jauge

Dans e paragraphe, nous allons généraliser differents
points de la définition de 1’intégrale de Riemann en
terme de jauge. Ceci nous amdnera a la définitiun de

1’ intégrale de jauge. Pour ce faire, nous considérons une
fonetion f de R dans R gue nous allons intégrer sur une
partie quelcongque B de R, dventusllement R tout entier.
On peut donc prendre la convention f(+c0) = fi{-=0}y =0

sans perte de généraliib.

Nous allons modifier de maniére appropri&e nos
dafinitions de partition assignée de R, de jauge, de

partition J—fine et de somme de Riemann.

Definition %.1

On appelle partition assignée de R 1'ensemble

¢

= ARy ALY, w1y K, And ¥ o1
- 1les fii sont des intervalles, gue 1'on prend par

~convention ouverts A gauche, disjoints dew 3 deux et

i

tels gue l'union des 4 est R,
Le premier, respectivement le dernier, de czes Ay sst
de Ia forme J—w ,bgd

, respactivemnent la,,+ ool

Remarquons que les points df évaluation ®{ n’ appartisnnent

aux intervalles corvvespondants de 1z

i



Remarque: MNous entendons par intervalles ouverts de R 1e

intervalles de 1a forme soivante:
1a,bL avec a =2t b dans R
mais aussi ceux 42 la forme

[-co,bl, Ja,wl a2t [-c0, 0],

Definition 3.2

On appelle jauge une fonction d’de R dans les

H
H
{ intervalles de R, 1 —? § ¢} telle que h(x) est un
L}
1
! intervalle ouvert contenant .

1

1

Definition 3.3

Flutat gu’ intégrer une fonction réelle sur une partie B

de son domaine de définition DC R, on s ramens A une

n

intégrale sur R en d&finissant la fonction fe comme =it

A&afinie suy oun=s partie

DC R et si BC B, on note par fe la foncotion de R

f{u} s1 =

m
I

1=
i}
I-d
I
s
/
el

1
1
1
t
1
i
! dans R d&finis par
H
]
]
1
t
13
3
!



Dafnitiond. 5

On appelle somme de Riemann corvespondant A la
. . q
partition assignée et a fe la somme
m _
S 4a) = % falii) mAd
ATA

Cette somme peut étre un nombre yéel, +0o0,—0° ou non
d&finie. En effet, guand on prend une partition assignée
de R, seules les mesures des intervalles extrémes de 1a
partition ( =’est-a-dire 1-co,bs], dan, +ool )} peuvent
rendre la somme de Riemann infinie. Si pour ces
intervalles extrémes, les points d4°évaluation y et ¥n
sont tels que f(X3) =0, i = 1 et n, par exemple,

1 = —coBt Hp = +too,alors la somme de Riemann est finie.
Dans 12 somme de Riemann, f(H3) est nul et la mesure de
fiz est infinie, le produit des dein: est dono nul par 1a
convention O.c0= 0.

De méme, f(%,) vaut zéro et la mesure de An est infinie,
le produit des dew: est A nouveau nul.

Si ¥y 04 ¥p est tel que F(xiy #0 , i =1 oun, alors la
somme de Riemann vaut +oou —oo selon que la valeur de |
en 21 =25t un nombre positif ou negatif.

Si ¥, et %, sont tels gue f(:4) # 0 alors la somme de

(3.1 sont de

s
=
]

by

mann peut &tvre non définie si fi{x.}r et

signes Qpﬁnﬁéﬁ,

- ; 0

dans R et wune partie B de D; on 4it gues f est

intdarahle auy sens de jauge sur B 571l ewxiste un
s - [

trouver uns jauge | osur R vérifiant 1a conditon

|

iwivante:

[iy]

[

=
]
2
T
]
m
"
-
1]
et
J",‘
)i
ol
[
T
T2
¥
&
]
:_1'
i
L
e
m
mm
=2
u|
!
w
m
[
=3



quelle que soit la partition J—fine Crde R, 1la somme

i de Riemann 5((?, fe }» est finie =2t
= § Qﬂ fe ¥y — 4§ L C

On note 1’intégrale de jauge de § sur B par

I F ey midigd,
B

Et si f est définie sur 1’ intervalle [a,bld et intégrable
sur La,bl, on d&finit

a b
j F{x) m{d)y = - I Fi{x) mi{dux}
| =3 =

a
et J‘ Fiy mided = 0

Rappelons la définition 4’une fonction gque nous utilisons

trés souvent, la fonction caractéristigque.

Definition 3.7

On appelle fonction caractéristigue d'un ensemble B

A= R 1a fonction le

.......... 2

1

1

1

i

définis par :
i

1, si » € B :

1,

m
Ll
m

Cette foncotion permel de redéfinir 1a mesur longusur

A'un intervalle bovrné.




Démonstration

On considére &30 arbitraive. Four pouvoir prouver ce
lemme, nous devons, 4’ aprés la définition de 1*intégrale
de jauge 3.4, trouver une jauge d sur R telle que pour
chaque partition {mfine P de R

P

(1} 1 SO 1a )y —m(AY VL O

D’ aprés le lemme 1.3, on peut trouver des intervalles F

et 3 tels que ACG® et Fca,
(2 min) { mi{AY + £ ot
(3 m(FY » m(AY - &L,
Notons G° par 1a’'b’C et F par [a"b"]

Tout ¢ appartenant 3 A appartient 2 G°. Four ces x, on
prend dons U(H? comme é&tant 9.
Tout 2 appartenant 2 R \ A n’appartient pas A F. Four de

tels 1, on doit pendre un X(H) disjoint de F. fiinsi, si
% est inférieur 2 a", on prend § G o= [-co,a"l et si
¥« ¥ b", on choisit X{ﬂ} = 1b",+c01, Donc, pour chague

de R, X(H) est un intervalls puvert contenant x et par

ral]

conséqguent K st uns jange suy

11 nous vreste A montrer gu’ aves oe
1/ indgalité (1), Four cela, on considere la partition

»
d —fine J =

-

(35,81, ... , (g, AR de R. Un cert:z

nombre dz couplas (4

i, i =1, ..., h appartiennent & A et gue les i,
i=h+1, ..., n ne lui appartiennent pas. EY dono, 1a

somme de Rismann

-

(it ST - 1 = & .= &

¢ 'S, -s-ﬂ o= dgn {;'—.1} m(;’;} F o owsw X 1(«\ {2 [n(Hi'x} 4+

j.n {?'ih-pl."r mf.i'—‘ih...l} + s :a F 1n }:-n? m{gﬂ‘;
est réduite 3 SC 1 ia ) = m€As) + ... + m€Ap).
Four i £ h, les points d4'éwaluation ¥4 apparvitiennent a A
et | (34} est 1’ intérieur de &, De plus, comme la
&l

partition )} est | —fine, chague Ay est inclus dans

= 5
Nt



T.0%

X{ai}, Far conséquent, les intervalles 8., ..., An
disjoints deux A deux sont contenus dans 5. En appliguant
le lemme 1.1, on obtient

miAgy ¥ ... + m{AR) £ mdaEd.,
Cerci implique gue la somme de Riemann 5((?; 1la ¥ £ miix?

et 4°apvras (2}

)y 5P, 143 2 mpy + €,
Montrons maintenant gue

(59> FcCc(CAy UAaz4U ... U A, 2

En effet, soit x € F, alors x appartient a 1'un des
intervalles de la partition, soit fAji. FPuisgue la
partitiﬂn(? est {—fine, A: < ((Ei), donz x € ((Ei}. Oon
en déduit i £ h; sinon, 1 ¥ h. ¥4 ¢ A, donc

((Ei} = 1by,, +1, d’od x € F, ce qui est une

contradiction, Ceci pouve bien (5).

L'application du lemme 1.1 implique
m{As) + ... + mifAx: 2 miF)

et done, 5((?; 1a ) 2 miF} 4d'on avecs (3}
& 5T 103 > mm - ¢

En regroupant les inégalités (&) et (&), on obiient (1),

Dans la démonstration 4u lemme, nous avons remavgue gqu’il

fallait faire preuve 4’ ingfniosité pour frouver la jauge

i
adéguate. L'exemples gue nous présentons maintenant

confirme cette remargue.



Exemple:

Si f est la fonction caractéristique de 17 ensemble des
nombres rationnels apparfenant A 1'intervalle 10,170,
o' est—-a—-dire telle que
1, si x € 10,10 N Q
i)y =

0, aillsurs dans R

alors j fFlx) midiy = 0
R

Nous commengons la preudve avec deux remargues, D’ abovrd,
~ette fonetion est presque la fonction de Dirichlet qui,
elle, vaut 1 si x st rationnel et © ailleurs dans R.
Ensuite, comme la fonction de Dirichlet, la fonction £
n' est pas Riemann intégrable car elle est discontinue 2n
chaque point de 1’interwvalle [0,11 (ofr théoréme p. 8 de

ce chapitrel

Démonstration:

Tout nombre rationnel de 10,10 peut s’ écorive de fagon
unique sous la forme p/qg aves p st g deux entiers

positifs g # 0, sans diviseur commun.

Fouyr chaque &3 O, on d&finit 1a jauge )’ de ia maniarvs

suivante

-
+
Mo
u)
7
+
i
4
[Ty
™

P R e TR T e o

Soit q) T{%1,R1? vy EHp Bk ¥ une partition
£

™
ine de R. On wveut prouver gque 1’inkgalité suivante

i
1 P 58 J: £ ¥ 4 KL
En vepumérotant, si nécessaive, les intervalles, on peut

choisiv les points 4’ é&valuation ¥4 tels gue



%4 ¢ 10,10 N @ pour i =h + 1, ..., T
Ceci impligue:

poar i =1, ..., h , fid) =1
et pour i =h + 1, ..., n , flxi) = 0,
La somme de Riemann S(QP; f ) est donc réduite édgqm(ﬁi}=
comme J est une partitinnd’—%ine, ~hagque intervalle A4 a
SO0 adhérencihcuntenue dans d/iﬁi), et donc

A}gln{ﬁi) £,§4m( 24y 3.
Ov, si ®i éat un rationnel de 10,10, la mesure de {(E;}
vant &/ 2e*a, On en déduit queAE,m( d(ﬁ;) } est e&gale 2

la somme de &/ Ze*a somme sur les p et g tels gue p et

q sont respectivement les numérateurs et les
Atnominateurs des %4, i = 1, ..., h. 5i 1'on somme a
présent sur tous les p et g positifs, on obtient
1’ inégalité suivante:

s¢Q, £y 3z , & zpra,

,9EN

En sommant 4'abord sury p puis sur 4,

s¢(Q; £1 2 £z 1/ 2Py ( T, 1/ 29),

en* N

On 2 obtenu deux progressions géoméiriques dont les
sommes valent 1, =e qui prouve bien (1},
' =



LI

54, Existence des partitions HHfines

Jusqu’ A présent, nous avons toujours utilisé 1a
Adbfinition de 1'intégrale de jauge sans nous préoccuper
de 1'existence de la paritition H-fine associdée a chague
Jauge K’ . Or ce probléme est primordial. En effet, s'il
existe une seule jauge pour lagquelle on ne peut trouver
de partition K—¥ine de R, toute notre théorie baste sur
1a définition 3.4 n’auwrait plus aucun sens. Avant

4’ essayer 4’ apporier une solution A ce problame, nous
donnons la d&finition de la partition assignée d'une
partie A de R et démontrons un lemme uiile dans plusieurs

démonstrations.

Dafinition 4.1

L

On appelle partition assignés d'une partis A de R

1’ ensemble J = ${He A3, .., (Hn,Ba2F o1

- 1ss A, sont des intevvalles, gue 1'on prend pav

fonvention ouverts A gauche, disjoints deux A deux
et tels gue 1'union des Ay =st A,



Lemme

;1 moins un qa Y.

! §i Cy, ... , Cn sont des ensembles deux A deux E
; dis joints de R et si<]5 est une partition assignée de ;
! 1
; 2. i=1,; s, W alors 1’uniun‘? des qﬁ ast une E
! partition assignée de Co U ... U Cn. ( P est
; 1’ ensemble de tous les couples (,A) appartenant 2 ;
H H
: '

Four montrer gue (? est une partition assignée de

C, U ... U, il faut montrer que

i} ohague &lément de q)eat un couple (%,A) avero Xk dans R
2t A un intervalle ouvert 3 gauche de R,

jiy 1’union des intervalles de la partitinn(jjeat &gale 2
Cy U ... U &y, _ _

jiid les intervalles de 1a partition sont disjoints deusx
A dewd.

, . tiote con o %
La preuave de i? sst immédiate cay chaque Element de
appartient a 1'un des q%‘;

Freuve de ii) Towut x 4'un intervalle de(? ast dans un
intervalle d4'une des partitions assignees qw . Il
appartient donc A 1'ensemble €, dont q% eathune partition
assignés. Par conséquent, il appartisnt a G U ... U O,
Raésiproguement, si ¢ appartient a 17union des ¢4, il

appartient 3 17un d'esux, I1 est donc dans 17 intervalls A

A'un couple (3,8 gui appartient a2 ﬁ'; et dono, il est
Aans 1'un des intervalles de 1’ensemble des couples

flinsi 1'union dss intervalles de 1’ensemble ] de couples
st 5 U i O,

Fregwve de iii} On cansidére deux intervalles f., Az
appartenant aux diffévents couples (Ha,f1) et {Ha, Az




T.:

aEEignée(I&d’un das Ck. Alors A, et Az sont disjoints car
ils sont respectivement contenus dans des ensembles
disjoints C,, Cwk.
Secondement, (E1,R1) et (¥=z,A2) appartiennent 2 la méme
partition q}'. Ils sont alors disjoints car les
intervalles A4'une partition assignée sont disjoints dein
A dewux. Dans chaque cas, Ay et Az sont bien des
intervalles ouverts A gauche, disjoints dewnt 2 dewn.
On en déduit gque q)EEt une partition assignée de
Cy U ... U Ch.

=

lLe théoréme suivant apporte la solution au probléme de

1’ existence de la partition X—fine.

Theoreme 4.3

=51 a est une jauge sur R et si B est un intervalle
ouvert A gauche de R alors il existe une partition q>

a— fine de B telle gue powr chague couple {:, A E(T,i

by

Pour ~hagque entier n positi on definit <9A[ﬁj Ccomme

!

stant 1fensemble des interwvalles

iQ(n,0y, ... ,8{n,2.4™ + 137%
ol Bin, 0 = J-07,-27]
RBtn, J) 2 T=28™ & {j=1¥2™™ ~27 + Jj.2-% 1 ,
i=1, . , 2.&T
Bin,2.4™ + 13 = 127, v

]

n o Adone défini ainsi un ensemble de 2,47 intervalles de

R

o

F
1'union sat R, I1 est clair gue chague interwvalle de
an subdivisant un intervalle de

£ J'[ﬁ’J e+ =i g% € J,in'"d aves n" 2 n' alors A




st A" sont disioints

sinon, A" est inclus dans A%,

Four simplifier la preuve, on définit une pavtition
spéciale 4’un intervalle B’ comme si3it:

on appelle partition spéciale d’un interyvalle B* toute

partition d’—fine qj telle que pour chague couple (e, 8
de _

i} A est vide, ou sinon il est 1’ intersection de B'
avers un intervalle 4’un des ensembles éb[l], &L[El,...;

ii} X appartient 2 1'adhérence A de f.

Nous pouvons prouver une propriéete lagarement plus forte
que la conclusion du théoréme, a SAavoir:

il existe une partition spéciale de B.

Nous allons raisonner par 17 absurde, Supposons done gque B
n' admet aucune partition spéciale, ce qul va NOUS ANENSET

A une contradiction.

Si chaque intersection non vide B N g1, gy,

i=0, «v., 2,4 + 1, adwet une parfitiun sp&ciale, 2n
appliquant 1l lemme 4.1, on en dtduit gque 1'union de oes
partitions spéciales est une partition assignée <P de B,
Montrons que dans <2 2as, q)est en fait une partition
sphriale de B (ce gqui contredit notvre hypothaése ).

q

non vide. I1 appartient a une partition spaciale de 17un

Considérons le couple 2,A) qui appartient E:] , ave:s 0

des intervalles de 1'ensembles B 01 @{1,0¥, ...,
Bl Q¢1,2.4 + 1), par ewemple A une partition spé&cials de
1 intervalle B N G, 5377,
filars: - = € A;
~ A C R et
- 8 est 17intervsection de B 0 G{1,§") avec un



BENR¢,0y, ..., BN AO,Z2.4+ 1) n adeuet aucune

r

partition spéciale. Farmi ces intersections, on en

choisit une que 1'on note By,

Si chaque intersection non vide By 01 Q{Z, J},

i=0, 1, ..., 2.4 + 1 admet une partition spiciale, par
le méme argument gque précédemment, By aurait une
partition spéciale, ce qui est faux., Ainsi, il doit
exister au moins une infersecstion By N G4(2,0) non vide
qii n’ admet aucune partition spéciale. On en choisit une
et on la note Pz, On consideére ensuite 1'intersection

Bz N Q(3,4§y, i=0, 1, ..., 2.4% + 1 et on répete le
raisonnement. On obtient ainsi de proche en proche une
suite 4 intervalles ouverts a gauche Bg, By, Bz, B=, ...
o0 Bo = B et telle que chaque Pi.; est 1'intersection de
1’ intervalle préctdant By avers 1’7un des intervalles de
&L[i+1], chaque B n’ayant pas de partition spéciale.

En outre, 1’adhévrence de Bi est un intervalle fermé non
vide de R et pour j 2 i 2 0, By C Bi. D'aprés le théoréme
des intervalles emboftés &tendu A R, il existe un point

m-— —
y € 1 Bi. En posant By

Aro

Il

Ca: , bal, on 3 dono

T

Ay £y £

i, pour tout i, On distingue trois cas:

lep zas: y = —<.

-

Dans ce o

U}
]
|
")
!
|
c
8}
™
i
[
“3
s
1
g
Iy

3, i
Bi—a N B¢i, i {(notée B{ )} doit étvre By, N §{i, 0}. Mais
Bi 2=t alors contenu dans [-x —2i31  pt comme 1la suite

(—-21) ponverge vers ¥y = — o, Bi doit étre dans

1'intervalle ouvert A gauche {v} pour i assez grand.
Far conséguent, BPi est inclus dans d{y} pouy 1 AssSes
grand larvsque ¢ = — o .

Far un raisonnemsnt analogue

inclus dans d

Ieme oo o oast fini.
as

v est compris strictement entre

Alors pour 1

—2% 2% 24, fAinsi le Bi1

iy dont 17 intersection avec B,



i € N, on en dbduit a4 A y 2t by Yy vy, 4ol de nouveau,

Cas,bil = By est inclus dans X(y) pouy i assez grand.

On fixe A présent 1 € N tel qgue By soit contenu dans
J(y). I1 est <lair que le singleton {(y,Bi3* est une
gartitinn assignée de By, Elle est J’—fine oar
B ch(y)‘ Puisque B = Bi_y N (i, > quel que soift Jj,
Bi N Q¢i,. Y aussi. EtX doneo, 1(y,Bi)* est une partition
speciale de Bi. Mais par construction, Bi n'a pas de
partitiun spéciale, Cette contradiction prouve le
théoram=.

]

11 est utile de savoir gue 1'intersection 4'un nombre

fini de jauges est une jauge. Plus précisément:

Théoréme 4.4%

Etant donntes les jauges ). yo, .. suy ﬁ, 1a fonction
Sl (07 AR

:

H

HER SRS ﬁm(x) i Jihﬂ n ... N Xﬁx) est une jauge sur R,

1

i On la note 5‘= dﬂﬂ p_ﬂ ...I\{k . En outre, chague i
1 1
1 3
! partition d—fiﬁe est aussi ;—Fine , 1 =1, .., ko i
: H
DéEmonstration:

Prenons un point x € R arbitraive. pour i =1, ..., k,

Kﬁx} 25t un interwvalle ouvert gui contient .
i fintersection de -es intervalles est dons un interwvalle

auvert gui contient =, Cesi prouve gue la fonotion

& Xﬁ:) i JL(H) n ... N0 X&(x} est une jauge sur R

Cn considers <?= £{%s,A1Y, ..., Uin,Bn)> une partition

anﬂ dgn cve Y —fine. Four chague couple (:5,85) de T,

i est inalua\hans jdiij) no.. 0y {15} gui est contenu

dans 1'un des &iij}, i=13, ..., k. Il en résulits gque
., k.

est d;—fine, io=1, ..



Hous pouvons, 3 présent, prouver la propriéré d'unicité

de 1’intégrale de jauge.

Sopient B une partie de R et § une fonction véelle,
intégrable sur B, I1 ne peut exister deux nombres

! distincts J7 et J" tels que :
i (13 I Fixy m Ay = J° et I Fix) midey = 4" H
i B B :

Supposons que J’ et J" sont deux nombres distincts

varifiant (1), On pose €= ¢ J' — 4"t / 2, donc &) O.
] s

Far 1la d&finition 3.4, il existe une jauge J’SUP R telie

7
que si Jest une partition J'H-Fine de R,
7
i 15Tl oy - a1 e

" »
De méme, il existe une jauge X sur R telle que Si<TEEt

une partition a”—%ine de R,
(3} : 5€<};¥B3 - " § %L

Le rhioréme 4.2 nous assure 1 existence 4'une
! " - . - - .

6 i E —fine de R, qui, par la theoréme 4.3, est a la foi

d’*fine etd'—{ine= fiinsi, (2} et (3} sont vérifibkes en

méme temps. fAlor

|

T T &l (P I N TL QU - P (P NOS.
N 5€K?;¥E“ S R S{TT; fer — 47
{2 &
Ces,i contredit la définition de 2t notre hypothése est

donec fausss.,




CHAFITRE II

FPROFRIETES DE L’ INTEGRALE DE JAUGE

Ce chapitre est entigrement consacré aux propriétés de
base de 1’intégrale de jauge. Celles-ci sonkt, en fait,
analogues aux propriétés bien connues de 1’ intégrale de

Riemann.

NOTE: Lorsqu’ aucune confusion n'est possible, nous
parlerons 4’ intégrale sans préciser qu’il s’'agit de

1'intégrale de jauge,



§1. Propriétés alémpentaires.

Une propriété de base du ~alsoul intégral est 1la
lintarité, Afin de prouver gue 1’intégrale de jauge st
lingaive, il suffit de prouver gqu’elle est additive et

nomogane .

Lemme 1.1 {(additivitd)}

Si f et g sont deax fonctions réelles, intégrables sur

une partie BPCR, leur somme sst intégrable sur B et

J F ) midx) :
e H
+ I g () m{did H

” !

i (1) I CFixer + g2 mddid
i e

Four simplifier les notations, nous définissons

2y 4y = \fftx} m (i} d= = jg(x} m (i)
)

Considérons €} 0O arbitraire; 4’ aprés (2}, il existe une
1

De méme, il sxiste uns jauge dLEUT R telis gqus pouv

g
chague partition dLﬁfine A= R
4y 1 ST, fe) — 42 1 ( E7 2,
-
On considére A présent K = £{Rs,RA1), +s+ , (Hwr,Ax)Y une
partition ! R;Lﬁ¥1ﬁe de R. D' aprés le théovame I.4.2, ?
ast a la faiali‘~fine a2t . —fine st donc {Z} et {4} sont

il es5t olair gue Lf+gle = fo + ge

ainsi,



1l

(5 S(C?; Cfrgle ) Efe(kaid+ge (1) Im (ALY + ...

+ Efe{lkr+ge (Fe) Im (A}
= [fe(Hadmify) + ... + fel{Eedim{fk?]
+ [ge(®.Im{AsL) +... + ge{Euim{f.r3

=s¢T; o) + 5¢F; gar.
Oon obtient de (3), (4} et (5H)

(&) H S(Q?;E{+gja y — Ldy + 423 1
= 5060y - ua1 + 15¢T gmr - 21
e B0 skl = Ju It B0Piged ~ dg !

5i .J est d&fini comme le membre de droite de (1) et siX'
est &gale A &4ﬂXz, {&) montre alors gque la condition de
1a d&afinition I.3.46 est véerifite et le lemme est ainsi
prouve,

n

Etant donn&s une fonction réelles §, intégrable sur un

m

partie BCR et = € R, of est intégrable sur B et

Il
¥

(7% I e (e om(died - I Fw) midid
=3 B

E/¢inti+1l) 2st fgalement positif st 4% apres

*

Soit L3 O
=

1a d&finition I.2Z.4&, il existe une jauge X talle que
pour ohague partition X—{ine de R,

{8} i E((T;fgi - r Fiud) midwd 1 4 /0 21+

w B

fg‘
R = 401 ,A12, ... , (Hk,Ax}F 2st une partition
5 —fine de R,
S efed = cfedmiim{fy + L., F ofe Giuim (80

= el {Hiimif) + .. + feleim{fgrd

k
= 250 Y el s

Ctaci 2t (8} pous donnent



: 5{<P;Cf5? - 2 f Fimd midu)
[ =3

HE o ES(<P;¥B) = I Fixy mid=33
[ =

Il
wa
2

=i S(<r;¥3) - I Fled midid o
=3

£ Fatwl /s Lol ¥ly 4 £ =

Les conditions de 1a définition I.3.4 sont ainsi
varifites si on y remplace § par of et J par le membre de
draoite de (73 .

=

Les lemmes 1.1 et 1.2 impliquent la lingarité de

1’intégrale qui s’'énonce:

Etant donnés deux fonctions réelles fi et £z,

E)

o
"

et o=, 1a fonotion c3fy 4+ 22fz est intigrable suy B
' 3

m
-




Démonstration:

Si on considére la fonction fe dé&finie en I.3.4, la

conclusion est équivalente 2

Ifa(:{) midwy = 0
R

Soient ag, ...

points, fe() est &galement non mulle, Et comme chaque

singleton fai?* est un intervalle fermé [ai, aild de

longueur nulle, fg est une fonction en escalier sur

Par linéarité de 1’ intégrale, nous obtenons alors

felaiimi{lfa,, a3 + ..., + fel(antmi{lan,a,1) = 0O,

Corollaire 1.5

R.

, an les points de B ol f est # 0, en ces

partie PCR, si f est intégrable sur B et si
gy = f{x) sauf sur un nombre fini de points de
alors g est intégrable sur B et

f gixd midud) = r F iy midud .
[ =]

Etant données §f et g deux fonetions définies sur uns

B

La différence g — ¥ est nulle sauf sur un nombre §

ini

A

points de B. D'aprés le thiovéme 1.4, =2lls est intégrable

s B et son intégrale want zévo. Far application
théoreéeme 1.3, 1a somme § + L g - § 1, gui vant g,
intégrablis sur B et

j g0 mld) = [ £ miduy + 0
E Je , =

Fa k]

ast



Monotonie

L=

1'intégrale,

La monotonie de 1'intégrale de jauge est un fait simple

et cependant tras:

suit:

Théoréme 2.1

impovrtant,

11 s’ é&nonce souvent comme

s

La définition méme de 1’ intégrale de jauge permet de

montrer trés facilement cette propriété,

Ce théordme admet un corollaire tout aussi évident.,

o
[ -

Corollaire

sur un ensemble

alors

Si f et g sont deux fonctions d&finies

n]
(=]

tael que

F

{13

gi{x} pour fout X

=t intégrables

&

B

=51 21

R

outre

a

>
m

e

m

dul £ F gt
Je
DC R, Soit
ntégrable s
, alors
yoe P FG0
Ja
ize simplam
8 tout ant

fait

ast G

MOLNS



grande que 1’aire sous le graphe de § sur une partie de

a.

DéEmonstration:

La dafinition I.3.4 nous permet 4'&crire la conclusion du
théor2mne comme suit:

(2} L{fﬁix} mi{du) £ ffg(x) m{d) .
R R

Considérons 1’ ingégalité
{3y felu) £ faiuxd

=3 N 4 ¢ a, = ¢ B et done les deux membres de {(3) sont
nuls.
Si 1 € B, x € A et les deux membres de (I} sont alors
g A fF00,
Si 2w € A NE, fe(:) = 0 alors que fal) = F{x) gui par
hypothése est positive. Ainsi, (3} est werifié pour tout
# €E R, Le corollaive 2.2 implique directement
1'inégalite (23

- |

Le théor2me suivant est souvent utile pour obtenir une
estimation grossiédre mais facile de 17 intégrale iy
produit de deux facteurs dont 1'un est difficilement

integrabls,



Théoram: 2.4 Fremier thioréme de 1a moyenne

# I &) midid
[=)

En partisulier, si B est un intervalle compact et
=i f est continue sur B, il existe un nombre =™ € B
tel gue

{5} F OGS0 midiey £ £ ™) Sy mide?,
& ()

t Spient f et & deux fonctions définies sur une partie 5
; BECR telles gque f et f.§ sont intégrables sur B. g
tosi E
; i) f est bornée, A savoir s’il existe deux nombres m,;
; M tels que m £ f(x¢) £ M pour tout x de B; et ;
; ii} & est positive sur B ;
; alors, E
; (4 m I Z O mide) £ I FOOE 00 midid ;
; = = i
2 c :

3
m3 () £ F0EG0 £ MEG0 ponr chague 2 € B,

Et 1'inkgalitsd (4} est valable 4’ aprés le thiorvéme 2.
Si f est continus sur un intervalle compact B, on prend m

finfimun de § sur B o2t M comme le suprémum

i 1*intégrale de & sur B est nulle, les
insaalités (4) impliquent alors gque 1'intégrale de i3
1’est aussi et dons (5 est vérifieé guelgus soit la point
#® £ B choisi, Dfagtre part, 17intégrale de § oest
positive et les inggalités (4 entrainent gue le nombra

(4 L ? FOOBG mids 37 0 F 206 1
Jde Je
appartient a4 1'intervalle Lm M1, Les sxtvriniteés de cet

intervalle sont respectivement la plus



grande valeur de f sur B, et 4’apres 1a propriété de la
valeuy intermédiaire 4°une fonction continue il sxiste un

nombre x* € B tel que

L Jf(x)ﬁ(m) midxy 1 7 L jﬁﬁ{x} midsy 31 = F(x™
() &

Ceci montre que (85) est vérifié,
=




Dans ce paragraphe, nous allons montrar gqu’une fonotion
Riemann intégrable sur Ca,bl est intégrable au sens de
jauge sur L[a,bl et que les deuws intégrales sont &gales.,

Four ce faire, nous é&tablissons le lemme swuivant.

Lemme 3.1

Spient une fonction réelle f définie sur une partie
DCR, =t une partie BCD, s5'il existe un nombre 4 tel
que pour chague 3> 0 on peut trouver des fonctions

g, h intégrables au sens de jauge sur B wvérifiant

I gy médd > J - & ; P hG) mldad 4+ £,
s Je

alors f est intégrable au sens de jauge sur B, et

f Fiwy midu J.
=

'
'
:
:
i g £ F £ 5 et
i
i
'
:
'
:
'

Je
Fuisque g est intégrable sur B, il existe uns jauge |
sur R telle gue pouy ohague partiftion Jd—ilne de R

1 1)



Ik,

De méme, on peut trouver une jauge XLEUF R telle gue pour

chaque partition dl—fine T de R

(%) P 5¢ C?;hgi - J‘Fxh{) midy + £ L7 2
B2

Dafinissons alors H = &10 Km et considérons

q}= a1, A1), ., (Hk,PARdr une partition B’—fine d= R.
(? etant a la fniﬁh;—fine et H{*fine, les inkgalités (35}
at (4) sont vérifites; d’autre part, les inégalités

suivantes sont vérifiées:
(5 geii) £ feluy) £ he(ugy, b =1, ..., k.

En effet, si x; € B, les inggalités (5 sont les ménes
que les infgalités (1) vérifiees par hypothase.

Si 1y ¢ B, les trois membres de (5 sont nils. En
multipliant chagque membre de (5} pav m(Aj) 2 0 =t 2n

sommant sur j =1, ..., k, on obtiept
{4 E{CY;QB) Z SCC?;fE} Z 5((?;ha}
Mais comme (2}, (3} et (4} sont vérifibs,

J - €« j gy mdiy -8/ 2« 5(‘?;953 et
B

S{q;hBE

g

I f hiuY midwy + &/ 2

at puisque ceci est vérifid pour chague partition
H—fine qﬁde R, J est dones, par definition, 1'intégrals

de ¥ suy B

i rappeler gque 1’on peut d&finir

A2 Riemann 2 parti



1a wvaleuyr constante 24 sur chague By, 1 = 1
! !

intégrale de Riemann

s} dx = cqmfAz) + ..., + cani{fn?

R

»oroe I—l

D’ apras la définition de 1'intégrale de jauge, il est

~laiv gue

I s{x) midx) = r s(x)y dx
= Jr

S0n

Nous obtenons donc qu’une fonction f définie et bornke

sur 1’ intervalle compact [a,bl est Riemann intégrable sur

La,bl si et seulement si il existe un seul .
r
quelles gue soient 53 et sz deux fonctions en

suy La,bkl vérifiant sa £ § £ 52,

b b
sy {x) dy £ J £ [5:(:«.) di

o o

J est alors appelé 1’intégrale de Riemann sur

€ R tel que

eccalier

Ca,bd.

Corollaive 3.2

a1 sens de jaudge sury

! Soient une partie B C R et une fonction f de B dans R,
1

1

! 5'il existe des fonctions g, h intégrables sur B

1

1

! varifiant g £ f £ h sur B 2%

1

! j‘g(:-z) m{dir = f hia mid)

; e de

1

H B 2t son
:

]

¥

1

On appelle .J 1'intégrale de g sur B, Four cha

les fonetions g et h wérifient les hypothese

W

m
i
[

lemme 3.1, Far application de ce lemme, F

On peut, 3 présent, prouver le théoradme suiva



Thiéorene 3.3

Soit B = [a,bl un intervalle compact.

fippellons J 1'intégrale de Riemann de +

£ 0 arbitraire. On peut alors trouver

intégrable sur B alors f est intégrable au sens de

jauge sur B et les deux intégrales sont tgales,

Si1i f est Riemann

sur B, et soift

une foncstion 2n

escalier g définie sur B telle que g = f et

I g()y dw ¥ J - £
B

~ar sinon, pour chaque couple de fonctions en escalier g,

h d&finies sur B et vérifiant g = f £ h

‘l"g(:-:} A £ 0 -8 £ [ hix) dix,
B 'JE-

d'on J ne serait donc pas le seul reel
1’ intégrale 4'une fonction en escalier
1’ intégrale d’une fonction en escalier
contredivait 1! hypothase qus Jd 251 1!in

de f. De méme, on peut frouver une fonc

pei
dafinie sur B telle gue h 2 § 2%
f hRi{xy di £ 4 &
B

de jauge, les hypothéses 4du lemme 2.1 5
fiinsi 1'intégralse de jauge de §f sur B e

*

séparant
g £ f de

e i
o2 f. C

=3 [ E5)
téavals de Riemann

tion 2n sscaliery h

oo
g
Ing
=i
18
I

b
m
mn
[y
-
1)
m
=
i

nnt werifiges.



54 . 0Qdditivite de 1% intégrale de jauge par rapport 2

Si un intervalle A est subdivisé en un nombre fini de

sous—intervalles disjoints deux 3 deux, la longueur de A

est 1a somme des longueurs des sous—intervalles., Nous

allons prouver un fait similaire pour 1* intégrale 4'une

fonetion § sur un intervalle;" L’intégrale sur A est la

somme des intégrales sur chague sous—intervalle®.

Théoréme 4.1

Soient Ex, ... , En des ensembles disjoints deux 3

dew: de R et E leur union., Gi f est une fonction

! dafinie sur E et intégrable sur chague Ej, f est
i intégrable sur E et

A
j‘ fFixy midd = X r Fix) m{due}
JE 1 deg

1
membre de gauche de (1)

mamnbre Ade droite

L




théoréme &n résulte.

=

Théorveme 4.2

! Soient 1, v, w € [a,bd, arbitraires, non nécessaire - H
! ment distincts, Si f est intégrable sur [ohague i
! sous—intervalle del 1' intervalle La,bl, alors :
: W~ 's W :
i (2) f fG midy = f(x) mldiedy + r Flxy midd H
i u Ju Jo :

Note: Ce thioréme et ceux du prochain paragraphs
contiennent une condition gui, nous le vervons dans la
suite, se révalera superflue. Nous les démontrerons donc

en mettant cette hypothése entre crochets.

Démonstration:

Gi u = v ou si v = w, 1’&galité (2) est trivialement
3

vhrifite., Si u = w, (2) est &galement immédiate 4% aprés
g

1a remarque qui suit la dé&finition I.3.4. Il vesie le cas
5

principal o u, v, w sont distinets., 51 0 (v { w, les

’

-

trois intégrales de (2} peuvent s'éovire comme des

1
]
=
£
L
m

"
1l

les ensembles Eyi et Ex sont disjoints; =t par hypothese
f est intéagrable sur chacun d'ewe; de plus E = E; U Ea
ainsi, 4’ apras ls theioréme 4.1, (2} est vérifiée, Soient
p, 4, v les trois nombres o, v, w vangds par ovdrs

~roissant. Hous venans de démontrer gue

it

rd
J" Fiy miduy + [’f{}:.‘s m el
=9

A
= - H
] -!p

¢ i I
{3} "lw“.’::} midxd + 1‘ T4y miduy 4 ;‘ i) midu = 10
[ =1 Jq \jr



' L AL
(&% f Flx) miany + F Fixy mids) + r Flw) m(dx) = 0

Six r~as sont alors possibles, Dans les trois premiers,
v, w sont respectivement &gaux a p, 4, v; g9, ™, P;

v, p, 4. Les trois intégrales de (4} sont alors &gales
aux intégrales de 1'&galité (3) gque 1°'on sait véerifiée.
finsi (4) est vérifige. Dans les trois autres zas o, v,
sont respectivement &gaux a2 p, v, 4; v, b, 4; 4, p, V-
Chaque intégrale de (4} est alors 1'opposée 4'une des
intégrales de (3), ainsi (4) est A nouveau vérifiée,

o

5]

T W

r




§%. Intégrale indé&finie et primitive

Alors gue 1°'idée 4’ intégrale et celle de dbyrivée sont
apparuss il y a bien longtemps ( déja au temps des
anciens Grecs ), il a fally attendre Newton et Leibntiz
pour réaliser qu'en fait, ces deux opsrations sont
inverses 1’une de 1'autre. Dés lors, elles fivent 1’'objet
4’ une méme theorie. Ce vapport de réciprocité peut étre
décrit de deux facons: premiévement, sous des hypotheéses
particulieéres sur f et en définissant F comme une

fonction définie sur [a,bhl telle que

F(x) = F(a) + J‘xmf(u) m(du)

1a dévivée de F est egale A f. Ensuite, si f est la

déyivée de F alors,

L
I fey mldy = Fib) — Fia)

Cette dernisve expression nous permet de résoudre une
multitude de problémes de la forme: " frouver 1’ intégrale
de £ de 2 A b " . Mais souvent, ces dew propriétés sant
regroupées en une seules appelée theoreéme fondamental du
~aleul intégral " . Ce théor2me possede beaucoup de
versions. Nous allons en démontrer une de la premigve

partie de 2 thiorame

=2, et ce, spus des hypothsses assez

boolcll' |

restrictives ( mais qui recowuvrent cependant les

n

i

applications du zalecul ordinaive ). Falhesursusement,
~ette démonstration necessite une condition gui, plus
tard, se réavélera superflue. Nous démonirerons dono cette
ropriéts en mettant cette hypothése entre orochets 3
posons que f est intégrable sur Dochagque sous—

intervalle 4'31 un interwvalis Ca,bld. Si o € La
T




Ihéoreme 5.1

Soient f une fonction intégrable sur [ochague sous-
intervalle del 17intervalle Ca,bl et F une fonction
définie sur LCa,bl. S5i 1'une des trois affirmations
suivantes est wvraie, alors elles le sont toutes:

i} il existe - € [a,bl et une constante k telle gue
pour tout x € [a,bl

Fix) = k + f_f(u) m{du) ;

ii) pour chaque = € Ca,bld, 1la fonction

@ =2 FGi) = jf¥(u} m (i} ;

est constante suy La,bld; et

iii)} pour chagque x'et x" € [a,bld,

1!
Fiug"y — Fl'y = FOay mldus}

3

by

Si, dans ii), 1a fonetion prend une valeur constante k,

rt

1’agalité de i) est vérifige, Si i) est verifiée alors,

4' aprés 1z théoréme 4.2 et pour ¥’ et " € [a,bld,

w»
Fix®) — F{x') = (k + r Fiu) miadayy — (k + Fluaym{disy d
F

Clsimmrmy ¥

(=N

ainsi iii} est vérifide, Enfin, =i iii

chinisit o € Ca,bl ot on éovit 17 &«
1

i
=4
remplagant x' par o st %" par x. Et puisque Fic! est

constante, i} est vérifide aveo k = Fiz}),




Tl

Definition 5.2

On appelle intégrale indéfinie de f sur Ca,bd

H
1
1
! 1a fonetion F gui vérifie 1'une des trois conditions
1
1
! du theéordme 5.1.

1

]

Mous allons prouver une forme simple de la premiare
partie du théorame fondamental qui affirme gque si f est
continue et si F est une intégrale indéfinie de f, alors

f est la dérivéee de F,

Théoréme 5.3 (Premigre partie du théorame fondamental?

%i f est intégrable sur L[rohagque sous—intervalle 43
un intervalle [a,bl et si F est une intégrale

indtfinie de f alors, en chague x € L[a,bl point de

En particulier si f est continue sur fa,bl, F =5t

i}
u
+

dérivable en shaque point de [a,bl et sa dérivée

L L]
i :
| :
: :
! continuité de £, F 2 une dévivee, et DF GO = Flxd. H
: i
: ;
i ;
! identique A f. H
: :

T



L)

Fuisque f est continue en x, il existe g/(ﬁi tel que pour

~hague x € La,bl N X(E
(2} femy - & /72 ¢ f00 ( FGy + £ 7 2,

Considérons ' et «" € La,bl 01 X/(E) tels que =" » u’ .
(2 est alors vérifié pour tout « € [’ ,x"]1 et donc

d4' aprés la propriété de monotonie de 1’intégrale,

'

"‘iL"
C G — &/ 2 1 midy £ F iy midd

<" <”

al
L C F¢x =+ &£/ 2 1 mid:x

g

D’ aprés le théoréme 1.3 et 1la définition 5.2, ceci

implique

L £() — € 7 2 J(x"-x") £ F(x")} — Fix"}
£ [ F(=Y + &£/

“

Tl =wt %,

I~J

+

En divisant chague membre par le nombre positif (-3,

on obtient (1). Nous démontrons A présent:
Soit 6 une fonction dAfinie sur [a,bld, X € [a,bl et
1 € R. 9i & chague &) 0O correspond un intervalle

ouvert X {%) rcontenant & tel que

e o N e S e e e e e

{3} Y (GBI IY F txt-wt') =1 1 1L
pour k', x" € [a,bl, x = 1" et ®' £ x £ x"
! alors, G est dérivable en x et DGR =1

conditions sour ¥’ et «" sont vérifiges. Far hypothese,

(2} est vérifis et dona

(4 ! (R{wy—0d(E)Y 4 (m—zmr o— 100 40
Si % £ % on ohoisit w2t = ¢ o2t 1" = %, Las mfmes

£

arguments nous conduisent & (4} ob 1 et ¥ sont

Et par d&finition, DLk} = 1.



S§i % € L[a,bld est un point de continuits de §, on appligue
4’ abord la premiéve partis et ensuite la seconde avec

G =F et 1 = f(%). Mous trouvons ainsi que DF (X} existe
et est &gale A f(&), En faisant de méme pour ~haque point
de [a,bl, le reste de la conclusion duy théorvéme suit
farilement.

Souvent, on applique ce théor2me en oubliant de wévifier
que H est un point de continuiteé et on 1'utilise méms aux
points de discontinuité de . Ceri conduit a des
résultats incorrects. Far exemple, considérons la
fonction définie par

¢ -1, = (D
F(x¢) = { 0O, 2 =10

i, = » 0O

et 1’ intervalle [a,bl dont 17intérieur contient O, alors

pour chaque u € [a,bl,

A
I Fey mide) = 1w
(= ]

fAinsi, 1la fonction u - FOu} = fuai est 1*intégrale
indaéfinie de cette foncotion xx -3 f(x} mais en 0O n’ admet

pas des dérivbe.

De méme, si nous considévons 1a fonction f rnulle en [a,b]

zauf sur un nowbre fini de points de La,bl. Son int&grale

Fiuy = () mdx) = 0 pour toutr u € L[a,bld.

R
Ja
£t donc, F admet une dévivée nulle en chagque point de

i

Il

b1 et gqui diffare de fO2) en ~hangue point tel que

f(x) # 0. D'apras ls theoreéme 5.3, si { est continue, F

admet une propriété plus forte que 1a sontinuite, 2

savoir, elle esst dérivable en chague point de [a,bl. Nous
%+

allons montrer gue =i §f est intégrable ef bornés

reécessaivement continue, son intégrale indéfinia F
possede encove une propriété plus forte que ia
contimgité, A savoir: la lipscohitzianité




Théoréame 5.4

sous—intervalle

indéfinie de §,

Si ¥ est une fonction bornée,

intégrable sur Cchague
del [a,b] et si F est une intégrale i
alors, F est lipschitzienns sur Ca,bd !

DEmonstration:
Far hypothése, il existe un nombre C tel que
-C £ () £ ¢, pour tout x € [a,bl.
Considérons ' et %" € [a,bl. Supposons, sans pertes de
genéralits, gue ' { x". D'apres le covollaire 2.2
"K.“
"'y £ F) mlde)y 2 Cle"—x'")
it
et donc UUF (MY — Fle'y 1o 8 ox" - ot

Nois sonmes

iy théorédme

A présent aments A prouver la seconde part

fondamental,

is

At ja mentionnge au début de o2

paragraphe. Four ce faire, nous introduisons la notion de
primitive,

Definition 5.5

' Saiesnt §f et F deux fonotions réelles, définies sur uni
H i
{ interwvalle B, F est appelée primitive de f sur B si @
H :
! 2t seulement si pour chague 2 € B, F' (x} existe et :
: t
i est &gale a 1. i
: ;
Cette seconde partie affirme que, sous des hypothéses
adéquates et =i F est une primitive de § sur B = La,bd,
1* inteégrale de § sur B vaont F(b} - Fiad, Nous allons
Atmontrer deux formes de o2 théorvame. Dans l2 premiare,
rous ferons 17 hypothase gue § est continue; ceci est
issez restrictif mais nous permet guand méme de calauler
beaucoup 4'intégrales rencontrées dans les applications.



héoréme 5.6 (Deuxidme partie du théorame fondamenial?l

Soit [a,bl un intervalle compact. Si f est continue

sur [a,hl [ et intégrable sur chague spus—intervalle
de Ca,bl 1 et si F est une primitive de f sur [a,bl

alors,

L
j Fix) midd = Fi(b)} - F{a},

ta fonction f &tant continue, elle est intégrable sur
~haque sous—intervalle de [a,bl. Ceci n’ayant pas ancore
&t& prouvé, nous mettons cette hypothase entre orpchets.
On sait gu’ une fonotion de dérivée nulle est constante en
tout point de [a,bl et donc glar = gib) . DRéfinissons sur

La,bl la fonction G comme suit:

acC
Gixd = j £ lay midud,

par application du the&oveéme 5.3, G’ G = fG) pour tout
2 € [a,bl, Far hypothgse, F’' G} = fi{x} pour ftout
22 € CLa,bl, Ainsi, & — F admet une dérivée nulle en chague

point de La,bl. D'aprés le theoreéme 5.3,

L
d

af B{a} = 0. On ohtient done la conciusion du théorame.

ikl — F(bh) = G3inY — Fla}, HMais z{h} = £ midud

Deémontrons 3 présent, uns autre forme de la seconds

partie du théorame fondamsental dans laguells § nf

continue, ni méme bhornke

Théoremas 5.°7




! §i f ast intégrable sur Ja,bl, alors §
: L :
; (i3 j Fixy mide)y = Fiby — Fia}. H
H % H
] 1
1 1
Damonstration:

Spit &) O arbitraire. Pour simplifier les notations

deéfinissons

) b
2y B = Ja,bl; €= € / (Pb-2a+l); J = I FG mldi) .

D' aprés la définition de DF et puisque DF = ¥, pour
chague % € L[a,bl on peut trouver un intervalle ﬂuvertaq(i)

contenant 2, tel gue si o E&fi)n [La,bl et x # %, alors
(3) F( - € ¢ (FGo — FGIY /7 Gy ( FGD + €
Nous pouvons done montrer que

(4 \si u et v EX;@jﬂ La,bl vérifient u £ x £ v, alors

CF(R) — & Jy—y £ F(vY = Flu) £ CFG + €3 (i1}

En effet: si u { X, () est verifié si on remplace ¥ par
iy, En multipliant tous les membres par (x-u} > 0, on

obtient

7
(5) CFLRY — € (H-1) £ F(y — Fo £ CF(RY + & 1)

Si u = %, (5) szt encore &videmment virifid. De méme, si

»
v ¥ ®, (3¥ est virifid si on y vemplace ¥ par v. En

multipliant chague membre par (v-%} » 0 on ahtient
jo— / —_— —_—
¢4y CF(EY — € ddw—1y £ Fiwdy — F{E} £ LF(E + € Dlv—322

qui est encore varifié pour v = K. Ainsi {

Ut
]

ity

[l

|-I 3
N

satisfaites dans tous les «as. En le- ionnant membra

M

nous ohtenons 1a conclusion de (&3

nuy tout ¥ E R N La

Fosons ) ot M & B3, D apras (23,
est 1'inkégrale de f sur B ou encore si on définit fe
comme en L.3.4, J est 1'intégrale de fe sur R. Ainsi,



TLHS

A’ aprés la définition de 1'intégrale, il existe une jaugejh

sur R telle gue pour chague partition Ei—fine q de R
(Zy 4 - &7 2 ¢ 5(<P;fa} ¢ JJ+ E7 2,

Dafinissons alors Y comme atant Aﬂ 1 Y . D'aprés le
theoréme I.4.2, on peut trouver une partition a/—fine de
Ja,bl, notée 4(1,A1), ..., (Hk,Ax)? telle gue pour

,

chagque i, Hi € Ai. Sans perte de généralité, nous pouvons
supposer que les A4 sont numérotés de gauche A droite.
Leurs extrémités 2o = 2, 21, ..., 2x = b sont donz en
ordre sroissant; A4 = Joioa,cid et oi-1 £ ¥ £ o4.Ainsi,
par application du théoreme 1.4.2, il existe une
partition E’—fine de 1-7°,al gue nous notons

£ A{Ru+a ,Busad, 1v1; (Rum,Ax) ¥ 2t une partition H’—fine da
1b,0 [, dénotée I{Eme1,Amer), ..., (¥n,Andr telles qgue
%; € A3 correspondant. Notons q)l'ensemble de tous les
couples  £(Rs:,Ax), ..., (in,An}r . D'aprés le

lemme I.4.1, ~'est une partition a’—fine de R. Alors,

@ 5T 50y =
A

fei{zi) miAgi:,

NICES

Montrons 4’ abord la coneclusion du théoréme sous

1’ hypothaése supplémentaire
(#r fiay = fib} = 0.

Dans ce cas, fe s’ annule sur chague A4, 1 = ktl

1, ..., m
en effet, ces intervalles sont contenus dans [-oo,al he
méme, fe s'annuls sur chague fm+1, .vs, BAn. Ainsi, tous
les tormes de (8} pour lesquels i ¥ k sont nuls. Four
i=1, Lk, i € A4 C La,bl. Sur L[a,bd, fGo = fa G2
car si % € [a,bl, ou bien 12 € Ja,bl et dans ce <£3as,
F(¢) = fp e} par d&finition, ou bien ¢ = a et alors,
fiay = 0 4" apras (¥} et feid = 0 par Asfinition. E
comme m{A{Y = o4 - 24i-1, (B} devient
/7 &
(1M 5S¢ ;fa) = & F(RL) mlod - odoad
A=
Etant a HE TR '1\95t d”—fine; ainsi, 4'aprés {4}, pour
i =1, ..., k
'
L F(i4) — ¢ Jlai - cdi_a)y £ Fiog) — Flog_ g}
£ [ £33y + ¢ dlod — oi-g}



Sommons ces infégalités membre A membre pour i =1, ...,k

sans oubhlier que 2o = a 8t ck = b. On obtient
q ’ 9
(11 SC 3 ;fe) — & (b-a) £ F(b) — F(a) £ 5( J;fs) + ({b—a}

Comme qa ast &L—fine, ({7} est satisfaite. D'apreés (2}
Ekbna) { &7 2, (7Y et (11) impliquent alors

Jd - ELFbY — F(ay < J +E .

On obtient donc la conclusion du théor2me sous

1’ hypothése (2}, 5i (?) n’'est plus yarifide, nous
définissons

2~ =T[ bfia) — afb) 1 7 (b—-a), m = [ fb)—F(ay 1 7/ (b-a}
ainsi gue les fonctions g et G définies sur R par

g(x) = FG0 — 2 — mx, GG = F) - ox - mx® / 2. Alors,
gtay = gib} = 0 et pour tout x € R;

PECxY = DF(¢) — o — mx = g} . Rinsi, d4'aprés ce gui

preceds
L
(1323 j gy mldx) = (b)Y - ai{a),

Par application du théoréme 5.4,

(133 J(c + miy midz=) = {(cbh F mbh® / 2 — {(2a + ma® /g 2%
(48

En additionnant (12} et (13} membre a2 membre, nous

aobtenons (13.

Corollaive 5.8

t

Pu, v £ Ta,b3d, !
] t
1 U H
H PoF{) midu) = Fiwy — Flud :
i u



D’ aprés le théoréme 5.7
M

7
Fiw} = Fi{ay + j Fix) midi, FOR} = Fla) + F 3¢y mdul
@ Ja

Si nous substituons ceci dans la conclusion du
corollaire, nous obtenons la conclusion du théoveéme 4.2,
=

Remargue: Lorsqu’une fonction F oest définie sur un
ensemble contenant les points u 2t v, on utilise la
notation s

F(Y = Fdwd - Flad,
Ceri nous permet A4’ ésrive la conclusion du covollaire 5.8

sous la forme familig2re
n

s
I f() mldiey = F ()
u AL



La version des théorémes 4’ intégration par substitution
et par parties que nous présentons, dans ce paragraphe,
n’est pas la plus générale, Dans le paragraphe & du
Fieme ~hapitre, nous verrons des extensions de ces

théorames.,

Spient [a,bl, [o,d41 deux intervalles coapacts.
Si f est d&finie et continue sur [e,d3, si g est
Adefinie et rontinument dérivable sur [a,bd et A ;
'
valeurs dans [2,d1 alors, H
i

k) L
f Fid) midid = r FigiyddDgiy) midyd

o S| \.!'-n

Supposons que 1’ affirmation suivante est démonirée:

" yne fonetion continue sur un intervalle [a, bl est

intégrable sur Ca,bd ", ( I1 s'agit en fait du zorpllaire
IIT1.1.3 qui sera prouvé ultérieurement ). Définissons

T
-
¥
[n8
led

A
Félur = r Fixy midx}), pour chague o
Jg(n)

D’ apras le théoréme fondamental 5.3, DF G = §f0G0 pour
tout o € [e,dl, et done

{ dF{g('f‘;’k Fa rj'f b I}ng{*—g‘lﬁ"ﬁgfy\ = -.f'(gf'.is)}ag(\f} pour

tout v € Ca,bl, Far application du corollaire 5.8, 11



Fig(hYy — Fi(g{al}
%Eb)
£y mldsd

o <md

Théoreme &.°

Spient f, g, F et & des fonctions d&finies sur un
intervalle [a,bl telles que, pour tout x € La,bl,

DF (:y = F(G:) et DGGY = gGod,

alors, b

L L

! Si les produits f.G et F.g sont intégrables sur La,b]
H I FOLOGOD midy = FOGaOGOGS] r FOorgha midid,

Fouy tout = € [a,bld,
DEF GGl = DFGOG G + FOGODGEED
= f{:2000 + Flagh,
Las deux fonetions du membre de droite de la derniare
&galiteé &tant intégrables sur [a2,bl, DIFGGGNT 1M est

fgalement; ainsi, par application du théorame

e

fondamental 5.

¥

FbXGihy — Fizaiaiay = Foeri3dY + Fiwdgind 3 midud.
p=4

fpci entraine la conclusion du théovéme.




CHAPITRE IIIX
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Nous avons vu, dans le chapitre II, que 1’ intégrale de
Jjauge est un prolongement de relle de Riemann. Dans ce
chapitre, nous allons établir gque 1’ intégrale de jauge
posseéde certaines propriéteés analogues a celles de

1’ intégrale de Lebesgue. Ces propriétés nous permettront
de démontrer, au chapitre V, que les deux intégrales sont

égales.



T
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§1. Criteére 4d’intégrabilité

Four montrer qu’une fonction f est intégrable au sens de
jauge en utilisant la définition 1.3.6, il est nécessaire
de connattre, A 1’avance, la valeur de 1’ intégvrale, J.
Or, dans de nombreuses applications, nous ne sSavons pas
ce gque vaut J et nous voulons, néanmoins, savoir si
1’intégrale existe. Le theoréme suivant nous permettra de

résoudre ce probléme.

Théoreme 1.1

i f est une fonction réelle définie sur une partie
B < R, 1"intégrale

I £GO mldi)
| =]

existe si et seulement si la condition suivante est

varifibe

que guelles que soient Gjet & deusx partitions
¥ —fines de R, les sommes de Riemann SO ; fa),
5(@"; fe) sont finies et vérifient

1 S(Q fe) - S(O;fa) | £ E .

Cette condition s’ appelle condition de Cauchy.

1 1
L] 1
! pour chaque €)Y 0, il existe une jauge 3 sur R telle !
T L
i H

Supposons 4’ abord gue f est intégrable sur B et que son
intégrale vaut .J. Nous allons montrer gue la condition de

Cauchy est vérifibge,



.3

D’ aprés la définition I.3.4, pour chague £ 0, on peut
trouver une jauge sur R telle que pouy chagque
partition © ¥ -fine de R,

(1y | S(@;fe) - J 1 L /2.

S5i @ et Q' sont dewusx partitions ¢ —fines de R, elles
verifient 1'intgalité (1). Ceci entralfne que S(Gf; fe) et
=4 ¢ QEF,) sont finies et que
! 5(F;fe) - S(O; fa) !
£t SCQ ) — J
{ E F2

L - SR fe)
/2 = £ .

Far conséquent, la condition de Cauchy est véerifiée.

+
+

Supposons maintenant que la condition de Cauchy soit

véritite et montrons que f est intégrable sur B.

Si la condition est vérifiée, pour chaque £> 0, nous
pouvons choisir une jauge Y sur R telle que quelles que
soient & et G deux partitions ¥ —fines de R, 5(0 ; fe)
et S(Q";fe) sont finies et

v
(2) ! S(Q;fe) - S(O;fe) | & E£/3.

Choisissons une partition QLCel Wg—fine de R et
deéfinissons 1'intervalle fermé CLET par

crel = € 5(QLed;¥) - E/3 , S(EL£T;Fe) + E/3 ]
D’ aprés (2), si @ est une partition U -fine de R,
S(@;fe) € CLET. Si £ et £ sont des nombres > 0, ¥ =Y N .
est une jauge sur R. En appliguant le théoreme T.4.2, on
peut trouver une partition C—fine Yde R. D'apreés le
theoréme I.4.3,  est a la fois (o —fine et (o —fine,
done (0 ; fe) € CLE1 et S(®;fe) € cLed. Far application
du théoréme Ay de 1% annexe Al, nous savons gu’ il existe
un nombre . contenu dans tous les CLE1 ¢ 2> O ).
i s » 0 et (¥ est une partition (;-fine de R, alors
S( V;fe) et J sont dans CL<1. Comme la longueur de CL2]
est 2 £/3, | S(CP;fB) —J Y { £, Ceci nous montre que

est intégrable sur B et gue son intégrale vaut .J.



De ~e théoréme suit un corollaire gui est, en fait, une

l&égére modification du lemme IT.3.1.

Corollaire 1.2

Soit f une fonction réelle définie sur une partie

PcR. Si pour chagque £)> 0, il existe des fonctions g

H i
’ !
! et h intégrables sur B telles que: H
1i) gGo £ ) £ hix), pour tout x € B; et i
L] 1
Piid f hG) midie) I g midy + £ ; H
i ) _ B i
! alors f est intégrable sur B. H
Démonstration:

Spit £ > 0. Mous pouvons choisir deux fonctions g, h

intégrables sur B vérifiant les conditions:

(3} g & F00 £ G0, pour chaque x €EB

r

(&) I hix) mid) £ I qg(x)y midey + /3.
B B

Alovrs, nous pouvons écrire
(%) ge() £ feG £ ha(), pour tout x € R.

En effet, si ® € B, on retrouve 1'inégalité (3); sinon,

les trois membres de (4} sont nuls.

Comme g est intégrable sur B, 1l existe une jauge K)sur R

telle que pour chague partition ¥ —fine © de R,

, )
(&) j gy midd — €/3 ( S( 0 ;ge)
S

{ J g() mldy + ©/3
B2

De méme, ~omme h est intégrable sur B, il existe une
Jauge @“ﬁur R telle que pour chaque partition 'CLfine &
de R,



AT}
1
(7} E hix) m(de — &€/3 5((9;h33
tS
{ I hG¢) mldx) + €73
B

b N .
N7 et ronsidérons une

Définissons la Jjauge ¥= %
partition @ ¥ -fine de R. Alors (&) et (7) sont vérifites,.

De ceci et de (9}, on déduit

f gG) mldx) - €/3 ( S(Q;ge) £ S @; ) £ S5 €;he)
%

{ I hix) mtdx) + &£/3
B

Par conséquent, la somme de Riemann S ¥ ;fe) appartient a

1’ intervalle

1 ‘l‘g(:{) mid) - &/3, J‘h(:{) mGx} + &E/3 L.
B B

D’ aprés (4), la longueur de cet intervalle est ( & et
puisque 5(®;fa) et S(@";fg) appartiennent a cet
intervalle, pour @’ et " deux partitions ¥ —fines
arbitraires de R, 1a condition de Cauchy du théoreéme 1.1

est varifigée. Donc, f est intégrable suvr B,

Un autre corollaire s’ énonce comme sait:

Corollaive 1.3

Si f est une fonction réelle, continue sur un

r

! intervalle compact B = Ca,bdl < R
! intégrable suvr Ja,bl.

alors ¥ est H

]

Sopit £) 0O, définissons 2 = S/ (2 ( m@ + 1)), Comme
f est continue sur B, A chagque ¥ € B, il corvespond un
intervalle ouvert contenant %, (%) tel que pour chaque
v € (Go n e,



L. &

B) | fx) — FG)y + £ £ .

Four X € R \ B, nous prenons poar Y (k) un intervalle
ouvert contenant % disjoint de B ( par exemple, nous
pouvons choisiv (%) = [-o,al pour ¥ { a et

Y2y = 1b,+1 pour R > b ).

Considerons O = £ (%i,A1), ..., (Tw,Ak)r une partition
¥ -fine de 1a,bl. De telles partitions existent d4'aprés
le théoreéme I.4.2.

Soient s et S les fonctions en escalier qui, sur chagque
@i, ont respectivement les valeurs

s(x) = F(R1) — £, 5Go = fGaay + &,
Tout  de 1a,bl appartient A un des Ai et ce fizx est

contenu dans Y (ki). Ainsi, 4'apres (8),
(9) F00 ( FGa) + € = 506,
De méme, pour chaque x € Ja,bl,

(10 FG > F(xi) - € = s{x).,

En appliquant la définition de s et 5, on obtient

(11} S () m{dx) — r 5 () m{di)
Jdm , b3 J:l-,b:l
= I 2 mid) =2 &£m(la,b ¢ £,
Jm , b3

Les inégalités (9), (10} et (11) montrent que les
fonctions s et S5 véarifient les hypothéses du corollaire
1.2, @insi, par application de ~e corollairve, 1’ intégrale
de f sur J1a,bl existe.

]



§2. Intégrabilité absolue

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’une fonction
est intégrable si et seulement elle est absolument
intégrable. Avant de démontrer ce théoréme, nous devons
définir quand une fonction réelle est absolument

intégrable sur une partie B < R.

ffin de ne pas interrompre le raisonnement, démontrons,
4’ abord, plusieurs propriétés que nous énongons dans un

méme lemme.

Soient ﬁ une jauge suvy R et f une fonction réelle.
Soient B3 < R, i =1, ..., h et
@é = L(xy,2,0,5,2), oo, (Ko, kea Ay, keurd?

une partition assignée de B,. Alors

5 A M
De plus, si tous les (. sont (-tines, (¥ 1’est aussi.

1

1

:

! (i) Si By C Bz, 1'ensemble des couples

E 3

t Q@ =4(xa,2,Ax. 24 N Az, 3):i=1, ..., k(1);j=1, ..., k¥
! 25t une partition assignkée de Bi, et

1

! (@ = 5(8,; .

i )

! De plus, si § est ¥-fine, & 1’est aussi.

! (ii) Si les B; sont disjoints deux a deux, 1'ensemble
1 W

! des couples & = G, u ... u @y

! = $lwg, 3,05, 30:d4=1, .. hpd=l, aes, ROLFD
! est une partition assignée de Ba U ... U By et

: SCHGF = SR + ..+ S(E; D,

e e e e i WS he M s M e WE e W am MR AW RS mE A aE wE me e ea

-

-
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Démonstration:

Preuve de (i)

FPour montrer que @Jest une partition assignée de Bi, il
faut essentiellement prouver que les Ai, i 01 Az, 5 sont

dis joints deux A deux et gue leur union est Ba.

Chaque A:,3 et A=z, étant des intervalles ouverts a
gauche, Ax,i N Az, 3 est aussi un intervalle ouvert 2
gauche. Tout point x de Bi appartient a Bz. Donc, ce
point est dans un intervalle Ay i de la partition
assignée (?ide By et aussi dans un intervalle Az, de la
partition assignée  de Bz. Ainsi, les Ai i 0 Az, § sont
des intervalles disjoints deux A dew: dont 1’union waut

Bi. Par conséquent, (?’est une partition assignée de Ba.

Montrons que S( @;f) = S(&;f). Chaque x de Ay i
appartient aussi a 1‘un des Az, i, donc A ,i est 1'union
des intervalles Az, i N A=z,1, ..., Az,i N Bz, kez>. En
appliquant le corollaive I.1.Z, on obtient

m{Ag, i) = mlAx, i N Az,2) + .o + mAx, 4 N Az, wcz> ).
En multipliant les deux membres par f(xi,6i) et en sommant
pouvy i = 1, ..., k(1}, nous obtenons

() Q1) Rev)

i%,f(xl'i) m{Ay i) =‘Ei ﬂi Fla i) m{As 3 0 Az, 57,
- A A:
o’ est-a-dire S(Q, ;) = i@ ;.

Maintenant, si GAESt 4 —fine, pour chaque i et j, nous

i - —_— = Y
avons € (x1,3) O Ax,3 D (Ax,i N Az, ;) ou encore, @ est

(—fine.

Preuve de (ii):

‘|
Montrons 4’ abord gue ® est une partition assignée. Chaque
point ¢ de By U ... U By est dans un seul B,, donz il est

dans un seul A5 1 de la partition assignée 6% et dans

aucun intervalle 4'une autre partition @g . Ainsi, les
intervalles A .1 ¢(j =1, ..., h; i =1, ..., k{j)) sont
disjoints deux A deux et leur union est By U ... U B,

o & .
Far conséquent, ¢ est une partition assignée de

B:.U..,UE-.-.
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%i chaque @6est % —-fine, pour chague couple (xj,i,Rj5, 1)
de ®", A3.3 < § (x4,i) ear (xj,i,Ai, i) appartient A la
partition {-fine @Bet donz, & est ¥-fine.

11 est clair, que .
) «Rq g(p R
S(O;F) =% F Fx5,4i) mlAj, i) = % SCQ; .
2‘='.L L h:i $

En appligquant le lemme 2.1 avec By = R et Bz = R, nous

pouvons reformuler le théoreéme 1.1 comme suit:

Une fonction réelle f définie sur une partie B de R
est intégrable sur R si et seulement si pour chague
£ >0, il existe une jauge 3 sur R telle que
quelles gue soient (S)Et ®" deux partitions

f -fines de R ¢ @)et ®" &tant les partitions
définies dans le lemme 2.1) les sommes de Riemann

(B fa) et 5(6";fe) sont finies et

e e s WM g mE mm M GE WE AW mE mm m e

R
:,Zﬂ‘Ei(fs(xi’) - fu(x3") mdAL" 0 A" {2 .
[ 8 ht

Donnons, A présent, la définition d'une fonction

absolument intégrable,

Définition 2.

™

A
L R fe(xi’) — felxz") t mdAy’ 0 A" ( T s

! Goit f une fonction réelle définie sur une partie H
; B CR. f est dite absolument intégrable sur B si et ;
E seulement si pour chague £ 0, il existe une jauge H;
E sur R telle que guelles que soient (E)et 8" deusx ;
; partitions § —fines de R, ;
8 = G’ ,B1’), ..., Gt LBk Y et
@ = £€xa™, 82", .vv, tn",ABn"™ Y,
{ on a 2
t i



Cette notion intervient peu dans les applications mais
elle est trés intéressante au niveau technique,
notamment, dans les démonstrations de certaines

propriechs,

D’ aprés la reformulation du théoreéme 1.1, il est clair
qu’ une fonction absolument intégrable est intégrable.
Avant de démontrer la réciprogque de cette propriéte,
ttablissons un lemme gqui sera utile dans plusieurs

démonstrations.

Lemme 2.3

Soient f une fonction réelle, intégrable suvr B C R,
£ > 0 et ¥ une jauge s R telle gue pour chaque

partition® ¥ -fine de R,

E :
H H
‘ :
, :
! I 5CQ;fe) - J‘ fFlx) mldd ¥ L £ . :
i " i
! g i
! 5i ® et @ sont deux partitions ¥-fines du méme H
: :

ensemble C € R, alors | S(& ;fa) — S(&"fa) | ( 2 & .

i ¢ = R, le vésultat est trivial., Or, € est un sous—
ensemble de R qui a une partition assignée ¥-fine,

~' est-a-dire que C est une union finie 4’ intervalles
ouverts a gauche. Puisque C est 1’union 4’intervalles de
la partition K =fine @), son complémentaire R N C
~consiste en un nombre fini 4’ intevvalles ouverts a gauche

BI, u-n,E'n-

Far application du théoréme I.4.2, il est possible de
trouver une partition § —fine @épﬂur chacun des B,
D' aprés le lemme E.l,@FUEiU - Uﬁhest une partition

( —fine de C U By U ... U B, = R et donz, par hypothése,

e a5

ST UGU L. UG, fer - J- FGO med) L8
B



De méme,

t SCQUBY ... UG ;fe) - [oou s | e
B

Ce gqui entratne
i
(1t S(RUBU ... U§;fe) - S(RUGU ... UG fadt ¢ 2 £

D’ aprés le lemme 2.1,

) m
2 s(QuQu ... UG, ;fe) = S(@;fa) + S(8, ;fa),
=4

Il

| ) m
3 S(G'UQ_U ol UG e s¢P ) + I s<@6;f3).

\=4
Si nous portons (2) et (3) dans (1), nous obtenons la

conclusion du lemme.

Nous pouvons maintenant prouver gu’une fonction

intégrable est absolument intégrable.

Thénréms 2. %

Gpit f une fonction réelle définie sur une partie
BCR. Soit £) 0. Si f est intégrable sur B et si X
Esf une jauge sur R telle Aque pour chaque partition
¢ ¥ -fine de R,

1 SCQ; fe) - J‘ £ mld) bV { E/4,
B

alors quelles gue soient
3
B = £¢xa’ ,02%), v, (e’ LAR')F et

)l
& = T ", AL™Y, ..o, n",08,")F deux partitions

§ —fines de R,

e m R e W M M mem R s M M M S A W W mE me mS wa

LY
(&) 2 t telxa’)y - fa(H&“} tm{AL N ALY (£ .
L A a? A
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Supposons que f est intégrable sur B et montrons qu’'elle

est absolument intégrable sur B.

Soit &£) 0. Il existe une jauge ¥ sur R telle que pouy

chague partition € T -fine de R,

(5) | S(Q;fp) - I fFO) md) | ¢ E/4&.
[=3

Considarons Gﬂet 8" deusx partitions ¥ —-fines de R. D’ aprés
le lemme 2.1, .
'z £(xi’, AL’ NAS™ : i=1, ..., k; i =1, ..., h? et
Q"= f(xi", A’ NA™ : i=1, .., k; =1, ..., h¥
sont des partitions ¥ -fines de R. Nous scindons
l'ensemble £¢i,j» i =1, ..., k; =1, ..., h} en deux
sous—ensembles, le sous—ensemble
I = 4(i, i) tel que fe(xai’') 2 f;(xé“)} et
le sous—-ensemble
IT = (i, J) tel que felxi’) { felxi"di.
Gi ¢ est 1’union de tous les Ai’ N A" pour lesquels
(i, j) € I, alors les ensembles
(s’ A0 AG"Y - (i,j) € I et
L0x¢g", A0 A" - (i,J) € IF
sont deux partitions { —fines de C. D'aprés le lemme 2.3
et (5},

(&) PR (fe(ka’) — fs(gj")) m{AL'N A" | ( E72.
L‘)&,\é_:f
Mais, d’aprés la définition de 1’ensemble I,

(fo(xi’) - fg(xj")) » 0,

nous pouvons donc écorire (6) sous la forme

(7y E 1 felxi’) — fpleg"y | mAi’0 A" < Ef

De méme, les deux ensembles
“0xa’ 0370 A"y - (i,J) € IIY et
{(xé",ni’ﬂ A"y - {i,Jg» € 11z

sont des partitions }} —fines de R \ € et en appliquant le

lenmme 2.3

r

P E (felxg™ — fe(ei®)) mdAi'N A" + { €/2,

GLBNET
De nouveau, (fa(iy"™) — fedlxi’)) > 0, ce qui nous donne
(B I 1 felu’) - falgg™ | mA’ 0 A" (/2.

lt: S
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L’union des deux ensembles I et II forment 1’ensemble des
couples £¢i,j) : i =1, ..., k; =1, ..., hy, donc en
additionnant (7) et (8), on obtient bien (4). Ce qui

prouve 1’intégrabilité absolue de f sur E.
3

Remarquons que si nous avions demandé dans la définition
de partition assignée que x3 € A4, i =1, ..., n, nous
n’ aurions pas pu avoir les lemmes 2.1 et 2.3 at par

conséquent, le theoréme 2.4.

AR e



Souvent, nous rencontrons, en analyse, des fonctions qui
sont, en fait, des composées 4’ autres fonctions. ¢'est
pourquoi, il peut étre utile de savoir si g o f est
intégrable sur B quand f 1'est. Le théoreme suivant

répond A ce probléme.

Théoreme 3.1

Soit f une fonction réelle définie et intégrable sur
une partie B < R. Si g est une tonction lipschitzienne

sur un ensemble D c R telle gue

D Dif(x) : x € By et
g(D} = 0,

alors la fonction g o f est intégrable sur B,

; !
; :
; !
: !
{ D D03, ;
; ;
) :
1 ]
1 1

Soit L une c~onstante de Lipschitz pour g. Puisque f est
intégrable sur B, elle est absolument intégrable sur B,
4’ aprés le théoréme 2.4. Donc, sig) 0, il existe une
Jauge ¥ sur R telle que pour deux partitions ¥ —fines @’

et @”de R (nous utilisons les notations du lemme 2.1),

X R
(1y T E | felxi®) — f2Ce3™y | m(AL" N A")Y < < AL,
2= X X.:L

Puisque L est une constante de Lipschitz pour g,

(23 P glie(xi’)) — glfe e3™)2 1

£ L 1 fel(xi') — felui" i



Mais si xa’' € B, fe(xi') = 0, par hypothese,
g{fe(xi1’)) = 0. De plus, si =i’ é B, [go fle(i') = 0.

Dans ~e cas, nous obtenons 1’'égalité
(3) glfe(xi’)) = [g o flalxxa').

Si %3’ € B, nous avons, 4’apreés la définition de fe
I1.3.4, que fpxi’) = fi’") et

Eg o fle(xi’) = [g o f1Gai') .,
Done, gilfe(xi’)) = [g o flelxi’). Par conséquent, (3}
est vérifide pour tout i. De méme,

(4 glia(xi™) = [g o Tle (5"} .

Si nous portons (3) et (4) dans (2), en multipliant les
deux membres par m{(Ai’ N A;") 2 0 et en sommant pour

chaﬁuemi et ., nous trouvons 4d'apreés (1),

E Y ! [go flatxi’) - [g o fla(xi"™) ! meAi’ N A™
Lz-A {\:i j;\ »L
£ Lj?i Ei% fa (i’ - ¥B(Hj“} tm (AL’ 0 AZ™)

{ L &/L = ¢
Donz, g o f est absolument intégrable sur g et par
application du théoré2me 2.4, elle est intégrable sur B.
]

Ce théoréme admet plusieurs corollaires que nous allons

démontrer maintenant.

Definissons g comme &tant la fonotion y F) mindo,y).

g est continue sur R et g(0) =0, 51 y { =2, g est la
fonction y =) vy et sa dérivée vaut done 1. Si y 22, elle
est la fonction ~onstante - ont la dérivée est nulle,

D’ apvrés le lemme Az de 17 annexe Al, ceci entratne que g

est lipschitzienne. De plus, par application du théoreéme
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3.1, g o f est intégrable s B. Mais, g o f = mind(-, f).
Donc, nous avons démontré gue min(c, f) est intégrable sur
B. Pour prouver gue max(--2,f) est intégrable sur B, il

suffit de définir g par gly) = max(-2,y) pour tout y € R,

[}

I1 est habituel de définir les parties positives et
négatives d4’une fonction f respectivement pav

f* = max{f,0} ; = = maxi{—-f,0).
Four tout xx du domaine de f, nous avons

(5) FG) = £7°G — £~ ; F FGa 1 = 0G0 + 7060,
En effet, si fG0) 20, -G =0 et
7€) = ! F{x) ' = £ alors que si flx) (0, f G =0

et F—(G¢) = —F(x) = | f(x) . Dans chaque cas, les
dgalités (%) sont vérifites. Pour ces fonctions % et 7,

nous pouvons prouver le corollaire suivant.

Corollaire 3.3

§i f est intégrable sur une partie B <R, %, {7 et
! f ! le sont aussi. De plus,
(&4 0O £

f () mldid £ Y PoF G b o mddx),
I\ )

-~
~J
ot
(]
i~

E f~ G mdx) £ F PG o mldid,
Q v

8} H I Fly mlde) 1 £ I VFG) 1 omldid,
B B

Puisque f est intégrable sur B, —f 1’est aussi. En

appliquant le corollaive 3.2 aves - = 0, max(f,0) et

max (—Ff,0) sont aussi intégrables sur B, par conséquent,
f+ st f— le sont é&galement. Puisque | £ | = 7 + 7 et
que 1'intégrale de jauge est linéaire, ' f | est aussi

intégrable sur B.



11 est é&vident que
0Dz F* 2 § £ !, 0 &t £ 1, F£ 1 f

r !

En intégrant et en appliquant le corollaire

obtenons (&) et (7) et aussi

(97 I fFlx) mld) £ I VoG o mddi),
(=3 B
(10} —J' £ midx)y £ J‘ 1 FGO L mldid
| =] B
Si I f(x) m(dx) 2 0 , alors (9 est (8).
B

Far contre, si I FEy mdi) ¢ O, ~'est (10}
B

Dans chaque cas, (B8) est vérifiée,

I1.2.2, nous

qgui est (8).

Le r~orollaire suivant montre gque 1’ infimum et le suprémum

4'un nombre fini de fonctions intégrables sont

intégrables.

gorollaire §;§

., fn sont des fonctions réelles

i

H

! sur une partie BC R, alors max{fs, ...,
1

! min{fs, ..., fn) sont intégrables sur B.
i

~r

Supposons, premidgrement, que n = <.
max{fy , f2) = { 1 + =z + | 1 — f= | ¥/2,
en effet, si f1(x) 2 Ffz20¢), maxi{fi ), =200

Vo Fa () — FfzGa 8= Falw) — Fz(¢), donco,

intégrables

fn) et

} = F10(x) et

H y /2

et

fxl) = max{fy G, Ff2 0D
= ( Fa0G0 + Ff20G0 + § F200 — 20600 1 /2
= ( F1 00 F fzix) + F3 G - f=2(
= 2 F.()}/2 = 1 ()
si Fa() € F=20G0, max{fy GO, 1203 = =2 G0
P Fa sy — F=2Gy Vo= F=200 — £1(G¢), done,

F=(x) = mawx{fi G, f=2007



( F200 + f200 + f=200 — F100 M/2
f=0¢),

D! aprés le corollaire 3.4, 1 f1 — f= | est intégrable sur

I

B et comme 1’ intégrale de jauge est lintaire, max(fi,fz)

est aussi intégrable sur B,

Nous raisonnons, maintenant, par ré¢urﬁence. Supposons
que max(fy, ..., fu) et fi, ..., fusa sont intégrables
sur B, Puisque fx+a est intégrable sur B, en appliquant
la premiére partie de 1la démonstration, nous obtenons gue
max{fa, ..., fu, fre1) est integrable sur B. Donc, la
conclusion du théoréme est valable pour tout n = k + 1 et
par récurrence, elle est valable pour tout n. Four
prouver que min(fi, ..., fn) est intégrable sur B, il
suffit d’utiliser le fait qgue | |

min{fs, ..., fn) = — max(—Ff1, ..., —fn).
=

Voyons ce qu’' il advient de 1’ intégrabilité de 1a fonction
o

pnrollaire 3.9

5i f est une fonction réelle, bornée sur une partie
BCR, intégrable sur B et n € N \ 40 , alors ™ est

aussi intégrable sur B,

Comme f est borné, on peut trouver un réel - tel que

if(x¢} : x EBRYy cD o D= [-z,c],
D&finissons une fonction g sur D par gly) = y™. Elle
admet une dérivée &gale a ay™ ' gui est bornée sur D,
D’ aprés le lemme A= de 1’annexe Al, g est lipschitzienne
sur D, Par application du théoréme 3.1, 1a fonction
g o0 f = " est intégrable sur B.

=

Les deuyx corollaires suivants concernent 17intégrabilite

d4*un produit de fonotions.

1



Corollaire 3.6

|

Si f et g sont deux fonctions réelles, définies et
bornées sur une partie BC R , intégrables sur B, alors

leur produit fg est intégrable sur B.

Démonstration:

Les fonctions f, g et f+g sont bornées et intégrables sur
B. D’'aprés le corollaire 3.6, leurs carrés sont
intégrables sur B et done ((f + g)= - % - g*=)/2, qui est

en fait fg, est intégrable sur B.
]

Corollaire 3.7

5i f est une fonction réelle, bornée sur une partie

! BCR, intégrable sur B et A un intervalle borné
! contenu dans B, alors f est intégrable sur A,

Considérons 1'&galité fal(x) = fe @) 1la@x). i ¥ € A, le
membre de gauche est f(<) et les deux facteuwrs du membre
de droite valent respectivement fG<¢) et 1. Si x ¢ f,
~hacun des membres de 1’égalité sont nuls. Ainsi, fa est
le produit de deux fonctions bornées fe et 1a. Or,
~hacune de ces fonctions est intégrable sur R, Donc,
4’ aprés le corollaive 3.7, fa est intégrable sur R 2’ est—
A-divre ¥ est intégrable sur A,

=
Les hypothéses de ce corollaire sont assez restrictives,
En effet, il faut gque f soit bornée sur B et que
1’ intervalle A soit borné. Nous pouvons démontrer que,
méme sous des hypothéses plus faibles, f est integrable
sur A. Nous prouverons ce résultat au parvagraphe suivant

comme conséquence du théoréme de convergence monotone.,
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§4,. Passage 3 la limite sous le signe intégrale

Une fonction peut étre définie A partir de fonctions
connues, soit en les composant, soit comme limite 4’'une
siyite de fonctions. Dans ce paragraphe, nous allons voir
sous quelles hypothéses, cette limite est une fonction
intégrable et comment trouver la valeur de son intégrale.
Si (fn) men® st une suite de fonctions intégrables sur un
intervalle D, r~onvergeant vers une fonction fo, il est

tentant de conclure qgue

|

Or, ce n'est pas nécessairement le cas. En effet, soit fo

fnlx) mid) = J fa () midx) quan n - .
D b

une fonction définie sur [0,1] telle que fo(D) = 0 et
ronsidérons une suite de nombres réels o3, ¢z, ... Four

chagque n > 0, nous définissons une fonction f, suv [0,11

par fa(b) = fo(O)

fri(x) = 25 51 0 ¢ x { 1/n

fnlx) = foli) si 1/n £ x £ 1.,
fAlors, pour chaque x € [0,11, limn-so fnix) = fabx). Car,
51 % = 0, pour tout n, L) = tolx) et si X » B, pour
tout n ¥ 1/%, fa() = foG). En particulier, considévrons

fol:) identiquement nulle, son intégrale sur [0,11 est
nulle., Nous pouvons calzouler 1 intégrale des f,, nous
AVONS
!
f fnix) midx) = on/n,

Q

Si chaque ¢, = 1, on/n tend vers 0 gqui est 1’ integrale de

fo sur [0,13. Si 2, = u; la limite des on/n vaut 1.

Si £ = (-1)7n, £n/n vaut alternativement 1 et -1 , 1a
suite (on/n) n' admet donc pas de limite,

Enfin, si o, = ¢, 1la suite {(c,/n) est non bornée. Ainsi,
il est possible pour fo d’etre inkégrable alors que les

intégrales des f. convergent vers 1’intégrale de fo, ou

L)
I
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tendent vers une autre limite, ou restent bornées en

n' approchant aucune lLimite, ou encore sont non bornées.

Cet exemple montre que si une suite (f,) converge point
par point vers fo, pour conclure que fo est intégrable et
que son intégrale est la limite des intégrales des fn,
les f,n doivent satisfaire A des conditions
supplémentaires. Le theoréme que nous allons démontrer
donne une de ces hypothéses, A savoir la convergence

uniforme.

ThEoreéme 4.1

Soit B un intervalle borné de R. Si (fn)npen¥*® est une
suite de fonctions intégrables sur B et convergeant
uniformément sur B vers une fonction fo, alors fo est
intégrable sur B et

J‘fn(:() midi) = limp—>c J‘fn(:{) m () .
® B

m. s mE MR AW BB mE SE mEe as Ee
- me M e M mm A mE

Soit £) 0. Deéfinissons g, par £, = &£/7(2 m(B) + 1),
A 2

Fuisque fn —? fo uniformément, il existe un entier n tel

que si n ) ng ,

P fanGd - fao i)

{ &, , pour chague x € B.
Définissons les fonctions gn = fn — &, et hn = fn + £,
elles sont intégrables sur B car fn et ¢, le sont. D' aprés

1’ inégalité précédente, gn £ fo £ by sur B et

f b () midid - j On () mldd
B B

= r Eii_m{dx) = 2
Je

L m(B) ¢ £.

Donc, par application du corollaire 1.2, to est
intégrable sur B, De plus, puisque

-

P Fal) — folxd | L £, + POur chagque x € B,



fo — €,¢ fn ( fo + &, sur B et pour tout n > n. .

Ainsi, en intégrant sur B,

‘r{o(x) m{did — £ m(B) £ S (3¢} m (i)
B t B

I~

J fo ) midi) + £, m(B),
%

Comme glm{B) {&,

~
m

! j frn ) midiad - j fo () m{dx)
& LY

Ceci entratne que

Efgc:«:) midx) = limnp—n j‘ fr (¢} mdi)
B [

Nous retrouvons, ici, le théoréme bien connu de passage A
1a limite sous le signe intégrale pour 1'intégrale de

Riemann.

Dans les applications, on rencontre souvent des
situations on la convergence uniforme de la suite de
fonctions n’ est pas vérifite ou encore trés difficile a
prouver. Four remplacer le théoréme 4.1, nous allons
ttablir deux théorémes; ie premier est le théoréme de
convergence monotone que nous démontrons dans ce
paragraphe, le second est le théoréme de convergence

dominde 4qQue nNoUs Prouverons aud paragraphe 8.

Le théoréme de convergence monotone s’ appligque aux suites
de fonctions croissantes ou décroissantes. Une suite (f5)
~sroissante converge, en chaque point x, wvers une
fonetion limite qui peut étre finie ou + 00 au point <.
Nous rconsidérons, ici, seulement le cas od 1a limite de
(f.) est finie. Si les fonctions f, forment une suite
sroissante et sont intégrables sur une partie BCR, 1a
suite de leurs intégrales est croissante, d4°aprés le
corollaire I1.2.2. Donec, elle converge vers une limite

finie ou + ®



Théoreéme 4.2(thénréme_de convergence monotone

Soient B une partie de R et (fn)nen® une suite

monotone de fonctions définies et intégrables sur B.

- mm me ==

Supposons que la limite, quand n —) +0, de (f,(x))
est un nombre fini pour chaque x € B. Alors, la
fonction qui en tout point x de B, prend la valeur
liMp—»00 fm(x) est intégrable sur B si et seulement si
les intégrales des . sur B fnrmenf un ensemble borné

de réels; dans ce cas:

B‘nm..-,m fm (¢} m(dic) 1imn->mj‘ £ (¢} m(dd
B B

Em mm mam mE mEm SR aE SS am mEm mE mS mE AR mE

Nous allons démontrer ce théoréme pour une suite
~roissante de fonotions. La preuwwve est similairve pour une
suite décroissante, il suffit de faire un simple

~hangement de signe.

Pour simplifier les notations, nous posons

folx) = lima—> © Fam C0)
partout oa la limite existe. Alors, fai{x) £ to0(x) pour
tout n € N* et tout 1 € B.

Supposons que fo est intégrable sur B et montrons alors
que les intégrales des f, forment un ensemble borné.
Comme f,() £ fag(¢) et fo est intégrable, 4'aprés le
corollaire I1.2.2,

(a2 ) midi) £ j Tn iy mid) £ j’fn(x} midd < o ,
L) B &

pour tout entier n. Et donz, 1la suite des intégrales des

fn est bornée.

Réciproquement, supposons que les intégrales
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dn = j fr () mdid fn = 1,2, ...}
B

ont une borne supérieure finie. Ces ., forment une suite

croissante. Donc, ils admettent une limite finie que 1’'on

note J : J = lifMn—»x Jn. Nous allons montrer que fo est
intégrable sur B et gue son intégrale vaut J. Nous
prouvons, d'abbrd, ceci sous 1'hypothése supplémentaire
f1(x) 2 0 pour chaque x € B.

L’ existence et la valeur de 1’ intégrale sur B d'une
fonetion définie sur B ne sont pas affectées par les
valeurs de cette fonction en dehors de B. Donc, nous
pouvons supposer que fo, fi, f=2,... sont définies sur R

tout entier et nulles sur R \ B, Pour chacune de ces f,,

(f)e = f,4, et done S(Q ; (Fide) = S(Q ;f4).

Spit £ 0. Comme (J,) converge vers ., noOus pouvons

prendre un entier N > 0 tel que
(1) Jy ¥ J - E/2,

Four chague X € R et ~haque entier n > 0, considérons
(23 fa() 2 ((2J +E£X/7(20 + 223} folx).,

Si folx) > 0, ((BJ +EM/(2) + 28 1) faolx) { folx) et

FaG) —) fol(x) quand n =Yoo ,donc, (2} est vraie pour tout

n grand. Si feo(x) = 0, de 1’inégalite
D £ F1.0G0) £ fnix) £ folx) = 0,

nous déduisons que tous les f,(x) sont nuls et donc, (2}

est valable pour tout n., Dans chacun des cas, pour tout

x € R, nous choisissons un entier nGo tel que nix) > N et

pour leqguel (1) est varifite, o~fest-a-dire,
(3} Freo () 2 (B +C 21720 + 2£)) fold.

Four chague entier n > 0, 1'intégrale de ¥, sur R existe
et vaut J,. Nous pouveons, dés lors, trouver une Jauge T;
Csur R telle que pour toute pavtitinn(? &;*¥ine de R,

P GUR ofD — o 3 4 SRR,
Hhiiniasans ¥, por o =GR N o 0 Wotn =1,2,3, ... 11

est svident que, pour tout x € ﬁ,
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(&) %, 0G0 D ¥y () D%y Gy D v

D’ aprés le théoréme I1.4.3, chaque ¥ wm 25t une jauge sur R
et si & est une partition ¥, -fine de R, elle est aussi
ﬁ£~fine. FPar conséquent, si ® est une partition Yy-fine
de R,

(9 | S(®;fn) = dn | ( E£r27F,

Soit x € R. Puisque %, 83, ¥», ... sont des Jauges sur
R, chacun des ensembles ¥,(x), ¥gx), ... est un
intervalle ouvert contenant x. Un 4’entre eux est indexé
par le nG) choisi dans (3). Ce Y, 4%} sera noté X o,
Alors la fonction § suvr R définie par

Y () =\t§m(ﬂ(x) pour x € R
est une jauge sur R. Nous allons montrer que ~*est la
jauge que nous cherchons, <’'est-a-dire la Jjauge telle que

pour toute par‘titinn@‘&—fine de R,
&) J -8 { (B ;fa) ¢ J + & .

Considérons une partition ¥ -fine de R,

@ = G, A1), h, G, AT,

D’ aprés (3),'&& < Jinad = &Mw&“i) C‘XN(xi} et donc, @ est
fﬁ—fine. Far conséquent, de (4), nous déduisons
I SOP ;Fu) = Iy | £ Ez2ne=,
Fuisque fu(x) £ foix) pour tout x € R, ce qui préceéde at
(1} impliquent
S(®;fo) 2 SIQ ;Ffx) » Jy - Es2v3 » g - ¢
fiinsi, la premidre inégalité de (&) est véerifiee.

S0it M le plus grand élément de 1’ ensemble

in(i), ..., n(k)?. D&finissons, pour chaque entier
h » O,
(7) ILhl = £i € {1, ..., kitels gque n{xad? = hi.

Alors, les ICh] sont disjoints dew< A deux et chague
i € 1, ..., k» appartient 3 un et un seul des IC11,...,
IfMl1. Nous définissons aussi

AChl = U f{Ai : i € IChlr et



(8 @rhl = (xi,A3) : i € IChI1}

Pour chaque h € 1, ..., M» et chagque couple
(x4,03) € @ Ch]l, nixi) = h et donc

Ay CTead = Yy dxdd = X, Gxad
Dés lors, ® £thl est une partition Xﬁ—fine de ALCh].

Four tout 1 € 1, ..., Ky , nous pouvons choisir une

parfitinn Xﬂ—fine Gﬁ%de iz et nous définissons
e
rh1=u &
eI 3 .
Par application du lemme 2.1, S" Chl est une partition
Xy —fine de ALh], donc de (4), si (x,A) est un couple de
G Chl, & ¥ G <¥y(x). Dés lors, @ [hl est une
’ n A
partition {y-fine de AChl. Comme @ Chl et ®Chl sont deusx
partitions kafines de ACh] et de (%), nous déduisons par

application du lemme 2.3,
()  SC(OCh1;fn) { S(& LRI, fn) + Es2r+=,

Four tout couple (xi,Ai) € @ Chl, d'aprés (7) et (8),
m{x¢1) = h et par application de (3},

Frplxi) 2 (20 + & ) /7 C 24 + 2 £) falud),
Dés lors, le membre de gauche de (9) n’augmente pas s5i
nous remplagons fn, par (( 24 + ¢ ) / (24 + 28 )) fo.
Les fj étant croissantes et M 2 h, fu 2 fn et le membre
de droite de (9) ne diminue pas si1 nous vemplagons fn par
fu. Par -conséquent,

(20 +6) 7 (25 +2& 1) S(QLhI; )

¢ SCQLhI; f) + E720 =,

Nous sommons ~es inégalités membre 2 membre pour
h=1, ..., M. La somme des 5¢( PChl; fo) est la somme des
termes folx1) m(Air pour tour i € IC13 U IC2] ... U ILMD,
., k¥ . Le
résultat vaut S5(Q ;fo). La somme des SCGﬁthJ;fH) est 1la

~?' est—-3A-dire 1a somme pour tout i € 11,

somme des termes fmxi) m(AD pour tout couple

(2,01 €6 =8"C17 U ... U &' EM1. D’ apreés le lemme
2.1, ©'est une partitinn‘éﬂ—fine de

AC11 U ... U ACMI = R. Donc, en appligquant le lemme 2.1,
} 5CTh d) + £/ 2rem

e = (@ ) + £/23 4E/24 & Eyans,

En combinant ces résultats aves (95),

“
ok
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S(E;fe) € (C 20 + 2¢) / 20+ ) ( S(Gﬁ}fﬂj + E/4 )
L ({2 + 26 7 €20 +EYY (dp + E 7203 + E£/4)
{4+ .

Ainsi, la deuxiéme inégalité de (4) est vorifite., Le

théoréme est done prouvé sous 1’ hypothése supplémentaire
(10} falxd 2 0, por % € B,

S5i les f,, forment une suite croissante et si leurs
intégrales sont borntes mais (10) n’est pas vérifibe,
nous dé&finissons les fonctions g. par
gnix) = fnix) — 1) pour tout x € R. Les fonctions gn
forment une suite croissante, leurs intégrales sont
bornées et de plus, 1’hypothése (10) est vérifite. Donz,
4' aprés la premiére partie de la preuve, la limite des
gn, quand n =) +®, est intégrable sur B et son intégrale
est la limite des intégrales des g,. Mais,

limn—>0 9nfx) = limp—> o (fa(x) — fi(x))
done la limite des §,, doit étve aussi intégrable sur B.

De plus,

Il

j’lim“_>00 fn () m{did J’limn—>mgn(x) m ()
ks &

+ \r{x(x) m ()
o}

I

limpm—w {j fr () m{d) —j“f;(x) m(de} ¥
b b

+ J"-F;(:{) m ()
B

Il

lip—>co Tfn(x) m {dx)
B

Ce theoréme permet 4’ étendre 1'utilisation du symbole
d’ intégration.

DEfinition 4.3

! Soient B une partie de R et ¥ une fonction réelle i
1 ]
! d&finie sur B mais non intégrable sur B, 5'il existe |
1 1
1 1

une suite oroissante fa, f=z, fz, ... de fonctions



intégrables sur B et convergeant vers f en tout point
de B, nous définissons

J‘f(:{) mi{d) = +0
B2

5'il existe une suite décroissante ., f=, f=, ... de
fonctions intégrables sur B et convergeant vers f en
chague point de B, nous définissons

I fFG) mid) = — o0 i
B

M mE mEm mE meE R me AN o S M e M e mE e e
mE e mE mem MM mEm AT mm WS mE mE MR mm mE mm A

farAce A cette définition, le théoréme de convergence
monotone peut s’énoncer sous une forme plus facilement

mémovrisable.

Corollaire 4.4

S5i f est une fonction réelle définie sur une partie
B CR et fi, fz, fs, ... une suite monotone de
fonctions intégrables sur B et convergeant vers f en
chaque point de B, alors

limp—» o 5 fn () mldi) = 5 £ mddid
& )

Nous pouvons aussi donner une forme plus générale du

lemme I.3.8.

5i A est un intervalle {(borndéd ou non} de R, alors sa
fonction caractéristique 1la a une intégrale sur R et

(11> " 1lae) midid) = m{A).,
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Démonstration:

Si A est borneé, la conclusion du lemme suit du lemme
I.3.8. Si A n’est pas borné, considérons la fonction f,
définie comme étant la fonction caractéristique de

AN J-n,nC et ce por n = 1, 2, 3, ... Alors, d'aprés le
lemme I.3.8, f,. est intégrable et son intégrale vaut

m{A N 1-n,n1) gui crof4t sans borne guand n augmente. Pour
H g’n, fnix) = 0, pour tout n; pour x € A, fnr(x) est
sroissante quand n augmente et vaut 1, pour tout n grand
assez pour que x € 1-n,nl. Par application du théoréme
4.2, 1a n’est pas intégrable mais d’'aprés la définition
4.3, le membre de gauche de (11) A la méme valeur, 3

savoir oo , gque le membre de droite.
-

La définition 4.3 permet de faire une distinction entre
"f est intégrable sur B" et "f a uae intégrale sur BY
puisque f peut avoir une intégrale sur B dont la valeur
est +® o - sans étre intégrable sur B. "t est
intégrable sur B" et "{f a une intégrale finie sur B" sont

deux énonceés équivalents.

L’ exemple suivant nous montre comment appliquer le
theoréme 4.2. En fait, nous pourvions utiliser le
théoréme 4.1 car la convergence est uniforme mais elle
est assez laborieuse a prouver, o'est pourquoi nous

n’ appliquons pas ce théoréme.

Exemple 4.6:

Montrons que limp—> oo n{u*™ — 1) = 1In u.

Demonstration:

Definissons f et f, par
fFGa) = L/u, frpix) = 3™~ ppuy 1 ) 0O,
Puisque x*™ =) 1 gquand n -} + m , f,{x} converge vers

fix) pour tout 2 > 0. Si 1 £ x £ u, F10) 2 f2000 2 ..,
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L.

et si 0 ( u &£ x &1, fa(x) & f2(x) £ ... Dans chague ras,
le théoreéme de convergence monotone 4.2 peut s’ appliguer

et alors,

n{yrts™ — 4 = ;cf“(x) m{dx} converge vers
Vel
W
Jf(x) midx) = 1ln u,
,

5

]



Dans ce paragraphe, nous présentons des théoremes
traitants de 1’ intégrabilité 4’un produit de fonctions.
Leurs démonstrations sont, en fait, de simples
applications du theoreme de convergence monotone. Nous
allons commencer par démontrer un lemme qui nous
permettra 4’établir une légere modification du corollaire
3.7,

Soient B une partie de R et f, g deux fonctions
réelles positives définies sur B et admettant une
intégrale, finie ou infinie ,sur B. Alors, fg a une
intégrale sur B. Si, en outre, il existe une fonction
M intégrable sur B telle gque fGdglx) £ M) pour

tout % € B, alors fg est intégrable sur B.

Prouvons 4 abord un résultat préliminaire qui simplifiera

la démonstration de =~e lemme.

5i f est une fonction positive ayant une intégrale
sur B, alors il existe une suite croissante fa, f=z, ...
de fonctions positives, bornées, intégrables

sur B telle que (£, ()} converge vers fx¢) pour

- M mm me mm mE M mm me

chague € B,

Si 1’'intégrale de f sur B est infinie, d4' apras la
dafinition 4.3, nous pouvons trouver une suite croissante

fi', f=2', ... de fonctiuns'intégrablea suyr B et tendant



partout dans B vers f. Gi f est intégrable sur B, nous
~rhoisissons tous les f,' é&gales a f. Pour chaque entier
n ) 0, définissons fn par fn = min(n,max{f,’ ,00). Ces f,
sont positives et bornées puisqu’elles ne dépassent
jamais n. D’ aprés le corollaive 3.2, elles sont
intégrables sur B. De plus, il est clair que si uw, u" et
v sont des réels tels que u’ £ u", alors

max(u’ ,v) £ max{u",v) et min(u’ ,v) &£ min(u", v).
D’ o, pour tout % € B, '

frnes (3¢} = min((n+l, max(f’ 1 (3 ,0))

I

min((n, max{f’ ez (<) ,0))

a2 min((n,max(f’' G ,00) = §, 0G0
Ainsi, les f, forment une suite croissante sur &. Four
tout ¥ € B et tout n tel que n } f{x), nous avons
n > max{f,’ GO ,0), done F, 0G0 = max(f,’ <) ,0).
Le membre de droite de cette é&galité tend vers
max (£ () ,0) quand n = +c0 . Ov, max(f(x)},0) = Ff(x) car §
est une fonction positive. Done, +,(x) converge vers

f(x). Ce qui termine la preuve du résultat préliminaire.

Considérons, maintenant, f et g deux fonctions positives
admettant des intégrales sur B. D' apreés le résultat
prouvé précédemment, nous pouvons trouver deux suites
croissantes fi, f=, ... 2t g1, g=, ... de fonctions
positives, bornées, intégrables sur B qui convergent
respectivement vers f et g partout dans B. Alors, les
produits figs, fzg=, ... sont positifs et croissants, de
plus, d'aprés le corollaire 3.4, ils sont intégrables sur
B et ils convergent vers fg partout dans B. Par
application du corollairve 4.4, fg a une intégrale {(finie
o infinie) sur B, En particulier, s'il existe une
fonction M intégrable sur B telle gue fg £ M, alors pour
tout entier n > 0, fagn £ fg £ M. Donc, les intégrales
des f,g, ne dépassent jamais 1'intégrale de ¥ et 4 aprés
le théoréme de convergence monotone, fg est intégrable

sur B,

Nowus pouvons,d présent, démontrer une améliovation du

corallaive 3.7,



Corollairve 5.2

Soit A un intervalle (non nécessairement borné) de R.

1
1 G6i f est une fonction intégrable sur une partie
! B R, alors f est intégrable sur A N1 B.

Far hypothése, f est intégrable sur B, donc fe est
intégrable sur R. D’apreés le corollaire 3.3, fe* et fe~
sont aussi intégrables sur R. rar application du lemme
4.5, la foncbion caracté@ristique 1, admet une intégrale
sur R et de plus, fe*lg £ fe*. Donc, puisque fe* est
intégrable, 4’aprés le lemme 5.1, fe*la est intégrable
sur R. L'égalité fa* 1) = fane* () est vérifibe pour
tout ¥ € R. En effet, si x € A N B, les deux membres
valent #+(x¢) et sinon, ils sont nuls. Far conséquent,
fane* est intégrable sur R et donc, f* est intégrable sur
AN Ee. Par un raisonnement similaive, nous pouvons
prouver que f~ est intégrable sur A 1 B, ce qui entratne
que f = f* — f~ est aussi intégrable sur A 11 B,

]

Le th&oreéme suivant est une proprieté beaucoup plus

puissante que le corollaire 3.6.

Théoreéme 5.3

5i f est une foncotion intégrable sur R et g une

fonotion pornée, intégrable sur chaque intervalle

bornd de R (en particulier, si g est bornée et H
intégrable sur R}, alors fg est intégrable sur R, i

FProuvons d' abord un résultat préliminaire,



S$i g est une fonction positive, intégrable sur

chaque intervalle borné de R, alors g admet une

intégrale (finie ou non) sur R,

Four chaque entier n > 0, considérons la fonction
gn = Qa-n,n3. FPour tout x € R, prenons n*{x) le plus
petit entier n > 0 tel que x € 1-n,nl. Alors,

gnix} = 0 pour n { n* (o) et

gnix) = g} pour n 2 n™ 0,
D'on, les gn sont croissantes et convergent vers g. Par
hypothése, g est intégrable sur 1-n,nl, donc gn est
intégrable sur R. Alors, ou bien g est intégrable sur R
ou bien, 4’'apreés la définition 4.3, elle a une intégrale
infinie sur R. Nous avons donc prouve le résultat

préliminaive.

S5i f est intégrabie sur K, il en est de méme pour f* et
f~. 5i g est bornée c’'est-a-dire | g) | £ M pour tout
% € R, g% et g~ ont 1a méme borne. Si g est intégrable
sur chaque intervalle borné de R, g% et g~ le sont aussi.
Alors, par application du résultat précédent, elles
admettent des intégrales sur R. Ceci reste vrai si, en
particulier, g est intégrable sur R. Puisque f7g* £ M+
et que Mf* est intégrable sur R, 4'apreés le lemme 5.1,
f*g* est intégrable sur R. Similairement, il en est de
méme por frg—, f~g* et f—g—. Dés lors,

frg* - f7g* - f*g= + f7g= = (£ —f7) (g* - g7} = g
est intégrable sur R.

|

Voyons un exemple d’utilisation de ces théoremas.,

Fuempla 5.4

5i f est intégrable sur R €t k € R, en appliguant le
théoreéme 5.3, les fonetions 1 =) fG0 cos kx et

w =) f(x} sin kx sot intégrables sur R. Les intégrales de
~es fopctions ont une certaine importance dans la théorie

des transformées de Fourier,



84, Intégrales impropres

Pour intégrer au sens de Riemann une fonction non bornée
ou une fonction sur une partie non bornée, nous devons
utiliser les intégrales‘imprupres. L’ intégrale de Jjauge
s’ applique directement aux fonctions non bornées et aux
ensembles non bornés. Nous n’avons donc pas besoin de
dafinir des "intégrales impropres" pour couvrir de tels
cas. Cependant, il est souvent utile 4’appliquer cette
idée, non pour définir 1’intégrale, ce qui est deja fait,
mais pour calculer sa valeur. Le théoreme suyivant montre

que ~’'est, en effet, possible.

Théoréme 6.1

Soient 1a,bl un intervalle de R, ai, az, as, ... et
by, bz, bz, ... deux suites de réels telles qgue
i) A1 2 Az 2 az 2 ... et a3y { by £ bz £ b £ ...
ii} limp->@ Ap = a, limp—>co by =b.

Si f est une fonction réelle définie suv Ja,bl et
intégrable sur cnaque intervalle Jan,bald, alors f est

(1) ka PFGey o m{did

sont bornés. Dans ce =as, la limite

limn—>¢p Ibm f{x¢) m{did existe et

L hal

om

»
(2> j F¢) midx) = limn—> f £y mldx)
Q
Q

L3
1
1
T
1
1
L]
]
1
i
1
1
1
1
1
1
1
L}
1
1
1
1
1
1
intégrable de a A& b si et seulement si les nombres i
:
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
i
L
1
1
M ]
L)



Démonstration:

Remarquons que nous pourrions choisir tous les a, = a at

les b, = b, a peut é&tre - @ et b, + @ ,

Nous avons défini 1’intégrale de jauge de f de a 3 b
comme &tant 1’ intégrale de f sur Ja,bl gqui est encove
1'intégrale de fiw,ss sur R. Mais, changer 1’ intégrant en
un seul point n’affecte pas 1’intégrale. Donc,
1’intégrale de f de a. 3 b, est 1la méme que son intégrale
sur 1’intervalle ouvert B(n) = Ja,,b,L. De méme,

1’ intégrale de f de a A& b vaut son intégréle sur

1’ intervalle ouvert B = 1a,bt.

5i f est intégrable sur la,bC, | f | 1'est aussi. Donc,
les
"
j ! F G mdd) ne peuvent dépasser J VRGO T mdi),
_ B

Supposons gque les intégrales (1) soient bornées et

ajoutons 1’ hypothése supplémentaire
(3 FfG¢) 2 0 pour tout ¢ € B.

Deéfinissons la fonction fn = feny o'est-a-dire
() si x € Bn)
Frlx) = focm =1
ZD si ¥ € R N B(m)

Par hypothése,

midiy = IB” £(¢) mdi)

-

Ism! f {3}

@mT

]

F () midid

B<n>

j frl)y mid)
N

existe pour chaque entier n > 0.

Four tout n > 0, f,0G0 £ faex(x) pour tout x € R. En
effet, si x € B(n), il appartient aussi a Bin+l) et les
deux membres de 1'inégalité valent fG0; 51 0% ﬁ Bin), le

membre de gauche de 1'inégalité est nul et le membre de



droite est positif. Donz, la suite fi, f=, f=, ... est
croissante. Elle admet une limite que nous notons fo.
Four chaque x € B, x € B(n) pour tout n grand, donc pour
de tels n, fn(x) = f(x). Dans ce cas, la limite

folx) = F0) = fa ) car ¥ € B, 5i H,?/E, 4 ﬁ’B(n) pouy
tout n et fel(x) = fo(x). D' aprés le theoreéme de
convergence monotone, la limite fo est intégrable st son
intégrale est la limite des intégrales sur R des
fonctions fn. Les conclusions du théoréme sont donc ainsi

ttablies sous 1’hypothése supplémentaire (3).

Supposons maintenant que les hypotheses du théoréme
soient vérifites mais pas nécessairement (3). Puisque ¥
est intégrable sur chaque B(n), il en est de méme pour
et f~. D'apreés ce gui a été démontrer précédemment, les
deux fonctions positives f* et f~ sont intégrables de a a
b et done, £ = £* - £~ 1'est aussi. De plus, (2) est

vérifite pour % et = donc,

b b b
j f:) mldu} = f £ () mldx) - j f= () m{di)
@ (0} [+ 9
. b bm
= liMp->p ¢ j’f"(:{) mdx) — J“f-m) m (i)}
Qm Qe
. bm
= liMp—>® fF(:) mlde) .

mT

Ce théoréme admet un cornllaire assez utile.

Corollaire 4.2

Sopient Ja,bl et Ja,,bnl les intervalles définis comme
dans le théoréme &4.1. Soient f et g dewx fonctions

Aafinies sur J1a,bl satisfaisant 1’ inkgalite v £t £ g
sur Ja,bl. Si f est intégrable sur chaque intervalle
Jan,bnl et si g est intégrable de a 2 b, alors §f est

intégrable de a a b,



Puisque pour chagque entier n » 0,

fk’“‘ PEGO 1 mdo £ [P gGo mido £ (o g G m ),

e
les intégrales S Y F G Y m(de)y sont borndes. Donc, par

Qon

application du théoreéme 6.1, f est intégrable de a a b.
m

EEE



H

§7. Continuité® absolue de 1'intégrale indéfinie.

Dans le théoréme I1.%5.4, nous avons montré que si f est
une fonction réelle, bornee et intégrable sur [a,bl, son
intégrale indéfinie est lipschitzienne. Dans ce
paragraphe, nous allons prouver que si est intégrable,
méme si elle est non bornée, son intégrale indéfinie
posséde une propriété plus forte que la continuité, A
savoir, la continuité absolue., La définition de la
continsité absolue, ainsi que quelques unes de ses

propriétés se trouvent en annexe Al.

Theéoréema 7.1

S5i f est intégrable sur un intervalle B de R, non

1 1
! nécessairement borné et F est une intégrale indéfinie
i de f, alors F est absolument continue. i

Fuisque f est intégrable sur B, 4’apreés le theoreme 2.4,
le ~ovollaire 3.2 et le lemme II. 1.1, {fi et min(ifi,m
le sont aussi pour chaque entier n > 0. Il en est donc de

méme pour la fonction f, définie par
(1} fn = F1 — minCifi,n}.

Comme minCifi,n) £ if}, f, est positive et pour tout i,

elle est nulle A chaque fois gue n ¥ (FGAO 1. Ainsi, GO

|



T, 40

~onverge vers 0 pour tout x € B. De plus, pour chague
% € B et chague entier n > 0, ou bien 1fG i 2 ntl et
dans ce cas, min(ifGdi,n) =n { ntl = min(if ()i, n+l);
ou bien 1fGo ! { ntl et alors,

minC(ifGa i, m £ 1fGO = minUFGO i, ntld,
Dans chaque cas, ceci et (1) entrainent fn(x) 2 faea(x).
Les fonctions fn satisfont les hypothéses du theoréme 4.2
de convergence monotone et les intégrales des f,
convergent vers 1’intégrale de leur limite qui est nulle.

Des iors, si & ) 0, nous pouvons choisir un n tel que

b
j‘f“(x) midx) £ & 2,

J
J

et nous définissons & = &/

Considérons maintenant des sous—intervalles de B disjonts
deux A deux, ]x';ax"il, van, Ik, x"wl, dont la longueur

totale est inférieure 3 8. Alovs, d'apres (1},

. r w;
T 5 OF(xe"yy — FleP5y + = E 3 f(:) mld) &
d-:d. Q:d
” J
R "«eé’
L X I VF Gyt mldie)
J=1
b2 g |
Yooy
= E j o) midid
AR -
0
2o
+ 2 ¢ min(ifGo i, ny midid
é?i )
¥
':{"‘ T'l,(_:
OV, E "GO midi) = T fn () m{di)
& i;‘ +, u}t "
;S [y “lmgd 7
6 g9i““6"6]

et U Jx',,x",1CE. Puisque f, 2 0, 4’ aprés le corollaire
11.2.3,

\h fal) mid) £ Tfn(x) m {ds2)
$ﬂJ“ﬂ*icl 3




oy

Dans X min(!F GO, midx) , les intégrants ne sont
R
)

jamais plus grands que n, la somme ne diminue donc pas si
nous remplagons min(if GO i, n) par n. Tout ceci nous donne

h

% R
I IFGC 5 - Fle" )t & an(x) mid:d? + % [ n medd
A‘.‘A B J-4 w,‘

e}

Le premier terme du membre de droite est plus petit que
£/ 2 par le choix de n., Le second vaut n fois la somnme
des longueurs des intervalles Ix’',,x",]1 qui est
inférieure A nd = n &/ Zn. Done,
d§i= F(x’4) — Flxe"y) 1 £ &,
o' est-a-dire, d’apreés la définition de continuité
absolue, F est absolument continue sur b.

3

La réciproque de -~e théoréme reste vraie; elle s’é&nonce:
“ 5i une fonection F est absolument continue sur un
intervalle, il existe une fonction 4 xalle que F e£st une
intégralé indefinie de f%. Four la preuve, nous FEnNVOyons

a £71.

Nous démontrons en annexe Al gue si une fonction est
absolument continue sur B, elle est continue en chaque
point de B. Ainsi, 1'intégrale indéfinie de F qui est
absolument continue est continue en tout point de B.
Mais, si B n’est pas borné, o'est-A-dire que a = —&® ou

b = , la continuité absolue de F ne garantit pas
qu’'elie est continue aux extrémités de E. Cependant, nous

allons prouver, A présent, gue c’'est, en effet, le cas,

Téovreéme 7.2

Soit B un intervalle non nécessairement borné de R

_—— e e e mm

! Adont les extrémités sont a et b, Si f est intégrable

sur B, alors chaque intégrale indéfinie de f est



1 1
1 [}
! continue s B = La,bl, t
L] 1
1 1

Soit ® € [a,bl. S5i X est fini, nous savons deja que F est
continue en R, 51 ¥ = °° , pour cﬁaque suite de points
a {bzs { bz { bs { ... convergeant vers %X, en appliguant

le théoreéme &.1 nous avons

limpn—>00 F(bxn)

bm
limn—>c0 © Fla) + j FG mdddy *

(v ]
F(a) + I £ () mdd

= F(®R).
Ceci est vrai pour toute suite ba, bz, bz, ... telle gue
a {by {bz {bs { ..., donz, F est continue en co . Nous
pouvons appliquer un raisonnement similaire si ® = — 0 |

Nous pouvons maintenant établir une forme plus générale
de 1a formule 4’ intégration par parties. L'intervalle
d'intégbatinn peut &tre non borng et il n’'y a pas

4’ hypothése sur les dérivées des fonctions. En
particulier, 1'extension aux intervalles non bornés est

trés utile dans de nombreuses applications.

Théoréme 7.3

Spit B un intervalle non necessairement borné de R

! dont les extrémités sont a et b, Si f et g sont dews
! fonctions réelles intégrables sur B et si F et 6 sont

- s e e mw mm



respectivement des intégrales indéfinies de f et g
alors,

b b
jbf(x)c(m) mld) = FOG0 - r FadgGo mldid

:
Q J- H
:

Puisque f et g sont intégrables sur B, ifi + igi 1l'est

aussi. Consideérons la fonction H définie sur L[a,bd pavr

.
HG) = I E {F0)1 + igludt 1 m(du),

Comme !f! + ig! est intégrable sur B, H(b) est fini.
Donz, si € > 0, nous pouvons choisir un nombre fini de
points yo = 0 { yvx { y= ¢ ... { yu = H(b) tels gue

Vi — Yoz CE/CHBI+LY, G =1, 2, ..., k. |
D’ aprés le corollaire 7.2, H est continue sur Ca,bld,
ainsi, nous pouvons trouver des points
g = a { ¥z £ ... §{ ¥ = b tels que
Hi{xi) = yi, 1 =1, 2, ..., k.
Nous définissons maintenant deux fonctions F™,G. sur
Ca,bl par

F2d = Fixa), Gaulx) = G¢i-2), Hi-a { X £ X4

aves F*{a) = FGan) et Guia) = Gla).

Ces fonctions sont bornfées et A valeurs dans 17 intervalle
LO,H(b}1. De plus, elles sont constantes sur chaque
intervalle lIxi-i,xil. D' aprés le corollaire 5.2, f et g
sont intégrables sur chaque intervalle Jxi-a,x311, il en
est donc de méme pour fii. et F*g., Comme F et G sont

respectivement des intégrales indéfinies de f et g,

L8
~

"
{1} f FOGOBe () mid) + | F* GO gG) midx)
4y J

2. e
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! i
[F6G0E G- midi) +\f F(xadg () mdio)
®4 LY

EF (ed)—F(g—3dAin(ei—1) + FOUIEGIII—G(ki-121]
= Flug)GGeg) — Flei—adiGiia).

D’ aprés le théoréme IIL.4.1, fG. et F*g sont int&égrables
sur 1’union Ja,bl des intervalles Ixi-a,x41,
i=1,2, ..., k, et en additionnant les é&galités (1)

pour i =1, 2, ..., k,
b b
(@) [ FGOGL G midid + j F* GO g midi) .
o -
= F(b)G(b) — F(a)ad(a).
Pour chague x € JIxi-i,xi3, nous avons, 4'apreés 1a

définition de 1’ intégrale indéfinie,

VP20 - FOe)y

I

it
VP FGay - FGo = 0 I fCu) m{du})

! ol
[§x. 9 £ X VEF ()t m{du) £ r HE TR N O [N

daca—2

I~

Hxg)y — HO<i—1) = ya — yi-a
¢ £/ (H(bY+1),

De mémne,
(4) I Ga(x) — 0G0 | {2/ (Hb+1),

De (2}, (3) et (4) nous déduisons

b b
f FGAGGD midiy + [ FGDgGo midi) — Fb)G(b)Y -~ F(a)ia(al

b 5
= 1 UFGOLR GO —Ga ()1 midx) + J°EF<K>—F*(K)]ch) m () |

“a o



[
b
L j:nm: LK) = Ga GO omdio
@
b
+ j:F(:{) - FR GOl tgGo ! midi)
o
b
£ £/ (H(b)+1) j CIFGOE + 1gGo il m(dd
[+ %

I

¢ CH(bY1 7/ (H(bX+1) { €.

De rceci et de (2) nous obtenons

i .
i Ibf(x)ﬁ(x) mlddy + I F{x<dgGer mldi)

- F(b)ab) - Fa)a(art ( & .
Le premiev membre de cette inégalité est un nombre
positif fixé et est inférieur 3 un £ > O arbitraire. Il
doit dons étre nul, ce gqui prouve le théoreme.
|

GrAce 3 rce théoréwe, nous pouvons £iablir une torme
légeremennt améliorée du théoraéme d’ intégration par
substitution. Avant de la démontver, il est utile de

considérer le cas particulier suivant:

Lemme 7.4

Soit B un intervalle 4d'extrémitées a et b. Si f est

intégrable sur B et F est une intégrale définie de ¥,

1
alors pour chague entievr n > 0 H
| - i
(5) [ FODNTFO1) miday = (F(h)"*3* — Fla)"*1) / (n+l) |
< :

< A%
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Gi f &tait continue, la conclusion du lemme suivrait du
theéoréme II.4.1 de substitution avec fGd = «7 et

gy = F(¢). Le point important de ce lemme est gue nous
n’ imposons pas A f 4’ étre continue mais simplement 4’étre
intégrable. L’existence de 1’intégrale (5} suit du
théoréme 5.4, puisque F™ est bornée et continue, elle est

intégrable sur chaque intervalle borné.

Nous allons raisomnner par récurrence. 5i nous posons
(FOUN?I® = 1 pour tout u, la conclusion est immédiate pour
n = 0, puisque (%) est une partie de la définition de

1’ intégrale indéfinie. Supposons que (5) est vraie pour

n = k et montrons que cela le reste pour n = ktl.

Dafinissons les fonctions

.
g(x) = FQOARFGD), Gxk) = J‘g(:{) m (dx)
m

Far application du théoréme .3, nous avons, pour chague
w € [a,bl,

w
&) J’F(u>k+=f(u) m Cdun)
Q-

3
J\F(u)g(u) m(dud

[+

I

]

2%
FGadiade) — Fiayia{ay - I FOGE0O) midud .,

Mais par hypnfhéﬁe de récurrence, 1'égalité (5) est

verifige pour n = k, donc

(73 2} CFGa®sr — Fla)kr1] /(k+l),

Comme S(a) = 0, (&) et (7) impliguent

%
JﬂF(u)“+1f(u} midu)y = FOGRT2/(k+1) - FOGOFQ@Y""*/ (k+1)
¢

Ay



5 ;
- 1/(k+1)“{F(u)“+1{(u) m (o)

(o B}

+ Fa)yr+*3(FQGO-F(a))/(k+l)
= (F(x)®*2 — Fla)®* =)/ (k+l)

Ld
- 1/ (k+1) Jj Foud) =280y mdu)
Q

En faisant passer 1’'intégrale du membre de droite 2 celui
de gauche et en multipliant les deux membres par
(k+1) 7 (k+2), nous obtenons (%) pour n = k+i., Donc, par
récurrence, (9 est vérifiée pour tout entier n ) 0.

Dans le théoréme suivant (théoreme 4’ intégration par
substitution), nous supposons que f est une fonction
continue sur un intervalle compact [x,p]. Elle vérifie
alors le théoréme de Weierstrass 4’ approximation des
fonctions continues par des polynfmes gui dit que pour
chaque ¢ ) 0, on peut trouver un polynfme p tel que
FG) - pGat (g pour tout x € LTu,Bl.

Theoréme 7.5

Soient f une fonstion continue sur un intervalle
. - -
compact [x,A], g une fonction intégrable sur un

intervalle P non nécessairement borné 4d’'extrémités a

dans [z, 1. Alors,
\ - AL®)
(8) J‘“Hg(u))g(u) midd = f FGD mldid.

et b et g une intégrale indéfinie de é A wvaleurs :
Jg(n) :



ne. . %

i nous posons y© = 1 méme si y = 0, pour chague entier

n ¥ 0, nous avons, d4’'aprés le lemme 7.4,
b g
J\g(u)“g(u} m{du) = (g(by™** - ga)n*+*) / (n+ld.
=8

|

et en appliquant le théoréme fondamental,

b %i b)
X" mdi) = ™1/ (n+l) = {glbdm+t - gladw*2)/(n+l)

aa) e

Das lors,

% Sa(b} .
(9) Jg(u)“g(u) m (i) =f %™ m(dso)
o %lu},

-

Si f est un polyndme, o’ est-d-dire f(x) =N§0a“x“, an
multipliant les deux membres de (?) par a, et en sommant
ssorn =1, 2, ..., k, nous obtenons (8) pour le polyndme

f.

$0it maintenant un ¢ > 0 arbitraire. Fuisque é est
intégrable de a2 A b, sa valeur absolue 1’est aussi.

Definissons un <> o par

£ (P
= £ (I tgont mlday + p - a + 1),

Par le Lthéoréme de Weierstrass 4’ approximation des
fonctions continues par un polynfme, on peut trouver un
polyndme p tel gue pownr chaque x € L, P, (FO-—p GO <€f
Nous savons déja que si nous remplagons § par p dans (8},

1a différence entre les deux membres de (8) est nulle,

dons,
b . (6)
(10) !I fFigOrghu) mdidu) - Fix)y midx) i
m o CmD

1 . .
= 3 I Cf(gun g — plgud)gld mldud



. 4%

alb}
- CFG) — pGayI médid
o Cmd
b L]
& j tF(gu))Y—plgGudd i 1gQu) i m(du)d
%(\:Q
+ i FGO-p GOt mld)
<=
£

1 b )
8‘[ g(u) midn) + € igb)-g(a)i.

Puisque g(a) et g(b) sont dans [«,P1, %g(b);g(a)= £ P,
D’ aprés (10) et la définition de 2}, le membre de gauche
de (10) est inférieur A ¢ . Mais le membre de gauche de
(10} est un nombre positif, infériewr 3 £, il doit donc

étre nul, ce qui termine la preuve.
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§8. Le théoréme de convergence dominée

Nous avons déji prouvé un théoréme de passage A la limite
sous le signe intégrale, le théoréme 4.2 de convergence
monotone. De c~e theovews, nous pouvons déduire assez

farilement le corollaive suivant:
5i b, fo, fi, f=, ..., sont des fonctions réelles

définies sur une partie Bc R telles que

i} b, fa, f=, ..., sont intégrables sur B;
ii) !} Fa GO ! £ b pour tout x £ B et tout entier
n > 0O;

iii) limn->om o) fao () pour tout x € B;
iv) la suite fi, f=, ..., est soit croissante, soit

décroissante; alors, fo est intégrable sur B et

1iMm—> oo _j Fo () mid) = _Yfa(x) m Cdse) .
2 8

Démonstration:

De 1’hypothése ii}, nous tirons -b £ fn, &£ b pour tout n,
donc, d’aprés le corollaire II.2.2,
—{)b{m) m{di)y £ j‘fn(x) m{dx) £ j‘b(x) m (A
) 8 B

Ainsi, les intégrales des f, sont bornées. Fuisque les
autres hypothéses du théoréme 4.2 ont eté suppostes
varifides, la conclusion du corollaive suit dirvectement
de ce théorédmne 4.2,

Si nous supprimons 1’ hypoth2se iv), la conclusion du
~orollaire est encore vraie. Le théoréme résultant est

appelé théoréme de convergence dominge:




T %

Théoréme 8.1 (théoréme de convergence dominge)

; T j Fo(x) mlh) = jfg(x) m CAs) .
5y o

E Soient b, fo, fi, fz, fs, ..., des fonctions reelles E
; définies sur une partie Bc R telles que E
; i) b, fi, fz, ..., sont intégrables sur B; E
; ii) !} Ffa G !} £ b(x) pour tout x € B et tout entier E
; n ¥ 0; ' E
E iii) limp—> oy fnix) = folx) pour tout x € B. E
E Alors, fo est intégrable sur B et E
i i
' i

Pour chague entier n }» O et chaque m qui est soit
1’infini, soit m 2 n, nous définissons une fonction gn,m

sur B par
(1) grn,mG) = inf £F,0G0: n &£ j {m» , x €B.

Far hypothése, pour tout x € B, les nombres f,(x)
appartiennent A 1’ intervalle fermé [-bG) ,bGa 1, ainsi,
4’ apres (1)

(2} b4} £ gn, mix) £ bix).

Si QY P 2N, gn a0 =inf f;00): n £ j ( g¥ . Ainsi,
On, (¢} est une borne inférieure pour le sous—ensemble
if450¢3: n &£ j { pr et par conséquent, elle ne peut
dépasser 1la plus grande borne inférieure de ce sous—

ensemble, A savoivr, gn,p(x), o’ est-a-dire
(T sin£&£p g, dn,afe) & gn, epixd.

Si n est un entier positif, x € B et ¢ > 0, d'aprés (1},
il existe un entier k tel que k 2 n et

Fre(:) £ Gn,, (03 + &, Alors, pour tout entier m > k, par
application de (1) et de (3)




———

Al

Gr, 004} £ Gn, m(0) £ Fu G { gn,, () +E .

Donc, pour chagque x € B,
(4) Liln—>0gn, m{K) = Gn,o{x).

Pour chaque entier m > 0, m > n, la fonction gn, m est
intégrable sur B, d4’aprés le corollaire 3.4, Ceci, 2},
(3} et (4) montrent gue pour tout entier n } 0, les
hypotheéses du corollaire précédent sont verifiées avec
fo, fa, f=z, ... remplacés par gn, , Gn.n, Gn,ne1, o+
Don~, en utilisant ce corollaive, gn, est intégrable sur

B.

Si g > net x €B, gn,o(x) = inf £, J 2 nr. Alors,
On.e () est une borne inférieure du sous—ensemble

£f50¢0: J 2 q et elle ne peut dépasser la plus grande
borne inférieure gg,0 () de ce sous—ensemble. Donc,

si Q¥ N, 9g.00 2 9n.co €t les fonctions gn,w, N = i, 2,..-

forment une suite croissante.

Si « EB et £ > 0, alors, puisque les fonctions o (3¢}

~onvergent vers fo(x), il existe un n’ tel que
(5) si i > n', alors folx) — &7 2 { £,00 ( falx) +&7 2

Donc, si n » n', l’inégalité de (5 est verifiée pour

tout i 2 n, 4'od

(&) fol() — & { o) — &/ 2 £ inf LH,(¢¥: 3 2 nr
= gn.ol(K) £ falx) ¢ faol) + &7 2,

¢’ est-3A-dire, pour tout x € B
(7Y liflp—> 0 Qn.m (¢} = falxd

Fuisque les gn,, forment une suite oroissante de fonctions
intégraples et puisque (2) et (7) sont veyrifikes, nous
pouvons appliquer le corollaire précédent avecs les .
remplacées par les gn,p». Nous en déduisons gue fo est
intégrable s B, et

g limn—)V>} Gn, o) mid} = fo GO m (),

3 B

Nous définissons maintenant 4’ autres fonctions hn,w par

ot g
- .L.) |::".



(?) hp,m(x) = sup £F,0G0: n £ §j { mZ :

Nous pouvons faire la méme discussion gque précédemment en
inversant le sens des inégalités. Nous trouvons alors que

les hn,m vérifient une é&galité analogue A (8), A savoir,

(1o limn—.—-my B () m(dx) = an(m m (dx) .
B 15)

Soit £> O arbitraire. D'apres (8}, il existe un entier n’

tel que si n » n',

(11> j On .o (2 m(dx) f fo () med) —-& .
[ B

De méme, d4’aprés (10), on peut trouver un n" tel que si

n > n",

(12> j hn,op (63 mldx) < ‘gfo(x) m(dx) +& .
LN B

S5i n > max (n’,n"), (11} et (12) sont toutes deux
vearifites et de (1) et (9},
On,mlK) £ ful(x) £ hn,e(x); x € B
ainsi,
(13) Egn,m(:{) mid) £ Ef.-.(:() mid) £ Jh.—._m(x) m ()
5! B B

Les inégaliteés (11}, (12} et (13} montrent que si

n > max (n’,n"),

n 3
jfg(x) midxy — ¢ £ \fn(x) midy ¢ falxd m{di) + <
B .J[,) ")F)

o’ est-a—-dire gue,
limpn—s>os gfn(x) midig) = .on{x) m (A}

B B
m

Le théoréme de convergence domingée peut souvent éire
utilisé 13 o le theoréme 4.2 de convergence monotone ne
peut 1'étre. Le théoréme principal du paragraphe suivant

est un exemple 4'une telle situation.

Nous pouvons comparer le théoreme .l de convergence

Adominée au théoréme 4.1 gui demande la convergence



Thly

uniforme des fonctions f,. Considérons un intervalle
bornéd B< R et une suite de fonctions i, f=, ...
intégrables sur B et convergeant vers une fonction f en
chaque point de B. Pour utiliser le théoréme 4.1, il nous
faut vérifier que pour chaque ¢ > 0, il existe un n(g)

tel que si n 2 n{g)
(14 ! Ffnx) — FG | (&, pour tout x € B,

Par contre, pour appliquer le théoveéme 8.1, il suffit de
trouver au moins un £ ) 0O tel gue (14) soit vérifike. Car
alors, nous avons gque

fa) — Fm(x) | (25 pour tout m 2 n(2) et n 2 n(€)
o'est-A—dire que pour n 2 n(g)

P FRGO) L £ faaaGd T+ 28, ®x €EB.
Le membre de droite de cette inégalité est intégrable sur
B,
théoréme B8.1. Donc, le théoréme 8.1 est plus commode a

il joue donc le role de b dans les hypothéses du

utiliser gque le théoréme 4.1

% i
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§9. Dérivation sous le signe intégrale.

Supposons que f est une fonction réelle (e, 0} V3 Fe,m)
définie pour tout x € B o BQR et pour tout x de

1’ intervalle 1u’ ,x"[; <'est-A-dire f est une fonction
définie sur B Xl«’ ,«x"L. Si pour chaque «x € Jx’ ,«"C, la
fonetion x1-) fix,u) est intégrable sur B, alors pour de

tels «, nous pouvons définiv F(x) par

Flx} = I Fix,u) mid).,
=

Supposons que pour tout x € B, { admet une dbvrives
partielle par rapport 3 « que nous notons fee, o'est—a—

dire que pour chaque x € Je’ ,«"L, la limite
Fee G2, 00} = limp—se (FO¢,PI-Flc,e)) 7/ (P-w) existe.

L’ objet de ce paragraphe est de montrer que sous
cortaines conditions, nous pouvons trouver la dérivée de
F en caleculant 4 abord la dérivée partielle de f par
rapport 3 & et en intégrant, ensuite, cette dérivee

partielle.

Soiesnt B un ensemble de R et A un intervalle ouvert
de R. Soit £ une fonction réelle (¢, u) V> F{x, )
dbfinie pounr tout x € B et tout « € A telle que

i} pour chaque x et w, la dérivée partielle
ii} pour chaque x € A, 1'intégrale
Flw) = I fie,x) md) existe finie,
=

1
H
1
i
1
i
! fuflx,x} = DFf,w)) /yu existe;
1
H
H
]
! En outre, s'il existe une fonotion b intégrable sur B
t
]

- e mE mEm mm M R e MmO R am e R

et telle que pour tout x € B et tout «x € A,




1 fulx,x) | £ b(x), alors F est dérivable sur A et

- mm mm mem omm EE

(1) DF(x) = jﬁf“(x,u) m(ds) :
, i :

Soit x € A et ™1, %=, ... une suite de points de A,
®e £ ® pour tout§i € N*, convergeant vers o« guand n - ®,
Four simplifier les notations, nous posOns

Q) = LFlx,un) — féx,xd]1 / (dn—x) .

D’ aprés la définition de F, nous avons alors

(2) CF () —F ()] 7/ (i) = S‘q“(x) m (i)
B

Par application du théoreéme de la valeur moyenng, pour
chaque x € B, 1l existe un nombre «(x) compris entre «x et
o tel que gnix) = fa G, x()).

Ce qui implique que | gn(x) | £ b(x), x € B, De plus, la
définition de la dérivée entratne que

liln—>p Gn(i) = fulx,x) pour chaque x € B. Ainsi, en
appliquant le théoréme 8.1 de convergence dominée,

j & S— j gn GO midi) = 5 Foe C2¢, 000 m i)
e o)

En combinant ce résultat avec (2), nous obtenons

limp—>g, (Flxa)—F(x}} / (p,—uw} = g Foe (3¢, ) mldick
B

Nous wenons done de montrer que f, est intégrable sur B
et que pour chaque suite ®Ki, ®=z, ws, ... de points de A
différents de « convergeant vers w, la limite de

[F{an)—Fhald / (xn—u) existe et est £gale au membre de
droite de (1), Ce qui implique que

Timpose (FUMI=F () 7 (B-w) = | Feel,) m{dd)
4B

Ceci vevient A dire gue F admet une dérivée en « et que

{1} est vérifike.
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Le théoréme 2.1 admet 1a généralisation suivante pour le

~as ol les bornes 4’ intégration sont également variables.

Théoréme 2.4

! Supposons vérifiées les hypotheses du theoremes 2.1 E
; avec B un intervalle de R. Si g et h sont des E
; fonctions a valeurs dans B, dérivables sur A, alors E
1 1a Fonebion x =) R?lx,u) m (i) :
‘ :
i i

i

H

o Ced

st dérivable sur i et sa dérivée est
i W)
! fChie) ,dDhix) - flg(x) ,e)Dgle) + Foe (3¢, ) mldic)
H

~qE)

La preuve est basée sur la méme idee que rcelle utilisée
pour démontrer le theoréme correspondant pour 1’ intégrale

de Riemann.
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510. Ensembles de mesure nulle,

Nous avons défini, au paragraphe 1 du premier chapitre,
12 mesure m 4'un intervalle de R et nous avons établi, au
quatriéme paragraphe de ce chapitre, que 1a mesure 4’un
intervalle borné ou non de R valait 1'intégrale de jauge
de sa fonction caractéristique. Nous allons, A présent,

&tendre ce concept de mesure aux ensembles de R.
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nition 10.1

Soit B un ensemble de R. B est dit mesurable si et

seulement si sa fonction caractéristique ls posséde

une intégrale ( finie ou infinie ) sur R. La mesure !
de B est définie par m(B) = §1,(:<) m (i) !
R H

L}

Dans ce paragraphe, nous n’allons étudier gue les
ensembles de mesure nulle. Ces ensembles sont asse=
importants dans la theorie d’intégration car ils n' ont
agcune influence sur le calecul de 17 integrale. En effet,
~hanger 1’intégrant sur un ensemble de mesure nalle

n' affecte pas la valeur de 1'intégrale comme nous allons

1le démontrer dans le theoréme suivant,

une intégrale (finie ou infinie) sur R. Si g est une

fonction réelle définie sur R et fgale a f en tout



g admet aussi une intégrale sur R gqui est tgale A

celle de £ sur R,

Supposons 4’ abord gque 1'intégrale de { est finie.
D&éfinissons h = g—f et pour chaque entier n > 0,
he = min(ith!, n). Si E est 1’ensemble de mesure nulle sur

lequel f(x) # g(x), nous avons
(1) ha:a) £ nle ), x € R;

car si X € E, hn, est au plus n et le membre de droite de
(1) est n, alors que si X ﬁ E, hi(x) = 0 donc h, = 0. Par
hypothése, le membre de droite de (1) a une intégrale
niille, done, 4’ apreés le corollaire 11.3.3, le membre de
gauche de (1) a aussi une intégrale nulle. Pour chagque

% €ER, ha(x}) = | hG¢) | pour n > | hG) 1, ainsi, le
membre de gauche converge vers | hGx) | quand n - 00,
Les h,, forment une suite croissante, donc par application
Ay théoréme de convergence monotone, 1'intégrale de ihi
est é&gale A la limite des intégrales des hyn gqui est
nulle. Puisque {h! a une intégrale, f+ihi et f-ihi sont
intégrables et comme h = g-f, f-ithi £ g £ f+iht.

Or, f-ihi et f+ihi ont la méme intégrale, donc, d'apreés
12 corollaire I1.3.3, g posséde aussi la méme intégrale
qui est 1’intégrale de f. Nous avons donc prouve le

theéoréme dans le cas o ¥ est intégrable,

Si 1’intégrale de f est infinie, 4’ aprés la définition
4.3, il existe une suite croissante (f,) de fonctions
intégrables convergeant partout vers f et dont les
intégrales tendent vers 17 infini. Soit g &gale A f sauf
s un ensemble de mesure nulle. Four chaque n, nous
définissons gn par

fnix), si x €E R NV E

O ()} =
gix), s1i x € k.



—_—

M- 410

D' aprés ce gqui a deji eté démontrée, pour chagque n, 1la
fonction gn est intégrable sur R et a2 la méme int&grale
que fn. Pour chaque x € R \ E, 1la suite (g,) est la méme
que (f,), donc, elle est croissante et sa limite est
£) = gG¢). Pour x € E, 1la suite (gn) a tous ces termes
égaux A g(x). Elle n’est donc pas dbéeoroissante et sa
limite est g(x). Les tonctions gi, i =1, ..., n forment
une suite croissante de fonctions intégrables dont les
intégrales convergent vers 1°intini et elles convergent
partout vers g. Ainsi, par definition, g possede une
intégrale infinie qui est 1’intégrale de f.
Similairement, si 1’intégrale de f vaut - O, il en est
de méme pour 1’intégrale de g.

0

Rappelons la définition 4’un ensemble dénombrable.

Definition 10.3

On dit gu’un ensemble E est dénombrable 5'il existe

H H
[} ¥
! une suite (a,) dans laquelle chaque élément de E H
i i
{ apparatt une et une seule tois. H
1 1
1 1

L’ ensemble des entiers positifs et celui de tous les

rationnels sont dénombrables.

Le théoréme suivant donne trois procédés pour reconnaitre
qu’'un ensemble est de mesure nulle. Les points ii} et
iii) nous permettront de manipuler ces ensembles plus

facilement.

Soit E un ensemble de R.

i) Si pour chagque €3 0, il existe une collection

de mesure finie telle gue E soit contenu dans 17 union

! dénombrable 4’ensembles E(1), E(2), E(G3}, ..., chacun
! des E(i) et 1la somme des mesures des E(i) plus petite

e mm mE mm mm o e W e
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que ¢, alors m(E} = 0,

ii) S5i E est ~ontenu dans un esemble E(1) de mesure
nille, alors m(E) = 0.

iii) S5i E est 1‘union dénombrables 4’'ensembles,

chacun de mesure mulle, alors m(E) = 0.

mm mm me mm e mE mm e mem me

Dans i), nous pouvons supposer gu’il existe une suite
infinie d’ensembles E(1), E(2), E(3), ... vérifiant les
hypothéses, puisque s’'il y en a un nombre fini, soit n,
nous pouvons définiv E(j) comme étant 1’ ensemble wvide
pour j ) n sans bouleverser les hypothéses. Four chaque
entier n Y O, nous définissons

Gn = sup ( lecaa, vy, leanal.
Quand n = © , S, croftt, mais elle ne dépasse jamais 1,
elle approche done une fonotion limite 3 valeurs finies
que nous appelons h. Si x € E, x est dans 1'union des
E¢i), il existe donc un k tel gue x € E{k}). Alors
lecws () = 1 8t Sn(x¢) = 1 pour tout n 2 k. Ce qui

entratne
(2 h:) = limp— o S} = 1 2 10,

S5i EfE, le membre de droite s’annule et 1’infgalite est
encore vérifite, Puisque S, £ lgcis + .00 + lecn, €N

intégrant sur R, nous obtenons

vLsnxxz midi) £ meE(L)) + ... + m(E(n)),

)

Le membre de droite est plus petit gue ¢ , 4'apreés le
théoréme de convergence monotone, h est alors intégrable

sur R et

B

ChGo mldho = limase SeG) mldied,
JP‘ = P.

I~

lifp—s-. [ m(EC1>Y + ... + m{E{(n)} 1
{ £ .
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D' apraés (2) et le lemme II.3.1 avec g = 0 et J =0, nous
voyons que 1’intégrale de le sur R existe et vaut 0, par

~onséquent, m(E) = 0. i) est ainsi prouve.

5i E est —~ontenu dans 1’union dénombrable de E(1), ...
chacun de mesure nulle, alors pour chaque £3 0, les
conditions de i) sont vérifiées pour ces E(i), dong,

4’ aprés i), m(E) = 0. En particulier, 5i les ensembles
E(i) se réduisent A un seul ensemble E(1), nous obtenons
ii). Si 1’ensemble E n'est pas seulement contenu dans

1’ union des E(i} mais est cette union, nous obtenons

iii) .

On dit souvent qu’une propriété est vraie © presque
partout " si elle est vraie pour tout point sauf sur un
ensemble de mesure nulle. On note " presque partout " par
"p.p.". Nous appelons alors équivaientes deux fonctions
f,q définies sur le méme ensemble et telles gue

f(x) = g(x) p.p. dans cet ensemble. Ainsi, le théorame
10.2 peut s’ énoncer comme suit: si £ a une intégrale et
si g est équivalente A& f, alors g possede aussi une
intégrale qui est &gale A celle de f. D'apres le lemme
1.3.2, chaque ensemble réduit A un singleton est de
mesure nulle. D’ aprés le théoréme 10.4, chague ensemble
dénombrable est de mesure nulle. D aprés le théoreéme
10.2, chague fonction définie sur un ensemble B et nulle
sauf sur un sous—ensemble dénombrable de B posseéde une

intégrale nulle sur B,

Le théoréme 10.2 admet une vréciproque,

i ¥ est une fonction positive sur un ensemble B et

! 5i son intégrale sur B est nulle, alors H
} Gy = 0 p.p. dans B, H
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Soit n un entier positif. Fuisque 1'intégrale de ¥ est
nulle, il en est de méme pour nf, Definissons fn (¢} par
faGd = min ( nfGo, 1 ) pour tout x. D'aprés le
corollaire I1.3.3, 1’intégrale de f, est nulle.

Nous allons prouver que pour tout x,

F2 0 £ F20¢) £ ... et limp—>00 fn(x) = 1le(x) od E est

1’ ensemble des x pour lesquels f(x) ) 0. Les inégalités
sont &videntes car nf(x) crott aves n, S5i x € E, f(x) > O
et pour tout n }» 1/f(x), nous avons nfix) » 1 et

FfnG) = 1 done, falx) = 1leGO . Si :<;2’E, £(x) = 0, ainsi
nf(x) = 0 pour tout n et f,(x) = 0 pour tout n. Dés lorvs,

]

la limite des fn(x) est nulle et vaut 1eg(x). Par
application du théoréme de convergence monotone, lg est
intégrable et son intégrale est la limite des intégrales
des f, qui est nulle. Donc, m(E) = 0 ='est-a-dire

f(x» = 0 p.p. dans B.

Bien que nous parlions 4°équivalence de fonctions
réelles, nous pouvons étendre cette idée 3 4’ autres
espaces. En effet, deux fonctions f,4g définies sur R et a
valeurs dans un espace quelconque sont équivalentes si
£F(:¢) = g pour tout x sauf sur un ensemble de mesure
nulle., L'équivalence est une velation 4’ équivalence; en
effet, pour tout f, f est équivalente a elle-méme; si f
est équivalente 3 g, g est équivalente A f; et enfin, si
f est équivalente 3 g et g é&quivalente 3 h, f est
tquivalente a h. D’'aprés le théoreéme 1i0.2, dans chagque
~lasse de fonetions réslles équivalentes entre elles, ou
bien aucune fonction n’est intégrable, ou bien elles sont
toutes intégrables et ont la méme intégrale. Ceci nous
permet 4’ étendre le concept 4’ intégrale a certaines
fonctions A valeurs dans R, Soit f: R =) R et si elle
prend des valeurs finies en tout point sauf sur un
ensemble N de mesure nulle, il existe un nombre infini de
fonctions véelles g dbéfinies sur R gui lui sont
dquivalentes; par exemple, nous pourrions prendre

gy = 0 sur N et g = f(x) ailleurs. De telles
fonctions sont &quivalentes entre elles et 4'apres le

théoréme 10.2, ou bien aucune n’a 4’ intégrale, ou bien



e 2 2
M &

elles ont toutes la méme. Dans le premier cas, nous
disons que f n'est pas intégrable. Dans le second, nous
ttendons 1’ idée 4’ intégrabilité en disant que f est
intégrable et nous définissons son intégrale comme é&tant
1a valeur commune des intégrales des fonctions réelles
taquivalentes a f. Le théoreéme 10.Z reste valable pour ces
intégrales aussi. Tous les thboreémes des chapitres I, II
et III peuvent avoir des versions moins restrictives; par
exemple, le corollaive II.2.2 peut étre légérement

amélioré ~comme suait,

Théoreme 10.6

Soit P un sous—ensemble de R. Si t3 et fz sont deux
fonctions A valeurs dans R et integrables sur B telles
que £1G0) £ f=2(x) p.p. dans B, alors

i
1
1
T
L}
1
(]
1
1
T
1
1
]
1
T
£

(3 _Sf;(x) midx) £ gfz(x) m ()
B &)

wm mE am mE aE W= @E me A

Spient Ni 1’ensemble des x € B pour lesquels fal(x) = 2o,
N> 1’ensemble sur leqguel fz(x}) = £ ® et Ny 1'ensemble
sur lequel fi1Go > f=0¢). Par hypothése, ces ensembles
sont de mesure m nulle et don: leuy union aussi. Four
i =1, 2, nous définissons ga par

fitr, pour tout « € B N N
ga ()} =

0, pour tout x € R N (B N\ N,
Alors, gai et gz sont des fonctions gui prennent des
valeurs finies. De plus, elles sont respectivement
tguivalentes A (fide et (fz)e et g1 () £ g=zG¢) pour tout
% € R. D’aprés le corollaire II.2.2,

(&) (\gxcx) midiy £ Q gz ) m{did .

n Yo

Far application du théoreéme 10.2 genéralisé aux fonctions

3 valeurs dans R, les deux membres de (4) sont egaux aux



membres corvespondant de (3), donc (3} est vérifiée,
=

Le fait d’étendre 1’'idée 4’ intégrabilite aux fonctions 2
valeurs dans R peut étre trésutile. En effet, gréce 3
cela, nous pouvons établir des formes plus générales de
certains théorémes, notamment, le théoréme de convergence

monotone,

Théoréme 10.7 ( Théoréme de convergence monotone presgue

partout)

Soient (f.) une suite de fonctions A valeurs dans ﬁ,
intégrables sur un sous—ensemble B <R telles que ou
bien

(4) F100 £ f20¢) £ f3(¢) &£ ... p.p. dans B,
o bien

Falied) 2 F20:¢ 2 fx(¢)

Ik

s p.up. dans B,

A m mEm AR @@ M mE M ma A EE e mE

Si f est une fonction définie sur B telle que

(9 limp—>0w frix) = f0 p.p. dans B,
alors f est intégrable sur B si et seulement si les
intéegrales de f, sur B forment un ensemble borné de

réels, Dans ~e cas,

(&) Jf(:{) mlds) = lifn—s oo Sf,,(m m (i)
B B

Supposons que (4) est vérifiée p.p. dans B. Soit No

1' ensemble des points i de B pour lesquels (47 n’est pas
vraie; pour chagque n, considérons N, 1'ensemble des
points x de B pour lesquels f,(x) = c0ou - et soit Ny
1’ ensemble des points x de B pour lesquels (5} n’'est pas
verifitde, Tous ces ensembles sont de mesure nulle par
hypothése, donc leur union N est aussi de mesure nulle,

Pouvr <~haque n, nous définissons la fonction gn par




IRy

fnix), si ®x €E B NN
gn{x) =
a, si ¥ € N
et la fonction g par
limp—> 0 gnix), si x € B A N
g} =
o, si ® € N.
Alors, les g, sont des fonctions réelles, gai(x) £ gz () &£ .-
pour tout x € B et les gn(x) convergent vers g(x) pour
tout % € B. Nous ne pouvons pas encore appliquer le
theoréme 4.2 car nous ne savons pas si g est une fonotion
réelle. Il est clair qu’elle ne vaut nulle part - ®© mais

elle peut prendre la valeur +% en certains points.

I1 suit immédiatement du théovéme 10.6 qgue si f est
intégrable, les f,, ont des intégrales bornées. Supposons
alors que les intégrales des gn» sont borntes. Comme dans
la démonstration du théoréme 4.2, il est suffisant de
prouver la conclusion quand g, 2 0; le cas général suit
de ceci en soustrayant gi. de chaque terme de la suite.
Soient M une borne supérieure pour les intégrales des g».
sur B et E 1’ensemble des x de B tels que g(x) =00 . Nous
devons montrer que m(E) = 0. Four chaque entier j 2 0,
les fonotions gn/d, n =1, 2, ..., sont intégrables sur B

et donz, les fonctions min(gn/J 1} le sont aussi

’

4’ aprés le corollaive 3.2. De plus,

73 J Min(gn GO/ , 1) mida = j‘(gn(x> 7 0 mldo
B : Y

£ M/,

Four shague j fixé, les fonctions min(g,/j , 1) forment

une suite c~roissante qui converge vers min{(g/j , 1).
D' aprés (7}, les intégrales des min{gn/Jj , 1) sont
bornées, donc, par application du théoréme 4.2,
min(g/j , 1) est intégrable sur B et
(B min{g(x)/ 4 , 1} mddd
R+
= liMp—> | Mindgn GO /0 , 1) md)

qp)



Puisque g est positive, les fonctions min(g/j , 1),
i=1, 2, ... forment une suite décroissante. D’ apres
(8), leurs intégrales convergent vers 0. 9i x € B NE,
g(x} est fini, done pour j ) g(x), nous avons

T &7
£ M/,
|
|
|

mindgex¢) /i , 1) = gix)/j et 1'égalitée
() limp—> oo mind{g)/j , 1) = 1g G0

est vérifide, le membre de droite étant nul, Si x € E,
g/ =co pour tout entier j » 0, donc

min(gG /i , 1) = 1 pour tout j et (9) est encore
verifite., Par application du théoreéme 4.2, 1lg est

intégrable sur B, et d4’apreés (7},

S 1e () mCadx)

j 1e (&) mdi)
R B

limjs—>pn I min(gG) /7 J , 1) md)
[ =]

=0
et don-s m(E) = 0.

r

Nous définissons, A présent, les fonctions h, et h par

gnx), pour tout x € B N\ E

hn (i) =

o, pour tout x € E
et

gy, pour tout x € B N E
hix) =

0, pouyr tout x € E.

Ces fonctions satisfont toutes les hypothéses du théoréme
4.2 et les intégrales des h,, sont &gales aux intégrales
des fn. Donz, h est intégrable et son intégrale est la
limite des intégrales des f,. Mais h et f ne différent
que sur 1l’ensemble N U E de mesure nulle donz, f est
aussi intégrable sur B, son intégrale étant 2gale a
1’ intégrale de h. Ainsi, (&) est vérifite.

|
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Le théuréﬁe 10.7 permet 4’étendre 1’intégrale comme nous
1’ avons fait dans la définition 4.3; si f est une
fonction réelle définie sur B mais non intégrable sur B
et si il existe une suite croissante de fonctions
intégrables sur B convergeant partout vers f, nous disons
que f a une intégrale sur B qui vaut oo . Une définition
similaire existe pour les fonctions dont les intégrales
valent — 00 , 5i nous utilisons cette extension, le
theoréme de convergence monotone prend une forme

farcilement mémorisable.

Théoréme 10.8

Spit (f,) une suite de fonctions intégrables sur un
ensemble B et cruiﬁsante { ol déecroissante ¥ sur un
ensemble B N E o) m(EY = 0, S9i f(x) = limp—s00 *fnixd
p.p. dans B, alors f admet une intégrale s B etr

Sf(x) mid) = limp—>g S frn () midid,
B B

- mE mm mm e RS WS mE am mE e

Le thioréme de convergence dominée peut aussi  étre

géneéralisé,

lggaréme 10.9

, f=, ... des fonctions définies sur

une partie Bc R et a valeurs dans R telles que

i) b, f1, fz=, ... sont intégrables sur B;
ii pour n =1, 2, I, ..., fa G £ bGSD p.p. dans B;
iii) limp—>p0 fn () = fo(x) p.p. dans B,

fitors, fo est intégrable sur B et

jfn () m{dx) = limﬁ_>wxf fn (2 mid)d
) A
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Soit HNe l;enﬁemble de mesure nulle sur leqguel iii) n'est
pas vérifite et pour chague entier n )} 0, soit N.
1’ ensemble de mes.ore nulle sur leqguel ii) n’est pas
voaritibe, D&finissons N = No U Ny U Nz= U ..., il est
aussi de mesure nulle., Nous définissons les fonctions b*
et %, par
b{x}), si ¥x € B VW N
b* (x) =
0, si x € N.
et
falx), si ¥ € B\ N
2500 =
0, si x € N,
Alors, b*, f*;, f*z, ... sont intégrables sur B et ont
les mémes intégrales gque b, fi, f=, ... puisqu’elles
diffarent de ces fonctions sur un ensemble de mesure
nulle. De plus, f*,(x) —) #%5(x) pour tout x € B et
TR, ) £ b® () pour tout entier n ) 0 et Tout x € B.
Far application a4au théoréme 8.1, %o est intégrable sur B
et

jf“g(x) m () limp—>3 oo j‘f“n{x) m (A}
1) B

n

limn~>mg fr i) m(d) .
B

Fuisque fgli) = %) p.p., elle est aussi intégrable
sur B et son intégrale vaut celle de %,

En utilisant les théorémes de ce paragraphe et du
paragraphe 8, nous pouvons prouver une généralisation du

théoréme fondamental 1I1.5.5

Spit F une fonotion lipschitzienne sur un interwvalle

Ca,b]l [et admettant une dérivée DF (k) en presque

La,bl gui cofncide aves DF en presque tout point o1

m mEm mm e s e e m e

tout x de Ca,bll. Si f est une fonction définie sur H

DF existe, alors f est intégrable sur [a,bl et



Ihf(x) midiy = Fib) - F{a).

L’ hypothaése entre crochets est superflue. Il est
possible, mais difficile de montrer que si F est
lipschitzienne, elle admet nécessairement une dérivée en
presque tout point de [a,bl. Cependant, si nous voulons
appliquer Ie théoréme 10.10 pour calculer une intégrale,
cette hypothése superflue ne pose aucun probléme puisque
nous ne pouvons utiliser ce théoréme sans savoir oe que

vaut DF () en presque tout .

Démonstration:

Pour chaque entier n > DO, nous définissons
:{n.,j = a'l"‘j(b_a,/“, j = D, 1, L T'l,
et s, la fonction en escalier sur la,bl qui pour

i=1, ..., n, prend la valeur constante
(10) s5,(x) = CF G, 3 — FOin, =221 7/ (., 5 — ¥n,a-1}

suyr 1'intervalle Ixna, 5—31,%n,a3. Alors,

L
(11) an(:{) m (s
Q

m Vf[’m,é
= ﬁig [F(i¢pn, 5 — FOtn, u=221 / Gtn, s — ¥n, -2} midid
Ry
mo
=.31[F(Kn‘J) - F{Xn,3—233 = F(b) — F(a).
b?

Comme F est lipschitzienne, il existe un nombre L tel que
pour tout entier n > 0 et pouwr j =1, ..., n,

VP FGin, ) — Fln,u—3? | £ LY ¥n,a = ¥n,3-3 1.
Cesi et (10) impliquent que pour tout x € Ja,bl, nous

avons
(12 | s} T £ L.,

Far hypothése, DF () existe pour ftout x € Ja,bld sauf sur
un ensemble N, de mesure nulle. L’ensemble Nz des points
p,a, n=1,2,3, ...; i=0,1, ...,n, est dénombrable,

et done midz) = 0, Dés lors, leuar union N = N3y U Nz est



aussi de mesure nulle. 5i x € 1a,bl N N, pour chaque
entier n » 0, 11 existe un nombre jim € {1, ..., n} tel

qQuUe Hn,gcnr—12 X { Ha, Jond

fiinsi, 4'apres (10}, nous calculané

H=Hn, Jend>—1 FO)—Fltn, 5en>—a?
Sn (<) —DF (¢} =? ———————————————————————————————— = DF G}

Hn, J<n> Hn, J<n> — H=Hn, J<n> —1

K, Jem> —K
.i. ——— ————— — — — —— f———
Ho, JCn> " Hn, J<n>—1

Quand n )00, les deux expressions entre crochets

\-F(ﬁn_J(n))—F{K)

Hy, J¢n> K

~onvergent vers 0 et les facteurs qui les multiplient
sont compris entre 0 et 1. Dés lors, le membre de gauche

de 1'égalité converge vers 0 et

(13} limp—>00 S5n{x) = DF (x)

pour tout ¢ € la,bl sauf suv 1’ ensemble N dont m() = 0.
D' aprés (1), (132, (11} et le théoréme de convergence

dominee, f est intégrable de a a4 b et

b S
jf(x) m(di) = 1im,,_,ooj sn(x) midx) = F(b) — F(al.
Q

o
|



La ~lasse des fonctions intégrables au sens de jauge est
trés riche; elle contient méme des fonctions discontinues
en tout point de leur domaine de définition. Comme nous
allons le voir, toute fonction intégrable peut étre
approchée aussi bien que 1’'on veut par une fonction en
escalier qui est de structure plus simple; o' est-a-dire
que 1'intégrale de la différence des deux fonctions est

infévieure a 5

Théoreéme 11.1

Soient f une fonction intégrable sur R et &£ ) D. Soit
‘K une jauge sur R telle que ¥ (%) est un intervalle
borné pour chagque x € R et telle que pour chaque

partition ¥ - fine @ de R

1

1

1oy ) SCQ;fr) - I FG mided &

i R

H \5— fine de R et si s est 1a fonction définie sur R
! qui sur chague Ai prend la valeur constante fr (i},
H

! 3iovs s est une fonction en escalier et

Si P = 1(ka,As?, ..., (RBk,A)} est une partition :
2 ‘l‘ P FGO - sGo D omid) {92 !
R H

Four chagque j € 41, ..., k¥, si As est non borné,

1’ intervalle ouvert C(Ej) qui contient Aj est non borné,
done, Xj E’R et sur A, fe(<3) = 0. Ainsi, s est une
fonction en escalier -sur R, elle est done intégrable,

filors, f-s est intégrable sur R d'aprés le théoreme



4
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IT1.1.3 et ! £ - s | est intéegrable sur R par application

du covollaire 3.3, Bes lors, il existe une jauge ‘515ur R

telle que pour chaque partition Ki— fine @’ de K,

>
3y 1 S(O; ¢V F -85 Ig ) - I fFGO - sGo 1 omide (T
=

Pour chaque x € ﬁ, nous définissons K*(xé comme étant

1’ intersection de ¥ G, ¥4 ) et de tous les
intervalles Y (%1}, ..., ¥ {(xw) qui contiennent x.
¢'est une intersection d4’un nombre fini 4'intervalles
ouverts contenant x, c’est donc un intervalle ouvert
contenant x. Par conséquent, la fonction x 1= ¥* ) est
une Jjauge sur R. Pour chaque intervalle A5, =1, ..., k,
nous choisissons une partition X - fine f? de A5 telle
que pour chaque couple (R,A) € @6- % € ﬁ ceci est
possible 4’ aprés le théoréme I.4.2. Nous prenons

®’= @iu .. U @ﬁj Par application du lemme 2.1, cette
union est une partition assignée

Q)= f®a,ay, ..., Rn,A'n)r de 17union de A gui est
en fait R, @ﬂ est telle que ¥4 € A's et A’y est contenu
dans un seul A, Pour chague i € %1, ..., h}¥, nous
définissons J({} €41, ..., k¥ comme suit: si A’'4{ est
borné, X'i € A's qui est borné et donc X4 € R, Il
appartient donc A un seul A5, Nous définissons J{i} comme
stant 1'entier j tel que %'{ € A3. Si A’s est non bornd,
il existe un seul entier j tel que A’'i < A, et nous

prenons j{i) = Jj.

Nous allons prouver que pour chague couple (3c¢i> Ay,
i =1, s, h,-a;i <1h6(§]<1>). Supposons 4’ abord que A's
est borné. D’aprés la définition de j(i), %' 1 € Ayca> et

hJ(i) C ¥ (€ycar?. Par définition, K*ixif} est

1’ intersection de plusxeura intervalles ouverts dnnt

\K{AJ(i:) dones f (' 2) ¥ Geycand. Fuisque €3 EEt

e
(% fine, A’s € TG’ 4) et done, A's € X Giycard.

Supposons maintenant gue A’ 4 est non borné. fAlors

d’:préﬁ 1a définition de j{i?}, ﬁ’;‘Q Asca> et

s = . K 5 %
ﬁJ<1> < (AJ¢1,) sar (Y est fine. De cec1/11 suit
que 1a partition ® = £(Ksc1>,8%2), v, (Kacns,B'nd3

) 3 -
est une partition ¥ - fine de R. FPuisque & est aussi

iad



¥ — fine et (1) est vérifide pour toute partition
€ - fine de R, d’apreés le theoréme Z.4, nous avons

h R _ -
(4) T E | frli’'yn) — frkscas) § m(A'n N A"4) {4 C .
o4 L=

L’ intersection A, N A’ 4 est vide sauf guand n = i, donc
{4} impligue
N

(5) % i fr(x' ) — frlicar) | mlA' ) (4T,

Pour chaque i tel gue A’'4 est borné, ®'a € A’y on A’y est
borngé et donc, ®%'a € R, par conséquent
Sr (E'i) = 5(&'1)- “

Puisque, dans ce cas, %'a € Ascar et que s vaut FOGcas)

sur ﬁJ<1>,
(&) fn(§)¢1>) = Sg (;’1)

Pour chaque i tel que A'4 est non borné, d'apres 1a
définition de j(i), nous avons A'a1 < Asca>. Donz, A4 et
f,cs> sont non bornés et les intervalles ouverts

E* (x'4), Wiy cas? qui les contiennent sont non bornés.
Ceci ne peut se passer que si ni %'a1, Ni Xyca> n' est dans
R, donc dans ce cas, les deux membres de (4} sont nuls et
(&) est A nouveau verifiée. Si nous portons (4) dans (D)

nous obtenons

_ —
(7) T} fr GZa) - srx’a) | m@A’) (& C .
1=4 :
)
Mais le membre de gauche de (7} est S(@; | f - s ir ),

done (7Y et (3) impliguent que (2} est varifike,.

Four chaque fonction intégrable au sens de jauge suv

R, il existe une suite (&,) de fonctions en escalier

{

J P FG) - 8,00 ) midiey - O gquand n - ®,

telle qgue i



Soient f une fonction intégrable sur R et 3 0.

Soit Y une jauge sur R telle que X (x) est borné

pour chaque x € R et telle que pour chague partition
Y - fine @ de R

1 S(Q; fr) - I FGO mehay L8 .
[ 24

Si 4(%,Ax), ..., ((n,Ar)> est un ensemble de couples
tel que les Ay sont disjoints deux 3 deux et pour

i=1, ..., h, A3 < ¥y, alors

T e e MR mm M mm A sam M s M R e M mm ME e mE

8 % 1 frixy) mda,d - fGO midid | 405 & .
d: 4 ' AJd
Démonstration:
Le complémentaire RN Ay UAzU ... U O ) de 1'union

des A, est 1l’union d4'un nombre fini d4’intervalles ouverts
3 gauche disjoints deux A deux. Nous choisissons une
partition ¥ - fine de chacun de ces intervalles et nous

prenons 1’union de ces partitions que nous notons

£ (Fpes, Bner), .., (¥u,Aw)?. Alors, 1l’'ensemble
& = £ Cks,AsY, ..., (fw,Ax)r est une partition ¥ - fine

de R, 4'aprés le lemme 2.1,

Mous définissons 1la fonction s comme dans le théoreme
10.1. D'aprés ce théoeéme, le corollaire II.Z2.2, le
théovréme I1.4.1 et le covrollaire 3.3,

(2 5¢ 3 I P F ) — s 1 mid)
(&3

15

J‘ YR (xy — s(x) © midxd
(=]

iU ... U oAb

-

H I VF() — sy 1 midid
ad

R
a2 % i L F¢¢d — sy 1 midi}
é: 4 aJd




Y
'-._:.E

H F () mldx}y — I 5 () m{d) 1.
[=]

4=4 ad X

Mais sur Aj, la fonection s prend la valeur fr (i<y), donc

i

J‘S(K) m{d) = frG<y) mAs) .

!

5i nous portons ceci dans (9}, nous obtenons (8B).
||

NMous allons, A présent, prouver qu’une fonction
intégrable peut aussi étre approchée par la fonction en
escalier qui, sur chaque intervalle d'une partition
suffisamment fine, est &gale A la wvaleur moyenne de l1la

fonction sur cet intervalle.

Cornllgire 11.3

coient f une fonction intégrable sur R et ) 0.
Soit ( une Jauge sur_ﬁ telle que ¥ () est borné pour
% € R et telle qgue pour chaque parvtition X- fine Q@

de R, | 9(Q ;fr) - I fGO midy + (& .
[

Si 4(%1,A1), ..., (Hx,Ak)r est une partition
K~ fine de R et si g est la fonction gqui sur chague
intervalle borngé Ay, w{Ai) > O, prend la valeur

gGo = g FGO mGho ) 7 miAg)
At
et s’annule ailleurs, alors g est une fonction en

escalier et P! F0G) - gGo § mho 10 £

I1 est &vident gue g est une tonction en escalier. Soit

=

Abfinie comme dans le théoréme 11.1. D’ aprés ce thboréme,

(10} I Pof(xy — s(x) o omid (8 £
1 21



LYY

Si As est bornd et m(Ay) > 0, s et g sont constantes sur

As et 4’aprés leur définition, si ¥ € Aa,

§= glxy — s0O o mld) = 1 gGly — (<3 & m(Ax)
Aa

= 1 gG m(A) — sG mA) \
= S £00 midx) — S 5 (xy mdk)
A A
Das lovrs, pour de tels Aa,

(113 ! gy — sG) 1 omd) £ I P FG - 506G 1 mGd) .,
(=]

Al 4

'Si miAs) = 0, les deux membres de (11) sont nals., Si Ad
est non borné, g et s sont nuls sur As et le membre de
gauche de (11) est nul. Donez, (11) est vérifiée pour
i=1 ..., k. Nous sommons ces k inégalités membre 2
membre. Les Ay sont disjoints deux A deux et leur union

est R, ainsi nous obtenons

(12) I P g — sG | midx) = f T FG0 - s mdi)
(24 (24

L’ inégalitée

I ! FG - g o mldidy £ I U ofi) - sy o mldi)
R [ 2]

+ I f sy - gGx) | om{d) .
133

aves (123 et (10} donne la conclusion.
M

Nous pouvons établiv une amélioration dix theorédme 10.5.
Nous obtenons la méme conclusion que ce théoréme mais 2

partir 4’ hypotheéses plus faibles.

Theoreéme 11.4%

5i f est une fonction intégrable sur R telle gue

H
! pour chaque intervalle ouvert a gauche A de R



githg
(13) j‘f(:-:) midiy = 0,
=]

alors fixs = 0 presque parfout dans R.

)
Soit ¢’ 0 et définissons ¢ = &/ 10. Puisque f est
intégrable, il existe une jauge &, sur R telle que pour

~haque partition G, fine Q de R

(14> | SC(Q;tr) - J* FGO medid LS
=

Soit Kérune Jjauge sur R telle que X}jx) est borné pour

%« € R et dafinissons Y = ¥4 N ¥u. Alors, (14) est
verifite quelgue soit la partition Y - fine @5, done les
hypotheses du corollaire 11.3 sont vérifikes. La fonction
g de ce corollaire 5’ annule A chaque fois que m(Ay) = 0
ou A est non borné, d4’apreés la définition de g; et quand
. est borng et m(As) > D, g s’ annule sur Ay car par
hypothaése, 1’é&galite 113) est verifite. Done, g est

identiquement nulle et d’apres le corollairve 10.3,

R}

(19) j"i F(y ' mib) ¢ 10E = &
=

Le membre de gauche de (15) est positif et plus petit
au’un certain Ef) 0 arbitraive, donz 11 est nul. Par
application du théoréme 10.5%, G0 = 0 presgue partout
dans R.



D’ aprés le théoréme II.5.3, si une fonction F est une
intégrale indéfinie 4’une fonction f, alors F a une
dérivée égale A f(G¢ en tout point x o) § est continue,
Mais notre intégrale s’ applique 3 des fonctions i
peuvent n’avoir aucun point de continuité,. Four de telles
fonctions, 1’ intégrale indéfinie F existe, mais le
théoréme I1.5.3 ne nous dit rien au sujet de sa dérivee.
Nous allons démontrer que F admet une dérivée égale a
f(x) en tout point x sauf sur un ensemble de mesure

nulle.

Théoreme 12.1

S5i f est une fonection intégrable au sens de jauge sur
R et F est une intégrale indéfinie de f, alors pour
presque tout point x € R, F a une dérivée et

DF (<} = F{x¢} .,

Nous allons, en fait, prouver un énoncé gui semble plus
fort gue la conclusion du théoreme; en réalite, il lui
est exartement éguivalent. Four ce faire, nous

Adfinissons 1la fonction

FCLAT = I Fix) mldx) .,
(=]

Si i est un intervalle d4’extrémités a et b, en appliguant
1a définition I1.5.2

FLA1 = Ibf(x) m{dx) = F(b)} — F{(a}.
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Nous allons done démontrer la proprié&té suaivante:

Pour presque tout x € R et pour chague e» 0O, il
existe un intervalle ouvert G contenant x tel que
pour chaque intervalle A non vide contenu dans 3 et

contenant x,

- SS mm AR AR mE ae mE e

1) ! FEAD /7 m(AY - fGo + (& .

Ceci implique gue F poss&de une dérivée G en tout
point o) cette condition est vérifige. Car soient x un
tel point et ¢ ) 0, considérons G défini comme dans la
propriété. 51 W € 6, x’ f'x, 1*intervalle A dont les
extrémités sont x et %' est un intervalle non vide
contenu dans 6. Son adhérence contient x. Donz,

1’ inégalité de 1a propriété est vérifiée. Si %' ) x,
FEAl = F(x') — FG) et m(A) = »' - x, dono

(2) FLAI/m(A)

Il

(Feww » = FOGOY/ (' —x),

Fl} — F(x') et m(A) = x — ' et de

nouveau, (1) est vérifike, S5i nous portons (2) dans (1),

si %' { x, FLA]

1’ inégalité (1) prend la forme de la définition de 1a
dévrivée de F et montre gqu’elle est &gale a f{x).

Démontrons maintenant cette propriété. Pour chaque £ O,
nous définissons DE comme etant 1’ ensemble des points

% € R pour lesquels il existe un intervalle ouvert
contenant <, Ei(x) tel que si A est un intervalle dont
A C Y, et x €n,

(3 FCARl 7/ mdA) =« F6:0 + < .

Notons par BE le complémentaive R\ DE de DT . Nous
allons 4'abord montrer que pour chague &) 0, m(Bg) = 0.
Soit & ¥ 0. Comme f est intégrable sur R, il existe une

jauge Y telle gue si @ est une partition ¥ - fine de R,

4) | S(Q@;fr) - J‘ FGor midied 1 { £8 /7 15,
[ 23

Soit x € Bg. Si, pour chagque intervalle A dont AC T Go
et M E‘a, 1’ inégalité (3) est vérifiete, x € DE, ce QUi



contredit le fait que x € BY. Donz, il existe un

intervalle A dont A< ¥ (x} et x € A pour lequel
(9 FCAl /7 mdAY > f(x)} + & .

Soient 2 et b les extrémités de A. Nous pouvons prendre
une suite croissante ae nombres rationnels

a: ¢ a2z ¢ as { ... convergeant vers a et une suite
désvoissante de nombres rationnels ba ? bz > bs ¥ ...
convergeant vers b. Puisque a et b sont dans 3} (¢}, pour
tout n gvand, a, et b, appartiennent a X (). Comme F est
continue, d'apreés le corollaire 7.2,

limp—>LF(bn) — F(an)l / (bn—a,) = L[F(b) - T 1 / (b-a)
De ceci et de la définition de FLAJ, nous pouvons trouver
un n correspondant au point x € BE, assez grand pour gque
1’ intervalle A(x) = lan,,b,l ait des extrémités
rationnelles, Alx) C Bx) et

(&) FLAGOT /7 mA(x))Y > FGO + L,

Bien que BE_puisse avoir un nombre non dénombrable de
points, il ne peut y avoir 4qu’un nombre dénombrable
47 intervalles AQG, x € Eé cay il n'y a gu’un nomnbre
dénombrable 4° intervallies dont les extrémités sont

rationnelles. Donec,nous pouvons choisir un nombre

Adenombrable 4’ intervalles AG<i), Alxz), Alxsr), ... tel
que pour chague x € -g, i) est 1'un des AGei) . Puisqgue
17union des A(x)} pour tout x € Bg contient B, nous avons
aussi

V)
(7 U Ay D B,
=4 z

Soit n un entier positif. En changeant leur nom, si
nécessaire, nous pouveons ranger les intervalles
AGes), ..., AGL) pour gu’ ils soient de longueur

sroissante. Nous scindons 1'ensemble €1, ..., n? en deux

sous—ensemples, 98l et Rej. h € Sel si h = 1 ou s1 Alxk)
est disjoint de tous les A{xXa), 1 € Sei. Donc, pour
i € Sel, les intervalles AG:) sont disjoints deux A

deux. De plus, pour de tels Jj, AGay) <f¥(HJ), par

application du corollaire 11.2 et de (),



(8 T | —FleygdymAGery + r FCx) midie) + ¢ 5. £8 7/ 15,
Qf.SQ A e dd

Fuisque g é BE.Et A{x,) est 1’intervalle associe,
4' apreés (4}

Sf(x) mldi) = FAG))Y > FGeImAGL)Y)Y +& m(Alks) ).,
Al))
Don~, pour chaque § &€ Sel, le terme correspondant dans le

membre de gauche de (8) est plus grand que &£ m{AG,Y)Y, et

d4' aprés (B), nous obtenons

(9) £ % m(Alx,)) (€8 / 3.
d¢ &R

Four chaque intervalle B de R, nous notons par B>

1’ intervalle ouvert A gauche qui a le méme point milieu
gue B et dont la longueur est trois fois celle de B.
Donc, si B = Jda,pd, B* = 1 2a - b, 2b - al.

Nous allons prouver gue

M
(10 U AGe™ D U Alxky) .,
Qe 3R =4

Comme, d4'aprés la définition de B*, il est clair gue

AGI® D AGo)

M
(11 . U A6y = ESE&Q(KJ) U [I%”ﬂéxh) |

14
L.UAGe,™ 1 U0 C U AGe) 1.
Ve &N Re Rey

Soit x un point d'un des A(xK), k € Rej. Il existe donc
un i € 11, ., k=1% et j € Sel pour lequel AQx;s) n’est
pas disjoint de A(x«); sinon, k serait dans Sel. Soit
™ € fA(xe) N AlxyY. Fosons A(Gx,) = 1a,bl et

AGey) = 1o,d1, Puisgue k ¥ j et gque les Alxi) ont des
longueurs croissantes, d-2 2 b-a,

Comme % € da,bl et x* € Ja,bl N A=, dl,

o= ou® + (- x"*y £d+ (b-a) £d+ (d- ), et
=M™ — (® - 1) Yy o — (b - a) 2o - (a-— e},

Done, x € 3 2¢ — d, 24 — el = Atxy)™, Ainsi, tout point
die T U AGar 1 est dans L U AGLI™ 1 et par conséquent

ke ey Y E/RR
(11) se réduit & (10}

Four plus de facilité, wous definlssons

m
Vin) = U = S

2
e

’ ¥

Ay, n= o0, 1
A



£

L

et nous notons f la fonction caractéristique de
1’intervalle AG<4) ™, Alors (10) impligue que pour tout
¥ € R

locn> (¢} & sup 4 £3(): J € Sel 3 £ ZJata.
La longueur de AG,)* est trois fois celle de AG), donc
en intégrant sur R et 4 apres (9)

(12) jh.m, GO mid) £ T mAG)™) = 3 L m(A) < 8.
", AE SR yesed .

Giand n -> 00 , lucny 2rott et converge pavtout dans R
vers lucocos, donc, de (12) et en appliquant le théoréme

de convergence monotone,

(13> -S luocoor () midy £ 8
R

et 4’ aprés (7},
(14‘) D é 1‘- l—‘ lutm)u

Maintenant, nous pouvons trouver une fonction intégrable
luc >, correspondant 3 un & > 0 arbitraire, qui vérifie
(13) et(14). Par application du lemme II. 3.1,

D

]

les G mldd
[

- est-a—dire, m(BE-) = 0.

Baéfinissons, pour chaque ¢ » 0, ﬁ; comme &tant 1’ensemble
de tous les x € R pour lesquels il existe un intervalle
ouvert contenant x,“ﬁi(x) tel que si A est un intervalle

dont A < “627(,\:) et x € A
(15} FLCAZ 7 m(AY 2 F{(x} — &

et posons Bg = R N\ QE . Nous pourrions prouver gue

m(E>-} = 0 comme nous 1’avons fait pour BE , mais ce n'est
pasunéceasaire. En effet, puisque —F eatvﬁne intégrale
indéfinie de —f et B> est 1’ensemble B pour —-f et -F, la
preyve précédente impligue que m(Bé) = 0. Alors,

B€= BE_U Bg est de mesure nulle et chague point X

n’ appartenant pas A Beoest A& la fois dans D; et D .

ro

fiinsi, pour tout intervalle A non vide dont

A CX Gy = %, 6N “t-;'l ;) et x € A, (3) et (1% sont

i



verifites, ~'est — a — dire

VP Fead 2 mtRY - 00O | & €.

Soit B = By U By z U By.xs U Bae U ... Il est de mesure
nulle car chagque Bi.n » une mesure nulle. Soit x € R mais
X ﬁ B et £) 0. Prenons un entier n tel que 1/n { £ .
Puisque x szxln, il existe un intervalle ouvert
contenant x, Y0 tel gue tous les intervalles f non
vides dont les adhérences sont contenues dans € (x¢) et
contiennent x, ! FEA1 /7 m(A) — fG¢) § £ 1/m € & .

Ceci termine la preuve de la propriété et par conséquent,

calle du théoreéme.



V.1

CHAFITRE IV

FONCTIONS MESURABLES ET ENSEMBLES MESURABLES

— i o — i o o oy i B e e e e e e S A W Em e Em Em e o S EEmEE T e E S S EEE
e e e e e T e e N T e E E e e e e e e e e S e —

Nous avons défini au paragraphe 1 du premier chapitre, 1a
mesure m 4’un intervalle de R. Dans ce chapitre nous
allons définir les fonctions m—mesurables et les
ensembles m—mesurables. Nous savons que pour étre
intégrable, une fonction f ne doit étre ni trop
irrégulieére, ni trop "grande". Il est facile 4*edtabliv
que f ne prend pas des valeurs trop &levées, il suffit
pour cela de trouver une fonction intégrable g telle que
1f! ¢ g. Montrer gue f n'est pas trop irréguliére peut se
faire de plusiesurs fagons, notamment, =n utilisant 1a
définition 4d'ensemble m—mesurable et le theoreéme de
sonvergence dominge. En outre, si f est limite 4d'ume
suite de fonctions intégrables, alors, elle est assez
régulieére hien gu’eslle peut ne pas étre intégrable.

Formalisons ceci dans une d&finition.



pa&finition 1

Sgient BCR et une fonction f: B -> R. On dit que

f est m—mesurable sur B 5'il epxiste une suite (1,7 de

fonctions réelles, intégrables au sens de jauge sur B

telle que fn(x) -3 (2 pour chaque x € B,

Remarque 1: Etant donné que dans ce chapitre, nous ne

travaillons gu’ aves une seule mesure (1a mesudre m) nous
rl

parlerons plutdt de fonctions mesurables et 4'ensembles

mesurables.

Remarque 2: 5i

B =R, la définition se modifie légevement

car dans ce cas, fn est intégrable sur B si et seulement

5i fn,e est intégrable sur K; de méme, f, converge vevs f

sur B si et seulement si fn, e zonverge vers fg sur R.

Fuisque cette d&finition exprime 1°idée de fonction pas

trop irréguliére, chaque fonction mesurable qui ne prend

pas de valeurs trop élevées devrait étre int&grable.le

iemme 3 et le covrollairve 4 gue nous allons présenter

montrent que o'est effectivement le cas. Au préalable,

nous démontrons un lemme qui simplifiera lsur preuve.

11i) lime—s

Soient (Mitienm, (Vidien, {Wilien trois suites de K,
de limites respectives u, v et w. Alors,
i} limp—s~ maxiun,vnd = max{u,v)

iid limpn—> o minlu, v} = minfu,u)

ma imin (i, , v}, wnl max (miniu, v, wl



Démonistration:

Four prouver i) et ii), nous pouvons Euppﬁser o2 v,
(Nous interchangeons u, avec v, et u avec v si
nécessaire). Si u ¥ v, nous prenons < € R tel que

v { 2 { u. Ainsi Jeo,c01 contient u et [-co,cl contient v.

Puisque un, -) u et v, =% v, uUn € 1z,c0l1 et v € [-co,el

pour n assez grand. Et done, va { un, maxlun,va) = u, et
min({uy,,vy) = v,, ce qui nous donne encore
liMin—3co Max{un,¥n) = liln—sc Un = 0 = max(u,v)

limn—sco Min{ug,, va?

litn—3c0 ¥n = ¥ min{u, v
Si u = v, on considére X(u) un intervalle ouvert a
gauche contenant u. Comme u, et v, - u, ils
appartiennent A X(u}, pour n assez grand, et puisque
max(Un,vn) vaut soit u,, soit v,, il est aussi dans

(1) . Far conséquent, max{un,va) -2 u = max{u,vy. On
procéde de méme aves le minimum quand u = v 2t ainsi i’
et ii) sont prouvés dans tous les cas. D’apres i) et ii),
min{u,,va) - min{u,v) et

maxmini{u,, val ,wy) =2 maximinlu, vy  wl,

Lemme 3

La foncotion §: R -} R est mesurabhle sur R si et

seulement si, pour chague couple de fonctions

gy £ hix) pour tout 2 € K, la fonction

1
L
L]
1]
1
1
i
! réelles g, h, intégrables sur R et satisfaisant
H
1
L}
1]
1 4
! maximin{f h),q) est intégrable sur R,

1

L 4



Démonstration:

Supposons f mesurable sur R, Il existe alors une suite
(f.) de fonctions intégrables au sens de jauge sur R
cunﬁergeant vers f. Pour chaque n, f,, g et h sont
intégrables au sens de jauge sur R. D’aprés le corollaire
II1.3.4, ceci reste vrai pour la fonction
max{min{f,,h),qg). FPuisque g £ max{mini{f,, h?,g} £ h, nous
obtenons !max(min(f,,h),g)! £ max(igi,ihi) qui est une
fonction inteégrable. D'aprés le lemme 2, max{min{f, R}, g}
converge vers maxk(min(f,h),g). Nous pouvons des lorvrs
appliquer le théoreéme de convergence dominée; On £n
déduit que la fonetion max(mind(f,h),g) est int&grable au

sens de jauge sur R.

Réciproquement, supposons que max (minl{f, h},6g) est
intégrable au sens de jauge sur R avec g et h des
fonctions intégrables vérifiant g £ h. Four chague entier
n ¥ 0, nous définissons hy = n 13-n,na. Cette fonetion
est intégrable au sens de jauge sur R ( car fonction en
escalier ). Ainsi, la fonction f, = maximind{f,had, (-ha)?
est intégrable. Four chagque x € R, hn -0 quand n -3 @,

X

Le lemme 2 impligue alors gque lifin—so. faix) =
max{min(f () ,00) , (—a )y = (). On en deduit que | est 1a
limite des fonctions f,, intégrables au sens de jauge sur
R , o'est-a-dire qu’'elle est mesurable.

Corollaive &

Spit § wune fonction véelle, mesurable sur K. 571l

1 L
] 1
L] 5
L 4 1
! puiste une fonction h, integrable au sens de jauge H
H :
! sur K telle que 1fG0Y £ hix), pour x € R, alors f est:
i
g

]

§

! intégrable au sens de jauges sur R, H
1

13



DE&Emonstration:

D&finissons g = —h. Les fonctions g et h sont int&grables
au sens de jauge sur R et vérifient g £ h, D' aprés le
lemme 3, maxi{min{f,h),g) est intéqgrable sur R. Et comme
max{min(f, h},g) est identique A f, la preuve est
complete.

|

Le theoréme suivant montre qu’on peut travailler plus
“]librement" aves les fonctions mesurables gu’ avec les

fonctions intégrables.

Théoreme 5

|

i} Soient f, g des fonctions réelles, mesurables sur Ri

T, F-

et = € R. Les fonctions of , vfi, max{f, gl ,
min{f,g) et fg sont mesurables sur R ainsi que ¥ + g

{on fait la convention f(¢) + gix)y = 0 si 1'un des

ii¥ Si (fn) est une suite de foncotions mesurables,
definies sur R et convergeant simplement vers { dans
R

slors §f st mesurable sur R,

¥

i e e M MM e e e M G e R M e

]
E
]
]
1
]
1
]
1
T
1
1]
]
]

termes wvaut + O 2% 1fautre — 00 . H
H
1
i
1
1
1
L]
1]
]
1
1
1 ]
5

Hous prenDns Ung syyite de nombyres finis {243 agui convergs

vars <; st pour chague entier n > O, nous définissons hin
comme etant a0, o ., est uns foncotion en sscalisary,
positive, d&finie sur R, elle =st donc intégrable sur K.

Four chague entier n ¥} 0, nous définissons

frn = maximini{f , hn?, {-ha?), gn = maximin{g, b, (-had3 . .



et gn sont bornées; 4’ aprés le lemme 3, elles sont
intégrables au sens de jauge sur R, En chague x € R,

~—

hn{x) —300 quand n —>co. Ainsi, d4'apreés le lemme =

(1) 1liMpeseo Ffnx) = maximin{f{x) ,c0), (-0} = flx).

De méne,

(2) limnp—seo Jnixdy = gl .

Et donec, toujours par application du lemme 2, les

fonctions

(3} cnfn, 0, f7n, 1fal, maxifa,gad, min(fa, ga)

convergent respectivement vers

(&) of, f+, £, fi, max(f,g), mindf, gl

D’ aprés le theéoréme II1.1.3 et les covollaires I1T1.32.3 et
111.3.4, chaque fonction du point (3} est intégrable;

4’ aprés la définition 1, toutes les fonctions du point
{(4) sont dons mesurables sur R. En chague x € R tel que
ni fix), mi gixy ne s'annule, (1) e2t{2) impliguent gque 1=
produit .04 40, (¢) converge vers f0gix) . HMais si x est
tel gue par euxemple, f(x)} = 0 =2lors .00 = 0 pour tout

¥

n. Ainsi fai{xlgnix) -} 0O, —e qui sst la valeur de
fFix¥gix) . Et dons fngn converge vers fg en tout x € K, on
en déduit que fg est mesurable. Si 1 est tel que i) et

g¢{%) ne sont ni o, ni de signes opposés, {1y =t (23}

impliquent gque fni{x) + gn G -y f0r + gy, Hais si, par
exemple, f() vault 1’infini guand gix) wvault — o, alors
fnix = n et ganixr = —n. Et par conseguent,

falu) + gnix) = 0 et tend vers 0, qui dans ce cas, est la

valeur de ()} + g{x}. Ainsi +. + g, convergs vers
£ + g, on en conclut que § + g est mesurable sur E. 51

{f,.) est une suite de fonctions mesurables convergeant



vers ¥, le lemme 3 implique gue les fonctions

]

On

sens de jauge sur R. Comme hn(x) ->Co et par application

max{min{fn, hn}, {(-hn})) sont toutes intégrables au

du lemme 2, liln->wo Gn{i) = maxminif () 00} ,-0N = flx),

pour tout x € R. On en conclut que § est mesurable sur R.

La définition 1 ressemble assez bien A la définition
I111.4.3 (posséder une intégrale finie ou infinie). Le
prochain théoréme montre qu’en effet, il existe une

relation &troite entre les dewun<.

Théoreme

Soient B C R et une fonction §: R -y R. Alors,

i) si ¥ posséde une intégrale au sens de jauge sur R
elle est mesurable sur R;
ii) f est mesurable sur R si et seulement si % et 7

possédent une intégrale sur RK;

iii) B est mesurabls si et seulement si son

e T aem W i e SR N e M M e me

indicatrice i e2st mesurabhle sur R

iv: R sst mesurable.

i me

Mous obtenons immédiatement i} en comparant les
d&finitions 1 et I11.3.4. 51 §* 2t 7 possadent un2
intégrale, d4°aprés i) elles sont mesurables et lesur

Aifférence §f = f* - f~ 1’est &galement, par application
du théorame %, Récipvrogquemsnt, si § sst mesurable, le
theoreéme % impliguse gque §% 2t §— ls sont aussi. MNous
définissons hy, = nia—n,na. [ =25t positive et

intégrable. D'aprés le lemme 3, les fohctions

»



grn = min{f*, h,? sont intégrables au sens de jauge sur K.
Quand n —-Yo0, ces gn croissent et tendent vers f*. Far
application du lemme 2 et la définition ITIT.3.4,
posséde une intégrale de jauge sur R. De fagon similaire,
f- posséde une intégrale. Ainsi ii) est &tabli. S5i B est
mesurable, la définition ITII.?.1 implique que le admet
une intégrale. Ainsi, d'aprés i) le est mesurable. i 1e
est mesurable, 4’aprés ii), (1le)* (qui est encore lp)
posséde une intégrale sur R. iii) est alors veévrifibe. Far
application du corollaire III.4.5, pour chaque‘entier

n » 0, la fonction fn = 1li—n,na est intégrable au sens de
jauge sur R; d4’apreés i) elle est alors mesurable sur k.
Quand n —>oo , fa(x) -} 1), x € R. Far application du
théoreme 5, 1g est une fonction mesurable et par ii) on

conclut gue R est un ensemble mesurable.

Une propriété importante des ensembles mesurables est 1la
suivante: 1’union d'un nombre dénombrable d’ensembles
mesurables est encore mesurable, Commengons avec la

définition suivante:

Dafinition 7

Soit ¥ un ensembles = & et (A une famille de
sous—ensamhles de ¥. On dit gue

Ciest une g-algahye {(de sous—snsembles de X) si

1

L]

1

1

L3

3

L]

L}

1

11

L

1

! elle posséde les trois propriétés suivantes:
H )

1 i} @ appartient a (( ;

L]

L]

! iid) guel gue soit 1l'emnsemble A £ ((, son
L

L

! complémentaive X N A € (

T

E

iii) quel que soit 1a suite (A(j)) 4’ ensembles
appartenant 2  ( , 1'union de =2es A(j) appartient

encore 3 {



La famille de tous les ensembles mesurables de R est :
une rv—algabre. i

Notons Clla famille des ensembles mesurables de R.
L*indicatrice de 1’ensemble & est 1la fonction
identiquement nulle sur R, intégrable au sens de Jauge.
Ainsi, d4’'aprés le theéoréme &6, & est mesurable et le point
i) de l1la définition 7 est vérifié. Soit (A(j)) une suite
d’' ensembles appavtenant 2 C).. Far application du
théovréme &, chaque indicarice lacj> est mesurable.,

D’ aprés le théoréme %, pour chague entier n ? O, 1a
fonction max{laci>, ..., lacn>? est alors mesurable. Il
en est de méme pour sa limite {(quand n ->02) gui ast en
fait 1’indicatrice de 1’union de tous les A(j). D'apres
le théoreéme &, cette union est dons mesurable. Et nous
venons de vérifier le point iii} de 1la dé&finition 7. Le
théoréme & nous assure que K lui-méme sst mesurable. S5i A
est mesurable, ce méme théoréme implique gque les
fonctions la et 1g sont mesurablses, Dfapreés le

theoréme %, lg — 1 1'est aussi. Cette foncetion &tant
1'indicatrice de 1’ensemble R %~ A, on en conclut gue

F % & est mesurable et dons la condition ii) de la
definition 7 est aussi wvéerifike.

La mesure m aves laguelle nous travailleass est additive
sur 1z famills des intervalles ouverts a gauche de R {ofr
ie paragraphe 1 du chapitvre I). Si nous la considerons
sur la s—algébre des ensembles mesurables, elie verifie
alors une additivité plus forte dont nous donnons la

dAéfipnition.
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Dafinition 7
I

Soient Ll une v—algeébre et szaﬂﬂ} Re. On dit que

F est p—additive si, quelle que soit la famille

disjoints deux a deux de .

F(U Ai) = E F(Ai)

i
5H= (Ai)iex, finie ou dénombrable d4’'ensembles H
i
1
H
LE€L A€T 1

]

m 25t une mesure r—additive sur la famille des

ensembles mesurables,

Soit K une collection finie ou dénombrable d4'ensembles de
R, disjoints deux a dews: et mesurables. 51 K est {finie,
nous notons ses é&léments ACLY, ..., AlK) et Glk) leur

union. Alors,
{92 1oy = laci>y ¥ ... * lacws,

et par intégration, nous obtenons la relation
(5 mia{kyy = m{R{1¥ + ... + m{A{kI},

Si ¥ est dsnombrable, nous notons ses &léments ALY,
A2y, A(3r, ... et G leur union. ( G{k} &tant l'union
1Y U ... U Atk ¥}, (5 et (&) sont A nouveau vérifibs,
D’ aprés le théoréme B, 4 est mesurable. Si pour tout k,

1’ ensemble G{k) est de mesure infinie, G ost aussi de



mesure infinie car il contient G{k}). Si tous les Gk}

sont de mesure finie, leurs indicatvices lgow» sont

intégrables au sens de jauge sur R; elles sont

croissantes pour k —-)>oo et tendent vers 1lg. Far

le posséde une intégrale sur R, et

Il

SIG(H) m (dzd

limp—sco fictk}(ﬁ) m{d:d
R R

limg—»00o m{G{k)}

T 1.

application du théoréme de convergence monotone 111.10.8,

= liMr—szco [m{ACLYY + ... + m{AlKY)]

= ¥ mALH) .

ﬂ?ﬂ
c'est-a—-dire que la mesure de G est la somme des mesures
des ACj) .

u
Corollaire 11

iy 5i A1), A2, ... est une suite 4’'ensembles

i mie e e i me e

W mm e me me jam

mesurables qui vérifient ALY C A C ..., alors

&

M ACIY = liMnose m{A{MY;
ﬂ:n

iid Si {Ai{n)3 est une suite 4’ ensembles mesurables
qui vérifient ALY D AEY D ... et si ALj) est de
mesure finie,

MmN ACH)Y = limn—s>a m(ANI);

j el

1iid S5i Aa{lx, a{z? est une collection finie ou

s wad
Asrniombrable d'ensemblss mesurables, alors

mdld ACj) £ E m{Aljr)y;
| :



I7

Démonstration:

preuve de i): Notons G 1'union ﬂes Aljy. D'aprés le
theéoréme 8, G est mesurable. Si 1'un des Al§Y est de
mesure oo , alors m{G) =oo car 6D A(J); et dans ce cas,
i} est vérifié, S5i tous les m{A(j)) sont finis, nous
obhservons gque 1Q<J; - 1g. Far application du théoréme de

convergence monotone ITI.10.8, nous obtenons

SIG(K) mid) = limj—3c0 jln‘Ja(x) m {dx)
R R

= limj—2c m{AL D
et ii} est alors vérifié,
preuve de iii). Notons G(k} 1’'union adly U ... U Adky;
son indicatrice vérifie
lacw: £ maxilacis, .., law>»? £ lacis + ... + lacks:

Et nous obtenons en intégrant chagque membre
(7 m(adk)y £ mAY + ... + m{AkIY.

S5i 1a ~pllection des A(J) contient une infinité
4’ ensembles, nous observons gue Gk} crott avec ket gue
1’union de tous les G{k) est &gale 3 l'union des A(j},

Ainsi 4'apres il

M A = limnose MGG,
Avec (7} neda obtenons alors
mil B(i) £ limn_rew CM(ACLIY + ... + m{A(n)}]
4 =J§ meACiYY .
: i

te théoréme suivant &tshiit une velation entre les
fonctions mesurabhles et les ensembles mesurahbhles,. Celle-
~i et gsouvent utilicées comme d&finition de l1a

mesurabiliteé de fonctions.
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Spit une foneotion réelle §, mesurable sur R. Alors

1’ ensemble {x€R : Ff{x)ey? est mesurable pour tout

Supposons gque ¥y € R. R est mesurable ainsi que son
indizatvrice. D’ aprés le theoréme 5, les fonctions a
valeurs constantes respectives y et y+1l le sont
Egalement, de méme que la fonction

gy =y + 1 - maxmin(F G, v + 1) ,y). Fuisque
max{min(f G, vy + 1),y) £y + 1, g est positive. Four
~haque x tel que F{x) £ vy,

min (FQe), y + 1) = 60 et max{mini{fixd, y + 1),¥) = y.

fiinsi

{(8) gy = 1, pour tout x tel que f{x) £ vy.

Si F{:) » v alaors, min{fG,y + 12 3 v et

ma{min(f{y, v + 13 ,y) » y,; et done

(%Y 0 £ ¢y { 1 en tout = tel gue F{x) ¥ vy.

D' aprés (8) =t (2, pour tout u tel que fix} £ vy, toutes
les puissances g{x)™ (n = 1, 2, 3, ...} sont égales a 1
alors gue ces puissances converdgent vers 0 quand
FiuY ¥y, Clest-a-dire

Titn—sre GiHIT = liver : Fooays
D’ aprés le théoveéms 3, toutes les puissances go sont
mesurables; leur limite liier © fGoay> 17est dona

dnalement et 4°aprés le theéoréme 46, si y est fini,

1fensemhle {u4ER . FG0Ly > est mesurable. 51 vy =
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THER fxyeyr = R qui est mesurable. 51 y = —<°
ix€ER : F0)2yr est 1'intersection des ensembles
{HER : F{u)L-m¥ pour n = 1, 2, 3, ... . Fulisque nous

venons de montrer gque ces ensembles sont mesurables,

leurs complémentaires R N\ 1xER fx¥2-nr le sont aussi,

de méme que 1'union de ces complémentaires. Cette union
est en fait le complémentaire de ix€ER : flxd&—oco¥. Ainsi,
fMER - fluYL— <or est mesurable.



CHAPITRE V

_—mmEmEEaeE=

s e g e e o e e S e e S S S S e T S e
11— 11 1t 1t

Ce chapitre est entiérement consacré 3 la démonstration

de la proviété suivante:

Une fonction f de R dans R est intégrable au sens de

Lebesgue sur R si et seulement si elle est intégrable

H
H
i
H
any sens de la jauge sur R. En outre, si cette H
1
1
condition est verifite, les deux intégrales sont H

'

H

H

- mm mE me mE mm mE m

Cette démonstration est assez longue et technigue. Afin
de 1a rendre aussi claire que possible, nous démontrons

quelqgues résultats presiminaires.

Remargue: La mesure 42 Lebesgue sera notée L.



Nous avons présenté, au paragraphe 11 du chapitre III, un
théoreéme d’ approximation d’une fonction intégrable au
sens de jauge par une fonction en escalier. fAivant de
prouver la propriété correspondante pour 1’ intégrale de
Lebesgue, nous présentons les deux lemmes suivants.,
 ofr. L8] ?}

Lemme 1.1

Soit f une fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur [Ca,bl. Alors, pour chaque €3> 0, il existe une :

L]

:

H

! fonction simple 8 : Ca,bl —> R telle que
: b

1 I. U FGO - 3G 1 Ldey (€.

La partie positive d4'une fonction f est la fonction
définie par
iy si fGor 20
fr ) =
0 si fi{x) {0

La partie négative d'une fonction § est la fonction -
dAéfinie par
[ —F8¢) si Fix) £ 0
f={xy =
o0 s5i fG<} » O



I1 suit que pour chaque x appartenant au domaine de f,
Fl) = 5} — ()

la preuve peut donc étre limitée aux fonctions positives,

Etant donnée une fonction f mesurable et positive, on
peut trouver une suite croissante (8,) de fonctions
simples telles que

liMn—>0 | F(x¢) — 8,6 | = 0 L — presque partout

{cfr lemme 4’ approximation £91 ).

D’ autre part, la suite (If - §,i) est déoroissante et
pour chagque n € N*, | f - &, | est positive et intégrable
au sens de Lebesgue ( car mesurable et majorée par la
fonction intégrable f ). On peut donc appliquer le

théoréme de convergence monotone pour déduire

R o
limpn—>3 o S P FGO - Ba() 1 Lidxy = 0,
Q

On en tire que, quel que soit € ) 0O,
b
j: Flxx) — 8,0 | L{dy (¢ pour n assez grand,

a

Lemme 1.2

Soit & :CLa,bl -» R une fonction simple gui prend h
valeurs distinctes, # 0 et soit

M = SUpsxecam,.b3 | 301, Alors pouwr chaque T©) 0, il

% existe une fonction @ : [Ca,bl - R en escalier et ;
; une partie mesurable &8 c [a,bl telles que ;
% () = @Gy sur La,bl N A, LAY £ £ et ;
; ! 8G¢y ¢ £ hif sse La,bl. ;

fAvant de présenter la preuve, rappelons deux propriétés

dtablies dans [B81 et [2].



Froprigté (1)

Soient E un ensemble mesurable et ¢y 0. Alors, il
existe un ensemble ouvert G D E tel que

Lz \ By ¢ £,

Chaque ensemble ouvert de R est 1'union 4'une

t ~ollection dénombrable 4’ intervalles ouverts, deux A
! deux disjoints.

Notons - 1la seule valeur # 0 prise par @ et posons

E = 4 € [La,bl : 60} = o},
Fuisque E est mesurable, 4’apres la propriété (1), il
existe un ouvert G de R tel que E C G et

LC a2 NE ) £ &2, Comme E est borné, on peut prendre G

borné aussi. D’ aprés la propriété (2), G est l1a réunion

denombrable 4’ intervalles ouverts, deux A dew: disjoints,

o
soit G =mgi]an,bnt. En outre, puisque G est borné,

£ (bn - any < £72.
M=z Nid

On définit 1la fonction © : [a,bl —> R par
2 ,5i x € ﬂ (Jan,bnl N Ca,bD)}
G () = K "
(0 ,ailleurs
et on pose
A=rCa,blf C&NE)YU U Ja.,bal 23,

MoN4 A
I1 est clair gue @ est en escalier et que | 8@x) ¢

I~
4

sur Ca,bl. En outre, A est mesurable et

oo P -
L(ﬁ)£L{G\E}+L(\U]an,bn[)gc,!2+f_f'_._-\=%_,
MINtd

(o8]
rEi{b" - a,) =L a) (o, Il existe donc | € N® tel que



Montrons maintenant que B8G¢) = @G} sur L[a,bl \ A, En

effet, soit % € [a,bl arbitraire. Il n'y a que trois

possibilités: Y
1} ¥ € E ; alors, ou bien x E,Hd;an,bh[ et dans ce cas,
(k) = 0(¢) = =, ou bien x € ﬁala“,bnt et dans ce
mzpltg

cas, X € A ;
2) «x €6\ E ;
3 = ¢ G ; alors 3¢ = @Gy = 0.
On en déduit bien gque 3(x) = €(x¢) sur La,bl \ A,

alors x € A ;

Cas h » 1:
On note 231, ... , 2n les valeurs distinctes # 0 prises
par 8 et on pose pour i =1, ..., h

Ei = £x € La,bl : 8(x} = ci?,
3y  ,s81i x € Ef4 ,
Balx) =
o , ailleurs dans [a,bl.

I1 est clair que chaque &i est une fonction simple. En

outre, les Ef, i =1, ..., h sont deux a deux dis joints
{ car les o4 , i =1, ..., h sont distincts )}, d'od
G(xy = & Ba(x) sur LCa,bl.
Az A

D’ aprés ce qui précéde, pour chaque 84, on peut trouver
une fonction en escalier €3: [a,bl - R et une partie
mesurable Ai CCa,bl telles que 235 (x) = €3(x) sur

Ca,bl \ Ai, LC A; > £ €/h et | €10 | £ M sur La,bld. On

.8 %
pose 6 =X @iGd et A = U A,
A= 4zd

Il est évident gue @ est en escalier, que | @(x) { £ nif
suy [a,bl, Rue A est mesurable et

LCAY £ 2 LCRAE ) £ h.&/h =€,
44

. +

Puisque [Ca,bl N\ A =,nic Ca,bl N\ Ag ), on en déduit aussi
4z

gue pour 2 € [a,bl N A, 63CG) = 3iGd, 1 =1, ..., h

d'on @0y = Tlxd,

On peut, A présent, &noncer le théorame 4’ approximation
A’ une fonction intégrable au sens classique de Lebesgue

par une fonction en escallier.



Soit f une fonction intégrable au sens de Lebesgue

sy Ca,bl. FPour chaque ¢ ) 0, il existe une fonction

' :
! en escalier @ telle qgue i
i W :
i I PG - 06 F Lidx) (&, H

D’ aprés le lemme 1.1, il existe une fonction simple
@ : Ea,bl - R telle gue

I* b oFGO - B L Lid) £ E72,

Far application du lemme 1.2, on peut trouver une
fonction en escalier € : [a,bl - R et une partie
mesurable A C [a,bl telles que €(x) = GO sur L[a,bd N\ A,
LCA) 28 ot ! 8GO =« DN sur [a,bl, o) h est le nombre
de valeurs distinctes # 0 prises par & et

M = SUpPnecm,.ba3! 23(:) 1. Il s'en suit

5

I

Flxy — 802 1+ L{dx)

b
IL V(Y - B8Ga 1 Lidiy + I A - 8Ge) 1 LOdxd

I~

I~

es2 + j B0 - 86 1 LGd)

Ca,bINA

+ I P S Goy - eGa b Ldyd
j=]

L £/2 + I PEGO L L) ¢ f e T L)
n Ja
L E72 + ( E£/72M(h + 1) Y UM+ hM ¥ =&,



Corollaire

Four chaque fonction intégrable au sens de Lebesgue

sur Ca,bl, il existe une suite (05) de fonctions en

b
f VoF() - B GO
-

! escalier telle que
Lidx) —> 0 quand n —><° .
i



nulle et de mesure m nulle

Nous allons montrev, ici, gue les ensembles de mesure
nulle sont les mémes pour la mesure m et pour celle de
Lebesgue. On en déduit, en particulier, que pour 1a
convergence presque partout au sens de la jauge et au

sens de Lebesgue sont &quivalentes.
Frouvons 4' abord quelques résultats intermédiairves.

Lenme 2.1

Soient E une partie non vide de R et Y(x} wun
intervalle ouvert contenant x, pour chaque x € E.
Alors, 1l existe une suite (An)nen® d'intervalles
ouverts a gauche, disjoints deux A deux et une suite
(Tn) men® de points de E tels que

i} E est contenu dans 1'union des A3

ii) pour chaque entier i » 0 , Ki € Ai et

i & \6 (}{1) .

La démonstration de ce lemme est assez longue et

techniqua, Afin de garder une certaine filuidites dans

notre expost, nous préférons metire la preuve en annexe

a

IsJ

On peut, A présent, prouver le théoreme suivant,

e



Lottt et et s

Soit E un ensemble de mesure m finie de R. Etant
donnés &) 0 et un ensemble ouvert & contenant E, il
existe une suite As, A=, ... 4'intervalles ouverts a
gauche, disjoints deux a deux tels que E c:j?in;,

— 00
Qi C G et £ m(P1) < m(E) + &
Lz 4

On considere un € » 0 et un ensemble G ouvert tel gue
E C 3. Puisque 1’intégrale de la foncotion le est égale a
m(E), il existe une jauge ];_sur R telle gue pour chague

partition ¥, —fine de R
(1) P S(Q; 1) - m(EY | { £/6.

On définit la jauge Y, comme suit:

si % € G, on prend pour Y, (¢} un intervalie ouvert
contenant % et inclus dans G; ceci est possible car G est
ouvert,

51 ?’G, on prend Y&ﬁx) = R.

On définit ¥ = an ¥y. D'aprés le lemme 2.1, il existe
une suite Ay, A=, ... 4'intervalles ouverts 3 gauche,
disjoints deux A deux tels que E soit inclus dans 17 union
des A et tels gue pour chague Ai, il existe un point =i
de E tel gque Xi € Az et Ai est incluse dans 8 (xad . I1
s'en suit Ay < . D'aprés le corollaire III1.11.2 et (1},
on trouve gue pour tout entier n > 0,

An

'
v

[N )
(2)  F ! 1e(%:) mAid — Sls(x) mids) | { S E/6.
A

Comme i € E, 1leg(xi} vaut 1 et on tire de (2) qgue
m m I
{?im(ﬁ;) {2 LeGo midd + 5 E76
- b g "1\'.

m

Z j 1e () mided + 5 £/64
R



= m(E)Y + 5 £/6.

Par passage a la limite gquand n —) o0,
o0
I m(AL) £ m(EY + 5 &/6 £ m(E} + £ 3
4z4
]
i on considére un ensemble de mesure m nulle, par ce

théoreéme, il vérifie la propriété suivante,

Proprigte (1) :

Soit E une partie de R, Rlorﬁ pour gque m(E) =0, il
faut et il suffit gue pour chaque £)> 0, il existe
une suite d’intervalles Ay, Az, ... dont 1l'union

contient E et tels que ‘ﬁ m{Az) (T .
A= A4

La condition est nécessaire d’aprés le theoreme 2.2; elle

est suffisante 4’ apres le théouréme I11.9.4.

Une propriété analogue est vraie pour la mesure de

Lebesgue.

Propritgte (2):

Soit E une partie de R. Alors, pour gque L(EY =0, il
faut et il suffit gue pour chagque & > 0, il existe :
une suite 4’ intervalles Ai:, A=z, ... dont 1’'union H

a®
contient E et tels que ® L{Ajg) < & . C ofr [81
L=

on peut démontrer, A présent, que si un ensemble E de R
est de mesure de Lebesgue nulle, sa mesure m est nulle
aussi et inversément., En effet, soit E < R. Supposons

4 abord L{EY = 0 et soit € » O arbitraire. Alors, en
appliguant 1a prepviéte (2}, on woit qu'il existe une
suite 4 intervalles disjoints dew a dewns, ( Ak, Pl ¥,

n € N* tels que E est inclus dans 1'union aes Jen,bnd, et

Ty
tels quelzi(ﬂ“ - ®wna) (T

Fu1sque m{ Jetr,, Pl ) = Py — %y = L Jixn,Bsd ), 4’00
E m{ Jey,,Pfnd 3 =r§lﬁﬂn - ®#nr {0 .

iz

1.6



Comme ¢ > 0 est arbitraire, on en déduit avecs la
propriété (1) que w(E) = 0,
Inversément, supposons m(E) = 0. D’'aprés la propriéte
(1), pour chaque & » 0, il existe une suite
4’ intervalles disjoints deux A deux (Ai)ien® tels gue
- E est inclus dans 1'union des Aa
-.E m(A3) ¢ &

.f.c_N
Ceci entratne comme précédemment L(E} = 0,



Nous allons établir 1’é&galité entre 1’intégrale de
Lebesque et celle de Jjauge en travaillant &tape par

etape.

Dans un premier temps, on considére un intervalle borng

I. On sait que

L(I) = S 1x G Lid) = b — a2,
R

ol a et b sont les extrémites de T (ofr [21). Sa mesure m

est, par définition,

m{(I} = S 1x(¢} mide = b — a.
R

On a donc égalité entre la mesure de jauge et celle de

Lebesgue d4'un intervalle borne,

Prenons maintenant une fonction en escalier & : R ) R .
Rappelons qu'une fonction en escalier est, par
definition, une combinaison linéaire finie 4* intervalles
bornéds Ji, ..., Jn, '

© (3 =1§Lci 1.4 ).

En utilisant la linéarité de 1’intégrale de Lebesgue,

It

m
Secx) L Cdse) X'F'xci 144 () LG

3 R
i
=L ci f 1 G L {did
Al r\
m
= % o4 by — 231},
4

o) ai et bi sont les extrémités de Ji. L'intégrale de

jauge est également lindaire. On en déduit
M

Eoog 1)a G omidi)

[ S

&

U ety mtdd = |
Jp )

"

% mi j 154 02y midsd
Fl\

124



M
= I ci (by - ai).
A=A
L!é&égalité entre les deux intégrales 4’ une fonction en

escalier est done ausSi vérifide.
Considérons enfin une fonction § de R dans R.

Remarque 1: Pour chaque x € R, f(x) peut s'dorire conme
frG) — f(x) on f* et f— sont les fonctions définies par
L7 max(f G, 0 et f GO = max(—FfG,0). Il suffit

Il

done de se limiter A une fonction positive de'ﬁ dans R.
Montrons d4’abord le théoréme suivant.

Théoréme 3.1

Si une fonction positive f de R dans R est intégrable

au sens de Lebesgue sur Ca,bl, elie est intégqr-able au

;
H
! sens de jauge sur [a,bl et les deux inteégrales sont
{ égales.

D' aprés le corollaire du théoréme 1.3, il existe une
suite de fonctions réelles (fn) en escalier sur [a,bl
telle que
b
j‘: FGO = fnd | Ldx) => 0 quand n = ®

Q.

o' est-A-dire que (fn) tend vers f dans L([La,bd). On peut
alors extraire une sous—suite de (f,), que 1'on note
encore (fn) pour ne pas allourdir les notations, qui

~onverge vers f L-presque partout (ofr Cegls.

EE]



V.14

Dafinissons les fonctions en escalier
Gn.p = inf  fo(x), fpealx}, .., frepix? ).
Pour chague % et v fixéds, la suite ( gn,p(X) dpewn est
déoroissante et sa limite ( finie ou infinie ) existe car
une suite monotone admet toujours une limite. On pose
Bnr(x) = limg—>w0 Gn.p (X} .
Pour chague x fixé, 1a suite ( 8n¢) Ynen¥* est croissante
fAP Onei,p-1(%) 2 gn,p(x), d4d'od par passage 2 1a limite
sur p, on obtient B,+31(x) 2 &,00 . Elle résulte donc
~onvergente. Montrons qu’elle converge vers £ o3
L-presque partout, plus précisément en chagque point x tel
que f, () converge vers f(x). En effet, soit
% € Ca,bl tel que fo,0G) - G . Four £ 0 arbitraire et

n assez grand, on a donc quel gue soit p € =

(1) F(x) — & £ gn,p) £ F02 + &
4’00 en faisant p - O,

2y FG) -& £ 8,00 £ fG0) +E pour n assez grand,
~e qui prouve bien que 8, —-) fx).

Les fonctions gn,. sont mesurables., En outre, de (1), on

déduit que powr n assez grand,

. =

j‘fix) L{diy — &b - a) & On, e () L{dx) , pour

a a

Eosoy

tout p € N*. On ﬁeut, dads lors, appliguer le thtoreéme de
convergence monotone pour 1fintégrale de Lebesgue et en
déduive gue pour n € N* assez grand, la limite @, est

Lebesque intégrable et

".') 13
j Sn G Ldi) = 1imp_,m§ Or. e () L)
(s % O

Les fonctions 4., . sont &galement intégrables au sens de
jauge sur [a,bl car elles sont en escalier. On déduit

alors, de (1), gue pour n € N™ assez grand,

o b
CFGO L) - £ib - a) & Sgn,pm) L (e

do .
ﬁjgn,p(x) m{dx) , pour

il

Q



tout p € N*, On peut donc appliguer le theoreéme de
convergence monotone pour 17 intégrale de Jjauge {(voir
ITI. 4.2 ) A 1la suite décroissante (gn,pl)pen®* 2t on en
déduit que pour n € N* assez grand, &, est intégrable au

sens de jauge et

b b
5 S, GO mid) = limp—so X Gn. p () midi) .
[+ [+ 8

Comme les gn,,. sont des fonctions en escalier,

S b
J‘gn,p(x) m{di) = X On. e () L (dx)
[+ 3 (<8

et par unicité de la limite d4’une suite convergente, on

en concloat

b b
(3) Hr B (<) mldi)} = .g 8,00 L{dx) pour n assez grand.
[+ 5 (=%

Les fonctions 8, sont mesurables et la suite (8,) est
croissante et converge vers f L-presque partout. On
deduit, de (2},

b . b
y B, ) Lidx) & j £0x¢) L) + € (b—a) pour n assez
o Q

grand. On peut donc appliquer le théoréme de convergence

monotone pour 1'intégrale de Lebesgue et en dbduire

b
Liln—>y .T 5, () Lidd = g)f(x) L () .
o
Q Q

D’ autre part, (2) et (3} impliguent aussi

b b
\J S, () midid = \[ T () L{di)
Q O

I~

N
I fx) Lidi) + &€ (b—a) pour n assez grand.

On peut dons appliguer le théoréme de convergence
monotone pour 1’intégrale de jauge et en déduire que la

limite f est intégrable au sens de jauge et

v b .
Littp—> ™ J B, m{di) = } FO¢) mldi),

Ya \J&

Il s'en suit



Y
‘f‘-’ FGO L(d) = Xf(:d m (died .
= Y

Ce qui achéve la preuve du théoreéme 3.1.

Montrons, A présent, le thetoréme suivant.

Théoréme 3.2

Si une fonction puéitive f de R dans R est intégrable

! au sens de jauge sur [a,bl, elle 1'est au sens de

1

[}

! Lebesgue sur [a,bl et les deux intégrales sont &gales.

D’ aprés le corollaive du théoréme II1.11.1, il existe une

syite de fonctions en escalier telle que
b
(4) J\l FGO — FfaGd | mldid = O,

o

Ceci entratne que () est une suite de Cauchy dans
L*¢L). En effet, pour les fonctions en escalier f, et fg

on peut é-rire

b '

j P falx) — Fp () 1 Ldx) = X P Ry — Fo () o mldi)d
o aQ
b b

< j VL GO - FGO F mGdxr) + \f P Fa Gy - FG D mldi)
o [+

D' aprés (4), chagque terme du membre de droite de 1la
derniére inkgalité est aussi petit que 1'on souhaite deés
que n et p sont assez grands, 4'od {(fn) est bien de
Cauchy pour L. Or, 1l’espace L*(R,L) est complet, don:z la
suite (fn) converge dans L*(R,L) vers une fonction

F e L*{L},

Puisque F € LY (L), elle résulte intégrable au sens de
jauge et, par application du théoréme 3.1, son intégrale

de jauge et celle de Lebesgue sont égales. On en deéduit



\[‘ VP FGO - FGO T mldi

S
FG) — FnG) } midid + S tfL G — FGO D mdo
Q

I~
—
s

I~

b
j U FG) — FaGd ! LGdi) + S b ofa ) - FGO 1 md)

(% @

Comme fn —» F dans L3 (L), le premier terme du membre de
droite tend vers 0. D’aprés (4), le second terme du
membre de droite tend é&galement vers 0. Ceci impligue

Fix) = ¢ m—presque partout.

Les ensembles de mesure wm—nulle ek de mesure L-nulle
ttant les mémes, on en déduit que F(x) = f(x) L-presque
partout aussi et donc gque f est Lebesgue intégrable. En

outre, pour tout n € N®

: I“ FGO md) - be(x) L)
- \2 Q ‘D
= i S (FCed — fnG)) midx) + S (Fmlx) — FG0)) L{d:d |
a [« %
v %
£ ‘i V() - Gy f mdldied 4 S VG - a0 1 Liidid .
Q Q

b
Et comme j U FG - a0 o mddx) -2 0 ainsi que
a

b
f ' FG) — £.0¢) | L(dx), on obtient
Q

b
Ib fom (di) = iﬁ Fol (i)
m [}

On vient dono de prouver que 1’ intégrale de Lebesgue
d'une fonctrion réelle positive sur un intervalle Ca,bl
est &égale A son intégrale de jauge sur Ca,bd. D'apres la
remarque 1 £t la linéarité des. intégrales, ceci reste

vrai pour une fonction réslle guelconque .

I1 nous faut encore montrer que la propriété reste
valable lorsqgu’ on prend des fonctions f intégrables sur
R.



Pour ce faire, nous allons démontrer gque 1*intégrale sur
R d'une fonction peut s’ écorire comme une somme infinie

4’ intégrales sur des intervalles bornes.

Nous allons c~onsidéver le r-as de 1’ intégrale de jauge; la
preuve pour 1'intégrale de Lebesgue est tout A fait

similaire.

Nous allons montreyr que
R

= & F <) mldi)
L

Cn,n+iC

I £y mdi)
R

Définissons, pour tout n € Z, la fonction fn par
f(x) , si % € [n,n+il
faix) =

1} , ailleurs dans R.

Posons, pour tout N € N*, 5,60 =N§°f"(x). Il est clair
que

fixy , pour x dans CO,N + 1L

Sulxd =

0 , ailleurs dans R.
La suite Sy(x¢) converge vers f(x) m—presque partout dans
[0,+© L. De plus, | SyGa t &£ | £G4 | m—presque partout.
Comme f est intégrable au sens de jauge, on peut

appliquer le théora2me de convergence dominée 117.8.1 pour

1'intégrale de jauge et on obtient

j-ﬂ:{) m{di) = limy—soo J‘Em(:{) m ) .

¥ Ry

Far définition de Sy et par linkarité de 1'intégrale de

Jauge ,

Mo

) ) N
limpy—s o j Guld mi{dx) = limg—3yw I -[fn(x) m{dy .
Ry A+

a4’ o

At

(5} ) midied = £ r f() midw),

m=-0 J
R Cn,n+1iC



N

Posons, pour tout N € N*, 'y = £ f, (). I1 est claivy gue
f(x) , pour x dans 1-Y,0L
o
S iy = B fu{d =
M=_N P

0 , ailleurs dans R.

Le méme procbtdé nous conduit 2 1’ &galité suivante:

n= -0

o
(&) jf“(x) mids) = X yqu) ——y
R. A

En regroupant (% et (&) et par additivité de 17intégrale
sur 1’ intervalle 4’intégration, on obtient '

[r.)
(7) J" falx) midx) = ngf(x) m (i) .
R == I, maa T

Le méme raisonnement appliqué A 1’intégrale de Lebesgue
conduit A
00
(8) j‘f,,(x) Lids) = Sf(:{) L Cd)
R

J) Jeie v ]
v, wd T
Comme nous avons égalité entre 1’ intégrale de Lebesgue et

celle de jauge sur un intervalle borné, (7) et (B8} nous
permettent de dive gu’on garde aussi cette é&galité sur R
tout entier. Ceci termine la preuve de la propriété

énoncée au début de ce chapitre.
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Annexe Al

Théoreme Ay

Soit K une collection 4’ intervalles fermés de R telle
que toute paire d’intervalles de K posséde un point
commun. Alors, il existe un point a* de R qui

appartient A tous les intervalles de la collection,

| = am == mm = ae A= A=

Démonstration:

Spit A 1’ensemble des origines des intervalles de K. 5i
a € A et si by est 1'extrémité 4’un intervalle de K,
alors a £ by car il existe un nombre b tel que Ca,bl € K
et il existe un nombre a; tel que [a;,b;1 € K., Far
hypothése, nous pouvons trouver un nombre x tel que

% € [a,bl et x € [a;,bxl. Fuisque x € La,bl, a £ x et

comme X € [Cax,byd, % £ by. NMous en déduisons a £ ba.

Soient a* le suprémum de 1’ ensemble A et [a,,b:1 un
intervalle de la collection K. Four tout a € A, nous
savons que by 2 a. Done, bi est un majorant de A et par
définition de a*, il doit &tre au moins &gal A a*. Far
conséguent, a* £ by. D'autre part, ais € A et a* est un
majorant de A, donc as £ a®, Tout ceci implique

Ay £ a® £ by. Ainsi, 3™ € [a;,bi] qui est un intervalle
arbitraire de la collection K.



Ad- 2

Condition de Lipschitz

Rappelons qu’'une fonction g o D - R est lipchitzienne

5'il existe un nombre L tel gue pour tout y' et vy de D,
Pgly’y —gly) L &L Ly -y i
Ce nombre L est appelé constante de Lipschitz pour g.

On sait qu’une fonction lipchitzienne sur E est continue

sur E.

Nous pouvons prouver un lemme qui nous permettra de

veérifier gqu’une fonction g est lipchitzienne.

Lemme Oz

Soient g une fonction réelle et continue sur un
intervalle D de R et L un réel. Si 1’ensemble des

points x € D en lesquels DgGo n’ existe pas ou

L est une constante de Lipchitz pour g.
En particulier, si la dérivée de g existe partout et

1 [}
' i
i :
i i
! :
1 I DgGo ! Y L est fini, alors g est lipschitzienne et |
L] £
!
1 !
! est bornée, g est lipchitzienne. i

Spient ' et x" deux points de D et nous supposons que

%! { %", Dans l’intervalle ouvert Jx’',x"[, il existe un

nombre fini de points en lesquels g n’ admet pas de

dévivee ou ! DgGa i 2 L; nous appelons ces points

€1, ..., ¥n QU8 NOUS AVONS rangés par ordre croissant.

Nous définissons xg ~omme &tant x' et Hnex comme etant

x",. D’'aprés le theoréme de la moyenne, pour

i=10, ..., n, il existe un point %i de Ixi,xi.il tel que
g(xiea) — gGed) = Dg(Hi) (Hiex — i),

Puisque | Dg(<gy | £ L,

L (Maax — H4) £ gie1? — gixa) £ L (iex — i)



En additionnant ~es inégalités membre A membre pour
i=0, ..., n, nous obtenons

L (pe1 — Ha) £ g{ne1r? — gle) £ L (Xpex — Xo?,
c2 qui est la méme chose que

g™y — g’y 1 &L 1 x" — x" .

na-3



A= &

Continuité absolue

Definition

Une fonction réelle f définie sur un intervalle BE R

est dite absolument continue sur B si pour chagque

¢ > 0, il existe un nombre & ¥ 0 tel que , quel que
spit le nombre fini de sous—intervalles de B,
I¢a’ , %23, o0, Ik’ ,x%k"1, disjoints deux a deux, de

longuewr totale inférieure a &,

® :
1y E 1 FOu" - F6Y LS

11 est &vident que si f est absolument continue sur

B cR, elle est continue sur B. En effet, saoient €3 D et
le § > 0 qui lui correspond dans la définition. Soit

% € B. Définissons 6 = 1 x - 8, x + §[. Si X € B NG,

5i ¥ { X et nous

|

nous choisissons #31' = %X et xa" =

prenons xi' = % et 1" = x si x 2 X. Alors, la somme dans

(1) posséde un seul terme et 1’inégalite (1) s’'&erit
bR - FGO o= FGLa™ - flat) L LE

Ce qui montre que f est continue en X.
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econd théovreme de la moyennse

Soient [a,bl un intervalle borné, § et §@ deux
fonctions intégrables sur [a,bl et telles que §© est
soit positive, soit négative sur La,bl. S5i & est une

intégrale indéfinie de &, alors il existe un nombre

Ib Four 8Oa) m{dud

T (a) Ii £iu) mCdu)

1

! 1 € C[a,bl tel que
;

' + B(b) J‘b £0u) mdud .
; z

Pour 1la preuve de ce théoreéme, nous renvoyons a £71.



Annexe A2

Pour chague x € E, on choisit un intervalle ouvert,
borné, contenant i, YL(K) et on définit Ye(¢) comme &tant
¥ G nY, 6o,

Pour chaque entier n > 0, on définit EHF"] comme étant

1’ ensemble des intervalles

IQ<n,», An,1), ..., Bin,2.4° + 127}
ol Bdn,H = -, -2"]
Rn, J? = J-27 + (j - 12, -2n + j2-n],
i=1, ..., 2.4"

B{n,2.4™ + 1) = 12", 0 L.
Ces intervalles sont disjoints deux a adewx et leur union
est R. De plus, chagque intervalle de Qi£n+1] est obtenu
en subdivisant un intervalle de Qitn]; ainsi, si A' est
un intervalle de Jd_tn’] et A" est un intervalle de
ﬁitn“] aves n" ?» n' alors ou bien A’ et A" sont

dis joints, ou bien A" C A".

On arrange ces intervalles en une suite, de la facon

suivante:

on prend 4'abord les intervalles qui appartiennent 2
thll, on prend ensuite ceux Agui appartiennent 2 21[21

et ainsi de suite. On note cette suite B*(1), Q™) , ...

De cette suite, on choisit successivement les interwvalles

Ay, Az, ... vbrifiant les deux conditions syivantes:

Froprigété (1%

: Pour chague n € N¥, A, contient un point x € E et
L]
H an < .{&(}{) N



Fropriéte (23 .

Pour chague n € N*, A, n'est inclus dans aucun Ag-

¢

avers ' { n,

Four chaque éntier i » 0, il existe, 4'apreés la propriéte
(1), un point x € E contenu dans Ri tel que A3 < Kb(x).

Ce x est rebaptisé Wi et donc (ii) est prouvé,

Montrons, A présent, que les Ai, i € N®, sont disjoints
deux 3 deux. Supposons par 1'absurde que pour

i # i’ € N*, Ai et Ai- ont un point commun, soit y. A3
est de la forme Qin,)) et Ri. = Qn’,i?) avec n', n, J,

i’ quelcongques. n ne peut étre é&gal a n’ car les
intervalles appartenant 3 ngn] sont disjoints dewux 2
deux. Supposons n’ > n ( le cas n' { n peut étre examing
de manidére analogue ). Ou bien Ai.- C A1, ou bien Az et
;. sont disjoints. Or, ils ne peuvent étre disjoints car
ils contiennent tous les dew: le point y. On en déduit
Ai- C AL, rce qui contredit la propriété (2), Il s’en suit

donc que les Ai, i € N*, sont done disjoints deux a deux.

Il reste 3 prouver gue la condition (i) est vérifieée.

o
Soit % € E. Montrons que x Emuiﬁn.

Fosons ‘f%(x) = Ja,bt, doncs x € Ja,bl, et
5 = min(x¢—a,b-x}, done & > O, On choisit ¥ € N* tel que

t1) 20 ) Lkl et 2°M ( 3

Puisque 1’union des intervalles Q, 1), ..., B,2.4% + 1)
est R tout entier, x appariient & i’un de zes
intervalies, =soit QUN, J(NY. AN, jH} ne peut étre 1'un
des intervalles non bornés QN0 ou QWM,2.4% + 1) car
ces deux derniers intervalles ne contiennent aucun point
de 12-N 280 gui 1ui contient, d'aprés (1), le point x. On
en déduit que QWM, j) est un intervalle ouvert a gauche
de mesure egale a 2°8 { 8, Comme x € QN,jD), il s’en
suit QO JOD) C =8, x+30 et puisque

1:-8,x+30 C Ja,bl, il vient QG J)) Q.ﬁﬂx). Ainsi,
1’intervalle Q{¥, JU)) veritie i1a propriétés (1), 57il



AQ. 3

varifie aussi la propriété (22, 11 a ete choisi dans la
suite Ay, A=z, ... et done, dans ce cas x Grﬁlﬁn. Si

BN, ) ne verifie pas la propriété (2}, alors il existe
n’ € N* tel gue RN, i) C A,- et dans ce cas aussi, x €

o0
U An. Ceci achséve la preuve du lemme.
m=4
=



Le principal avantage de 1'intégrale de jauge réside dans
le fait que sa construction est proche de ~elle de

1’ intégrale de Riemann et aboutit a 1'intégrale de
Lebesgue sans &tabliv au préalable la theorie de 1a
mesure., HMalheureusement, elle garde ceritains
inconvénients de 1’intégrale de Lebesgue, notamment, son
emploi dans les démonstrations des proprié&tés et dans les

applications reste assez technigue.

Nous savons que 1’ intdgrale de Lsbhesgue se généralise aux
espaces A plusieurs dimensions. L’un des théoreémes les
plus importants de cette théorie est, sans aucun doute,
le théoréme de Fubini qui permet de réduire une intégrale
myltiple 2 des intégrales itérées. O, nous avons vo que
dans R, 1’intégrale de jauge et celle de Lebesgue sont
tgales. Nous ne pouvons conclure gqu’ il en est de méme
dans un espace 3 plusisurs dimensions gqu’ apreés avoir,
notamment, &tabli un thioréme analogue 3 celui de Fubini
pour 1°intégrale de jauge. Ceci ne peut se faire sans de
nombreux préliminaires a2t développements poussés qui
risquent de déhorder du cadre de ce mémoire. Cependant,
i1l nous semble important de déeovive les principales

&tapes de la démarche a suivre,

i
aue leur mesuare (si A est un pavé de R7, sa mesurs m (Al

M
i
"~
T

gale au produit des mesures de oha

fasteurd ., Hous pouvons, 3



Etant données une partie D de R™, une fonction f de D

dans R et une partie B de D, on dit que f est

intéarable au sens _de jauge sur B s5'il existe un

réel 0 tel que pour chaque €3 0, on peut trouver une
Jauge K sur R™ wérifiant la condition suivante:
quelle gque soit la partition X“finECJ de R™, 1la somme

de Rismann 5(<r;fs) est finie 2t

H S(Q);fa) -dJd 1 LE

La plupart des théor2mes des chapitres II et III restent
valables dans R™ moyennant guelques modifications. Dans
R, nous approchions une fonction intégrable par des
fonstions en escaliev; dans R™, nous approchons plutdt,
une fonction intégrable par la fonction limite 4 une
suite de foncotions en escalier (appelée U-fonction ou
L-fonction selon que la suite est cvoissante ou
désyroissante) ., Ceci nous pevmet, enfin, 4'&tablir le

théoréme de Fubini pour 17 intégrale de jauge.



Théovreme de Fubini

Soit A un pavé de R™ gui est le produit cartésien :

iy X A2y d4d’un pavé ALY de RS et 4'un pavé AZ) de

e e e

R* o3 = + t = n. Si § est une fonotion intégrable sur

A, alors il existe un sous—ensemble N1} de A{l) avex

miN{1Y) = 0 tel gue

v =y fla,vy (v € A2} est intégrable sur AZ)
ii} la fonction

v =2 FOua,vw) midyl
ACZ)>

J T I L L L

! i) pour chagque o € ACL) N NO1), 1a fonction
i est intégrable sur ALY N N1}, et
H T I I FOua,v) midyd m{dud

ACL NNCLD> (= R =P ]

i e T e e e e e

= f Fixd midud,
A

Four plus de détails, nous renvoyons a L1373,
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