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Chapitre 1

Introduction

L’algorithme du mariage a pour but de pouvoir créer/associer des couples sur
base des éléments de 2 ensembles de tailles égales et ayant définis des préférences
pour les éléments de 'autre ensemble. Cet algorithme garantit de créer un en-
senible de couples et ce de maniére optimale.

Un tel algorithme est fort pratique d’utilisation car bien que le probléme de
base soit la création de couple homme-femme, il peut etre appliqué a un large
panel de problémes connus (assignation de résidents & des hopitaux, création de
colocations,...)

Un algorithme de ce type est utilisé au sein des Facultés Notre Dame de la
Paix de Namur afin de proposer des assignations de mémoires sur base d’une liste
de prétérences fournies par les étudiants ainsi ue sur base de leur performance
académique.

Dans ce document, nous tenterons d’en apprendre un peu plus sur cet algo-
rithme et aussi d’en déterminer sa complexité. Pour ce faire, nous réaliserons un
rapice tour d’horizon des dilférentes [ormes e mariage stable et nous présenterons,
ensuite, 'algorithme utilisé. Nous tenterons alors de d’évaluner sa complexité
o1 le catégorisant.



Chapitre 2

Topologie de ’algorithme
du mariage stable

2.1 Introduction

Cette partie a pour but de faire un rapide état des lieux des différentes
formes de mariages stables connus. Cette itération ne sera pas exhaustive et
se contentera d’énoncer les caractéristiques de ces versions et éventuellement
leur(s) complexité(s). Pour ce faire, nous sommes partis d’un document publié
[15] au sein de I'université de Glasgow.

2.2 Version classique

Pour commencer, nous allons décrire le concept classique de mariage stable?.
Un tel probléeme est composé de deux ensembles disjoints, les hommes et les
femmes ct est dit de taille n. On notera, que la quantité totale de données
pour une telle instance est en fait O(n?). Chaque persomme définit une liste
de préférence strictement ordonnée contenant les membres de autre enscinble.
Ainsi une personne p préfere une personne ¢ a personne r si et seulement si g
précede 7 sur la liste de préférences de p.

Dans ce cadre, un couple M est une association un-a-un entre hommes et
femmes. Pour un couple (m,w) € M, on dit que m est le partenaire de w dans
M, oum = pM(w), et de méme pour w.

Il est ainsi possible de créer différentes attributions, c’est a dire des ensem-
bles de couples tel que Af. On distinguera deux types d’attributions opposées :
stable et instable. On dira qu'une attribution (matching) est dite instable si
elle admet une ou plusieurs paire(s) bloquante(s). Une paire bloquante pour un
couple M est une paire homme-femme (m,w) ¢ M, ol chaque membre de cette
paire préfere une autre personne & leur partenaire dans M [6, 5]. Au contraire,
un matching sera it stable s'il n’admet pas de paire bloquante.

=41 . Stable marriage



Exemple :

Considérons I'ensemble A/ des hommes et leurs prélérences :
Tow : ( Emima, Kristen, Nina, Jude)

— John :( Kristen, Fmma, Nina, Jude )

— Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emma )

- Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Emma )

Considérons I'ensemble W des femmes et leurs préférences :
- Jude : ( Alex, Tomn, John, Harry )

Nina : { Tom, Harry, Alex, John )

— Kristen : ( Alex, John, Tomn, Harry )

~ Emma : ( Tom, John, Alex, Harry )

Sur base de ces listes de prélérences, 'attribution suivante peut éure crée :
({ Tom, Jude {, John, Nina }, { Alex, Kristen }, { Harry, Emma } )

Cette attribution n’est pas stable car elle admet au moins une paire bloquante,
par exemple { Tom, Emma }.

Toujous sur base de ces listes de prétérences, 'attribution suivante peut étre
crée :
({ Tom, Emma }, { John, Kristen }, { Alex, Nina }, { Harry, Jude } )
Cette attribution contrairement a la premiere est dite stable.

Il est relativement aisé de vérifier si une attribution M est stable. Il faut
pour chaque homme m, vérifier que pour chaque femme qu’il préféere a sa parte-
naire dans M, cette femme w préfere m a son partenaire dans M. Si c'est le
cas, la paire trouvée est dite blogquante. Par couséquent, Pattribution Al est
dite instable. A contrario, si aucuue paire bloquante w’est trouvée on dira de
cette attribution qu’elle est stable. Cette vérification peut étre réalisée en un
cemps lincaire dépendant de I'entrée, et ce en utilisant des structures de données
adaptées pour représenter les prélérences.

Au travers de leur étude du mariage stable classique, Gale et Shapley on
dévelopé un algorithme 2 permettant de trouver une attribution stable[d]. L’al-
gorithme s’éxécute en O(n2) pour un exemple de taille 7. Ils ont. également,
démontré que pour toute instance du probleme de mariage stable classique, il
existe au moins une solution.[2].

Ils ont constaté que l'algorithme, qui exploite les propositions [aites par les
hommes aux femmes, produit une correspondance ot chaque homme a la meilleur
partenaire qu’il peut avoir dans toutes les attributions stables. On nomme cette
attribution "men-optimal”, on dira donc que 'algorithime est "men-oriented”. En

2 Copan sons le nom de d’algorithme de Gale/Shapley (GS)



inversant les roles des hounnes et des fennnes ont obtient une solution “women-
oriented” produisant des attributions "women-optimal”[4].

Plus tard, il a été constaté qu'une solution "men-optimal” se fait. Loujours au
détriment des femmes. Plus préciséiment. chaque femme se voit associer le pire
partenaire qu'elle puisse avoir parmis toutes les possibilités [15].

L’algorithme contient un élémént de non-déterminisme, en effet, I'ordre dans
lequel les hommes choisissent n’est pas donné.

On notera, que commnie Gusticld et Irving Font montré (4], quel que soit

Pordre des propositions, le résultat obtenu sera toujours identique.

Une extension de l'algorithme de Gale-Shapley permet de simplifier le pro-
cessus de création de paire. Cette version ajoute la suppression des hommes
m’ suivants m et ce dans l'ordre de préférence de la liste d’une femme w en
faveur d’un hommne m dont elle a regu we proposition d’association. On sup-
prime également w des listes de préférences de m’. Tous les couples stables sont
contenus dans les GS-listes. Elles sont obtenues en prenant 'intersection des
listes de préférences apres 'application séparée de 'algorithme dans sa version
“men-oriented” et "woman-oriented”.[4]

2.3 Ensembles inégaux

Il est asscz ais¢ d’envisager une forme dérivée de mariage stable classique
dans laquelle les ensembles A et IV sont de tailles inégales. Dans ce cas, il est
évident, que, quelque soit ’ensemble d’awtributions, certaines personnes doivent
se retrouver seules.

Comne nous Pavons vu précédement, afin de définir si une attribution est
dite stable, il est nécessaire de détinir le concept de paire bloquante. Ce concept
doit érre logiquement étendu pour couvrir ce cas. Ainsi une paire (m,w) ¢ M
bloque Af si m est soit sans partenaire, ou prélere w a sa partenaire dans M,
et que w est soil sans partenaire, on prélere 1 a son partenaire dans M [15].
Cli-apres une illustration de cette forme dérivée de mariage stable et du concept
de paire bloguante.

Exemple :

Considérons 'ensemble A des hormnes et leurs préférences :
— Tom : ( Emma, Kristen, Nina, Jude )
— John ( Kristen, Emma, Nina, Jude )
Alex :( Nina, Jude, Kristen, Ewmmna )
— Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Emma )
TIake : ( Emina, Kristen, Nina, Jude )



Counsidérons I'ensemble 11 des femmnes et leurs préférences :
- Jude : ( Alex, Tom. John, Harry, Jake )
— Nina : ( Tom. Harry. Alex. John, Jake )
[Kristen : ( Alex. John. Tom, Harry, Jake )
— Enma : ( Tom. John. Alex, Harry. Jake )

Sur base de ces listes de préférences, 'attribution suivante peut étre crée :
{({ Tom, Jude}, { John, Nina }, { Jake, Kristen }, { Harry, Emma } ).

Cette attribution n'est pas stable car elle adimet au moins une paire bloquante,
par exemple { Tomn, Emma } comme pour le cas classique. Une autre paire
bloquante intérresante peut éwre envisagée {John, Kristen}. Dans 'attribution
proposée John est sans partenaire. Une telle paire n’existe pas dans le probléme
de mariage stable classique.

Toujous sur base de ces listes de préférences, 'attribution suivante peut, étre
crée :
{ { Tom, Emma}, { John, Kristen }, { Alex, Nina }, { Harry, Jude } )
. Cette attribution contrairement a la premiere est dite stable.

Nous avons vu que dans le cas d’un mariage stable classique, il existe toujours
au moins une attribution stable comprenant tout les membres des deux ensem-
bles. Cette propriété n’est plus exacte dans le cadre des ensembles de tailles
inégales. Cependant, cette propriété peut étre dérivée en une forme différente
dans notre cas. En effet. si on considere I'ensemble le plus petit, il apparait de
maniére évidente que cette propriété est toujours vrai pour cet ensemble. Ainsi,
on peut dire qu’il existe au moins une attribution stable dans laquelle tous les
membres de I’ensemble le plus petit sont mis en correspondance.

Il a été monué [12] que le plus grand ensemble est divisé en deux sous-
ensembles, les membres ayant un partenaire dans toutes les associations stables
ct les autres.

2.4 Liste incompléte

Une forme fréquente de mariage stable est celle ou les listes de préférences
incomplétes sont autorisées. Cette forme est habituellement notée SMI (”"Stable
marriage with incomplete list”). Le principe est le suivant, lorsque une personne
veut marquer un nembre de 'autre ensemble cormme inadéquat, elle 'omettra
de sa liste de préférences.

Comme nous l'avons fait pour les ensembles de tailles inégales, il est nécessaire
de revoir le concept de stabilité. Pour ce faire il faut revoir la définition de
paire bloquante. Considérons A 'ensemble des paires acceptables dans une in-

4
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[{w: (m,w) € M} <1 pour tout w. Une paire (nm,w) € M est bloquante si m
est soit célibataire ou préfere w a sa partenaire dans N, et w est soit célibataire
ou préfere m a son partenaire dans A/. Une attribution stable est done une
attribution ne contenant pas de paire bloquante.

Exemple :

Considérons 'ensemble A/ des hommes et leurs préférences incompletes :
— Towi : { Emma. Kristen, Nina )

— Johm ( Kristen, Emma, Nina )

- Alex :( Nina, Jude, Kristen )

— Harry : ( Kristen, Jude )

Considérons '’ensemble W des femmes et leurs préférences incompletes :
- Jude : {( Tom, Harry, Alez )

— Nina : ( Tom, Harry, Alex )

- Kristen : ( Alex, John, Tom )

— Emma : ( Tom, John, Alex )

Sur base de ces listes de préférences, 'attribution suivante peut étre crée :
( { Tom, Kristen}, { John, Emma }, { Alex, Jude } )

Cette attribution n’est pas stable car elle admet au moins une paire blo-
quante, par exemple { Tom, Emma } comme pour le cas classique. Une autre
paire bloquante intérresante peut tre envisagée { Harry, Kristen}. Dans P'at-
tribution proposée Harry est sans partenaire. Une telle paire n’existe pas dans
le probleme de mariage stable classique.

Une conséquence évidente e cette extension est que certaines attributions
seront impossibles. Un exemple simple est qu’il peut exister des personnes
Wayant aucune correspondance parmi leur liste de préférences.

Exemple :

Considérons 'ensemble A des hommes et leurs préférences :
- Tom : ( Emma, Kristen, Nina, Jude )

— John ( Kristen, Emma, Nina, Jude )

— Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emmma )

Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Emma )

Considérons ensemble W odes femmes et leurs préférences :
- Jude : { Alex, Tom, John )

— Nina : ( Tom, Alex, John )

- Kristen : ( Alex, John, Tom )

- Emma : { Tom, John, Alex )

10



Il apparait clairement dans 'exemple précédent que Harry ne dispose d’au-
cune correspondance dans les listes de prétérences des termnes.

Dans ce cadre, on associera une notion de cohérence aux listes de préférences
[15]. Une liste de prélérences sera dite cohérente si un individu ¢ apparait dans
la liste de préférences d’un second individu j , si et seulement si, j apparait
dans la liste de ¢. Par la suite on présumera toujours de la cohérence des listes
de prétérences. Toutce liste peut étre rendue cohérente en un temnps linéaire en
rapport avec la taille des entrées. Ceci est bien slir fait sans changer I'ensem-
ble des couples stables car, pour rendre une liste cohérente, on supprimera des
préférences qui ne feront jamais apparaitre de couple; la préférence étant uni-
latéral. Tenant compte de la cohérence des listes de préférences, on considere le
couple homme m et la femme w comme acceptable si chacun apparait dans la
liste de préférences de I'autre [15].

Il a é1é montré que dans une instance de SMI. les deux ensembles hommes et,
femmes sont chacuns divisés en deux sous-ensembles [8]. Ces sous-ensembles en-
globent les individus qui ont des partenaires dans toutes les attributions stables
ainsi que ceux n’ayant de partenaires dans aucune attribution stables [10].

Dans le cas de séries de tailles inégales, une instance de SMI peut avoir le
méme ensemble d’association qu’une occurence SM [15]. Pour ce faire il suffit
de suivre le processus suivant :

— supprimer les paires non appariées
— ensuite, pour chaque personne p restante, ajouter toutes les autres du sexe
opposé qui n’apparaissent pas déja dans la liste de p
On wilise généralement @ comme mesure de complexité en temps; tel que a est
le nombre de couples acceptables pour une instance du probléme.

2.5 Indifférence

[.e probléme du mariage stable classique requiert a chaque membre des deux
crsembles de fowrnir une liste de prétérence dans laquelle les personnes sont
classées de maniére stricte (aucune égalite). Cependant, il est assez naturel d’en-
visager la possibilité d’indiftérence voir d’égalité entre deux personnes. Cette
possibilité est une extension du probleme classique qui ouvre a une variété de
problémes et de résultats intéressants.

L’indifférence peut amener a diverses interprétations. La plus naturelle se
traduit par I'existence d’égalité. Plus formellement, il faut envisager un ensemble
W de & femmes étant a égalité dans la liste de prétérences d’'un homme m, de
maniere telle que m n’a pas de préférence entre wi et wj, Ywi,wj € W. Alors
que, Vw ¢ W et appartenant a la liste de préférence de m, soit m préfere w
a toute autre femme de W, soit 1 préfére toutes les fenmes de W a w. Cette
extension du problenie proposent ainsi deux nouvelles formes de inariage stable :
diece stable avee égalités et listes complétes (SMT) et niarviage stable avec

coobie <o listes incompletes (SMTI).
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Exemple :

Les égalités dans 'exemple suivait sont notées entre parent heses. Clonsidérons
I'ensemble A/ des honnnes et leurs prélérences :
— Tow : ( Emma, Kristen. Nina, Jude )
Johm :( Kristen, (Emma, Nina) , Jude )
— Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emma )
Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Emma)

Considérons I'ensemble ¥ des fenes et leurs prélérences :
Jude : ( Alex. Tom. John. Harry )

- Nina : ( Tom, Harry, Alex, John')

Kristen : ( Alex, John, Tomn, Harry )

Emma : ( Tom, (John, Alex), Harry)

Dans cette on peul ainsi constaté que par John n’a pas de prélérence entre
Emma et Nina. Il en va de méme dans le cas I’Emma qui n’a pas de préférence
entre John et Alex.

Il existe une relation assez simple entre le probleme de mariage stable avec
égalité (et listes incompletes) el le probléeme de mariage stable (avec listes in-
complétes). En effet, pour une instance I de SMT(I), on peut produire une ou
plusieurs instances de SM(I), en forcant I’ordonnancement cans I, c’est a dire
en rompant les égalités. Les intances produites par cette opération sont appelées
instances dérivées.

Logiquement, si on antorise I'indillérence, il nécessaire de redéfinir la notion
de stabilité. Pour ce faire nous devons réévaluer la notion de paire bloquante.
Considérons une paire n’appartenant pas a une association comine bloquante
pour une association si, de par leur coexistance, les deux associations :

— sont soit dans une meilleure situation sans,

- soit sont dans une situation pire sans,
o1 encore, une des associations est dans une meilleure situation sans tandis
que la situation de I'autre est pire sans.

Ces trois possibilités donnent lieu a des notions de stabilité faible, super-
stabilité et forte stabilité [11, 7]. Ces trois notions seront d’avantage illustrées
par la suite.

2.5.1 Stabilité faible

Nous commencerons par ¢tudier la forme de stabilité la plus [aible. Pour
ce [aire, nous commencerons par céfinir la notion de paire bloquante dans ce
cadre. Considérons une instance I de SNMT. Une paire n’apparaissant. pas dans
M, bloque M si chaque membre de la paire préfere 'autre a son partenaire
i M One diva done que M oest faiblement stable, s'il n'existe pas de paire
Dloguante poae A

12



Exemple :

Considérons 'ensemble A/ des liommes ct. lews préférences :
— Tom : ( Emuma, (Kristen, Nina), Jude )
John :( Kristen, (Emma, Nina). Jude')
- Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emma )
— Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Emma )

Considérons I'ensemble W des femmes et leurs préférences :
- Jude : ( Alex, Tomn, John, Harry )

— Nina : { Tomn, Harry, Alex, John )

— Kristen : ( Alex, John, Tom, Harry )

- Emma : ( Tom, John, Alex, Harry)

Sur base de ces listes de préférences, Iattribution suivante peut étre ciée :
( { Tom, Jude }, { John, Nina }, { Alex, Kristen }, { Harry, Emma } )

Cette attribution n’est pas stable car elle admet au moins une paire blo-
quante par exemple { Tom, Emina } commne pour le cas classique. Une autre
paire intérresante a envisager est { John, Emma }. Cette paire n’est pas blo-
quante mais elle exploite le mécanisme d’indifférence.

De plus on dira que M est faiblement stable dans I, s’il est stable pour au
moins une instance I’ dérivée de I.

Le concept de stabilité faible est un concept difficile. On sait par exemple que
des problémes tels que trouver une attribution avee égalité faiblement stable ou
trouver une attribution avec regret minimum faiblement stable sont tous deux
NP-complet, méme si les égalités ne sont. présentes que d'un seul coté [13].

2.5.2 Forte stabilité

Nous; venons de voir la torme la plus faible de stabilité, nous allons maintenant
nosintéresser A une forme intermédiaire; la notion de forte stabilité. Pour
cotnuencer nous allons redélinir, dans ce contexte, le concept de paire bloquante
el ainsi redéfinir également la notion de stabilité. Considérons une instance I de
SMT. Une paire n’apparaissant pas dans M, bloque M si un membre de la paire
préfere 'autre a son partenaire dans M alors que 'autre est au moins indifférent
[10]. M est dit fortement stable s’il n’existe pas une telle paire bloquante pour
M.

Exemple :

Considérons l'ensemble M des hommes et leurs préférences :
— Tom : { Emma, Kristen, Nina, Jude )
— John :( Kvristen, (Emma, Nina), Jude)

Mev o Nina, Jude, Kristen, Emana )

(e o ( Kristen, Jude, Nina, Emma)

13



Considérons I'enseimble 17 des femmes et leurs préférences :
- Jude : ( Alex, Tom., John, Harry )
Nina : ( Tom. Harry, Alex, John)
~ Kristen : ( Alex, John, Tom, Harry )
— Ewma : ( Torn. John. Alex. Harry )

Sur base de ces listes de préférences, 'attribution suivante peut étre crée :
({ Tom, Jude }, {, John, Nina }, { Alex, Kristen }, { Harry, Emma } )

Cette attribution n'est pas stable car elle admet au moins une paire blo-
quaute par exemple { Tom, Emma } comme pour le cas classique. La paire {
John, Emma } est également bloquante dans ce cas alors quelle ne 'est pas
dans un cas de stabilité [aible. En effet, Emma prétere John a H arry tandis
que John n’a pas émis de préférence entre Emma et Nina.

Une définition alternative, peut étre formulée comme ceci [15] : Un matching
M est fortement stable dans une instance [ de la SMT, si et seulement si,

1. il existe une instance de SMT I’ obtenue a partir de I par la suppression
des égalités du cOté des honnnes, de sorte que pour chaque instance de SM
obtenue & partir de I’ en supprimant les égalités (du c6té des fernmes), M
est stable

2. et s'il existe une instance I’ du SMT obtenue & partir de I par la suppres-
sion des égalités du coté des femmes, de sorte que pour chaque instance de
SM obtenue & partir de [’ en supprimant les égalités (du cdré des hommes),
M est stable.

On peut aisément envisager une instance de SMT, pour laquelle une attri-
bution fortement stable ne peut exister. Considérons le cas de SMT, illustré
dans la figure ci-apres. Les personnes a égalité dans une liste de prétérences
sont notées entre parentheéses (nous utiliserons cette notation tout au long de ce
docinient). L’attribution (ml, wl), (m2,w?2) est bloquée par (m?2,wl), tandis
que lattribution (ml, w2), (M2, w1) est bloguce par (m2, w?2). 1l existe cepen-
dant un algorithme O(n?) qui, pour une instance de SMT avec n hommes et n

femmes, détermine si une telle attribution existe, et si tel est, le cas en trouver
une (6]

ml :wlw?2 wl :m2ml
m2: (wlw2) w2:m2ml

2.5.3 Super stabilité

Nous venons de voir les notions de stabilité faible et forte, nous allons main-
tenant passer A la plus forte notion de stabilité soit la super stabilité. Nous allons
comneneer pardefinir la notion de stablité et pour ce faire la notion de paire



bloquante. Soit [ une instance de SMT. On dira qu'une paire qui n’apparait pas
dans M, bloque M si chacun de ses membres préfere Pautre a son partenaire
dans M, ou si les membres sont indifférents entre eux (7, 10]. Logiquement on
dira donc que Al est super-stable si une telle paire n’existe pas.

Exemple :

Considérons I'ensemble 1M des hommes et lenrs préférences :
— Tom : ( Emma, (Kristen, Nina), Jude)

John :( Kristen, Emma, Nina, Jude )

— Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emma )

~ Harry : ( Kristen, Jude, Nina, Fmma )

Considérons I'ensemble W des femmes et leurs préférences :
Jude : ( Alex, Tomn, John, Harry)

— Nina : ( Tom, Harry, Alex, John')

Kristen : ( Alex, (John, Tom), Harry )

— Emma : ( Tom, John, Alex, Harry )

Sur base de ces listes de préférences, ’attribution suivante peut étre crée :
( { Tom, Nina}, { John, Kristen }, { Alex, Jude }, { Harry, Emma } )

Cette attribution n’est pas stable car elle adimet au moins une paire bloquante
par exemple { Tom, Emma } comme pour le cas classique. La paire { Tom, Kris-
ten } est également bloquante dans ce cas alors qu’clle ne I'est pas dans un cas
de stabilité forte. En effet, Tom n’a pas défini de préférence ente Kristen et
Nina et Kristen n’a pas défini de prétérence ente John et Torn.

Une attribution est super-stable si elle est stable pour tout I’ de SM qui peut
ture dérivée de I [19).

1l est possible qu’une instance de SMT n’adinet aucune attribution super-
stable. Ainsi, si pour une intance donnée I, toutes les listes de préférences ne
contiennent aucune préférence stricte, il ne peut y avoir d’attribution super-
stable. Il existe un algorithme en O(n2) qui détermine pour une instance [
contenant n hommes et n femmes s’il existe une attribution super-stable et si
tel est le cas en trouve une [6].

Nous avons jusqu’'a présent interprété 'indifférence comme une égalité. Une
autre interprétation est de considérer I'indifférence comme une information in-
compléte. Timaginons que 'on ne dispose pas de l'information concernant la
préférence d'un honume m entre une femme wl et une femme w2. Si, de ce fait,
on met wl et w2 en égalité daus la liste de préférences de m et que 'on trouve
nne arrribution Psuper-stable”. On peut, done, en conclure que la préférence

1ol Histe de e n’a pas d’importance, vu que Pattribution sera stable pour



chaque instance de SM que 'on peut dériver de l'instance d'origine. De ce fait,
les attributions "super-stable” sont des attributions ou I'indifférence représente
généralement une inforuiation incomplete [15].

1l est clair qu'une attribution super-stable est fortement stable. et une attri-
bution fortement stable est aussi faiblement stable.

2.6  Autres formies de mariage stable

Précédement, nous avons présenté quelques grands types de mariage stable.
Il est bien évident que cela ne rassemble qu'une partie des problemes existants.
Davantage de références sont disponibles dans la littérature[15]. On y retrouve
entre autre des formes de mariage stable avec listes incomplétes et égalités.

Il nous semble, cependant, important d’évoquer une forme intéressante de
mariage stable dans le cadre de ce document. Cette forme est nommée "Stable
marriage with master list” (SM-ML) [14]. Elle peut coexister avec les différentes
formes déja vues précédemment. On définit une telle forme de la maniere suiv-
ante. Une “master list”(ML) est une liste, pouvant contenir des égalités, définissant
les préférences d’un ensemble A sur un ensemble B tel que pour aj,as € A,
pref(ar) = pref(az) , ot pref(x) donne la liste de préférences de 1’élément x.
Il existe 2 formes de SM-ML :

— SM-1ML : dans ce cas, seul un des deux ensembles dispose d’une "master
list”

— SM-2ML : dans ce cas, les deux ensembles disposent chacun d’une "master
list”

Exemple :

Dans cette exemple nous envisagerons le cas de SN-1NL Considérons I’ensem-
ble M des hommes et leurs préférences :
— Tewm : ( Emma, Kristen, Nina, Jude )
— Jolm :( Kristen, Emma, Nina, Jude )
— Alex :( Nina, Jude, Kristen, Emma )
Harry : ( Kristen, Jwdle, Nina, Emma )

Considérons 'ensemble 1V des femmes et leurs préférences, la liste de préférences
étant commune a toutes les femmes :

— Jude : ( Alex, Tom, John, Harry)

— Nina : ( Alex, Tom, John, Harry )

- Kuisten : ( Alex, Tom, John, Harry )

- Emma : ( Alex, Tom, John, Harry )
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Chapitre 3

Présentation de
I’algorithme

Nous allons a présent nous intéresser a ’algorithme utilisé aux Facultés Notre
Dame de la Paix de Namur. Dans ce but, nous comimencerons par expliquer la
problématique rencontrée. Nous tenterons ainsi de la formaliser. Dans un second
temps nous présenterons lalgorithime et son fonctionnement. Pour ce faire, nous
nous baserons sur un document rédigé par Wim Vanhoof [16].

3.1 La problématique

Nous allons commencer par déerire la problématique de manicre générale,
nous la formaliserons par la suite.

Les Facultés Notre Dame de la Paix proposent chaque année différents sujets
de mémoire aux étudiants. Les étudiants peuvent ensuite faire part de leurs
préférences parmi ces sujets. Pour ce faire, les étudiants doivent remettre une
liste de prétérences contenant un nombre limité de sujets. Les sujets sont ensite
attribués sur base des listes de préférences des étudiants ainsi que sur base
de leurs résultats académiques. Le probléme étant de produire une attribution
stble. Nous définirons plus loin la notion de stabilité.

Considérons done, un ensemble S contenant les étudiants souhaitant profiter
des mémoires proposés. L’ensemble S est un ensemble fini particllement ordonné
sur base des résultats académiques des éLudiants. Ainsi Vs;, s; € S, il existe une
relation d’ordre tel que s; > s; ou s5 > s;.

De plus il faut considérer un ensemble fini 7' contenant les différents sujets
proposés au étudiants.

Nous représenterons les choix de sujets réalisés par chaque étudiant par la
fonction suivante : 4 : S — Tx. Ainsi pour un étudiant s, y(s) représente les
différents sujets t1, ..., t; choisis par s, dans ordre de préférence de s (f; étant
son premier choix, t2 étant son second choix, ...). Notons que comme nous 'avons
déerit plus haut ~(s) ne contient qu’un sous ensemble de T. De plus, chaque
St et pas néeessairement le méme nombre de sujets dans sa liste de
prefereac
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Il est possible que certains sujets proposés admettent deux étudiants qui
devront des lors travailler en bindme sur le sujet. Ainsi nous expliciterons cette
possibilité connne suit. Cousidérons v, : S x T — S une fonction associant un
sccond ¢tudiant s a un couple (s,t), ot s est un ¢tudiant ¢t ¢ € y(s) un sujet
choisi par étndiant. Certe fonetion (). est une fonction partielle. elle n'est
pas nécessairement définie pour tou couple (s, t). De ce fait, pour un étudiant s
et un sujet ¢t nous écrirons (s, 1) = s, si et seulement si, (s,t) € dom(v,) et 7,
associe s a (s.t).

Nous modéliserons une attribution par un “mapping” A/ : S — T associant
un ¢tudiant $ € § & un sujet ¢ € T. Notons cependant qu’une attribution n’est
pas nécessairement totald, il peut arviver que dom(M) C S, en d’autres mots
que certains étudiants n'aient pas de sujet assigné. De plus A/ n’est pas obliga-
toirement injective, un sujet pouvant étre assigné a un bindme d’étudiants).

Sur cette base, étant donné les ensemble S et T et les fonctions v et 7y,
le probleme est de trouver (si elle existe) une attribution M dite stable. Une
atrtribution stable se définissant. ainsi :

— tous les érudiants disposent d’'unsujet : dom(M) = S

— chaque étudiant s’est vu attribuer un sujet [aisant partie de sa liste de
prétérence : Vs € dom(M) : M(s) € y(s)

— si deux étudiants sont assignés a un méme sujet, ils ont choisi de le faire
ensemble : si M(s) = M(s’) alors soit s = ¢ soit (s, M(s)) = s et
s (8, M (8")) = s.

— Dattribution est stable que s’il n’existe pas de "meilleur” (swr base de
(S,>)) étudiant qui aurait préféré ¢t a son sujet courant : si M(s;) =t
alors Aj < i tel que M(s;) =t et v(s;)={(..,t,...,t' ...)

Sur cette base, il apparait clairement que le probleme d’assignation des mémoires
est une instance du probléeme de mariage stable dans lequel les étudiants jouent
le role des hommes tandis que les sujets celui des femmes ou inversément. Il ex-
iste cependant quelques différences entre ce probleme et celui du mariage stable
classique :

— Tout d’abord les listes de préférences des étudiants sont incomplétes et
peuvent varier de taille sclon les ¢tudiants. On notera cependant que
chaque étudiant. fournit une liste de préférence complétement ordonnée
(il n'existe pas d’égalité, pas de sujet a égalité).

— Par ailleurs, il est. évicdent que tous les sujets disposent de la méme liste de
préférence. Cette liste est ordonnée comme décrit plus haut. Cependant,
bien que cette liste de préférences soit complete, elle contient des égalités
potenties. Les étudiants appartenant a S ne sont pas ordonnés sur base
d’un ordre strict (>) mais bien sur base d’un ordre permettant les égalités

(=)
3.2 L’algorithme

Avant d’étudier en détails ’algorithme, nous allons d’abord décrire son fonc-
gorncrent et les différentes notations utilisées.
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La figure 3.1 illustre l'algorithme utilis¢ pour I'assignation des mémoires. [."al-
goritlnne utilise les éléments de S sous forime d’une liste (s;.....sy) tel que
$; > Si41 pour tout 1 <4 < N.

L'algorithme calcule un ensemble des attributions possibles. 11 débute par une
attribution initiale My qui peut étre vide tout comme déja contenir une solution
partielle qui aurait été fixée au préalable’

L'algoritlnne manipule une pile contenant des attributions partielles. 11 va
boucler en exploitant cette pile. A chaque itération, il prend l'attribution A se
trouvant en tete de pile. Il va ensuite essayer d'étendre cette attribution par-
tielle M en parcourant tous les étudiants s; en ordre décroissant. Si étudiant s;
n'a pas (encore) d’assignation dans M, nous allons rechercher les sujets venant
de sa liste de préférences n’ayant pas encore été assignés. De maniere formelle,
nous notons y(s;) la liste de préférences d’un étudiant s;. Ainsi la liste des sujets
non encore assignés dans M sera notée f fas(v(s;). De plus, o5, représente le
premier sujet libre restant et donc f représente la position du sujet dans la liste
de préférences d’origine. De ce fait, of, est le fi#me choix de 'étudiant, o, est
le fo2™e choix et ainsi de suite.

MATATS1 pefnie L

detagic avec algorithme en fixant une partie des assignations manuelle-
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T« 0
push(T, My)
repeal
Al + pop(T)
for i from 1 to N do
if s; & dom(M) then begin
let {of,.....05.} = [ ar{v(si))
if k22 and fa < A, then
if ve(si,05,) =85 and s; & dom(M) then
push(T, M U {(s, 0f3), (sj! sz)})
else
push(T, M U {(ss,05,)})
if k> 1 and fi < A, then
tf vs(si,07,) = s; then
M — MU {(8;,0}'1)? (SJ‘,Of!)}
else
M+— MU {(Sg, Ofx)}
end
output M
untidl T =0

FIGURE 3.1 - L’algorithme

L’algorithme se comportera de manicre différente en fonction du nombre de

sujets restants. S'il reste deux sujets, oy, existe, et que f, est inférienre ou égale
au nombre maxinmum de choix que I'on souhaite prendre en compte (représenté
par A.) 2, on étendra M en attribuant le sujet oy, & 'étudiant s;. Notons cepen-
dant qu'il est possible dassocier un second étudiant a un sujet si le sujet autorise
denx étudiants et si la "place” est libre dans M. Cette nouvelle version de ’assig-
nation est ensuite mise sur la pile pour un traitement ultérieur.
Ensuite si oy, existe, et que f est inférieure ou égale au nombre maximum
de choix que 'on souhaite prendre en compte (représenter par A.), on étendra
M en attribuant le sujet oy, a I'étudiant s; (la possibilit¢ d’avoir d’avoir deux
¢tudiants associés au méme sujet est prise en compte). On ne mettra cette
fois pas l'assignation sur la pile car I'algorithme va continuer a s’exécuter en
utilisant assignation étendune. Lalgorithme continuera d’étendre M tout en
mettant occasionnellement de nouveaux éléments sur la pile jusqu’a wrailer (ous
les étudiants. Dans le cas ot un étudiant s, n’a plus de sujet disponible, une
assignation se construit mais s, n‘aura pas de sujet associé. Cela signifie que les
attributions créées par l'algorithme ne sont pas nécessairement complétes.

2. A~ est un parametre de Ualgorithme. II permet de définir le nombre de choix d’un
st ane Fansouhaite prendre en compte.



Une [ois tous les étudiants wraités, 'attribution A produite est affichée /retournée,
et les itérations continuent en prenant une attribution partielle se trouvant en
téte de pile. Lalgoritlime continuera a s’exécuter jusqu’a ce que la pile soit vide.

3.3 extensions

Comme déja décrit précédement 'algorithme permet de fixer préalablement
certaines paires. Ceci peut impacter directement les résultats.

[algorithme accepte actuellement 2 parametres supplémentaires a prendre
en compte. Tout d’abord le nombre maximumn de sujets autorisés par pro-
moteur (Asub). Le sccond paramerre permet. de définir le nombre maximun
d’étudiant autorisé par promoteur (Astud). Il relativement est simple d’exploiter
ces parametres au sein de I'algorithme. Une attribution M ne sera pas étendue
que si par I’ajout d’une nouvelle paire, on venait a violer dsub ou dstud. 11 peut
étre intéressant de s’attarder a cette extension afin de voir quels en sont les
impacts.
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Chapitre 4

Etude de I’algorithme
d’assignation des mémoires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons tenter de déterminer la compléxité de 'algo-
rithme d’assignation des mémoires [16]. Pour y parvenir, nous allons préalablement
répondre a plusieurs questions qui nous permettrons de catégoriser cet algo-
rithme. Sur base de ces différentes observations nous pourrons alors déterminer
sa cornplexité.

Powr plus de facilité dans notre étude, nous avons exclu la possibilité que
deux étudiants travaillent sur le méme mémoire, ce point ne modifiant en rien
la complexité ou les caractéristiques premieres de 'algorithme.

4.2 A quel forme de mariage stable avons-nous
a faire?

Avant toute chose, il est utile de s’intéresser a la forme de mariage stable
arsocic an probléme d’assignation de mémoire. Dans le chapitre précédent nous
avous fait un rapide tour d’horizon de différentes formes de mariages stables
existants. Nous allons maintenant tenter de rattacher I'algorithime d’assignation
des mémoires a 'une de ces formes.

Nous allons, tout d’abord, instancier le concept de mariage stable dans ce
cadre. Dans un mariage stable “classique”, on considere un ensemble A qui
contient I'ensemble des hommes ainsi qu’un ensemble W qui contient I’ensem-
ble des femmes. Dans le cadre de ce document nous considérerons dune part S
comme l'ensemble des étudiants et d’autre part ’ensemble T contenant 'ensem-
ble des mémoires. On notera N une association entre un étudiant et un mémoire
tel que (s,t) ol s € Sett eT.

Afin dassioee Tes mémoires, le processus néeessite que pour chaque t € T

ane biste fine e s tel que s € §. Cette liste définit la préférence d'un sujet. par

[N}
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rapport aux différents étudiants sur base de leurs résultats académiques. Elle
peut contenir des égalités. De plus, il est également nécessaire que pour chacque
s € S une liste de t € T soit définie. Cette liste doit éure finie et peut étre
incomplete [16]. 11 est bien évident que les cnsemnbles S et T peuvent étre de
taille différente.

Sur base de cette formulation, on peut considérer que 1'on est face a une forme
de mariage stable avec égalités et listes incomplétes (SMTI! ).

Cependant, sil’on étudie plus en détail I'algoritinne utilisé (16] on constate que
'on ne tient pas compte des égalités. En effet. la liste fournie est complétement
ordonnée et ne contient aucune égalité. En réalité, avant I’'exécution de I’algo-
rithme, on va. supprimer toute égalité de la liste. Pour ce faire, I’ordonnancement
des éléments en égalité sur base d’un tri aléatoire va étre forcé. L’algorithme
traite en réalité des problémes ayant la fornie de mariage stable avec liste in-
compléete (SMT 2) et plus précisément, de mariage stable avec listes incomplétes
présentes d’un seul coté de assignation.

Une particularité de ce cas, est que la liste de préférences des étudiants établie
sur base de leurs résultats académiques, pour chaque sujet, est identique. Chacue
sujet dispose de la méme liste de préférences pour les étudiants. Ce point fait
I’objet d'une forme particuliere de mariage stable appelé "Stable marriage with
master list 7 (SM-ML) [14]. Dans le cas de l'assignation des mémoires, nous
nous trouvons en fait dans un cas de SMI-1ML, soit un mariage stable avec liste
incomplete et une "master” liste du coté des sujets.

4.3 Le concept d’attribution stable dans le cadre
de P’assignation des mémoires

Afin de définir le coneept d’attribution stable dans le contexte de assignation
des mémoires, il est néeessaire de définir le concept de paire bloguante.
Nous trouvant dans le cas d’un SMI, nous nous référons a la. délinition de la
paire bloquante vue au chapitre 2.

Il faut considérer un ensemble A contenant ’ensemble des paires accept-
ables pour une instance I d’un SMI donn¢. Nous noterons |A| la taille de
P’ensemble A. Deés lors une attribution M est un sous ensemble de A tel que,
| {s:(s,t) € M}| <1 pour tout s et |{t: (s,t) € M}| < 1 pour tout t. De ce
fait, une paire (s,t) € A\M bloque M si :

— $ est non-associé ou préfere t a son “partenaire” dans A

— et t est non-associé ou préfere s a son "partenaire™ dans A/
Nous dirons donc qu’une attribution M est dite stable s’il n’existe pas de paire
bloquante telle que définie plus haut.

1. Stable marriage with ties and incomplete list
2. stable marriage with incomplete list
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Commie défini auparavant, nous ne sonumnes pas en présence d une réelle forme
denariage stable avec égalité et liste incomplete (SMTT). Talgorithne se basant
sur des listes saus ¢galité (SMI), il 'est done pas cohérent de définir une forme
de stabilité (faible stabilit¢, forte stabilité, super-stabilité).

4.4 Si une attribution stable existe, ’algorithme
la trouve-t-il 7

On peut constater des la premicre lecture quil est évident que algoritlnme
construit des attributions et les affiche. Il reste cependant a vérifier si panmi les
attributions générées, sec trouve au moins une attribntion stable et que 1'algo-
rithme la trouve.

11 est presque immédiatement prouvé que dans le cas le plus simple d’at-
tribution stable, 'algorithme trouve bien le matching. Le cas le plus simple a
considerer est le suivant : On considére un étudiant sy et un sujet t; ayant les
preférences suivantes @ sy :t; t1 @81 Il apparait donc évident que la seule
et unique paire possible est (s1,t1). Il est tout aussi évident que Pattribution
qui sera créée est stable. En effet, il est impossible de trouver une paire blo-
quante telle que (s,t) ¢ M, les seules valewrs acceptables pour s et t élant,
respectivement s),t;.

Une fois les diflérentes variables initialisées et si 'on suit 'ex¢cution de algo-
rithme, il boucle tant que la pile n’est pas vide. Durant ces itérations, on retirera
I'attribution en téte de pile et on travaillera ensuite avee cet élément. La premiere
itération de la boucle de parcowrs des étudiants se résumera en une simple assig-
nation vu que I'on ne considere qu'un seul étudiant. Etant donné cette premieére
itération et le fait qu'aucune attribution n’a encore été réalisée, I’étudiant s,
n’aie pas de sujet assigné, la premiere condition sera consécutivement vrai. La
liste des sujets encore disponibles pour s; contiendra le seul et unique sujet
présent dans sa liste de préférences (t;) puisqu’aucun sujet n’a encore été as-
signé a ce stade. La condition vérifiant que le nombre de sujets encore disponibles
est supérieur a 2 sera fausse et le code suivant ne sera donc pas exécuté. Par
contre la seconde condition sera belle et bien vraie vu qu’on dispose d’un sujet
disponible et qu’on présume A, supéricwr ou égal a L. Dans un soucis de facilité
on considerera que ¢; n'accepte quun scul étucliant, la condition vérifiant ce
point sera donc fausse el le code associé ne sera donc pas exécuté. L'algorithme
passera donc au “else” ot la paire (s),t1) sera ajoutée a lattribution M. N’ayant
plus d’étudiant la boucle prendra fin pour parvenir a I’affichage de 'attribution
calculée. L’algorithme prendra ensuite fin de part le fait que la pile sera vide a
ce stade.

Nous venons de voir que l'algoritlime a produit wne attribution ((s,,t)) sta-
ble.

Sur cette premiere base, il est. quasi inunédiat de prouver que l'algorithime
Sty wonjonrs enmesure de trouver une attribution si elle existe. En effet, de
peat lefoncrionnement. de algorithme, les mémoires seront toujonrs assignés sur
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base de la liste des ¢tudiants, cette liste étant la master list correspondant aux
préférences des sujets. La premiere attribution créée contiendra des associations
ou chaque étudiant se verra attribuer le premier sujet encore disponible dans
sa liste de préférences. De ce fait la premicre actribution créée sera foreéimernt
stable. Pour le pronver tentons de tronver nne paire blognante telle que définie
plus haut (cfr 4.3). Powr créer une telle paire il faudrait assigner un auire sujet,
a un étucliant ou un autre éludiant a un sujel. Considérons une paire (s,t) €
Al comme proposition de paire bloquante. Sachant que pour Pattribution A/,
nous avous les paires (s.t') et (s,t). De part le fonctionnement intrinséque de
I'algorithme, cela signifierait done soit attribuer un "moins bon™ étudiant a t,
soit attribuer "un moins bon sujet”™ a s ce qui ne répond pas a la définition de
paire bloquante. Il est donc évident que dans ce cadre 'algorithme est en mesure
de trouver une attribution stable si elle existe.

On ne peut garantir 'existence d’une attribution stable si le mécanisme don-
nant la possibilité de paramétrer 'algorithme en fournissant une série de paires
prédéfinies est utilisé. Cependant, de part son fonctionnement, ’algorithme sera
toujours en mesure de trouver une paire stable si elle existe. Le fait de fixer une
série de paires ne fait que limiter les possibiltés d’attribution.

4.5 Si plusieurs attributions stables existent, 1’al-
gorithme les trouve-t’il toutes ?

Nous venons de prouver que l’algorithme est en mesure de trouver une at-
tribution stable s’il en existe une. Nous allons maintenant nous intéresser a la
capacité de I'algorithine a trouver tous les matching existants.

A Pétude attentive de l'algorithme, on se rend compte que pour chaque
étudiant un nombre limité de sujets est pris en compte. A chaque itération
de I'algorithme, on étudiera les possibilités pour les 2 premiers sujets restants.
De part les permutations réalisées par ’algorithime, on peut cependant générer
un nombre important de combinaisons et d’associations.

Pour étre exact, Palgoritlnne génere en fait au tnaximui 2" associations ou n
vt Ggale a 5], Ce nombre est tout a fait cohérent par rapport a lalgoritlime vu
que celui-ci effectue en réalité 2 choix | S| fois; ceci correspond & une permutation
mathématique classigne. Théoriquement une permutation de ce type est, une
permutation avec répétitions. Il semble étonnant que l'on soit, face a ce Lype de
permutation car conceptuellement un méme choix ne peut étre répéter. Ceci est
par ailleurs garanti par les différentes conditions de création des paires.

Afin de garantir Pobtention d’un tel nombre d’associations et de permettre la
génération de toutes les solutions, il est nécessaire que les listes de prétérences
des étudiants n'entrent pas en conflit entre elles ou soient dune taille de 2
et ce malgré les conflits entre les listes obtenues apres suppression des sujets
déja sélectionnés. I.’ensemble des choix étant différent a chaque itération, les
permutations sensées produire des répétitions ne se produisent pas et il ne peut
donc y avoir répérition de choix.
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[.’ensemble de choix étant limité aux 2 premiers éléments de la liste, on pour-
rait penser que des attributions stables soient ignorées car elle nécessite de
choisir le 3%™m¢ élément de cette liste lors dune itération.

Cependant, bien que 'on puisse clairement ignorer certaines attributions de
part le fonctionnement de I’algorithme, 'algorithme est toujours en mesure de
trouver toutes les attributions. Au premier abord cette aflirmation peut paraitre
étrange, mais elle peut étre aisément justifiée.

Come nous lavons déja décrit dans le point précédement -4, Palgorithme
s¢ base tout d'abord sur la master liste des sujets, ¢'est a dire qu’il parcoure les
¢tudiants sur base de leur performance académique. Lalgorithie peut ensuite
créer une nouvelle attribution en prenant le second choix de I'étudiant, mais
on ajoutera également une association entre l'étudiant et son premier choix
parmi les sujets restants, s’il en reste. La premiere attribution qui sera créée,
contiendra en fait tout les premiers choix des étudiants. Comme nous ’avons
déja dit cette attribution est stable, elle est en faite la seule attribution stable
qui sera générée. Toutes les attributions qui seront créée par la suite résultent
d’une ou plusiewrs associations entre des étudiants et leur second choix parmi les
sujets restant. De ce fait, et vu qu’on itére sur base de la master liste, chacune
des paires ainsi créées associe soit un "moins bon” étudiant a un sujet soit un
“moins bon” sujet & un étudiant. De ce fait il est évident que 'on peut trouver
des paires bloquantes pour ces attributions.

On constate de ce fait qu’il n’existe qu’une et une seule attribution stable
correspondant. a la définition donnée d’attribution stable

4.6 Y-a-t-il une relation d’ordre dans la découverte
des différentes attributions ?

Afin d'aller plus en avant. dans les détails de 1'algorithme, nous allons main-
tenant essayer d'identifier un possible ordonnancement dans la découverte des
différentes attributions.

4.6.1 Stabilité maximum

I.e premier point que nous allons étudier, est la pussibilité que les attributions
trouvées soit ordonnées selon leur stabilité. Autrernent dit, que les attributions
trouvées soient ordonnées par le nombre de paires bloquantes potenticlles que
I'on peut leur associer.

Nous savons déja que la premiere attribution trouvée est une attribution
stable, c’est a dire qu’elle n’existe aucune paire bloquante. Voyons maintenant
si les autres éléments respectent cet ordre.

Il suffit d'un court exemple powr démontrer qu’il n'existe pas de relation
d’ordre sur le critere du nombre de paires bloquantes associées.

Considérons un ensemble S tel que (sy,s2.53,5) € S et un ensemble T tel
cun [ty #y ty.ty) € T. La "master” liste pour T étant la suivante (s. 2,83, 51)-
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Les préférences pour les éléments de S étant celles-ci :

5] 0 il,sztg.f4
sp 0ty tatsty
53 3 [1,[27f3.f4

Sqt ly,to,ts,ty

Une fois I'algorithme exécuté on obtient les attributions suivantes dans cet
ordre précis :

v
—

~
N

» (82, tl ) 6-31 4 )y (84, 13)}
$1,t2),(82,t3),(83,t1), (84, )}
fl)}

associations nombre de paires bloquantes
{(sl7t1) (327t2)1 (537t3)7 (84,1‘4)} 0
lytl ) 8271('2),(&3)#4)7(64)1‘3)} 1
s1,t1), (82, t3), (83, 2), (84,ta) } 1
s1,t1), (82,t3), (83,t4), (84,t2) } 2
s1,t2 ), (s3,t3), ( 1

), (s3,a), ( 2

), (s3,t1), ( 2

) (83,a), ( 3

{(s1,t1),(
{( )il
{( Jotl
{( )y (s2,t1), (83, 3), (84, t4) }
{(s1,t2), (
{( ) (
{( ) (

$1,t2), (82,13), ($3,t4), (84,

Il apparait clairement de cet exemple que l'algorithime ne produit pas les
attributions dans un ordre li¢ au nombre de paires bloquantes associées.

4.6.2 Nombre de paires

Une autre possibilité envisageable est que 'algorithme propose en priorité
les solutions minimisant. le nombre de membres célibataires. 11 proposerait. les
attributions par leur niveau de complétude ?

Cependant, il suffit a nouveau d'un simple exemple pour rapidement écarter
cette hypothese.

Considérons un ensemble S tel que (s1,$2,83,%4) € S et un ensemble T tel
e (b ta.ts,t4) € T. La "master” liste powr T étant la suivante (sy, 2,83, S4).
Les piélérences pour les éléments de S étant :

s1+ trtgyts
S2 0ty totg
S3 1 ty1.t4,t3
sS4 % lotyly

3. On dit qu'unc attribution est compléte lorsquelle ne laisse ancun membre célibataire.
Dans le cas de P'attribution des mémoires cette notion est dérivée de la maniére suivante : on
consideére une attribution compléte lorsque chaque étudiant dispose d’un sujet.
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L'algorithme fournira dans ce cas les associations suivantes dans cet ordre
précis :

associations nombre d’étudiants sans sujet
{(S],f ) SQ fq) (s; fg) (b| fz)} 0
{(s1,t1), (52, t2), (83, ta)} 1
{(s1.t1), (52, t2. (83: 1), (54.14))} 0
{(SIJI) (s2:12. (s3:11)} 1
{(s1.t0). (s2.12. (5. 13). (s1. 1))} 0
{(317? ),(32,13,(83,11),(84,f2))} 0

Comme illustré dans le tableau ci-avant, on constate que les résultats obtenus
ne sont pas ordonnés sur base de la complétude des associations.

4.6.3 "Master” liste

De part le fait que 'algorithme itére sur base de la "master” liste contenant
les étudiants, il est possible qu'une relation d’ordre apparaisse entre celle-ci et
les attributions produites.

Si on étudie le fonctionnement de 'algorithme, on peut constater ue pour
créer les différentes paires on se base essentiellement sur la "master” liste. Nous
avons déja constater que lalgorithme géneére une d’attributions

Cette génération se fait dans I'ordre suivant.
— On commence par essayer de construire ces paires en prenant le premier
choix restant dans la liste de préférences.
— On envisage, ensuite, les différentes alternatives possibles sur base de cette
liste en attribuant le second choix possible.
Cette attribution de second choix se fait en ordre inversé par rapport a la liste
de préférence de 7. Cette maniere de créer des paires est assez similaire au
processus de "backtracking”[9],[1] que I'on retrouve dans des langages tels que
Prolog. Ce processus de "backtracking” va faire en sorte qu’on va réévaluer les
choix qu'on a réalisés dans I'ordre inverse duquel on les a fait.

Alin d'illustrer ce phénomeéne, considérons I’exemple suivant. Scit un enseni-
ble S tel que (s1,82,s3) € S et un ensemble T tel que (t1,t2,t3,tq,t5,t6) € T.
La "master” liste pour 7" étant la suivante (s, 2, 3). Les préférences pour les
éléments de S étant celles-ci :

S1 8 fl,fg
So 1 f3,f4
szt tsyitg

La premiére attribution générée sera la suivante : {(s1,t1), (s2,t3, (s3,t5)}
Ce qui correspond a l'arbre suivant :
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|
('sl:tl)

|
(s2,13)

|
(53, 5)

I/itération suivante produira Vattribution :{(sy, 1), (s2. 3, ($3.t6)}
L’arbre ¢valu¢ aura done évolué tel que :
|
(5 1y tl )
(32, td)

(s3,t5)  (83,t6)

L’itération suivante produira Pattribution : {(s1,%1), (s2,%4, ($3,t5)}
L’arbre évalué aura donc évolué vers ceci :

|
(51,t1)

(s2,t3) (s2,t4)
|
(s3,ts) (s3.t6) (83,ts5)

L’algorithme va continuer a itérer jusqu’a obtenir I'arbre suivant qui couvre
tous les résultats générés.

(o01:) (s3yts)  (s3rts)  (s3,te) (s3,ts) (ssyts) (s3rts) (s3,t6)

Une bonne maniére de comprendre 'ordre dans lequel les diftférentes attribu-
tions sont générées est d’associer un poids a chaque paire calculée. On attribue
au premier choix une valeur plus importante qu’aux autres.

Pour illustrer ce point, repartons de 'exemple précédent. Si on attribue a la
paire (s;,t;) tel que t; = oy, un poids correspondant & 27 on r représente |S|
moins la position de s; dans la "master” liste de T'. Nous utiliserons cette formule
car elle permet d’attribuer un poids diftérent a chaque paire. Si on compare le
poids total de toutes les associations générées on obtient :
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associations poids total
{(s1.t1). (s2,t3), (s3,5)} 7
{(s1.t1). (s2.t3). (s3.16)} 0
{(s1.t1). (52, ta), (83,t5)} o
{(s1.11). (s2-11). (s3.16)} 4
{(s1,t2), (s2,t3), (83, 15)} 3
{(511t2)1(521 .)7(‘531t(i)} 2
{(s1.t2), (52,t4), (s3,t5)} 1
{(s1.12). (s2.t4). (53,t6)} 0

Afin de facilité la compréhension, vous trouverez le détails dn caleul du poids
pour les deux premiéres attributions.
Pour {(s1,t1), (s2,t3), (s3,t5)} on considére : 231 4 23-2 4 93-3 — 7
Pour {(s1,t1), (s2,t3), (s3,t6)} on considere : 231 4+ 232 =6

L'ordre apparait immcédiatement. Au départ d’associations ou 'on maxinise
le nombre de premier choix, on se dirige vers les associations ol I’on minimise
le nombre de premier choix, et ce toujours dans les premiers éléments de la
"master” liste de T'.

4.7 Temps au pire pour trouver la premiere paire
stable

Un point d’intéret particulier dans I'étude de cette algorithme est de connaitre
le temps au pire pour trouver la premiere paire stable. De part le [onction-
nement intrinseque de l'algorithime, trouver la premiere paire stable est presque
immédiat.

Considérons la situation suivante :

- S tel que (81, ..., ), n étant égale a |S)|
— T tel que (ty, ..., t,), m élant égale a
— ml comme la liste de préférences des étudiants pour T'
Chaque s; € S a définit une liste de prétérence ~y(s;).

Iixécutons waintenant Palgorithme. Apres avoir initialisé les différentes vari-

ables, entamons la premicre boucle. L’algorithme prend le premier élément de
la pile et commence a itérer sur les étudiants. Il sélectionne donc un éunciant
s;. L’ensemble de matching venant d’étre initialisé, $; n’a pas encore de paire
dans M. L’algorithme va done tenter de créer une paire. Il va donc rechercher
les préférences de s;, ffar(v(s;). S'agissant de la premiere itération, f fas(y(s;)
sera égale a y(s;).
Si cette liste contient au moins 2 éléments, il créera un nouveau matching qu’il
étendra avec la paire (s;,0y,) et 'ajoutera & la pile. Si la liste contient ensuite au
moins 1 élément, il étendra le matching courant en y ajoutant la paire (s;, oy, ).
De part le fait que (si,05,) = ffar(v(s:), of, est en fait le premier choix de s;,
il suffit a dire que la paire ainsi ¢réé est optimale.
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De ce fait, on peut dire que le temps au pire pour calculer la premiére attribu-
tion stable est de l'ordre de O(]S]) et ce a condition que les opératious de calcul
de préférence et de coustruction d’atwribution se font en un temps O(1). Ceci
correspond uniguenient au cas ou aucun matching n’a ¢Lé prédéting auparavant
comme Palgorithme le permet *.

Siune paire devait étre définie au préalable, il serait alors peut étre nécessaire
de parcourir tout 'arbre des possibilités avant de parvenir a la conclusion qu'il
existe pas d'attribution stable. Dans le cas contraire la premiere attribution
stable sera trouvée dans le méne temps que dans le cas classique.

4.8 Temps au pire pour trouver les différentes
attributions

Comime nous ’'avons vu en 4.5, de part la structure du problénie il n’existe
qu’une attribution stable. Celle-ci sera trouvée en un temps O(n), n étant égal
a |S]. De Pensemble des attributions découvertes, 'algorithme va cependant
en découvrir quelques unes plus intéressantes. Il semble cdonc intéressant de
connaitre le temps au pire afin de calculer ces diflérentes attribution.

Pour les calculer il est nécessaire de parcourir 'enseinble de I'arbre des possi-
bilités. Le temps au pire powr calculer cet ensemble est douc de Iordre de O(2"),
n étant égal a |S| tel que vu précédemment en 4.6.3.

4.9 Remarques

Comme nous 'avons vu au travers de ce chapitre, 'algorithme d’assignation
des mémoires ignore un nombre important. d’attributions possibles. Bien que ces
attributions ne soit pas stable par définition, certaines d’entre elles pourraient
étre intéressantes.

Nous somimes concentré an travers de ce documents sur la notion dattribu-
tion stable. 11 serait intéressant d’approlondir a la notion de regret minimum
dans le cadre de I'attribution des mémoires. On définit la notion de regret comine
st o Pour une instance I de SM, considérons une attribution Af. Pour une
paire (m, w) € M, le "regret” de m sera égale & la position de w dans la liste
de préférences de m. Le "regret de w sera, logiquement, égale a la position de
m dans la liste de préférences de w [3].

[’application de la notion de regret minimum sur un probléme de mariage
stable revient a tenter de trouver une attribution ou la satisfaction moyenne
des participants est plus élevé. En effet, Pattribution mimnisera le "regret” de
chacun des participants.

Exemple :

4. voir chapitre 3.2

31



Considérons I'ensemble Al des hommes et leurs prétérences :
— Tom : ( Emma, Kristen, Nina )
~ John :( Emma. Nina, Kristen )
— Alex :( Nina, Emma, Kristen )

Considérons I'ensemble W des femmes et leurs préférences :
— Nina : ( Tom, John, Alex)

— Kristen : ( Tom, John, Alex)

- Emma : ( Tom, John, Aler)

Pour Pattribution suivante le regret total sera de 6. ( { Tom, Emma. }, {
John, Nina }, { Alex, Kristen } )

Tandis que pour cette nouvelle attribution le regret total sera de 4. ( { Tom,
Kristen }, { John, Emma }, { Alex, Nina })

Daus le cas de 'attribution des mémoires, il se pourrait que certaines attri-
butions non calculées aient un regret total inféricur a celle qui sont générées.
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Chapitre 5

Conclusion

Au travers de ce document nous avons essayé d’étudier I’algorithme utilisé
aux Facultés Notre Dame de la Paix de Namur dans le cadre de ’assignation
des mémoires. Cet algorithme est basé sur le probleme bien connu du mariage
stable.

Dans ce cadre, nous avons tout d’abord fait un rapide état de 'art dans le
domaine. Nous avons présenté les formes principales de mariage stable et leurs
caractéristiques et avons pu ainsi présenter la forme classique de mariage stable.
Nous avons également étudié des formes avec égalités et listes incompletes. Ce
parcours nous a également permis d’appréhender le concept d’attribution stable
et de ses variations en fonctions du contexte.

Nous sommes ensuite entrés dans le vif du sujet en présentant 1'algorithme
utilisé. Nous avons présenté I’algorithme dans sa version formelle et avons décrit
son fonctionnement.

Dans une troisicme partie, nous avons abordé 1'étude de 'algorithme au
travers de divers points clés. Nous avons tout d'abord catégorisé Ialgorithme.
Powr ce faire, nous avons déterminé a quelle forme de mariage stable nous avions
i faive. Par la méme occasion. certaines spécificités de I'algorithme ont pu étre
[lses en avant.

Cette premiere catégorisation étant réalisée, il s’est avéré nécessaire de définir
le concept de stabilité dans le contexte de ’assignation des mémoires. Ainsi, sur
base des points découverts au préalable, nous avons pu adapter la définition
d’attribution stable a notre contexte.

Nous avons cnsuite voulu vérifier si 'algorithme réalisait bien le travail at-
tendu. Nous avons démontré que l'algorithme était en mesure de trouver une
attribution stable si elle existe. Nous avons découvert que le fait de fixer une
paire pouvait engendrer quelques soucis.

Conceptuellement, nous avons démontré qu’il ne pouvait exister qu'une seule
attribution stable. Cette attribution stable sera toujours découverte car ’algo-
rithme est définit pour découvrir une attribution stable si elle existe.
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["éLape suivante de notre étude a porté sur l'ordre des solutions obtenues. Il
semblait intéressant de voir s7il existait une relation d’ordre entre les différentes
associations générées. Pour ce faire, nous avons tout dabord étudié si Pordre
Ctait 1ié a la stabilit¢ des attributions. Cette hypothese s’est rapidement avérée
fausse.

Nous avous des lors évalué une autre piste : laquelle consistait a vérifier
une relation d’ordre basée sur la complétude des at tributions. Les attributions
générées aurait été ordonnées sur base du nombre de paires contenues. Cette
hypothese s’est également révélé fausse.

Nous avons, des lors, étudié la possibilité que l'ordre de préférence pour
les étudiants puisse déterminer une relation d’ordre. Cette proposition s’est
avérée exacte puisque ’algorithme favorise les premiers choix pour les premiers
éléments de la liste de préférences dans les premiéres associations.

L’étape suivante de notre étude fut la détermination du temps au pire afin
de trouver la premieére attribution ainsi que toutes les attributions que I’algo-
rithme est en mesure de trouver. Nous avons ainsi pu déterminer que trouver la
premiére attribution stable est un travail relativement simple si I’on consideére
le fonctionnement de base de I'algorithme.

Cependant, ce travail peut devenir plus comiplexe si 'on prédéfinit certaines
paires préalablement comme algoritlhime Pautorise.

Dans le cadre de la recherche de toutes les attributions, nous avons pu rapi-
dement définir le temps an pire en nous basant sur les différentes observations
déja réalisées. Sur cette base, nous avons déterminé que nous étions face a un
probléeme exponentiel.

Eufin, nous avous émis uelques remarques sur base des observations précédentes.
Nous avons ainsi suggéré une ¢tude du concept d’attribution avec regret imini-
mum dans le cadre de Palgorithme d’attribution des mémoires

Au travers de ce document nous avonus pu découvrir plusiewrs facettes de
I’algorithme. Il en reste, sans doute, de nouvelles a découvrir. 1 serait tres
certainement opportun de s’intéresser aux optimisations envisageables. Celles-ci
pouvant se faire au travers de modifications ponctuelles afin d’optimaliser le
traitement et /ou Pamélioration de I'obtention des résultats mais également, en
~nvisageant de nouvelles techniques de calcul.
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Annexe A

”Instanciation” de
I’algorithme

Vous trouverez en annexe un projet Java contenant une instanciation de I’al-
gorithnne d’assignation des nmémoires. Cette solution tait abstraction de I'assig-
nation de plusicurs ¢tudiants a un méme sujet. Cette implémentation a permis
une meilleure compréhension de ’algorithme. De part cette implémentation, une
seconde validation des différentes propositions a pu ¢tre réalisée.
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Annexe B

Description de ’algorithme

Ce document écrit par monsieur Wim Vanhoof, contient la description du
probléeme d’assignation de mémoire ainsi que la description de 1'algorithme
utilisé. Il a servi de base au différentes recherches réalisées au travers de ce
mémoire.
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