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Résumé

Tout d’abord, on introduit le concept d’épi-convergence. Apres en avoir étudié le point
de vue analytique et géométrique, on examine son implication en optimisation notamment
dans la convergence des méthodes barrieres et de pénalisations extérieures.

Ensuite, la notion d’emboitement épigraphique d’une suite de fonctions est considérée
comme relachement de 1’épi-convergence. On montre que, pour des algorithmes qui recher-
chent seulement des points stationnaires, la convergence peut étre assurée en utilisant des
approximations de la fonction objectif dont les dérivées directionnelles satisfont la pro-
priété d’emboitement épigraphique. On démontre que 'emboitement épigraphique fournit
un outil d’analyse de convergence pour plusieurs algorithmes de résolution d’inégalités

variationnelles et de problemes d’optimisation différentiable et non différentiable.



Abstract

First we introduce the concept of epi-convergence. We study the analytic and geometric
point of view as well as its implication in optimization namely in the convergence of barrier
methods and exterior penalization methods.

Then we see the epigraphical nesting of a sequence of fonctions as a relaxation of epi-
convergence. We show that, for algorithms which only seek a stationary point, convergence
can be assured by objective fonctions approximations whose directional derivatives satisfy
an epigraphical nesting property. We proof that epigraphical nesting provides a unifying
thead that ties together a number of different algorithms, including those for the solution

of variational inequalities and smooth as well as non-smooth optimization.
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Introduction

En programmation mathématique, on considere des problémes du type
(P) min{ f(z) t.g. « € R"}
oi f: R — RU{+oo}.

La plupart des méthodes de résolution de ce probléme consistent a remplacer la fonction

objectif f par une suite d’approximations {fy} qui engendrent les problémes:
(Pe) min{ fy(z) t.q. ¢ € R"}.

La question est de savoir sous quelles hypotheses les solutions des problemes (P} permet-
tent de résoudre le probléme (P). Le but de cet exposé est de répondre a cetie question
via la notion d’épigraphe de fonctions.

Dans un premier temps, comme P.Kall [7], on retrace la découverte de la notion d’épi-
convergence via son implication en optimisation. Le lien entre ce nouveau concept et les
théories classiques de convergence de fonctions telles la convergence continue, uniforme et
simple est établie.

Dans le second chapitre, aprés avoir introduit la notion de limites d’une suite d’en-
sembles (Attouch-Théra [1}), on aborde I'épi-convergence du point de vue géométrique
en identifiant les fonctions et leurs épigraphes (Attouch-Wets [2]). Cela permet d'établir
quelques nouveaux théoremes de convergence.

On termine cette premiére partie en montrant la convergence de deux types de mé-
thodes: les méthodes barrieres et de pénalisations extérieures.

Dans la seconde partie, comme le suggére Higle et Sen [5], on remarque que ’épi-
convergence est une condition suffisante mais non nécessaire a l'optimalité des points
d’accumulation de la suite des solutions des problemes (Py). On introduit alors la no-
tion d’emboitement épigraphique des fonctions approximantes fi. Or ce concept ne suffit
pas & montrer la convergence de nombreux algorithmes d’optimisation notamment ceux
qui recherchent des points stationnaires. On montre alors que Ja convergence de ces algo-
rithmes est assurée si les dérivées directionnelles de f et des fonctions approximantes fi

satisfont la propriété d’emboitement épigraphique (Higle-Sen [6]).
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Ainsi, le Chapitre 5 traite de la minimisation sans containte d’une fonction non dif-
férentiable. On montre notamment que 'emboitement épigraphique permet de prouver la
convergence des méthodes de type Newton.

Dans le chapitre suivant, on démontre la convergence des méthodes de programmation
quadratique successive pour des problémes avec contraintes.

Enfin, le Chapitre 7 concerne la minimisation d'une fonction convexe non différentiable.
Aprés avoir défini la méthode proximale ainsi que quelques unes de ses propriétés, on
montre sa convergence via emboitement épigraphique. On termine par une condition

suffisante & 'emboitement épigraphique: la notion de d—compatibilité.



Partie I

Epi-convergence



Motivation

On considére le probléeme d’optimisation suivant:
(P) min{ f(z) t.q. € R"}

ot f est une fonction de R dans RU{+o0}.
Dans la plupart des méthodes pour résoudre (P}, on remplace la fonction objectif f par
une suite de fonctions {fi} qui 'approxime. On est ainsi amené & rechercher, pour chaque

entier k, une solution du probleme:
(P)  min{fi(z) t.q. z € R"}

supposé plus facile & résoudre que le probléme initial (P).

Dans le but de s’assurer que les valeurs optimales f; et les solutions «j, des probléemes
(P) approximent bien la valeur optimale f* et la solution & de (P), il nous faut imposer
des conditions sur le lien entre la suite {fx} et la fonction f. De plus, étant donné que
l'on est pas certain que les solutions x} sont uniques, on ne peut s’attendre & ce que la
suite {x}} converge. Tout ce qu’on peut espérer est que tout point d’accumulation de la
suite {a]} soit solution de (P). L’hypothese classique pour obtenir cette propriété est la
convergence uniforme de la suite {fi} vers f sur tout sous-ensemble compact de R" ainsi
qu’ une certaine continuité de f.

Mais depuis les années soixante, on a introduit d’autres conditions comme celle de

Pépi-convergence de la suite {fi}. C'est ce concept qu'on va étudier dans cette premiére

partie.



Chapitre 1

Epi-convergence et convergence de

fonctions

Dans ce chapitre, on montrera comment la notion d’épi-convergence est liée & la théorie

classique de la convergence de fonctions. En vue de cela, commengons par rappeler quelques

concepts classiques de convergence.

1.1 Concepts classiques de convergence

On considére les fonctions f: R* - R et fr : R* — R, k£ € N. Dans ce chapitre et jusqu’a
preuve du contraire, on se restreindra a des fonctions fi et f & valeurs finies, ceci dans le

but d'éviter des hypothéses techniques supplémentaires. On dira que

o la suite {fi} converge uniformément sur ®* vers la fonction f si
{fi} converge uniformément vers f sur tout sous-ensemble compact D de ®”, i.e., si

pour tout ensemble compact D, on a la propriété:

Ve > 0 AN(e) tq. Ve € DYk > N(e) |fi(z) — f(=)] <«

o la suite {fx} converge point par point sur R" vers la fonction f si

Ve e R, {fu(2)} — f(z) ie, st
Ve € R Ve>0IM {.q.YE 2 M |fi(e) — f(z)] <e

o lasuite {fx} converge de fagon conlinue sur R* vers la fonction f si

vz € R, V{ar} — 2 {fel@r)} — f(2)-

Le théoreme suivant exprime le lien entre ces trois types de convergence.
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Théoréme 1.1

Les trois assertions suivantes sont équivalentes:

o (U): f est continue et {fr} — f uniformément sur R".
o (C): {fi} = f de fagon continue sur "

e (EQ): {fr} — [ point par point sur R" et les fonctions fr sont presque équi-continues,
i.e.,
Vz € R, Ve > 0,3 une boule ouverle B(z,¢) de centre @ et de rayon ¢ et un nombre
N{z,€) tels que
Yy € B(a,¢),Vhk = N(z,¢) |fr(y) — filz)] <e.

Remarque: Passertion (EQ) implique que les fonctions fi soient continues. Mais en
général, la presque équi-continuité des fonctions f r’implique pas a elle seule leur conti-
nuité. En effet, il suffit de considérer la suite {fi} ol fi : ® — R est définie par

Z i z est un rationnel

fu(@) = { ’

0 sinon.

Ces fonctions ne sont évidemment pas continues, mais elles sont presque équi-continues
car il suffit de prendre dans la définition B(x,€) = {y t.q. ly — z| < §} et N(z,€) > 2|z|/e

Voyons a présent la preuve du théoréme.

Preuve

(i) (U) = (C)
Soit @ € ®" et {xx} une suite convergeant vers z. Montrons que la suite {fr(zk)}
converge vers f(z).
Pour cela, considérons € > 0 arbitraire et un ensemble D compact contenant {ap} et
. Comme [ est continue, la suite { f(zx)} converge vers f(x) et donc

¢

3

D’autre part, comme {fi} converge uniformément vers f sur D,ona

TH(e) L. VR 2 K1(6), |£(2) — F(0)] <

k2 (e) t.q. Yk > K2 (e), Ya € D | fu(z) — f(2)] < %

11



Dés lors, pour k > max(k'(e), k*(¢)), on obtient

(@) = fu@n)] < 1(e) — flen)] + 1) ~ (o)l < e

(i) (C) = (EQ)
Si on choisit ¢ = @ pour tout & dans la définition de (C), on obtient {fi(z)} f(2),
i.e., la convergence point par point de la suite {fi}.
Montrons & présent que les fonctions f; sont presque équi-continues,
Supposons, par I’absurde, que (EQ) n’est pas vrai. Alors, il existe 2 € R et ¢ > 0
tels que pour tout k& € Ny et pour toute boule ouverte B(z,1/k) de centre x et de

rayon 1/k, on a
Jyi € B(:B:l/k)} g > kg Holys) — fa(2)l 2 € (1.1)

Sans perdre de généralité, on peut supposer que la suite {q} est strictement crois-
sante (si ce n'est pas le cas, on en considére une sous-suite). La suite {y} convergeant
vers z et la suite {fi} convergeant point par point vers f, on déduit de I’hypothese
que Hmg_oo fo, (1) = F(@) et limyooo fy (¢) = f(2). Dés lors, pour k assez grand, on
a

82| ™

&
) = F@)] < © et 1(2) — (o) <
Donc | f,, (yk) — fou(2)] < €. Ce qui contredit Vinégalité (1.1).

(i) (EQ) = (U)
Soient » € D et ¢ > 0. Par (EQ), il existe une boule B(z,€) de centre x et de rayon
¢ et un nombre N(z,¢) tels que Yy € B(z,¢), Yk > N(z,¢) Ife(y) — fulz)] <e
Appliquant alors I’hypothese de convergence point par point, on obtient que

|£(y) — f(2)] < e pour tout y € B(,¢),

i.e., la fonction f est continue en .

Soit I} un compact de R™ et soit € > 0,
Par hypothése, a chaque point @ de D, on peut associer une boule ouverte B(z, €) de

centre x et de rayon ¢ et un nombre N{z,¢) tels que
€
Vy € B(,¢), Yk = N(2,0) 1fu(y) - i@}l < 5.

On a alors D C U,ep B(x, ). Comme D est compact, il existe un sous-ensemble fini
{z1,..2m} de D tel que D C UL, B(zi,¢€).
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Ainsisiy € D, il existe 7 € {1,..,m} tels que y € Bz;,€).

De plus, on a que
) = Fe@)] < 17 () = (el + 17 (5) = o)l + 1files) = ey}
Comme f est continue en x;, on a

vy € Blay,e) 1f4) ~ 1)1 < 5.

La suite { i} convergeant point par point vers f, on a {fi(z;)} — f(z;) et il existe
un entier M; tel que
€
Vk > M; |[(2) = felei)l < 3

Enfin, les fonctions fi étant presque équi-continues, on a
€
Yk > N(zj.e) [fule;) = fely)l < 3

Des lors
|f(y) = fily)| < e pour k 2 max (N(2y,€), M)

1<i<m

La suite {fx} converge done bien uniformément vers la fonction f sur D.

1.2 L’épi-convergence en optimisation

Remarquons d’abord que mémesous les hypotheses de la convergence uniforme (U), il n’est
pas certain que {zj} — 2" ni méme que {inf fr} — inf f, comme le montre Pexemple
suivant: (Rappelons que, dans cette partie, 7} et z* désignent respectivement un minimurmnm

de f et de f sur ")

Exemple:
Pour tout = € R, définissons f(z) = |z] et

|| si|z] <k
fulz) =1 2k—la] stk <z <3k
|e| — 4k si |z > 3k

Ao x)

fﬂx)




On a que 2* =0, inf f(z) =0, o} = 3k et inf fi(e) = —F.
On peut vérifier que (U) est satisfait. Cependant, la suite {}} ne posséde pas de point

d’accumulation et la suite {inf fi} ne converge pas versinf f.

Théoréme 1.2

Supposons satisfaite une des assertions du théoréme 1.1.
Alors

(a) limsupy oo inf fi < inf f,

b) Siat est solution de (P.) et si z* est un point d'accumulation de la sute {21},
k k
alors ©* est solution de (P) et, {x,} étant la sous-suite de {x}} qui converge vers

x*, on a

lim (inf Jo,(2)) = inf f(e).

Preuve

Par le théoréme 1.1, on peut supposer que l'assertion (C) est satisfaite.

Posons f* = inf f(z) et fi =inf fi(z).
(a) Soit € R" et soit une suite {zx} — =. Par (C) et par la définition de fi, on a que

flz) = Llim fi(zyr) = limsup fe{zx) = limsup fr
OO k—oco k—oco

Comme ceci est valable pour tout z dans R™, en prenant U'infimum sur tous les 2, on
obtient
f* > limsup f}.

k—ro0

(b) Par (C) et par définition de j,, on a

gi?

v

£la) < limint fy,(e,) = liminf fr, < limsup f7.

Montrons ensuite que limsupy_,q, f5 = limsupg_,. f{-
Puisque toute valeur d’adhérence de la sous-suite {f; } est aussi valeur d’adhérence

de la suite {f7}, on a immédiatement que

limsup f; < limsup f;.
k—co

k=00
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Réciproquement comme {2}, } — 2*, on a, par (C), que {falz2)} = f(2*). Donc,
en utilisant la définition de Jiy on a que

limsupy ., fi < limsup,_.., fu(e?)
= limsupy_, fo, (27,)
= limsup, . f7.

Comme limsup,,_, ., ff < f(z*) (voir la preuve de (a)), on en déduit

* ‘if * . . * ' *
f) < f :hgg]f o zhinsupfk.

F— 00

On remarque que, pour montrer la partie (a), il aurait suffi de supposer que
Ve € R" 3 une suite {z} — 2 telle que liinsup felzr) < f(=).
oo
De méme, pour obtenir la conclusion de (b), il aurait sufli de supposer (a) et la condition
iz} = 21 f(2) < lim inffk(mk).

A la vue de ces remarques, on définit un nouveau concept de convergence qui implique les

" conclusions (a) et (b) du théoréme 1.2,
Définition de 1’épi-convergence

On dira que la suite {f}) épi-converge vers la fonction f si pour tout & & ", on a les deux
conditions suivantes:
(a) il existe une suite {y} — @ telle que lim SUPg oo fr{yr) < f(2),
(b) pour toute suite {24} — 2, on a f(z) < liminfi_co fi(ay).
On notera {fi} —.p f.

Remarquons que cette définition est encore valable si fr et f sont des fonctions & va-

leurs dans R(J{+o0}. A partir de maintenant on supposera donc que c’est le cas.

Utilisant cette définition, le théoréme précédent peut se généraliser immédiatement pour

donner ’énoncé suivant:

Théoréme 1.3

St {1} —epi fo alors les deuz assertions suivantes ont liew:

15



(a) limsupyen ind fic < 0SS
(b) Six} est solution de (P.) et siz* est un point d’accumulation de la suite {z3},
alors & est solution de (P) et, {z},} étant la sous-suite de {z} } qui converge vers

z*, on a
i (inf fy,) = inf .
0

Notons que la définition d’épi-convergence implique que pour tout z € ", il existe une
suite {yx} telle que limgc fr(yx) = f(z). Donc, I'épi-convergence impose une forme de
convergence globale sur la suite des approximations { fe}.

Enfin, remarquons que, dans le théoréme 1.3, ’hypothese

z; € argmin{ fi(z) t.g. ¢ € R}

(i.e. x} est minimum global) ne peut étre remplacée par un minimum local, comme le

montre U'exemple suivant:

Exemple:
Soit & résoudre le probleme: min{ f(z) = |z| t.q. @ € R} et soient les fonctions

|z si e} < 1
filz) =3 1 sil<lz|<1+%
|| - si |z} > 1+ %

Ia suite des fonctions {fy} épi-coniverge vers la fonction f, z} = 1+ } est un minimum
local de fi et limp—co Ty = L. Cependant z = 1 n’est pas un minimum local de f. Donc,
malgré I'épi-convergence de la suite {fi}. une suite de minima locaux des fonctions fr n'a

pas pour point d’accumulation un minimum local de f.
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1.3 Epi-convergence et convergence point par point

On sait que la convergence continue (C) implique la convergence point par point vers la
méme limite. Cependant 1’épi-convergence & elle seule n'implique pas la convergence point

par point, comme le montre 'exemple suivant:

Exemple:

Considérons la suite {3} définie comme suit:

1/k si @ est rationnel,
AT ] =
Jarl) { 1 —1/k sinon.
fakri(®) = 1= farlz)
{ 1 —1/k siz est rationnel,

1/k sinon.

. . , , 0 si z est rationnel
La suite {far} converge point par point vers la fonction g(z) = { i ’
sinon.

. . . . 1 si 2 est rationnel

et la suite { far41} converge point par point vers la fonction hiz) = 0 s ’
sinon.
Comme les fonctions h(z) et g(x) sont différentes pour tout z € R, la suite {f1} ne converge
pas point par point. Cependant elle épi-converge vers la fonction f(z) =0.
En effet, pour chaque 2 € R", on peut construire une suite {y} dont les termes d’indice
pair yax sont rationnels et vérifient |yar — x| < 1/k, et dont les termes d’indice impair Yax41
sont irrationnels et vérifient |yarp1 — x| < 1/k.
On a immédiatement que la suite {y;} converge vers et que la suite { fi(yx)} étant égale
a4 2/k converge vers 0. Ainsi on a
lim sup fiys) < S(2) = 0.

k—oo
D’autre part, il est évident que quelque soit la suite {z}} convergeant vers z, on a
0= f('t,) < liminf fk(:l:k).
k—co

Donc la suite {fx} est bien épi-convergente vers f. Réciproquement, on peut trouver une
suite {fi} convergeant point par point mais qui n’épi-converge pas vers sa limite simple.

Il suffit d’utiliser la proposition suivante.
Proposition 1.1
Si la suite {fi} épi-converge vers la fonction f, alors f est semi-continue inférieurement.

17



Preuve

Par I’absurde, supposons que la fonction f n’est pas semi-continue inférieurement en 2.
Alors il existe ¢ > 0 tel que dans toute boule ouverte de centre = et de rayon 1/k Bz, 1/k),

on peut trouver un élément z satisfaisant

F) < fl) e

Comme la suite { fi} épi-converge vers la fonction f, il existe une suite {&} telle que, pour
tout k,
1€x — zall < 1/k et fiuléx) < flz) + 1/

Dés lors, pour tout &, on a
Fe(&e) < fze) +1/k < f(z) — e+ 1/,
Et donc en passant & la limite inférieure,
liminf /(&) < f(2) — .
Ceci contredit le fait que f(z) < liminfr_o fi(éx) pour toute suite {£x} convergeant vers

z. Dot la thése. a

Au Chapitre 3, on examinera une méthode d’optimisation utilisant une suite d’approxi-
mations {fx} qui converge point par point vers la fonction f, I'épi-convergence de cette
suite étant importante pour conclure la convergence de la méthode, il sera intéressant de
préciser quelles hypothéses sont & ajouter & la semi-continuité inférieure de la fonction f
pour garantir I’épi-convergence. Avant de pouvoir répondre & cette question, examinons

I’épi-convergence d’un point de vue géométrique.

18



Chapitre 2

Epi-convergence comme limite

d’épigraphes

Dans ce chapitre, on verra que ’épi-convergence de fonctions peut étre abordée de fagon

géométrique en identifiant les fonctions et leurs épigraphes.

2.1 Limite d’ensembles: définition et propriétés

Etant donné une suite de parties non vides A, Az, As,... de R", on définit les limites

inférieures et supérieures de la suite {A, },en par les formules
. d .
LiminfA, ef {z € R : H{a,} — = avec pour tout n € N, a, € A,},

LimsupA, 4 {zeR" : In(l) <n(2) <n(d) < ..etVk €N, a € Ay avec{ar} — .
En d’autres termes, LiminfA, est I"ensemble formé par toutes les limites possibles de suites
{an}nen avec a, € A, pour tout n, alors que LimsupA, est formé par toutes les valeurs

d’adhérence de telles suites.

On remarque qu’on a toujours l'inclusion Liminf A, C Limsup A,.
Si ’égalité a lieu entre ces deux ensembles, on dira que la suite {Ay}aen converge. Dans

ce cas I’ensemble LimA, = LiminfA, = Limsup A, sera appelé limite de la suite {An}.
On peut aussi montrer que les ensembles LiminfA,, LinsupA, sont des parties fermées de

R" [1]. La proposition suivante établit que dans le cas d’une suite {A,}nen monotone, la

limite est facilement déterminée.
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Proposition 2.1

Si {An}nen est une suite de parties non vides de R™ alors Lim A, existe et vaut cl(U,en An)

si {An} est croissante et cl((N,en An) 58 {An} est décroissante.

Preuve

Montrons, par exemple, le cas ofl la suite {A,} est croissante. La thése revient & montrer

que

LimsupA, C cl( U An) C LininfA,,.
neN

Soit z € Limsup A,. Montrons que @ € ¢l{U,en An)-

Par définition de Limsup A,, il existe une sous-suite {$n(k)}keN convergeant vers x telle
que pour tout k, Tngyy € An(k).

Donc @,y € Unen An pour tout ket 2 € cl(Upen An)-

Montrons & présent la seconde inclusion.

Soit & € cl(Unen An). Alors il existe une suite {21} qui converge vers z avec 2k € Upen An
pour tout k.

Comme {A,} est croissante, pour tout k € N, il existe ny € N tel que

2y € Ay Yn > ng.

On peut supposer que {n;} est strictement croissante.

Des lors, la suite {y;} définie par
Y; = T, sl g S < g

converge vers & et comme y; € A;,Vj > ng, on a que ¢ € LiminfA,. O

2.2 E‘pi-convergence de suites de fonctions

On définit I’épigraphe d’une fonction f de %™ dans RU{+-cc} comme étant P’ensemble

epif e {(z,a) € R* x R t.q. f(z) < a}.

Notons qu'une limite d’épigraphes est encore un épigraphe, plus précisément:

Proposition 2.2
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Soit {fi.} une suite de fonctions de R dans RU{+oo}. Alors
Limsup(epi fi) = epi(ept — liminf fy);

Liminf(epi fi) = epi(epi — limsupfi),

(epi — liminf fi)(@) & inf{liminf fy,(24,) t-0. {24} = 2};

et
(epi — limsupfi)(z) %! inf{limsup fi{ex) t.q. {zx} — ¢}

Preuve

Montrons par exemple la premicre égalité.
Montrons d’abord que Limsup (epifi) C epi(epi — liminf fi)

Soit un couple (z,a) appartenant au premier ensemble, montrons qu’il appartient égale-
ment au second.
Par hypothese, il existe une sous-suite {(z,,, a5, )} qui converge vers (z, o) telle que fy, (24,)

ay,, pour tout k. Ainsi, en passant 2 la limite inférieure, on a

IA

liminf f,, (zq,) < liminfag,.
D’ou
inf{liminf f,, (24,) t.q. {2} = ¢} < q,
Le., (epi — liminf fi)(z) < a. D’olt la these.
Montrons ensuite que Limsup(epi fi) 2 epi(epi — liminf fi)
Soit (x,a) tel que (epi — liminffi)(z) < a.

La thése consiste & montrer qu’il existe une suite {{zq,, 4, )} qui converge vers (z,a) telle

que f,, (2q,) < @q,. Distinguons deux cas:

1% cas: (epi — liminf fi)(z) < a
Par hypothése, il existe une suite que I’on note {z} —  telle que

liminf fi(zs) < @,

Cest-a-dire, il existe une sous-suite {z,,} — ¢ telle que limy.o fa(g,) < a.

Donc la suite {(x,,¢)} convient.
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2°cas: (epi — liminf fi)(z) = a

On prend la suite {ax} qui converge de fagon strictement décroissante vers a et telle
que pour tout k, on a (epi — liminf fi)(z) < ax. Par le premier cas, on a donc que
(z,ar) € Limsup(epi fi) pour tout k. De plus, comme Limsup(epi fi) est fermé, on a

que (2, a) € Limsup(epi f¢ ). 0

On a alors le résultat suivant,

Théoréme 2.1

Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) {fs} —=epi f
(2) Lim (epifi) = epif

Preuve
(1) = (2)

On a toujours que Liminf(epify) C epif C Limsup(epifi}. Par conséquent, il suffit de
montrer que Limsup(epi fi) C epif C Liminf(epi fi).

Soit un z arbitraire.

Tout d’abord, montrons que Limsup(epifi) C epif.

Soit (z,a) € epi(epi — liminf fi). Alors il existe une suite {z4,} — = telle que

liminf f,,(2y,) < a.

Or, par définition de I’épi-convergence, on a liminf fy(xr) > f(z) pour toute suite {z1}
convergeant vers z. Donc f(x) < a et (z,a) € epif.

Montrons ensuite que epif C Liminf(epi fi). Pour cela, soit (z,a) € epif.

Par définition de 1'épi-convergence, il existe une suite {3} — = telle que

limsupfi(zx) < f(2). On a donc que limsup fi(z;) < @ c’est-d-dire, par la proposition 2.2,

(z,a) € Liminf(epi fi).

D’ott la premiere implication est vérifiée.
(2) = (1)

Soit un x arbitraire.
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(a)

Montrons d’abord qu’il existe une suite {y} — = telle que

limsup filyx) < f(=).

k—ro0

Par hypothése, on a que epif C Liminf(epify). Or, le couple (@, f(z)) € epif car

[(z) < f(e).
Donc, (2, f(2)) € Liminf(epi fi), c’est-a-dire, par la proposition 2.2,

inf{limsup fi(zx) : {wx} — 2} < f=)-
Donc, il existe une suite {a;} qui converge vers z telle que limsup fi(zx) < f(z).

Montrons ensuite que pour toute suite {zx} — x,on a f(z) < liminfy_ fe(zx).
Par hypothése, on a Limsup(epi fi) C epif.
Or le couple (x, epi — liminf fi{)) € Limsup(epi fi), car par la proprosition précé-

dente, cela signifie que
(epi — liminf fi)(z) < (epi — liminf fi)(z).
On a donc que
(:E: (Cpl: - hmtnffk)(q’)) Eepf,

ie.,

[(z) < (epi = liminf fi)().

Par conséquent,

f(z) < inf{liminf filas) : {ax} - 2},

Donc, pour toute suite {zx} — @, on a f(z) < liminfy fi(wk).

2.3 Théorémes de convergence

Montrons & présent quelques théorémes de convergence. Mais tout d’abord, précisons

quelques nouvelles notations:

A fo et f@) = infT};

A (o e B Lq file) = infhi);

e— M {2 e R g fulz) — e <inffi)} ot e> 0.
(Rappelons que inff est noté [~ et inf fi, f5.)

23



Théoréme 2.2

Si {fx} —epi [, alors
Liminf(e — A) C Limsup(e — Ay) C e — A. (2.1)

Preuve

Pour vérifier (2.1), il suffit de vérifier la seconde inclusion puisque la premiere est toujours
vraie.

Soit @ € Limsup(e — A), montrons que z € € — A.

Par la définition de Limsup, il existe un ensemble d’indices K C N tel que Ja suite {@x rex

converge vers @ et tel que l'on ait
felzr) < fi+ e
De plus, par la définition d’épi-convergence et de la fonction epi — liminf fr, on a

f(e) < (epi — liminf fi)(2) < liminf fi(ay) < limsup fite

D’autre part, par la définition d’épi-convergence, pour tout y, il existe une suite {yx}

convergeant vers y, telle que

limsup f + ¢ < limsup fi(yx) + ¢ < f(y) + e
kel keK

1l suit donc, en prenant Pinfimum sur les y, que

fle) < fr+e
c’est-a-dire que z € € — A, 0
Théoréme 2.3
Si f* est finie et si {fr} —epi [,
alors, on a
{ff} = fr & A= () Liminf(e — A) (2.2)
>0
Preuve

(=) Montrons d’abord que A 2 .5 Liminf(e — Ag).
Par (2.1), on a Liminf (¢ — Ax) C e — A. En prenant I'intersection sur les e >0, 0n a
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Neso Liminf(e — A) C Nesole — A). Comme A =[50¢ — 4, 'inclusion est évidente.
Montrons ensuite que A C ey Liminf(e — Ay).
Supposons que A est non vide et considérons un point z € A. On a donc flz) = f*.
Comme {fr} ~sepi [, il existe une suite {(24,ar)} convergeant vers (z, [*) et telle
que, pour tout k € N, on a (@, ax) € epifi.
La thése revient alors & montrer que, pour tout € > 0 et pour tout k, x € ¢ — Ay,
c'est-a-dire que fi(zr) < ff e
Par I'absurde, supposons qu’il existe un ensemble d’indices K C N tel que pour tout
ke K, ona ff+e< filazr) < ag.
On a alors

limfi+e=f+e< [ =lima,

ce qui est impossible car ¢ > 0.

Par hypothése A = 5, Liminf(e — A;). Utilisant la définition de Liminf, on a alors
que, pour tout € A (ie. f(z) = f*) et pour tout € > 0, il existe une suite {21}

convergeant vers ¢ et telle, pour tout k € N, on a 2 € € — Ay, ie,
fu(z) < e+ fi pour tout k£ € N.
On a donc, par la défintion d’épi-convergence,
* = )= ; — {1 ) < limi Az) < }.. *
f* = f(z) = (epi — liminf f)(2) < lnﬁé}\pfﬂ(m) <ed li-Iéll\’nff‘t"
Comme par le théoréme 1.2, on a toujours f* > limsup fF, on en déduit que

fr="lim f;.
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Chapitre 3

Application a des algorithmes
d’optimisation

Le présent chapitre a pour but de donner deux exemples d’applications de I’épi-convergence

en optimisation.

3.1 Méthodes barrieres
On considére le probléeme non linéaire suivant:

P minimiser go(x)
sous contraintes: ¢;{¢) <0, ¢ =1,2,..,m,

oll pour ¢ = 0,1, ...,m, les fonctions g; : R" — R sont continues.
Notons S = {& t.q. gi(z) < 0, i = 1,2,...m} I'ensemble admissible. On supposera que

cl int S = § Clest-a-dire que S est égal a la fermeture de son intérieur.

f(a) = { go(z) siz€S

+co  sinon,

On définit les lonctions:

el

fi(2) = go(2) + q(Ox, )

ot les 0 > 0 convergent de fagon strictement croissante vers +co, quand k tend vers

I’infini,
q :]0, co[ xR™ —]0, co] est continue,
g(0, z) est finie si & € intS et vaut +oo sinom.

la fonction § —s ¢(0, z) est strictement décroissante vers 0 lorsque @ € int S.
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La fonction ¢ est appelée fonction barriére. Voici quelques fonctions barriéres connues:

a(6,2) = 07 3 [min0, gi(&))]

=1

i=m

g(0,%) = 7% 3 [min(0, gi(=))}”’

=1

q(f,z) = 97" 1§1 In{min(0.5, —g:(2))].

i=1

Remarquons que les fonctions [ et fi sont & valeurs dans RU{+c0}.

Lemme 3.1

. . . &
Pour tout © € S el pour tout € > 0, il existe une suite {xy} convergeant vers x et un

nombre k. tels que
(0, zx) < €, pour tout k > k.

Preuve

Soit ¢ > 0. Définissons les ensembles S; </ {y € 8 tq. q(0r,y) <cl.

Pour tout k € N, on a Sy C Sis1 puisque, par définition, les 63 sont strictement croissants
et, pour 2 fixé, les fonctions ¢(fx, x) sont stricternent décroissantes.

De plus, on a c(Uien Sk) = 5.

[n effet,

cl(Uren Sk) € 5.
Comme S est fermé, il suffit de montrer que Ugen Sk € S. Soit 3 € Ugen S- Alors il
existe £ € N tel que y € Sp. D’ott ¢(fx,y) < ¢, et donc y € ind 5 car q(0k, y) est finie

si et seulement si y € int 5.

cl(Uren Sk) 2 5.
Comme S = ¢l int S, il suffit de montrer que int S C Uren Sk
Soit y € tnt S. Alors par définition de ¢, on a que q(0r,y) — 0 et donc la these.

Finalement la suite {S)} étant croissante, on a Lim S = S et donc @ € 5 est limite d’une

suite {zt}, 2x € Si pour tout k& € N. D'ol, la these. O
Théoreme 3.1
La suite {f} définie pour chague k par fi(.) = go(.) + q(Ok,.) épi-converge vers f.
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Preuve

La thése revient & montrer que
Ve € R* (epi — liminf fi)(2) ;f(m)% (ept — limsupfi)().

Or, on sait que ’on a toujours (epi — liman f fi)(z) < (ept - limsupfi)(z). 1l reste donc a
montrer que (epi — limsupfi)(z) < f(x) < (epi — liminf fi)(x).

o (epi - limsupfi)(z) < f(o).
Si @ n’est pas dans S, I'inégalité est évidente, puisque dans ce cas flz) = +o0.
Si z € S, par le lemme précédent, on sait que, pour € > 0 donné, on peut trouver

une suite {2z} convergeant vers x et telle que, pour & suffisamment grand, on a
(I(ak} :I:k) <e
De plus, comme go est continue, on peut dire que, pour k suffisamment grand, on a

go(z) — go(2) < e

On a donc,
(epi — limsupfi)(z) < limsup fi(zy)

kEN

< limsup go(zx) + lim sup ¢{0x, &)
keEN keN

—  lim sup go(zx) -+ lim sup ¢(0x, zz) + go(z) — go()
keN keN

< 2%+ f(2)

Comme ceci est valable pour tous les € > 0, on a 'inégalité voulue.

o f(2) < (ept — liminf fi)(z).
Si z n'est pas dans S, l'inégalité est évidente.
Si z € S, considérons une suite {2x} arbitraire convergeant vers z. Par continuité de

o, pour tout € > 0 et pour k suffisamment grand, on a
go(z) — ¢ < golzs).
De plus, comme ¢{f,z) > 0, on a

flzy—e = golx) —e
< golzs) + q(Ox, 21)
= fuler)
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Donc,
flz)—€e< limkinffk(::;k).

Comimne ceci est valable pour tout ¢ > 0 et pour toute suite {zx} convergeant vers z,
on que f(z) < (epi — liman f fi)(2). 0

La suite {fi} épi-convergeant vers f on a, par le théoreme 1.3, Paffirmation suivante.

Théoreme 3.2 Convergence des méthodes barrieres

3%, pour tout k, x} minimise fi et si x* est un point d’accumulation de la suite {a}}, alors

@* minimise [ et donc ©* est solution du probléme (P). O

3.2 Méthodes de pénalisations extérieures

On considére le probléme d’optimisation:

minimiser go()
(P)< sous contraintes: gi(z) <0,i=1,..,m
gi(l‘) =0,s=m+ 1,1
olt pour ¢ = 0,1,...,1, les fonctions g; : ®* — R sont continues.

Notons S ’ensemble des solutions admissibles.

{ go(z) siz€S

400 sinon,

On définit les fonctions

fle) =

et
fi(@) = golz) + p(h, %)

ot les 8§, > 0 convergent de fagon strictement croissante vers +oo, quand k tend vers
Vinfini,
p :]0, co[ xR* — {0, 0o est continue, finie et non négative,
size S, p(f,)=0,

la fonction @ — p(@, z) est croissante de fagon uniforme vers +o0 sur tout ensemble
compact de R™\S.

La fonction p est appelée fonction de pénalisation extérieure. Voici un exemple de

fonction de pénalisation extérieure:

i=m f=z]
p(0,2) =03 [max(0, (@) + Y. loi(e)l
i=1 i=m+1
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aveca > let 32 1.

La convergence des méthodes de pénalisations extérieures est établie dans le théoreme

suivant.

Théoréme 3.3

Si la suite { fi} est croissante et converge point par point vers f et si soit les fonctions fi,
k=1,2,.., soit la fonction [ sont semi-continues inférieurement,

alors la suite {fi.} épi-converge vers f.

Preuve

[tant donné la croissance des fonctions fy, on a l'inclusion suivante:
epi fry1 C epify, pour tout kb =1,2,..,

et donc Limg(epi fi) = cl{Niy epi fr)-
D’autre part on peut facilement voir que

(el
epif = () epifs.
k=1

Par 'hypothese de semi-continuité, soit epif est fermé, soit chacun des epifi, pour k& =
1,2, ... est fermé. Dans tous les cas ({2, epifi est fermé. Et donc epi f = Limg(epi fi). Des

lors la suite {fi} épi-converge vers f et la conclusion est immédiate. a

Dans notre cas, on a toujours que fi est continue pour tout k puisque go et p le sont.
Dés lors les hypothéses du théoréme 3.3 sont vérifices et les méthodes de pénalisations
extéricures sont bien convergentes, i.e., tout point d’accumulation de la suite {a}} est so-

lution du probléeme (P).
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Partie 11

Emboitement épigraphique
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Chapitre 4
Emboitement épigraphique

Dans la premiére partie, on a vu que si la suite {fz} est une suite de fonctions de R* dans
RU{+oo} qui épi-converge vers une fonction f de " dans RU{+oo}, alors tout point
d’accumulation de la suite des minima de fi,k = 1,2,..., est un minimum de f. L'épi-
convergence de la suite {fi} est une condition suffisante pour obtenir cette propriété.

Cependant elle n'est pas une condition nécessaire comme lindique ’exemple suivant:

Exemple:

Soit & résoudre le probléme: min{f(z) = || t.¢. € R}, en considérant les fonctions
approximantes fy(z) = %j — 1. On a pour minima des fonctions fr, Tx = 0 pour tout
ket limgo 2k = 0, qui est bien la solution du probleme. De plus, remarquons que
limg—eo fe(zx) = F(0) ( Ce qui était une des conséquences de I’épi-convergence de la suite
{fi} vers la fonction f). Cependant, la suite {fi} n'épi-converge pas vers f, quelque soit

le voisinage de 0.

Le théoreme suivant indique que I’épi-convergence de la suite {fi} vers f est trop
stricte pour obtenir que tout point d’accumulation de la suite {z} soit solution du pro-

bleme. Avant de Pénoncer, introduisons un nouveau concept de convergence.
Défintion de Pemboitement épigraphique

On dira que épigraphe de f est emboité dans la suite des épigraphes de fy si
epi f C Liminfy_co{epi fi).
Comme

Liminfy_,co(epi fi) = {(z,a) t.q. a > inf{limsup fi(ys); {ws} — 2}},
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cette propriété est équivalente a
f(z) > inf{limsup fi(vx); {yx} — 2} pour tout w.

En quelque sorte, emboitement épigraphique revient & imposer que les approximations
successives f fournissent une borne inférieure sur la fonction f. De plus, il est immédiat

que si {fi} —epi [ alors Pemboitement épigraphique a lieu.

Théoréme 4.1

Soit {xy} une suite définie par
zy € argmin{ fi(z) t.¢. © € R*} pour tout k.
S

}EI}} filzr) = F(z) et epi( f) € Liminfrexepi(fi) quand xl»g}} Ty = T,

alors tout point d’accumulation de la suite {z;}52, est contenu dans lensemble
argmin{f(z) t.q. x € R"}.

Preuve
Sreuve

Soit z* un point d’accumulation de la suite {4}32, et soit K Pensemble des indices tel
que limgex 2, = «*. Montrons que f(z*) < f() pour tout € ",

Par hypothese, on a
lim filar) = f(&%) et epi(f) € Liminfrexepi(fs).
Soit @ € R et {y,} une suite convergeant vers x. Par définition de zy, on a
filzr) < fi(yr) pour chaque k € K,

Des lors
f@¥) = lim fe(@e) < 11216?;113 fe(ye).

La suite {y;} étant arbitraire, on en déduit

f(z*) < inf{lir&?p Felyeds {ye} — 2}

Comme par hypothese, epi f est emboité dans la suite des épigraphes {epi fr}kex, le membre

de droite de 'inégalité précédente est inférieure a f(z) et donc
1(a) < f(e).
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Comme z a été choisi de facon arbitraire, on a la these. 0

Bien que ’emboitement épigraphique soit moins strict que I’épi-convergence, il est & -
noter que cette hypothése ne peut expliquer la convergence de nombreux algorithmes d’op-
timisation, notamment ceux qui recherchent des points stationnaires comme les méthodes
de type Newton.

On va donc s'intéresser & une nouvelle forme de convergence qui sera applicable a
une classe plus large d’algorithmes. On montrera que la convergence peut étre assurée sl
les dérivées directionnelles de f et des fonctions approximantes fi satisfont la. propriété
d’emboitement épigraphique. Cette théorie englobe une large classe de problemes en opti-

misation différentiable et non différentiable.

Commencons par quelques notations. Soit la fonction g : R x R* — R et considérons
le probleme suivant:
Déterminer z € S C R*, ont S est défini comme suit:

S% (e e R tq. g(w,d) >0, Vd € R}

Dans une méthode d’approximations successives, on construit une suite d’approxima-

tions gx : K" x ®* — R et une suite {z} telle que pour chaque & on a,
zr € Sk % {z € R" t.q. gr(2,d) > 0, Vd € ®"}. (4.1)

Le résultat suivant fournit une condition pour que tout point d’accumulation de la suite

{zx} soit contenu dans 5. Notons qu’on supposera toujours S non vide.

Proposition 4.1

Soit {x} une suite générée selon ({.1) et supposons que {21} rex — T. Si pour tout d € K",

il existe une suite {dy} convergeant vers d telle que
lim sup gx(@x, di) < g(, d),
kel

alors T € 5,

Preuve

Pour tout di, on a

gr(zr, di) 2 0, Vk € K.

Donc Hm supyeg gi(r, dx) > 0 et g(z,d) 2 0. ' »
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Les hypothéses de ce lemme peuvent s’écrive de fagon équivalente comme
epi(g(2,.)) C Liminfrexepi(gr(wk, ) quand {z;}rerr — Z.

Donc les hypothéses de ce lemme ne sont ni plus ni moins qu'une forme d’emboitement
1

épigraphique des fonctions g et gy.

On peut établir un résultat semblable quand des contraintes sont introduites. Dans ce
cas, on note X C R" 'ensemble admissible, et le probléme consiste & trouver un point @

de 'ensemble
Y {2 c X t.q. g(z,d) > 0, Yd € D(z; X)},

D(a; X) de {de R tg. H{ar} C X, {ar} —wzetd= hm |(|j:: : Z:l)|} (4.2)

En plus des approximations gy, de g, on consideérera des approximations X de X. La suite

{x} est définie comme suit:
Ty € G 2 {1 € Xi tq. gr(e,d) > 0, Vd € D(z; Xp)}. (4.3)
On obtient un résultat analogue a la proposition 4.1

Proposition 4.2

Soit {xx} une suite générée selon ({.3), et supposons que {or}rex — 2. 817 € X et si,
pour tout d € D(%; X), il existe une suite {dy} € D(ay; X)) convergeant vers d telle que

limsup gi (g, di) < g(2, d),
kei
alors z € §. -

La preuve est aussi évidente que la preuve précédente.

Dans les chapitres suivants on va montrer comment Femboitement épigraphique peut
éfre utilisé pour prouver la convergence des méthodes de type Newton en optimisation
sans contrainte (Ch5), des méthodes de programmation quadratique successive pour des
problemes avec contraintes (Ch6) et de la méthode du point proximal en optimisation

convexe non différentiable(Ch7).
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Chapitre 5

Approximations en optimisation

différentiable sans contrainte

Dans ce chapitre, on considere le probléeme sans contrainte

{ minimiser flz)

sous contraintes x € R"

ol f est une fonction différentiable de R dans R.

On sait qu'une condition nécessaire d’optimalité d'un point & € R™ est que le gradient

de [ en &, noté V f(z), soit nul, Cette condition peut encore s’écrire
Vf(@)'d >0, vd e R". (5.1)

Sans hypothése de convexité sur f, la plupart des méthodes numériques connues fournissent
non pas un minimum mais un point & satisfaisant (5.1). Un tel point est appelé point
stationnaire de f. Dés lors, si on pose g(@,d) = V f(x)'d, le probléme & résoudre sera celui

de la recherche d’un point 2 tel que
g(z,d) > 0, Vd € R".
D’autre part trés souvent la suite {z1} des itérés est constuite de la fagon suivante:
Tpe1 = Tk + xSk, (5.2)

ol ay est un scalaire positif ou nul et s une "direction de descente”.

Le lemme suivant fournit des conditions suffisantes pour la convergence globale d’une

méthode basée sur un tel schéma.
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Lemme 5.1

Soit ¢ une fonction de R* x R dans R et soit {g} une suite de fonctions définies sur les
mémes espaces. Supposons qu’une suite de points {z1} esl générée selon (5.2) et vérifie les

propriétés suivantes:
(a) s € Sy = {s t.q. gr(ax+ s,d) 20, Vd € R*};
(b) pour toute direction d € R", il existe une suite {di} convergeant vers d telle que

liT??pgk(mk’dk) < ¢(,d), quand {2x}rer — T
€

(¢) limgoeo gu(@x + sk, dr) — gr(ar, di) = 0 pour toute suite {dy} convergeant vers d.
Alors tout point d’accumulation de la suite {xy} est contenu dans
S ={z t.q g(z,d) 20, Vde R"}.

Preuve

Soit z un point d’accumulation de la suite {z)}, et soit K Pensemble des indices tels que

la suite {21 }rex converge vers z. L'hypotheése (a) assure que
g’k(ﬂf;,- + Sk,d) >0, Vd € R™.

De plus, par (b) et (c), on a que pour tout d € R, il existe une suite {dy} convergeant

vers d telle que

0 < limsup gr(zy + sx, di) = limsup gr(zs, di) < 9(2, d).
kK keK

D’ou la thése. m]

Remarquons que ce lemme ne contient aucune référence quant au choix de longueur de

pas ag. En fait, ils sont essentiellement choisis de fagon & assurer 'existence d’un point

d’accumulation de la suite {z}.

Examinons & présent quelques méthodes particulieres qui cherchent un point station-

naire d’une fonction f différentiable.
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Méthodes de type Newton

Dans ces méthodes, on considére en chaque point engendré zj une approximation du

second ordre fi de la fonction f définie par
fil@) = flan) + V() (@ — 2e) + 1/2(z — 22)" Qulz — ax). (5.3)

Pour la méthode de Newton, Qy représente la matrice hessienne de f au point x, mais
de facon plus générale pour une méthode de type Newton, () représente une matrice
symétrique définie positive. On prend alors pour fonction gi la dérivée directionnelle de f;

définie de la fagon suivante:

94 d) = [V F(ex) + Qulo — 2], (5.4

Si on pose s =« — 2, alors on a
Fulwn +8) = Flax) + V(@i)Ts + 1/25" Qus, (5.5)
gx(ax + 8,d) = [V f(zg) + Qus)¥d. (5.6)

Dans la méthode de Newton, on calcule alors s, un point stationnaire de (5.5) et on définit
Tppr = Tk + Sk
Dans une méthode de type Newton, on définit
Tyl = Tp + apSp avec oy > 0.

La convergence globale de la méthode est obtenue en s’assurant que la suite {f(a)} est
une suite décroissante et que I'ensemble {z t.q. f(z) < f(z1)} est un ensemble compact. kn
général, on obtient cette décroissance de la valeur de la fonction objectif via une recherche
linéaire dans la direction sg, avec le choix d’une longueur de pas .

Le théoréme suivant donne des conditions sous lesquelles la suite de points {24} générée
selon (5.2), avec les fonctions fi et gi définies comme en (5.5) et (5.6) respectivement,
possede des points d’accumulation dans 'ensemble S. Avant cela, notons que, lorsque la

matrice Q est définie positive, le minimum de (5.5) est donné par
Sk = “Q&Tlvf(wk)’ (8.7)

et que cette direction sy est une direction de descente pour la fonction f en 2. SiVf(ar) #

0, alors on a

Felmn + ) — filwn) = =172V f(2x) Qi V () <0, (5.8)

gk(fﬂk + s, d) - gk(mk: d) = _vf(lA)Td (59)
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Théoréme 5.1

© Supposons que la fonction f soit contindment différentiable, bornée inférieurement et que
Uensemble {x t.q. f(z) < f(z1)} soit compact. Considérons les fonetions fi et g définies
comme en (5.5) et (5.6), ot les mairices Qy, symélriques et définies positives, sont telles
" que, si A est la plus petite valeur propre de Qy, alors iminfi_oo Ay > 0. Posons Ay =
Fe(zr + si) = fe(ex). Supposons de plus que

(a) s € Sk = {s t.q. g(z +8,d) >0, Vd€ R"};
(b} Les pas aj, > 0 sont choisis de telle sorte que f(xx + apsy) < flag) pour tout k;
(¢) limy_,oo Ag = 0.

Alors, tout point d’accumulation de la suite {xy} eppartient & Uensemble des points sta-
tionnaires

S = {a t.q.Vf(z)Td > 0, ¥d € R"}.
Preuve

La preuve sc base sur le lemme 5.1. La conditon (a) est trivialement satisfaite, il reste donc
4 montrer que les conditons (b) et (c) du lemme 5.1 sont vérifiées.

Par hypothése, la suite {f(z¢)} étant décroissante, la suite {z} est contenue dans un en-
semble compact. Il existe donc un ensemble d’indices K tel que la suite {z4}rer converge
vers z. De plus, la différentiabilité continue de la fonction f assure que la suite {V f(2) }eex
converge vers V f(z). La condition (b) du lemme 5.1 est donc satisfaite.

En vertu de (5.9), la condition (c) du lemme 5.1 sera satisfaite si la suite des gradients
{V f(z1)} converge vers 0. Cette propriété découle de (5.8) car limpnco A =0, et
Hminfi_ e Ax > 0. 0

L’hypothese (b) de ce théoréme ne spécifie pas de fagon précise le choix de la longueur
de pas. On va montrer que cette hypothese est satisfaite pour des régles trés connues telles
que la régle d’Armijo, la régle de Goldstein et la régle de Wolfe. Rappelons d’abord com-

ment ay est choisi dans ces régles:

Regle d’Armijo

Flan + awsy) < flaw) + V() silow, (5.10)
[+ nagsk) > flzr) + [V f(ze) T sxlnar, (5.11)

ol € € (0,1) et p > 1 sont des parametres.
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Regle de Goldstein

Flzk + ense) < Flaw) -+ e[V (@) se)ar, (5.12)

Flax + awse) 2 f() + (1= &)V f(ar) st (5.13)
ott € € (0,0.5).
Reégle de Wolfe
flen + agsy) < flox) + eV (2i) silas, (5.14)
V (e + ansi) sk 2 [V fer) se), (5.15)

avec 0 <e < <1,

Le théoreme suivant montre que quand la suite {ax} est choisie de fagon a respecter

ces régles, tout point d’accumulation de la suite {2} est contenu dans 5.

Théoréeme 5.2

Supposons que la fonclion f soit continiment différentiable, bornée inférieurement et que
Vensemble {z t.q. f(z) < f(z1)} soit compact. Considérons les fonctions fi. et gy définies
comme en (5.5) et (5.6), ot les matrices Qr, symétriques et définies positives, sont telles
que, si Ay est la plus petite valeur propre de @y, alors liminfyoo Ax > 0. Posons Ap =
fulzx + sx) — fulwr). Supposons de plus que

(0) sp € Sk = {s t.q. ge(ws +5,d) 20, Vd € R}
(b) Les pas oy > 0 sont choisis selon une des trois régles citées précédemment.
Alors, tout point d’accumulation de la suite {zi} appartient a Uensemble
S ={xt.q.Vfz)'d >0, Vde R"}.
Preuve
La preuve se base sur le théoréme 5.1. La condition (a) du théoreme 5.1 est trivialement
satisfaite. La condition (b) est satisfaite puisque par (5.7)
V() sk = =V f2)Qc" V f(we)-

De plus, par la définie positivité des matrices Qx, V f(zx)"sy est strictement négatif. Par

conséquent, le second terme de I'inégalité suivante est négatif
flan+ awsi) — flan) < [V H(ar) s)a.
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Don la condition (b) est vérifiée.

Il reste ensuite & montrer que limg o Ag = 0 lorsque la suite {a} est déterminée
selon une des trois régles précédentes. On peut supposer qu’aucun point n’est station-
naire c’est-a-dire que V f(z;) est non nul pour tout k. Comme la fonction f est bornée

inférieurement, la suite décroissante { f(x))} converge vers un nombre réel et on a
lim f(za41) — f(ox) = 0.
k—oo

De plus, par la premitre condition des regles et par (5.7) et (5.8), on a les inégalités

suivantes:
f(mren) = flax) < eV F(ze) selaw,
= 6[-—Vf(.’8k)Q;.lvf(mk)]aka
= 2¢[fi(er + s1) — flzr)]ow,
= QGAka’k,
< 0.
Donc

lim O.’gcAk = 0.
k=00

Si lim infy e ax > 0, alors limg_e A = 0. Supposons donc que hm infg e ap = 0. Ftant
donné que liminfy_e Ax > 0, la suite {Q3'} est bornée. Donc, comme la suite {z} est

bornée, elle posséde une sous-suite convergente et il existe un ensemble d’indices K tel que
{aktrerc — 0.

et
{ar}rer — 2.

De plus, comme la fonction f est continiiment différentiable, on a que
{Vf(z1)}eex — V(2).

Comume la suite { @'} est bornée, elle a une sous-suite convergente, et donc, par la défintion
de 54, en (5.7), on obtient
{sk}rex — 8.

Utilisant ensuite la condition (5.11) de Ja régle d’Armijo, on a

floet no:sk) — flz) > €[V f(zr)Tsi] pour tout k€ K.
ay,

Comme ay — 0 et s; — 3, le membre de gauche de cette expression converge vers V f (@)7s,
et le membre de droite vers eV f(#)7s. Mais comme ¢ € (0,1) et Vf(2e) s < 0,0n a
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V)3 =0.
Si on utilise la condition (5.13) de la régle de Goldstein, on a

Slex + agse) — flzk) > (1 —-¢)[VH

Oy

I'L’k)TSk].
Et en passant & la limite, on a
ViE)s> (1-ViE)s.

Comme précédemment, on en déduit que V f(z)75 = 0.

Enfin, par passage 4 la limite dans la condition (5.15) de la regle de Wolfe, on a
Vi@)'s 2 9V f(&)75,

ce qui implique ausst que V f(z)7s = 0.
Ainsi quelle que soit la régle pour les longueurs de pas, on a toujours

Viz)s=0.

On a donc a limsupy_,, Ax = 0, puisque, par (5.8), & = 1/2¥ f(2x)T sk 1l reste donc a

vérifier que liminfy_., A = 0 pour obtenir la these.

Par ’absurde, supposons que lim infy_ o Ar < 0. Alors il existe un ensemble d’indices K

tel que limgex, Ax <0.

Comme limy._,co A = 0, on a que limgeg, ap = 0. En raisonnant comme précédemment

il existe un ensemble d'indices Ko C K tel que {Ar}eex, — 0, ce qui contredit notre

hypothése. Donc lim infy_co Ag = 0. a
Remarquons enfin que le point de vue adopté ici est aussi applicable aux méthodes qui

utilisent une minimisation inexacte & chaque étape. Par exemple, considérons les méthodes

de Newton inexactes.

Méthodes de Newton inexactes

Pour un probléme sans contraintes, les équations de Newton peuvent étre résolues avec
un certain degré d’incertitude, i.e.,
Vf(ar) + Qe — ) — e =0,
ofi e représente un vecteur unité et ¢ un scalaire. Pour que la suite {f(zx)} soit décrois-

sante, i.e., vérifie la condition (b) du théoreme 5.1, il faut qu’elle satisfasse V f(zp) s < 0,

pour tout k. On trouve qu’il fant imposer que

oo V)10V ()
T Vi)
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Enfin, cherchons la condition & imposer pour vérifier la condition (¢) du théoreme 5.1. On

a que

Ar = foler + s6) — filzs),
= Vi) s + 1/251 Qrsi par (5.5),
< Vf(er) sy + st Quse,

= €jpesy

Il faut donc imposer que la suite {ezed} converge vers 0 pour toute direction d € R"
ou tout simplement que la suite {¢;} converge vers 0. Dans ces conditions, le théoreme 5.1

est encore valable pour la méthode de Newton inexacte.
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Chapitre 6

Approximations en optimisation

différentiable avec contraintes

Les résultats de convergence obtenus pour les problémes sans contraintes peuvent se géné-

raliser aux problemes avec contraintes de la forme suivante:

{ minimiser f(z)

sous contraintes z € X.

ol f est une fonction différentiable de " dans R et X une partie fermée non vide de R",

On sait qu'une condition nécessaire d’optimalité d'un point € X est que
Vi) d >0 Vde D(z,X) (6.1)

ou D(#,X) désigne 'ensemble des directions admissibles en z pour X.

Sous hypothése de convexité sur f et X, la plupart des méthodes numériques connues
fournissent non pas un minimum mais un point & satisfaisant (6.1). Des lors si on pose
g(z,d) = V f(2)Td, le probleme & résoudre sera celui de la recherche d’un point & € X tel
que

g(z,d) > 0 Vd e D(z, X).

Comme dans le chapitre précédent la suite {zx} des itérés est construite suivant le schéma
Tpr = Tx + QpSi

oll oy, est un scalaire positif et s, une "direction de descente.”

De fagon équivalente au lemme 5.1, nous avons le lemme suivant:



Lemme 6.1

Soit g une fonction de R" x R dans R et soit {gir} une suite de fonctions définies sur les
mémes espaces, et soient une suile de points {x} générée selon (5.2). Soit une suite { Xy}
d’approzimations de {'ensemble X. Supposons qu'une sous-suite {xy}rex converge vers &
o € X.

Supposons de plus que

(a) si € Sk = {s t.q. gr(xr + 8,d) > 0, Vd € D(zy + s; X)) et xx + 5 € Xy };
(b) pour toute direction d € D(3;X), il eviste dy € D(xp + s; Xy) telle que
{direr — d et limsup gi(s, d) < 9(%, d);
(c) limgex gr(®r + sk, di) — gr(@x, di) = 0 pour toute suite {di} convergeant vers
d € D(@; X).
Alors @ est contenu dans ’ensemble

S = {z t.q. g(z,d) > 0, Vd € D(z; X)}.

La preuve est tout a fait semblable a celle du lemme 5.1.

Afin d’illustrer le résultat précédent, considérons la méthode de programmation qua-

dratique successive S.Q.P. pour résoudre le probléme suivant:

minimiser f(z)
sous contraintes ¢;(x) >0, (€1, (6.2)
c(z)y=0, 1€ E.

ou toutes les fonctions f,¢;, olt ¢ € I|J F, sont continliment différentiables.
[’ensemble des solutions admissibles est noté X. Comme décrit précédemment, l'objectif

est de trouver un point stationnaire, c’est-a-dire un point & € X tel que
¢(z,d) = Vf(z)Td > 0, ¥d € D(z; X), (6.3)

ot D(z; X) désigne ensemble des directions admissibles en & pour X.
En supposant qu’une condition de qualification de contraintes est satisfaite pour tout

& satisfaisant (6.3), on recherche un point & satisfaisant les conditions nécessaires, c’est-a-



dire, un point  pour lequel il existe y', ¢ € [ E tel que

V(@) = TieryeviVal(Z),

a{z) 2 0, Viel,

Ci 5) =1, Vie B,

yic(3) =90, Vic I,
[ ¥ =0, Vig I

Dans le but de surmonter les difficultés due 3 la non linéarité de ce systéme, la méthode
S.Q.P. utilise des approximations.

Ainsi, étant donné un point 2, on définit
ge(@k + 5,d) = [V [(ex) + Qus]"d. (6.4)

Clomme dans le cas de 'optimisation sans contrainte, on suppose que les matrices ()}, sont

symétriques définies positives. On cherche alors une direction s telle que

sp € Sy = {5 t.q. gr(zs + 3;d) > 0, Vd € D(wr + 83 X )}, (6.5)

ei(zr) + Ve(ar)Ts >0, 1€,
cilzr) + Velzp) s =0, 1€ B '

X est I’ensemble obtenu en linéarisant chaque contrainte ¢;(z), et 'ensemble

D(zy + 8, X)) est défini comme en (4.2).

On remarque immédiatement que rechercher une direction satisfaisant a (6.5) revient &

Xy = {1,;_ + s 1.q.

résoudre le probléeme quadratique suivant:
minimiser Vf(ze)'s +1/2s7 Qs
sous contraintes ¢;(24) + Vel(ae)'s >0, Viel, (6.6)
i) + Vei(ap)Ts =0, Vie k.

Les solutions primales et duales du probléme (6.6) seront notées s, et y respectivement.
Une fois la direction s calculée, le nouvel itéré x),1 sera obtenue en effectuant une re-
cherche linéaire le long de s en utilisant comme fonction de mérite la fonction de pénalité
exacte définie comme suit:
Sl +s) = flen) + Vf(xi)Ts -+ 1/25" Qus

+ Yier ok max{0, —ci(wx) — Vei(ax)? s} (6.7)

+ Yier ohlei(ar) + Vei(zr) sl
ol

o >yite, i€ IUJE, ¢>0

On obtient alors le théoréme suivant.
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Théoréeme 6.1

Supposons que les fonctions f et ¢, i € IUE, sont continiment différentiables et que la
fonction f est bornée inférieurement.

Soient les fonctions fi et gy, définies comme en (6.4) et (6.7), ot les matrices {Qi} sont
symétriques et définies positives telles que, si Ay est la plus petite valeur propre de Qg
alors

liminfy e Az > 0.

Supposons que la suite {1} est générée selon (5.2). Posons Ay = fulz) + ar) — felak).

Supposons de plus que
(a) sy € Sy = {s t.q. gi(zms + 5,d) 2 0, Vd € D(zx + s; Xi) 15

(b) La condition de qualification de contraintes d’Abadie, notée A.C.Q., est vérifiée pour

tout point d’accumulation de la suite {xi}, i.e., st
I(z)={i€ltq ez)=0,i€l}
et
Di(z; X) = {de ®" t.q. Vei(z)'d >0, i € I(z) et Vei(z)Td =0, i € E},
alors Di(z; X) = D{a; X} pour tout point d’accumulation de la suite {wi};
(¢) limg.co Ag = 0.
Alors, tout point d’accumulation de la suite {a)} appartient @ l'ensemble
S={zeXtq Vfa)'d>0, Vde D(z; X)}.
Preuve
La preuve se base sur le lemme 6.1, Dans un premier temps, on montrera que, st & est
un point d’accumulation de la suite {x}}, alors & € X, i.e.,

Ci(ﬂ_;) >0, 1€l
ci(z)=0, 1€ k.

Ensuite, on vérifiera que les conditions (a), (b), (¢) du lemme 6.1 sont satisfaites.

Notons que, pour la premiére partie, il suffit de montrer que
liminfe;(ax) > 0,Vie I
k—eo

et
kﬁm c;(mk) = O,Vi € k.
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De (6.7), on a

Jilze) = flaw) + zgk max{0, —c¢;(xx)} + Z ok|c (zk)] (6.8)

el ich

ol la condition o}, > y; assure que

Y of max{0, —ci(wy)} + Satlee)| + > yiei(z) = 0. (6.9)

il icE iel| JE
D'autre part, comme s est solution de (6.6} avec y; pour multiplicateur de Lagrange, on

a 'inégalité suivante:

Siernvici(@s) 2 VS(er) (58) + 1/251 Quse
— Vieryypi(ci(ee) + Vei(zr)' se),

ou encore, par la condition de complémentarité du programme quadratique,

~ Y vie(wr) = V()T (s1) + 1/25% Qusye
el JE
Enfin, par définition de la solution du probléme (6.6), s est admissible et on a
— Cieryrpyici(er) = V() (si) + 1/2s§ Qs
+ e of max{0, —ei(ws) — Vei(ax) si}
+ Yoier oilei(@y) + Vei(ar) sil.

Par la définition de la fonction de pénalité exacte (6.7), le terme de droite de la derniére

inégalité vaut fi(zg + sx) — f(as). On a donc

filox+s2) < flee) = 30 yieile) (6.10)
el JE
On obtient ainsi
—Ar = —filze +sr) + filer) par hypothese,
= —fular + sk) + f2r) + Tier 0 max{0, —ci(2x)}
+ Lien oilei)] par (6.8),
> Yierohmax{0, —¢i(ex)} + Dier oileza)l+
Yier| & ¥ici(zx) par (6.10),
> 0. par (6.9)

Comme limg_,o, Ar = 0, on en déduit

Jim Yo maxd{0, —ci(ex)} + Y ofla(zi)+ Y wielw) =0. (6.11)
= er icE ier| B
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Supposons, par Pabsurde, qu’il existe ¢ € I tel que liminfy. o ¢i(xx) < 0. Alors il existe un
ensemble d’indices K tel que
}IGI}} ei{zi) <0,
Utilisant la condition o}, > yi + ¢, Vi, k, on obtient
S i
lim ci(er) (3, — o3) > 0.

Un raisonnement semblable peut étre tenu pour ¢ € E. Si on considére ces conditions dans
I’égalité (6.11), on obtient une somme de termes strictement positifs qui serait nulle, ce

qui est impossible. D’ou, on a

li}lcninfci'(ﬂ:k) >0, Vielet lim C,'(.’?Ik) =0Vie k.

k—co
Donc, tout point d’accumulation de la suite {z;} est contenu dans I’ensemble X,

Il reste ensuite a vérifier que les trois conditions du lemme 6.1 sont satisfaites. En ce qui

concerne la condition (a), c’est évident. Notons que
gr(r +s,d) = (Vf(2x) + Qus)'d.

Comme les fonctions f et ¢;, ¢ € I £ sont continfiment différentiables, la condition (b) du
lemme 6.1 découle immédiatement de ’hypothése de qualification de contraintes A.C.Q.[3]

Comme s;, et yi sont solutions du systeme (6.6), on a
V) (sk) +siQuse = Y, wiVeilzi) s,

el JE

Et done, en utilisant la définition de la fonction de pénalité exacte (6.7), on a
Ay = filzs+ ) = ful2)
= V/(ex) sk +1/25f Qusr — Yierymyklei(zs) + Vei(z) sy
= Yier ok max{0, —ci(wx)} — Lier oilei(we)]

=~ Yierysviciler) — 1/285 Qusi — Tier o max{0, —ci{;)}

— Ticr oflei(z)].

Ainsi de Phypothese (c) et du résultat (6.11), on en déduit que
o1
Rlirg) 53{@;;5;; = 0.

Enfin, les matrices @ étant définies positives et liminfs_,o, Ax > 0, on obtient immédiate-
ment que la suite {s;} converge vers 0.
Or,

gr(@r + si, d) — gilar, d) = (Qisi)Td.

D’ot la condition (c) du lemme 6.1 est satisfaite et le théoréme est démontré. 0
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Chapitre 7

Approximations en optimisation

convexe non différentiable

Dans ce chapitre, on s’intéresse & la résolution du probléeme d’optimisation non différen-

tiable suivant:
p { minimiser f(z)

sous contraintes © € X

ot X est une partie convexe fermée non vide de R™ et f est une fonction convexe non
différentiable de R® dans . Comme dans les chapitres précédents, on définit I’ensemble

des solutions S comme suit:
S={ze X tq g{z,d) >0, Vd € D(z; X)},
ot D(z;X) = {dt.q a1} C X tg {ax} — 2, et d =limy_e ||szi||}

g{x, d) représente la dérivée directionnelle de la fonction f au point @ dans la direction

d.

Rappelons & présent la définition et quelques propriétés du sous différentiel d’une fonction

convexe f. Le sous différentiel de f en x est défini par
Of(2) & {2 € W tg. f(2) 2 [(2) + (7,2 — @) Yz € ®"),
et le e—sous différentiel de f en @ par

0.f(x) Y {a* € R t.q. f(2) > fle) + (2", 2 — 2) —e Yz € R").

Le sous diflérentiel @ f(x) satistait les propriétés suivantes:
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(1) 0f(z) = {€ t.q. E¥d < f'(w;d), Vd € D(z; X)};
(2) 0 € af(z) & f'(z;d) 20, Vd € D(z; X);
(3) f'(z;d) = max{¢Td t.q. £ € Of (z)}.

Avant de considérer implication de 'emboitement épigraphique pour des problemes
d’optimisation, on considere quelques résultats généraux concernant une méthode en op-

timisation non différentiable.

7.1 Résultats de base

Soit une fonction f: R — RU{4-co} convexe, propre et semi-continue inférieurement. En

vue de rechercher le minimum de f, on considere la suite {z)} définie de la fagon suivante
Thpy1 = Bk — Y, k€ No

ott g > 0, i € O, flax), & = 0.
Indiquons quelques résultats théoriques concernant cette suite.

Lemme 7.1
Yk, Vy€ X, on a
llzwen — yll* < llow =yl + el * + 2ea(f(y) — ) + e,
Preuve
En utilisant la définition de la suite {z;} et le fait que 1 € O, f(zx), on a
lera =¥l = llers — e+ -~y
= lerer — @l + 2{erin — 2ok — y) + |2 — vl

= ad| el [? + 2{ern e, —2x +y) + ek — ||
< ol P+ 200 [f(y) = flmi) + af + Hlex — yll?

Proposition 7.1

Si 3352, ar = 400, {ex} = 0, {ewfinell’} — 0,
alors liminfy_q f(2k) = tnfzenny f(2) not fr.
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Preuve

Par I’absurde, supposons que liminfi_,, f(ar) > f*. Alors,
16 > 0, dy € R", klirg infroenflzg) > f(y) + 6,
ce qui peut aussi s’écrire
36 > 0, 3y € R*, Fko Yk > ko infigony flzg) > fly) + 6.

D’ou,

36 >0, Iy € R*, ko t.q. VE > ko f(zi) > f(y) + 6.
Or {ak||9* + ex} — 0. Donc,

b
arllvll® + e < 5 pour k assez grand.

Sans perte de généralité, on peut supposer que kg est suffisamment grand. Des lors, par le

lemme 7.1,

lex — yl|® + anl2anllvell® + 2{f(y) — f(zx) + e }]
o = ylI> + (6 — 28]
= |l — yl|” — bou.

|erss — sz

Donc, on a pour tout k > kg,

k-1
0 < flox —yll* < flowe —wll* =8 ) o

i=kg

Quand on fait tendre & vers l'infini, on obtient que la série ZL"EO o; est convergente, ce qui
contredit I’hypothese. Dot la these. O

Proposition 7.2

Soit & une valeur d’adhérence de la suite {x} vérifiant
losst — 3l < flo 2l + &

ot {6x} est une suite positive ou nulle telle que Y 32, 6r < +o0,

alors toute la suite {xr} converge vers T.

Preuve
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Soit § > 0. % étant une valeur d’adhérence de la suite {z;}, il existe un ensemble d’indices
A b

K tel que {z4}x — 7. Il existe donc un indice &y € K tel que

) > )
g, — || < 5 et Z & < =.
2 = 2
=r1
Par hypothese, pour tout k; plus grand que %,. on a
hk=ko
lzbpss =217 < Nlow — &I+ 30 8 <6,
' =k
d’ot la these. o

7.2 Itération proximale

Soit a > 0 et z; € R*. On perturbe la fonction f de la fagon suivante:
_ 1 2
J) = $0) + 5=l =

On a

y —

af(y) = 0f(y) +

On suppose la suite {a}} fixée & priori. L'itération prozimale consiste & définir la suite
{z} de la fagon suivante

i1 = py(ea),

ps(er) = argmin{[f(y) t.q.y € R"}.

zre = pi(e) & 0€ Of(ap)
wrer = prlen) & HH € Of(er)-

L’itération proximale peut donc se mettre sous la forme

Tp1 = T — Ok
avec v € Of (The1).

La proposition suivante montre que P’itération proximale rentre dans le shéma général.

Proposition 7.3

Thi1 = Th — CEYk
ey = Pylwn) & avec Y € Doy f (i)
et e = fax) — flwnsa) — arllml* > 0
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Preuve

Supposons d’abord que x4 = pp(@s). Alors Tpyr = T — aryr avec Y € Of(Tpt1).
Par définition du sous différentiel, on a f(xz) > f(xrs1) + {Yks Tk — Try1), qui peut encore
péctire f(ux) — (@) - cxlul? > 0.
1 veste & voir que vy € &, f(@x) avec e = fzx) — Flaper) — arllvell®
Pour tout y, on a
f) = flzeen) + (96 y — Taga)-

Des lors
F@) 2 flape) + flar) = Fze) + (e y — 26) + (e @6 — Tea)

et donc
Fy) = flan) — e + (e, y — @)

Dot la these.

Pour la réciproque, il suffit de montrer que v € Of(@r41)-
Comme 7x € 8., f(zx) et ¢ = f(xx) — f(zas1) — axllyl|?, on a pour tout y, Pinégalité
suivante

F@) = flee) = [Flax) ~ flaser) — erllyell®) + (s y — 2,

qui peut encore s’'écrire
@) 2 fleen) + aellyll® + (o y — 24,

F@) > Flere) + (oo e — rg) + (T ¥ — 1),
F) 2 fl@ern) + (¥ — Thaa)-

Dol la these. o

Proposition 7.4 Convergence de l’algorithme proximal

Soit {xx} la suite engendrée par Palgorithme prozimal.
Si Y5 ap = +oo, alors la suite {f(zx)} est décroissunte et converge vers in froenn f(2)-

Preuve

Par la proposition précédente, on a

fee) — flagg) = e + aglell? = 0.
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Par conséquent, la suite {f(zx)} est décroissante. Si {f(zx)} converge vers —co, la preuve

est terminée. Si {f{xx)} converge f*, alors
ek + anllnll® = S2i) = flaga) = 7= 7 =0,

D'olt € — 0 et agly]|? — 0. I suffit alors d’appliquer la proposition 7.1. 0

Considérons ensuite une situation un peu plus générale.

Proposition 7.5

Soit la suite {1} définie par

Tl = T — Yk
avec ay > 0,7, € O, f(x), & = 0.

et soit m > 0,

(i) St EIi‘i ay = 400, {e} — 0, el f(@r) < flag) — mak“’)’k”z:
alors { f(zx)} \ infizenn) f(2).

(i1) St en plus, la suite {a;} est bornée et si Y (%0 ex < 400,
alors, s’il existe un minimum, {zx} — 2* od z* est un minimum de la fonction f.

Remarquons que le cas ot m vaut 1 revient & la méthode proximale.

Preuve

(i) D’abord la suite {f(xx)} est une suite décroissante. Si elle converge vers —oo, la
preuve est achevée. Si elle converge de fagon décroissante vers f*, alors {ag|[1|[*} — 0

et il suffit d’appliquer la proposition 7.1.
(i) (a) la suite {ax} est bornée.
Supposons qu’il existe un minimum «*, Par le lemme 7.1, on a
o — I + aBlwll? + 20l () — fas) +

<
< ok — & + of || vxl* + 2an[mar]lill® + e
< Hlog — 272 4 (1 4+ 2m)agi|nell® + 20 e

ek — 2™

Donc, on a

40 +o0
ek — 27 < flon = 27|* + (14 2m) Y od vl + 23 e,
i=1 i=1
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La série .77 o?||vil[* est convergente car la suite {o;} est bornée et la série

+o0 a;llyi||? est convergente, En effet,

SEY alnll? < UmEE fe) - fl@aa)
= 1/mlimp_c|f(21) — f(zx)]
f{$1mj~f* cR.

La série 31 aye; est convergente, car la suite {o;} est bornée et la série .1 ¢;

est convergente. Par conséquent, la suite {z;} est bornée.

(b) Soit # une valeur d’adhérence de la suite {a;}.

Alors {z,, } — z, donc {f(z,, )} N\ f(Z) et
7(#) < liminf f(z,) = Jim flzg,) = lim f(er) = infiuem (@)
D’ott & est un minimum. De plus, par le lemme 7.1, on a
ki — 2P <l — @l + (1 + 2m)ed el + 20

Comme la série 3(1 + 2m)of|[v||? + 2axe; est convergente, on a par la propo-
Y

sition 7.2 que toute la suite {zx} converge vers Z. a

Pour l'algorithme proximal, on peut améliorer la partie (ii) de cette proposition.

Proposition 7.6

Soit {z1} la suite engendrée par Ualgorithme proximal.
Si la série 2., oy est divergente, alors {f(zx)} \y infroenny () et la suite {a)} converge

vers un minimum z*, si i extste.

Preuve

1l faut montrer seulement la deuxieme conclusion, puisque la premiere a déja été vue. Dans

la preuve précédente, on remplace ¢; par sa valeur et on obtient
lesss — @) < flos - =711

D’oit, la suite {2} } est bornée. On applique la proposition 7.2 avec é; = 0 et on a que toute

la suite {@;} converge vers z*. 0
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7.3 Application de ’emboitement épigraphique a la
méthode proximale

En vue de résoudre le probleme (P) décrit en début de chapitre, considérons une générali-

sation de la méthode proximale sans recherche linéaire
Tht1 = Tk + Sk

ol s € argmin{ fu(zx + 8) + p(s) t.q. 2 + 5 € X}, fi est une approximation convexe de
[ et p(s) = 5=||s/i* avec o > 0. Comme précédemment, on notera ar(zk + s,d) la dérivée

directionnelle de la fonction fi(zx + s) au point @ + s dans la direction d.

Dans le théoréme suivant, on donne des conditions sur la suite { f¢} pour que tout point

d’accumulation de la suite {@;} soit optimal.

Théoréeme 7.1

Considérons une suite {}} telle que xpp1 = ax + sp et supposons qu’elle admette une
sous-suite {xp brex — &.
Si les conditions suivantes sont satisfailes

() si € Sy = {s t.q. g(wy -+ s,d) + p'(s;d) 2 0, Vd € D(wy + 5; X), et wx + s € X};
(b) pour tout d € D(%,X), il existe une suite {di}x telle que dy € D{xx + s X),

{di}x — d et lim ggpgk(mk + 81, di) < 9(Z;d);
e

(¢} si Ar = frlzre1) — fu(®r), alors lo suite {Ar}x converge vers 0
(d) il existe un scalaire ¢ > 0 tel que Ay < —ep(sy).
Alors T appartient & Uensemble S.

Preuve

Comme X est un ensemble fermé et comme la suite {zx} est incluse dans 'ensemble
X,onaquez ¢ X. Soit d € D(%; X) et considérons la suite {dx} donnée par I'hypothese
(b). On a alors

0 < gr(zs + i, di) + p' (s di). (7.1)
Par les conditions (c) et (d), la suite {p(s;)}x converge vers 0 et donc la suite {sp}x

converge vers 0, Or
(s1) T dy,

d

p(sg;dy) =



D’ou, on a
{p'(s1;dx)} i — 0.

D’autre part la condition (b) combinée avec (7.1) implique que

0 <lim supgk(ﬂ;k + aksk,dk) < g(i,d)

k—oo

Donc, # € S. &

Remarquons qu'on peut également vérifier ce théoréme quand une recherche linéaire

est effectuée pour un probleme (P) sans containte.

Vérifions & présent, que les conditions du théoréme 7.1 sont satisfaites quand fi = f
pour tout & c’est-a-dire lorsque la fonction objectif f n’est pas remplacée par une approxi-
mation fi. Dans ce cas on retrouve la méthode originale du point prozimal. Notons qu’on

se restreint au cas sans contrainte.

Théoréme 7.2

Considérons la suite {x;} engendrée par la méthode du point prozimal sans recherche
linéaire. Supposons que la suite {zy} est bornée et notons K Uensemble des indices tel que

{:I?k}]( — T, AIOT‘S
eS8 (veR tq flla;d) >0, Vd e R},

Preuve

Il suffit de vérifier les quatre hypothéses du théoreme 7.1.

La condition (a) s’écrit
sk €Sk ={s t.q. flzr+s;d)+ 0 (s;d) >0, Vd € R"}.
Elle est trivialement satisfaite car, par définition de la direction sg, on a
s € angmin{ f(zx +9) + p(s)),
Pour satisfaire la condition (b), il faut vérifier que
Vd e R, IH{dp} SR t.q. {de}x — d, et lir&?}lpf’(wk +spydy) < f(3d).

Soit d € R™ et soit la suite {d;} ol dr = d pour tout &, qui converge bien vers d. On sait

que la fonction f est continue. Par conséquent la fonction f; définie pour tout ¢ > 0, par

ey = L 0= )
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est aussi continue. Comme f'(.; d) xf in fisofi(.), la fonction f'(.;d) est semi-continue su-

périeurement, et donc lim supycr f'(@s; di) < f/(2; d).

Ensuite par la proposition 7.4, on a que la suite {f(2t)} converge vers f* puisque ici

oy = 1 pour tout &. Par conséquent, on a
Ak = flapg) — flag) = 7= [T =0.

La condition (c) du théoréme 7.1 est donc bien satisfaite,

Enfin, par la proposition 7.3, on a que

fl@rsn) — f(ze) —||’Yk”2

ek — g

A IA

Par conséquent, il suffit de prendre pour ¢ la valeur 20 > 0 pour obtenir la condition (d})
Ak S —Ep(Sk).

La these découle alors du théoréme 7.1. O

On peut également montrer que toute la suite {zx} engendrée par la méthode originale

du point proximal converge vers 7.

Théoréme 7.3

Soit la suite {z} engendrée par U'algorithme du point proximal.
Alors toute la suite {xy} converge vers & ou & € 5.

Preuve

Par la proposition 7.2, la thése sera obtenue si on montre que
ek — 2] < flow - &)

En effet, il suffit alors de prendre pour suite {8;}, la suite nulle qui engendre bien une série
convergente. Il reste donc & montrer 'inégalité précédente.

Par définition de 2441, on a successivement
. 1 2
i = argmin{ (@) + 5o — a4},
i.e., 0€ af($k+1) + 1/0’($k+1 - ."Ek),
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K;ﬁl € 0f(@rs1).

De plus par le théoreme 7.2, on sait que & € 5, 1.e.,
0 € df(z).
Comme Jf est monotone, on a
(37k — Tyl

y Tkt "“"E) >0,

et donc
{Tr — Tryr, Togr — &) 2 0,

D’autre part comine la propriété suivante
1
(w,v) = Sllu +o]* = Jull” = flol]
est vraie pour tout u,v € R*, on a
1 _ -
sllzs = 217 = flox — 2l = forsn — 27 2 0,

loxsr — 212 < llow — 212 = [lo — wenal”.

On en déduit
ek — 2]* < Jloy — 3|

et donc la these. a

Le théoréme suivant exprime des conditions plus faibles sous lesquelles la suite {x}

converge vers T € S.

Théoréme 7.4

Soit la suite {zy} générée par Ualgorithme prozimal avec recherche linéaire
Tgi1 = Tk + QxSk,

ot {ax} est une suite de scalaires positifs. St la série 3232, ax = 400 et si

Flern) < flox) = anl| 20 )?,

alors toute la suite {xx} converge vers T € S,

Preuve

Montrons que les conditions du théoréme 7.1 sont vérifiées. Les conditions (a) et (b) du

théoréme 7.1 sont satisfaites (cfr la preuve du théoréme 7.2).
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En ce qui concerne la condition {c), elle est satisfaite puisque par la proposition 7.4, la
suite { f(x))} converge vers f*. Donc
{A}— fF= =0
Quant & la condition (d), elle vérifiée en vertu de la propriété
— Thil
—"

flaggs) < Flaw) — |2 .

Il suffit de prendre pour ¢ la valeur 5&1—0 quel que soit k. D’ou la these. o

7.4 Discussion

I’emboitement épigraphique permet de prouver le convergence de nombreux algorithmes
aussi bien en optimisation différentiable que non différentiable. La condition imposée sur

les données du probléme se trouve résumée dans la proposition 4.1 et peut s’exprimer
infi{dn)—d) HIF??P.%(MJ}:) < ¢(&,d) quand{z;}x — Z.
13
Une question naturelle est alors de savoir quand cette condition est satisfaite. Pour y ré-
pondre, introduisons la notion de d—compatibilité sous-différentielle.

Définition de d—compatibilité

On dira qu’une suite de fonctions {fi} et une fonction f sont d—compatibles, en respectant

une suite de points {xg} si

Limsupyexdfi(zx) € 8f(%) quand {2}k — 2.
Cette propriété sera notée {fi} 2 f (wrt{zi}).
De plus, si pour tout z € X C R" et pour toute suite {z} C X telle que limy_.c T = 2,
on a {fi} > f (wrt {zx}), on dira alors que {fi} 2 fwrt X).
Comme f'(z;d) = max{¢7d t.q. £ € 8f(x)}, on a la proposition suivante.

Proposition 7.7

Si fi S flwrt{zy}), dors
in f{{de}—d) liIF 9}}1pgk(a)k,dk) < g(z,d) quand{zx}x — &,
%

ot g et g représentent les dérivées directionnelles de fi. et de f respectivement. O
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Dans le contexte de la convergence d’algorithmes, la @—compatiblité, une propriété
relativement facile & vérifier, offre une information intéressante pour la construction des

fonctions approximantes.

Dans le théoréme suivant, on établit le lien entre la notion de d--compatibilité et celle

d’épi-convergence.

Théoréme 7.5

Soit {fi} une suile de fonctions convezes telle que { fi} —epi f sur X ot [ est une fonction
convere et X une partie de ™.

Alors {fi} > flwrt X).

Preuve

Soit @ € X et soit {xx} € X une suite vérifiant {1z} — @, montrons que
Limsup,_...8fs(zs) € 0f(0).

Si Limsupy_,., 0 fx(zx) = 8, le résultat est trivial,
Supposons donc qu’il existe p € Limsup,_,.,0fi{zx) et montrons que p € df(x) i.e. que

Yy e X, fly) = flz) + (1, {y — ).

Prenons y € X arbitraire.

Par la définition de p, il existe une suite {y}iex — p telle que pp € 8fi(2x) pour tout
ke K.

Comme {f} —epi [ sur X, il existe une suite {yx} € X convergeant vers y et telle que

Jim fi(ye) = f(y) et liminf fi(e) > f(e).
Dés lors, comme uy € 8fi(2x), on a, pour tout k,
Sulyr) = Filan) + (ur, v — @5)

et donc en passant & la limite inférieure

liminf fi(ys) > lim inf{fi(we) + (n(yn — @u))].

On en déduit alors que
fly) = (=) + (i (y — ),

et donc la these. ]

Ainsi la notion de J—compatibilité est une condition suffisante pour 'emboitement

épigraphique et nécessaire a ’épi-convergence.
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Conclusion

Dans la premiére partie, on a vu que la convergence des méthodes barriéres et de
pénalisations extéricures pouvait étre établie grice & la notion d’épi-convergence. Si la
limite des épigraphes des fonctions approximantes fi est Pépigraphe de la fonction objectif
f, alors la suite {2} des minima des {fi} converge vers la solution du probléme.

Dans la seconde partie, on a montré que I’emboitement épigraphique des dérivées di-
rectionnelles des fonctions approximantes f; permettait de prouver la convergence des
méthodes de type Newton, des méthodes de programmation quadratique successive ainsi
que de la méthode du point proximal en optimisation convexe non différentiable.

Finalement, on a introduit le concept de d—compatibilité, qui est une propriété faci-
lement vérifiable et qui implique I'emboitement épigraphique. De plus, I’épi-convergence

entraine la d— compatibilité.

63



Bibliographie

[1 ] Hedy Attouch et Michel Théra, "Convergences en analyse multivoque et variation-
nelle”, pp. 23-40

[2 ] Hedy Attouch et Roger J.-B. Wets, ”Approximation and convergence in nonlinear
optimization”, Nonlinear programming, 1981, pp. 367-394

[3 ] Bazaraa, M. S., et Shetty, C. M.,”Nonlinear Programming: Theory and Algorithms”,
John Wiley et Sons, New York, 1976

[4 ] Rafael Correa et Claude Lemaréchal, ”Convergence of some algorithms for convex

minimisation”, Mathematical Programming 62, 1993, pp. 261-275

[6 ] Julia L.Higle et Suvrajet Sen, ” On the convergence of algorithms with implication for
stochastic and nondifferentiable optimization”, mathematics of operation research,
Vol 17, n 1, févirer 1992, pp.112-131

[6 ] J.L. Higle et S. Sen, ”Epigraphical Nesting: a unifying Theory for the Convergence
of Algorithms”, journal of optimization theory and application; vol 84, n 2, fevrier
1995, pp. 339-360

[7 ] Peter Kall, ” Approximation to optimization problems: an elementary revieuw”, ma-

thematics of operations research; vol 11,n 1; février 1986, pp. 9-18

64



