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INTRODUCTION.

Dans ce mémoire, nous généraliserons aux problémes de programmation
convexe les méthodes de points intérieurs développeés pour résoudre les problémes de pro-
grammation linéaire.

Dans une premiére partie , nous étudierons les problémes de programmation
convexe sous contraintes linéaires, c'est-a-dire les programmes

min f{x)
(Lcce) sé. AX=b
x=>0

oli f{x) est une fonction convexe, A4 une matrice de dimension
(m,n) avec n=>m derangpleinet b € R™ .

KORTANEK, POTRA et YE ' ont développé un algorithme qui fournit une
solution e~ optimale du probléme (LCCP) . Mais leur méthode primale-duale, basce sur la
trajectoire centrale, présente un gros désavantage : A chaque itération, I'algorithme requiert la
solution d'un systéme d'équations non-linéaires .

ZHU a remédié a cet état de fait en définissant la condition (SLC)* . Cette
condition, imposée a la fonction objectif f{x), permet, en effet, de présenter un algorithme ot
le systéme d'équations a résoudre est linéaire .

Nous cloturerons cette partie en étudiant la complexité de I'algorithme de ZHU
dans le cadre de la programmation linéaire .

La deuxiéme partie aura pour objet I'étude des programimes convexes ¢'est-d-
dire les programmes

min f{x)
s.c. gix)<0 i= ] ain

' K.O. KORTANEK, I'. POTRA, Y. YIE, On some efficient interior-point methods for nonlinear convex pro-
gramming . Linear Algebra and Its Applications, 152 (1991) ppl169-189.

? L. ZHU, A path-following algorithm for a class of convex programming problems . ZOR-Methods and
Models of Operations Research, 36 (1992) pp359-377.



ot les fonctions f(x) et gi(x) , 1 <i<m , sont supposées deux
fois continiment différentiables .

Dans un premier chapitre, nous plesentelons une méthode, développée par
JARRE, basée sur la minimisation de la fonction potentielle '. Un algorithme a petits pas y
est proposé, pour lequel la condition imposée a la fonction potentielle est la condition de self-
concordance forte .

Nous consacrerons le second chapitre  1'étude d'algorithmes a grands pas, plus
intéressants d'un point de vue pratique . Nous basant sur les travaux de DEN HERTOG,
ROOS et TERLAKY, nous fournirons la vitesse de convergence d'a!gouthmes basés sur la
minimisation de la fonction potentielle > et de la fonction barriére logarithmique * .

! [ JARRE , Interior-point methods for convex programming.  Applied Mathematics and Optimization
(1992), pp 287-311.

2 . DEN HERTOG, C. ROOS et T. TERLAKY, A large-step analytic center method for a class of smooth
convex programming problems , SIAM Journal on Optimization, 2 (1992) pp 55-70.

3. DEN HERTOG, C. ROOS et T. TERLAKY, On the classical logarithmic barrier finction method for a
class of smooth convex programming problems , JOTA, 73 (1992), pp 1-25



NOTATIONS .

Nous dressons ci-dessous la liste des principaux symbdles utilisés dans le texte :

. R : l'espace des réels.
R” :I'espace des vecteurs & n composantes dans R.

.Soitx € R"
(xl 0 \

Alors X=diagx; =

ce=(L 1D
,Soitf: R" > R.

Alors  Vf{x) :gradient de f au point x.
V2f(x) : matrice hessienne de f prise au point x.

. o(x,\) : fonction potentielle.
¢u(x) : fonction logarithmique.
A : paramétre de la fonction potentielle, borne supéricure du cofit.
i : paramétre de la fonction logarithmique , saut de dualité moyen.

n 3
Vo@hhbi= 3 229 4

hih ke
ij k=1 OX;0x;0x !

. [kl : norme euclidienne du vecteur x.
lIxll,; : H-norme du vecteur x.

B i fe s
J"=" signifie " par définition ".

' . Ker (4) = {x € R" tel que Ax =0} £ noyau de 4.
' R(A) = {y € R™ tel qu’il existe x € R" pour lequel Ax =y}.

. @ : somme directe,

N
. {-,-) désigne le produit scalaire usuel, c'est-a-dire {x,y) = EE XiVi-
i=



PREMIERE PARTIE :

Une méthode primale - duale appliquée a un
programme convexe contraint linéairement.



1.Le probléme et son dual,

Dans ce chapitre, nous considérons le probleme primal suivant :

minimiser f{x)
(P) sc.  Ax=b
x=20

ol f: R"—>R estune fonction convexe et différentiable
A € R™™ est une matrice de rang m
beR”

Le dual de Wolfe associé au probléme primal (P) est:

max ) - V/)'x +bly
(D){ sc. s=Vfx) — A'y 20

ol 5§ € R" estle vecteur des variables d'écart
et ye R™,

Remarque : Cette formulation du dual est équivalente en programmation convexe a la
formulation lagrangienne, in effet,

min f{x)
soit le probléme (P){ s.c. g(x)<0
h(x)=0

_ . . max min L(x,»,z)
Le dual lagrangien s'écrit : (DL) X
sc. vy

ot L(x,y,2)=/x) + y'glx) +2'h(x).

max L(x,y,z)

Ce programme (DL) est équivalent a se. yzl
x solution de min L(x,y, z)

Puisque les fonctions f et g sont convexes et puisque h est affine, ce probléme



max L(x,y,z)
est équivalent au probléme dual de Wolfe | s.c. y=0
Viel(x,3,2)=0

Dans le cas qui nous intéresse ici, puisque L(x,y,z) = f{x) +y'(b— Ax) - s'x,
nous obtenons comme formulation du dual de Wolfe :

max f(x) +y'(b—4x) — s'x
8ics s=0
VAx)-A'y —5=0

max f{x) +y'b—x'(A"y +5)
ie 4 sc 820
s=Vfx)-A'y

o | max Six) = VAx)'x+y'b
sc. s=Vfx)-A4'y=20

Notons @= {x € R" tel que Ax =h, x >0} l'ensemble primal admissible et
D= {(y,s) € R"xR" tel que A'y+s=Vfx), s=0} l'ensemble dual admissible.

Par le théoréme de dualité faible, nous savons que le saut de dualité est :
VAx)'x-b'y = x's20

De plus, si ¥ € P et (7,5) €@ sont tels que ¥'5 =0, alors ¥ est la solution optimale de (P)
et (7,3) est la solution optimale de (D).

Par conséquent, dans une méthode primale-duale, une condition suffisante pour atteindre
I'optimalité est de considérer la solution du systéme :

A% =h
A'y+s=Vflx)
ga=1
x=0,s20

Nous allons pour cela rechercher une suite (x*, %) de points admissibles telle que (x’()!s"
tende vers 0 lorsque k tend vers oo .

Pour simplifier les notations, nous écrirons désormais, puisque la matrice 4 est de rang m et
donc qu'il existe une bijection entre y et s, s € % pour (v,5) €.



2. La trajectoire centrale.

Soient @ %t ‘D° les intéricurs relatifs de Pet ) respectivement,
ie P°={x e R" tel que Ax = b,x >0}
Y° = {(y,s) € R" x R" tel que A’y +5=VAx), s >0}.
Puisque nous nous intéressons & une méthode de points intérieurs, nous ferons I'hypothese
que P°2 D et D=,
Nous pouvons introduire pour le probléme primal une fonction barricre, c'est-a-dire une
fonction @, : P° - R : x ~> ¢ulx) =fix)— i} Inx; avec p > 0. Au probléme primal
=

seront alors associés les problémes :

n
minimiser f{x)—p 2 Inx;
i=1

(Pp) $.C. Ax=b
x>0

Le théoréme suivant nous fournira une caractérisation des solutions des problémes (Pp.).

Théoréme I ;. soit u>0.
x est solution optimale de (Pp)
si et seulement si

Ax="5
A'y+5 = VAX)
X5 =|le

. =)

dyeR™ 3 se R" telsque

Preuve

Puisque f est convexe, @, est strictement convexe sur 97°, Par conséquent, les
conditions de KUHN-TUCKER du probléme (Pyt) sont nécessaires et suffisantes.

Le langrangien s'écrit : L(x,y) = f{x) — 3 Inx; + ¥ (b —Ax)
i1

Le systéme des conditions de K-T s'écrit donc :
il existe y € R™ tel que

VAX)-pXle —A'y=0
Ax=0
)

10



En posant s =pX"'e, ce dernier systéme s'écrit :

Aly+5 = Vf(x)

Ax=h
Xs = e
x>0

Remarque : on a également s > 0 puisque Xs = e .

i e x(p) solution de (Pp)
[ s —_ X k‘ = n RH ; 0 i
Définition I : Soit C {(t(u),x(u)) e R" x R" tels que s(itysolution de (D) n >

On appelie C la trajectoire centrale primale-duale.
Par le théoréme précédent, on a :
Ax-=h

| C=1(x,5) € R"xR" telsque A'y+s=Vfx) ,nu>0p.
[ . XS‘ZHEZ

Proposition : L'ensemble des points (x(1), s(1)) de la trajectoire centrale C ou 0 <L < [U est
borné.

Preuve :

soit x° e P° et 5° e D°,

Par définition, on a : Ax" =b
et Ax(p) = b.

Dong, x? —x(p) eKer 4.

De méme, s e c—R(AY
et s(1) € c— R(A").

Par conséquent, s° —s(i) € R(A").

Puisque 4 est de rang plein, R” = Ker A © R(4").
Done, (x" —x(j1),s" —s()y =0

et (x%)s(0)+(0)x () = (")'s” +x(0) ().

On obtient alors, Vit e 10,pjet 1 <i<n:

11



0 <s¥x:(1) < (°)'x() puisque s > 0 et x(t) > 0.
< (s7)x(1) + () s (1)
= ()5 +x(p)'s(w)
< (x%)'sY + it par définition de C.

0

2

Done, Vie [1,n], ona: 0 <xi(p) =

et x(p) est borné.

Le méme raisonnement s'applique a s(p).
piiq

Le théoréme suivant montre l'intérét de la trajectoire centrale.

Théeréme 2 : sin—0,

alors chaque point d'accumulation (x*,s*) de la suite (x(1t), s(11)) est une
solution primale-duale.

Preuve .

1

Comme Xy = e, onax;s; = |t Vi c'est-d-dire p= x_ng .

Dong, si 1t — 0, xs —> 0 et, par le théoréme de dualité faible, (x*.8") ést ung
solution primale-duale.

Ainsi done, en variant le paramétre |1 et en le faisant tendre vers 0, nous allons rechercher les
solutions optimales des problémes (P) et (D) en nous déplagant le long de la trajectoire
centrale.

Cet aspect est I'idée de base de l'algorithme conceptuel suivant.

12



3. Algorithme conceptuel.

Initialisation: soit ~ €>0 le paramétre de précision de l'algorithme
soit " >0 et o choisi de sorte que 0 <o <1

posons k=0

Pas I : si pf>e
alors calculer (x*,s%) = (x(u¥), s(u¥)) en résolvant le systéme
AxF—b=0
Aty 5% = Vfixk) =0
Xesk—pke=0
Pas 2 : ptl = gp¥
k=k+1

revenir au pas 1.

Cet algorithme est théorique. A chaque itération, le systeme d'équations a résoudre est non
linéaire. n outre, les points obtenus sont situés exactement sur la trajectoire centrale. En
pratique, on imposera la proximité plutdt que la position exacte le long de la trajectoire
centrale.

13



4, Implémentation numérique,

1 Pratiquement, on va suivre approximativement la trajectoire centrale. On va, pour cela,
i définir une notion de voisinage.

A. Voisinage de la trajectoive centrale

La trajectoire centrale est définie comme I'ensemble

(x, 5) soit strictement admissible }
yu>0
§ = pe

S
Y

nition 2 : On appelle o~ voisinage de la trajectoire centrale, I'ensemble défini par :

(x,5) soit strictement admissible }

=Y, 4 = 3{x,8) € R* % R %l '
A (o) {(\’ §) € R* % els que ||X5‘—H€“S<1M ol = 2

; Pour interpréter géométriquement la notion de voisinage, considérons l'application

Wi R X R? > R ~n> X8 = (XiSi) iy

Comme tous les points de la trajectoire centrale C sont tels que x;5; = | pour i=1,..n,
limage par y de @4 () est un cone sphérique de R’ , symétrique par rapport & y(C).
Ceci apparait clairement grice au schéma suivant

(=) 1 9

q.-

Yo i%‘?
!

v

Voyons & présent comment on résoud en pratique le systéme d'équations de K-T.



B. Résolution approximative du systéme d'équations de K-T.

Afin de bien nous fixer les idées, voyons d'abord le cas de la programmation linéaire.

- Iln programmation linéaire :

min c¢'x
Soit le programme linéaire (P) | s.c. Ax=0b
x &0

[a fonction barriére logarithmique associée au probléme (P) est la fonction
n

@ | RY - Rt xmeis Pu(x) =cx—p > Inx; et le systtme de K-T & résoudre
i=1
est
Ax=b (i)

()4 Aly+s—-c=0 (i)
Xs—pe=0 (i)
Nous voulons que les solutions soient strictement admissibles. Autrement dit,
nous imposerons aux équations (i) et (ii) d'étre exactement vérifices. Par

contre, la troisiéme équation peut &tre résolue approximativement.

Effectuons dés lors un pas de la méthode Newton sur Ie systéme (*). Nous

obtenons
A0 0)( d 0
04 1 || d =~ 0
S 0 X i Xs— e
c'est-a-dire
Ad, =10

(+ )4 Aldy+ds=0
Sdy+Xd; = pe—Xs

Aprés plusieurs opérations matricielles élémentaires, nous obtenons comme
solutions :

d, = S (_XA I(ASﬁlzmr)gl Ag —j) (JYS - f.,Le)

dy = (AS- XA'Y " AST (Xs— pe)
dy = ~AAS XA AS (X5~ pe)



- Généralisation au cas non lineaire.

Ax=0> ()
Le systéme d'équations K-T a résoudre est : () Ay +s=VAx) (i)
Xs—pe=0 (iii)

L'équation (ii), qui correspond au caractére admissible des solutions du
probléme dual, n'est plus linéaire. Deux possibilités s'offrent donc a nous
pour résoudre le systeme (%) :

Vv soit on linéarise le systéme (+*) en effectuant un pas de la méthode Newton
v soit on impose au nouveau point d'étre dual-admissible.

Ax-b=0
le systéme (#*)s'écrit : § —-VAx)+A4y+s5=0
Xs—pe=0

Effectuons un pas de la méthode Newton sur ce systéme et recherchons
(d«,dy,dy) solution de :

A 00 dy 0

-V2fix) A" 1 d, == 0

S 0 X ds Xs— e
Ad, =

cest-a-dire : § ~V2Ax)d. +4'dy+ds; =0
Sd, + Xds = pe—-Xs

En éliminant d; , nous recherchons finalement (d., dy) solution de

(1)- Ad, =0
[VHx)+ X 'Sl —A'dy = pXle—s

b) Caractére dual-admissible du nouveau point ;

Soit (x,y,s) un point dual-admissible, ¢'est-a-dire un point vérifiant
Ay +5 - VAx) = 0. (i)

Nous allons imposer au nouveau point d'étre également dual-admissible; nous
rechercherons donc (dy, d,, ds) de telle sorte que

A +dy)+(s+dy) = Vx+d) =0 (i)

16



Effectuant (ii)-(i), nous obtenons immédiatement
dy+A'd, —VRx+d)+Vx)=0
ou encore ds = VAx+dy) - Vx)—-A'd, (iii)

Nous basant sur le résultat obtenu en programmation linéaire, nous
remplagons la deuxiéme équation du systeme (#') par I'équation (iii).
Finalement, le systéme & résoudre sera le suivant :

Ad, =0
ds = Vflx +dy) - Viix)—A'd,
Sd, +Xds = pe—Xs

En éliminant d, , nous recherchons (dy, d,) solution de :

) Ad, =0
X[VAx+dy) = Vi) —A'dy]+Sdx + Xs —pe= 0

KORTANEK, POTRA et YE ont proposé ensemble, sur base de cette méthode, un
algorithme résolvant simultanément les problémes primal et dual. Le désavantage le plus
important de cefte méthode est, qu'a chaque itération, l'algorithme impose de résoudre
approximativement le systéme d'équations non-linéaires (2). Afin de remédier a ce probléme,
ZHU a proposé un deuxiéme algorithme, basé sur celui de KORTANEK- POTRA -YE, pour
lequel le systéme d'équations & résoudre est le systéme linéaire (1).

L'etude de ces deux algorithmes et de leur convergence feront l'objet des deux paragraphes
suivants.

17



5, Méihode de KORTANEK-POTRA-YE.

A. Llalgorithme,

Initialisation ;

Pas 1 :

Pas 2 :

soit £>0 le paramétre de précision de 'algorithme.
soit 0 <o <0.1
soit (x,5%) un point de départ tel que (P ) eV (w)
k=0
ky . ok
.. ()-8
si pf= (_%___ <g alors stop.
sinon effectuer le pas 2.
poserc =1~ .
Jn

résoudre approximativement en (dy, d,) le systéme A-d=0
© ‘l p ¢ ( X ‘_)’) y f‘(l’[ﬁ\,(!)») = O
ol 1(dy, dy) = X[VIx +di) — VXK) — A1+ 8% - d + XE5F ~ opfe

Ad, =0

c'est-a-dire calculer (d/,, d,) solution du systéme i :
(Guty) y ()] <% - one?

mettre 3 jour xM ' =x¥ +d,

yk+1 :yk o (I.",.
gl = Vf(x"“”)-A’ ekl
k=11

revevenir au pas 1.

n .
remarque : la norme utilisée est la norme |||, définie par [|x]l, = / ‘1 .\:? .
,:

B. Convergence de l'algorithme.

L'algorithme de KORTANEK-POTRA-YE est directement motivé par le théoréme suivant :

Théoréeme 3 :

pour tout k, nous avons :

D ey a "4 “(ts'*)"ldgn?' <1

2) “X!H-lsk-i-l _ ukl le] <o rLlk—rl
o (1202538
! I b

18



emarques " la partie 1) du théoréme entralne que x**!'>0ets™' >0 .
En effet, si 1) est vérifi¢, ona:

2
-1, |12 . oy
(X") d Al <1 cest-a-dire 2, H‘Z" < |
RN
/ 2
. C.'j
Dong, Vi= 1,..n, ona; —;— <1
X
2 k &
<> (dy) <(xf)

K k
& —x; <dy, <x; .

Par conséquent, —xf —dy, <0 Vi=1l..n

k .
ou encore x; +dy, >0 Vi=1.n
et donc xk+d. >0
c'est-a-dire xRl 50,

Le méme raisonnement s'applique a s,

= La partie 2) implique que (x**', %1} se trouve dans le o~ voisinage de la
trajectoire centrale.

= La partie 3) établit la convergence linéaire globale de I'algorithme.

Avant de fournir une preuve du théoréme de convergence, nous allons démontrer plusieurs
Jemmes techniques.

Afin d'alléger les notations, nous noterons x* par x , x¥*! par X . Ce méme procédé sera
appliqué aux variables y,s et 1. Nous supposerons en outre que I'itération courante est
I'itération k.

> < 2(0L;LL)2

Lemme | :  |[Xs—ope
preuve :

soit (x,) la solution courante de 'algorithme. Les vecteurs X — e et
ie sont orthogonaux. En effet, (Xs— pe, pey = (Xs)'pne —plefe

= u(Xs)'e —np?

. L BN
. rpr v Xy i=1
On sait, par définition, que p ==~ ="—7—
.'_i_" n 2
LXdr s b3 L
- ¥ ' » . ) O . S, SN
Par conséquent, (Xs— |le, [le) = —— " % Xi8; ——=0

et done Xs — pe et le sont bien orthogonaux.
D'autre part, (x,s) se trouve dans le o~ voisinage de la trajectoire centrale,

19



clest-a-dire ||Xs—pef| <o .
Regroupant ces deux résultats, nous obtenons :

2
|1Xs - ope|* = ||Xs (1 ~ %) e par définition de o
2
= % — pef® + %ue car Xs—e 1 pe

= (oupL) Zl + (om)2 = 2(o',u)2

[
: L 2 -1
Lemme 2 : “(XS) <0 =
Preuve :
( ( 1 );- 3
e 0
1 * g
ona: (X972 = o
' 1
! 2
O (-\'u-?n)
A : 1 .
Par conséquent, puisque (XS) 2 est une matrice diagonale,
oo - s )
3y 3l = max|——
=l XiSi
De plus, puisque (x,5) est solution courante de I'algorithme,
(x,s) vérifie: ||Xs—pel| <op .
Donc, Vi=1,..n —OlL < X;8; — 1L (S o)
c'est-d-dire xisi = (1 —o)p
. | -1
ou encore TR [(1-o)p] .
. : L -1
Finalement, on obtient ](XS) 2 ‘ <[(F=a)p] .
]
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1 |
Lemme3 : Soit D=X25"2

ona s WDl ol <44 2

Preuve :
dids = di[Vx+d.) - VAx)-A'd,]
=diVx+d)-VAx)]  car dA"=(Ad) =0
=l L]) V2t +dy) — (1 - Dx]dy dt  par le théoréme de la moyenne
= [ AV +d) — (1 - Dald, dt
>0 car V?/ est définie positive . (¥)
Par le lemme 1, 2 op > ||ope - X3
> \Xdy +Sd. ||~ |, dy)|| par définition de r(dsx, d))

= | Xels + Sd]| - %ocu.
On obtient donc : || Xd, +Sd.| < G + \/1_2_) oLl

< 2001,

Par conséquent, 4o’ u? = [|[Xdl, + Sd.|)?

2
=[xy @a,+ D1ay| par déinition de

> (1 -o)p||Dd, -l-I)”'dx”2 par le lemme 2
2 (1~ | 1Dl + |1 ]

car  ||Dd; + D”‘ch”2 = |Dd|* + D || + 2t - d et db-di >0 par (¥).

=
Finalement, 1Dd||* + "D_I dx”2 <4-p- L ﬁ_ aJ g
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Lemme4 :  ||57'd,

P |xd,

2
Preuve :
Sﬁids = (X‘S{)_%“Y‘;—S—%d‘

= (XS)"1Dd,  par définition de D.

2
Par conséquent, |5~ dg"?’ = H()CST%D(&

2
IDd |

< H(XS)*%
Deméme, X ''d,= (XS)%;\” 283 d,
- (XS)2Dd,

et done, -] < “(XS)—% ]2”‘9—1511'"2

En regroupant ces deux résultats, on obtient :
el 12 et 112 “U1Pr 2 RPR
ls=1dtd|)? + X1 SH(XS) 2” [IDd? +p"a ]

La thése découle alors directement des lemmes 2 et 3 .

7. 2 2. 2
Lemme 5 :  dld < — M. et Dl < =gy Lz
(1-a)? (1-0)

Preuve ;

max (d%dy, |Ddl)) = max(d. D' Dd., |D.D"' Dd,

b
Par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a d'une part :
dD'Dd, < ||D d |IDdd)
1 _
<1l +10ar)

et d'autre part, |D.D7' Ddy|| < |D~"d [||Ddls )



<Lpral +ivat).
Done max (d'.ds, ||Dd])y < :3(“[)_]6[_\-”2 + ||Dds|l2)

Par le lemme 3, on obtient la thése.

i ) ,
Lemme 6 ; (I—— o jusﬁ<[l—zjﬁ-l-( 20, }H 2 Ts(o, n)

1-a)?n
Preuve :
X5 =(X+D)(s+d;)
=Xs+Sd+ Xd; + Dyds

=1(dy,dy)+one+Dyds  par définition de r(dx, d,).

=l

i_ X3
=¥ T i

Ora r'

~l

Done, ft = e'[1(d.,dy) + ope+ D.d;]
_cuvﬁ +:2 e 'r(dy,dy) + echl
=Ol+5 L, r(dy,dy)+5 e D

Puisque did; =20, ona: e'Dd; 20

et done, [I=op+ —e’f(d\,d)

> op - }—,|5e||||;-(dx, dy)|  par l'inégalité¢ de CAUCHY-SCHWARZ.

On sait, par le critére de I'algorithme, que ||r(ds, dy)| < —é—(xu.

De plus, llel= /i eto=1 WT/(% )

23



Done, > (1 - ﬂ—) p e I S

Jn
Joe{1-22)-

et la premicre inégalité du lemme est ainsi établie .

___[I_M_OL_. o
Jnoo2fn

Pour démontrer la deuxiéme inégalité, reprenons le résultat :

i =op+ %e’r(d.\-, dy)y+ '}ie’D-‘d»"'

& 1

Ona : i=pn— 7‘%— +aelr(dy, dy) + ‘,-li(l'_{.dfv par définition de ¢
oL
<p- 7;—1? + el s i) + Lt
par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

JiooJn 2
car llell = Ja et i(d sl < %0““

a oep 120
- +2./ﬁ +ﬁ(l~o¢)?‘ par le Jemme 5.

207
= 1%+ L
{ 240 (1 - }

D'ou la thése.

<

[Lemme 7:

Preuve .
Les vecteurs X5 — fle et e sont orthogonaux.

En effet : (X5 - Tie, e)=e'Xs-Tie'e
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I

¥'5—np
= X5 nE2 par définition de i .
=0
; o — 12 — P e
Par cons¢quent, “XI - ue” = (X“ — e, X5 — ue)
=(X5- fie,X5) car Xs—fie L e

5| - fe'Xs

= |~ i
- s -

X5 |2 +(op)’n — 2opnil.

On a également : H)_(T - (me“?' =

Donc, X5 — csue”2 2 “5_(? e ﬁel = n[(ou)z — 20U +ﬁ2]
= n(op—f%*) 20,
Ainsi, “:‘(T'- He” < ”/Tﬁ - G},L(:’”
= || Xs + Xdl, + Sd ¢ + Dyds — opie|
=[x, dyy + Dudi]
<l de, dy)|| + 1D -
2 2
Par le lemme 5, 1D ] < & H? .
(—ay
. 1
De plus, I (d,,c{,.)l\ < SO
. = e ] 3% i j
Par consequent, X5 - fie|| < | ~ou+ L
e, - | e 25 o
2 -1
b, par la 1 6, g(iw“) .
ou, par lalemme 06, H 5 Jir i
- L 202 o |
On obtient finalement : ||X5—[ie é[ﬁia-l-(l ila)z ][l - 2\%} n.
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Grice 4 ces lemmes préliminaires, le théoréme de convergence se démontre aisément.
Preuve du théoréme 3 :

8- x| <1,

1) Par le lemine 4, pour montrer l'inégalité
. 5 _ 20 \?
il suffit de prouver que si 0 <o <0.1 , alors Ty (o) = Toa =) i
Or, T (o) est une fonction croissante de «. En effet,

]()“ a) >0pour0<a<01

Dong, la valeur maximale qu'atteint 7' (o) pour 0 <o < 0.1 est

T0(0.1) = 0.04938 < 1.

) Afin d'établir que X+ st — k! ¢ < o p¥*!, montrons que
To(ct, 1) = ‘ Lo 20 <ol L B Tl =00 | L p.our 0<a<0.1
2T -t ll 2 B '

Ona : Ta(ct,n) <opf!

200 6

L 3w
(1-o)? } 240

‘1 si et seulement si
il

|

|

| . y
| En effet, [»Lot + —2—9‘——}[ . } - L

27 (-w)? 2/n
1 20 [ _ 3(1] _3a s
= 20t+(1#01)2 2 cat ——'-ZﬁA

car O<a<0.1

L=

(1- oy 2Jn 2

Le membre de gauche de l'inégalité est croissant en o et décroissant en
n. Enposant oo =0.1 et n =1, on obtient donc son maximum :

T2(0.1,1) = 0.3969 qui est bien strictement inférieur 4 %
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_ 0.253- a.J -
= .

3) Il reste & démontrer que pf*! < [I

En se basant sur le lemme 6, il suffit de voir que

s
e 20 J”k i\,(1_0.253«1]“,‘.
2Jn (1-a)*n Jn

Ts(o,n) = tl

pour 0 <o < 0.1 . Rééerivons T3(a, ) sous la forme :

i 202 | 4
Tila i | T= = J i
i L 2/ (1-o)*n 4

. o _ 4o k
ﬁ{_l 2\/??(' (1-a)2ﬁﬂu'

On sait que

est croissant en o et décroissant en 1.
2
(1-o)" Jn

Par conséquent, cette fonction atteint sa valeur maximale pour
o=0.1etn=1. Cette valeur est 0.4938 .

do___ o 0.4938 pour tout # et pour 0 <o < 0.1

(1 -o)* Jit

On a alors ;

Done, T3(o, 1) <| 1 — =Z—(1 - 0.4938) |uf

Ce théoréeme montre que l'algorithme de KORTANEK-POTRA-YE résoud un probléme
d'optimisation convexe sous contraintes d'¢galités linéaires & un taux de convergence globale

B

linéaire. A chaque itération, le saut de dualité est au moins réduit d'un facteur de | 1 - —

Jn

Mais en pratique, l'application de cet algorithme est rendue difficile par le caractére
non-linéaire du systéme d'équations a résoudre a chaque itération.

7ZHU a considérablement amélioré I'algorithme en linéalisant le systéme d'équations. Pour ce

faire, il a ét& amené & introduire la condition SLC (Scaled Lipschitz Condition). Sa méthode
fera I'objet du paragraphe suivant.
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La méthode de ZHU consiste a effectuer un pas de la méthode de Newton sur le systéme
d'équations de KUHN-TUCKER. Nous devons donc résoudre le systeme :

() Ad, =10
[V2Rx)+ X' Sld —A'dy = pXle-

Définition 3 On dit que f{x) satisfait la condition SLC (Scaled Lipschitz Condition) si

V[ e 10,1, il existe M>0 tel que, pour tout x<0,
pour tout d, satisfaisant Ixtdd <8,
nous avons : [X[VAx +d) — VAX) ~VH) - di]| £ M- diVEN)dx
Remarque : 11 est évident que les fonctions linéaires ct convexes quadratiques remplissent la
condition SLC avec M=0.

Plus généralement, afin de satisfaire la condition SLC, fix) dmt au minimum é&tre
convexe et deux fois différentiable .

Nous allons montrer que si f{(x) remplit la condition SLC et si{dy,dy) est solution du systéme
linéaire (*) ci-dessus, alors (dy, d,) est solution du systéme non-linéaire :

Ad,
(**){ (e, dy)| < 5 -0 p

Il suffira, dés lors , de remplacer, dans l'algorithme de KORTANEK-POTRA-YE, le
systéme (¥#) par le systeme (*).

A. Algorithme de ZHU.

Nous supposons désormais que la fonction objectif f{(x) remplit la condition SLC.
Le lemme suivant nous permettra de démontrer le résultat annonce.

Lemme 8:  si(dy,d,) est la solution du systéme (*),

alors “X | < '3 (L) )

-
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Preuve :

soit & = V2f00d, — A'd,

La deuxieme équation du systéme (¥) peut se ré€erire :
X-VIx) d,+ Sd - XA'd, = ope— Xs

ou encore, puisque & = Vilx)d, —A'd, ,

XE +8dy =ope—Xs .

Soit définic comme précédemment D - X2 Sr% ;

Par le lemme 1 , nous savons que |lope — Xsf® <2 (o)’
Par conséquent, 2o’ = Jope — Xl

= |l + S

1 2
= ]l(XS)E (DE + Ty dx)” par définition de D.

Or, Eld = di& = d.Vx)d, — d A'd,

= d'.V2f(x)d, gat Ads =10

>0 car V2f est définie positive.
Done, |DE+D " =||DE|* +||D~" o | +2DE, DV dv)

> [pglf + o
112
De plus, par le lemme 2, “(XS)?“ >(1 =o)L .
Nous obtenons done : 2(oyy)” = (1 —au (||DE,][Z + ||D"d_v||2>
> (- D'’

! 2
=(1-o)p (XS)5X“d_¢H par définition de D

> (1—a)p? X' par le lemme 2.

20’

x|’ <
i G—oF

Finalement,
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|sﬁ—1—f'_‘-.

Remarque . Nous avons déji obtenu le résultat : “X“‘dl- =

o : ; it 1
Or, Toa est une fonction croissante de o (car sa dérivee est (—1—*——)5 20

ot J2 7% <1 si a<T=041

Donc, Vo <@ ,ona: HX"ld_t[l < Jz 1 ?(x < ﬁl?& <1,cequi

assure que ¥ = x>0 .

Posons {3 = JQ_T% =098 <1,
Du caractére SLC de f(x), on déduit :
IM >0 tel que Vx>0,
Vd, tel que |X'd] <B,
[TV +dy) ~ VAx) — V2 foyd. | < Md', - V2Rx)d. .

Nous pouvons désormais démontrer le résultat majeur de ce paragraphe, a savoir la
possibilité de remplacer le systéme (* #) par le systéme (*) .

,0.41).

vy T Y £ 2 1
Théoréme 4 @ soit o0 < nun (
4M + 1

Si (d,d,) est une solution du systéme (++),

alors [ (dy, dy)]| < “.’15 RN

Preuve :
Par définition,
1dy, dy) = X[V +d ) = VAx) = Ay] + Sd+ Xs—ope
= X[VAx +d) — VAx)] - XA'y +Sdy +Xs — ojie+ XV —XV2Ax)dx
= X[Vflx +dy) — V)~ V)] + XV 2f(x)d +Sd — XA'dy—(ope — X5).

Or, par le systéme (¥), XV2f(x)d +Sdx - XA'd, = ope - X5 .
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Done, 1(dy,dy) = X[VAx+d.)— VAx) - V2(x)d,] -

Puisque f{x) satisfait la condition SL.C , nous avons

X[V +d)— VAx) = VERx)d ]| < Md:V 20dx 4
Ceci implique que :
-l s, dy)|| < Md'V*Ax)d . (1)

Reprenant la deuxieme équation du systéme (¥), nous obtenons en prenant le
produit scolaire par o des deux cdtés de 'égalité

AU V20 dy +d X' Sd — diA'dy = di X (ope — X5)
ou diA'd, =0 puisque Ady=0.

Comime X-'5 est une matrice définie positive (car x et s sont positifs), et donc
que d'X"'Sd, = 0, nous pouvons déduire que :

A Vi), < d'X ' (ope - Xs)

< x| Jone—Xs| par linégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

< il

1

Par le lemme 8, Ix-"d.

ot par le lemme 1, Jope—Xs| < V2 oo

172 20.°
Done, d\V*f{x)d: < T M (2)
: o . 202
Combinant (1) et (2), nous obtenons : ||:(dy,cl',._)|] <M mu ;

1 suffit désormais de trouver la valeur de o pour laquelle

202 1
il BV i
M l_au S5 op
cest-a-dire  4M LI 3|
| —o

c'est-a-dire  (AM+ Do <1

1
4M + 1

ou encore o <

ce qui termine la démonstration .
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Le systéme (*) ¢tant linéaire, nous pouvons, ¢n fait, exprimer explicitement la solution

(dx,dy) du systeme .
En effet,

(V2fx) + X' S)yd, — Ald, = opX e —s

le systeme (*) est
ystimei(s)ie {Adx:O

- -1
Posons H=(V2fx)+X'S) .
Nous devons alors résoudre

Nous extrayons d, de (3) : H'd = (ouXte—s)+4'd,
c'est-a-dire dy = HopX'e~5)+HA 1

Par (4) , nous obtenons 1 Ad, = AH(opX"'e—s)+ AHA'd, =0

Donc, AHA'd, = —-AH{©OPX " e — 5)
d'est-a-dire d, = —(AHA" ' AH(opX e~ s)
Et dong, dy =1H~- HA'(AHA"Y ' AH)(opX e ~s) .

J H'd,-Ald, =opXte~s 3)
| 4d=0 @

Nous pouvons, maintenant, sur base des résultats précédents, présenter I'algorithme de ZHU.

L' algorithme de ZHU .
On suppose que la fonction objectif f(x) satisfait la condition SLC.

Initialisation: soit €>0 le paramdtre de précision de I'algorithme

oo . 1
soit 0 <o <min (0.1,—#——4[1”_ 1)

soit  (x",s”) un point de départ tel que x°,5%) el (@)

Posons k=0

i

(x"’)r . st

Pas I si pf=——<¢ alorsstop

sinon effectuer le pas 2 .
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o
Pas 2 : poserg =1-—

Jn

Calculer H= (Vz_ﬂx"') + (X“)kS") | ;L= (opFX) e~ s
do=| H—HA'(AHAY " AH | &
dy = | (AHAY ' AH | €
Mettre a jour x*! =x*+d,
yt =yf+d,
1= k) — A1kt
k=k+1
Revenir au pas 1.

Nous avons déja remarqué que les fonctions linéaires et convexes quadratiques remplissaient
la condition SL,C. Dans le paragraphe suivant, nous mettrons en évidence d'autres classes de
fonctions satisfaisant la condition SL.C.

B. Classes de fonctions satisfisant la condition SLC.

Soit &F = {f(x) telle que f{x) satisfait la condition SLC}.

Théorémie 5 : soit {(x) une fonction d'entropie ayant la forme :
o Xi
fxy =2, xiln ;- oty >0 pour tout i
i=1 L
Alors f(x) satisfait la condition SLC.

Preuve :

Observons en premiet lieu que :

oRx)

o, =In x;—Inwu; +1 pour i=1,...n

et

pour 15 L.

) _ { §osii

(33»'_,-(")x,-
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Posons y = X[VAx + dy) — VAx)— Vix)d,] ou ||X"’d_t“ <B <l

Nous obtenons :

|7f| = X;

, .-
x,{ln (o +dyy =T+ 1=Inx; +1n; -1 - —#J

d X

x,-[}n (X +dy)- Inx; - _‘CTJ

di ; L I
Développant  In(x; +dy,) —Inx; — Tl— en série, nous déduisons qu'il existe
A
te[0,1] tel que:

1= - L oo

de 7
%—%;ug)2(1+¢3¢) .

X f!_\.l <[ et donc aussi ||£X“a’rn < [ puisque 0 <7< 1.

Dong, lyi| =

Ona:

; . de,
Par conséquent, pour tout i=I,.n - <1 —r‘% (=B
A

; Uy;
A ! J ‘ o —:
c'est-a-dire =L l+t x,-f

dy,

-2
ou encore Gl By > (1 +1 T] ;
pes lors,  |yil el (1-py*d Ly
O, i —-2 : XX, Xje

et donc, IVl = IXTVA + di) = VAX) — VX))

<5 i
s%a—ﬁy%gvyuwp

Pour obtenir la thése, il suffit dés lors de choisir M = %(l - B)"?‘.
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Théoréme 6 soient y;: R — R pour i = 1,...n des fonctions satisfaisant la condition:

il existe 7720etp=0, telsque pour toutx >0, pour touty >0, on a:
m i x\? (NP »
qu;,. (y)l < T max 5) %) |Wi (x) ()
Alors fix) = 5 vi(x) satisfait la condition SL.C.
=1
Preuve :
soit |y;] = ‘x,-[\p:(x‘- iy \p;(x;) - \|1f(x,—)c!,r,.]|
On obtient, en développant en série :

ounlst<1

lvi —~ x; d?, ‘I’; (rt+tdx)

X
— e ortdy) AR |\ (it
s (G ol
Puisque [[X~'d.|| < B, ona X+de>0
ou encore X +fdy >0 mrisis 1,
On a done, par (¥}, avec x =X; ety =-—=—
xidZ, xpdy, P x | o#
ly | S . " xﬂd,) Tm'“l:( i ) ’(xﬁ-rd;!) }W:‘ i) .
X+ td, .
Et comme _"R_..,,< 148 et il <(1-pB) L

Xi td;_-[.
g : P -p -1 "
lyi] < 5 max[(1+8), (1 =P 711 =8) du v &) dy, -
Soit M= -g max [(L+B), (1 -B) 1A - B
On obtient alors pour tout x > 0 tel que [|X'd.{| < B

X[V + ) = V) = V| = [

n
= ,3 lv:]

<M {‘::1 d-\'f W ”(xi)d.\‘j



= M d'. V) d,

et donc f(x) satisfait la condition SLC.

De la définition de la condition SLC, on peut également déduire que toute combinaison
positive de fonctions de &7 sera un élément de .
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7. Complexité des méthodes dans le cas linéaire.

minimiser c¢‘x
Soit le programme linéaire :  (PL) | s.c. Ax=>b
x=20

ol ceR",beR"
et A e R™ estderang plein (m <n).

On suppose que toutes les données d'entrée sont entiéres. La taille du probléme est définie
comme étant le nombre L= [+n+1 ol [ est la longueur totale, en représentation binaire, des
données d'entrée.

Considérons tous les programmes linéaires dont la taille est L. On définit alors Ta complexité
d'un algorithme pour cette taille L comme le comportement le plus mauvais de cet algorithme
en fonction des données d'entrée. Pour rappel, le comportement d'un algorithme est le
nombre total d'opérations élémentaires, c'est-d-dire le nombre total d'opérations
arithmétiques, d'opérations de comparaison,...

Pour calculer la complexité d'un algorithme, il convient donc d'évaluer le nombre total
d'itérations de l'algorithme ainsi que la complexité d'une de ces itérations.

A, Nombre d'itérations.

A chaque itération, le saut de dualité est réduit d'un facteur (1 - 7?:] ot §=0253 o
n

c'est-a-dire (x"’)I sk < [1 = 78_’1—) (x"‘*l)' sk

A.
Onadonc: () s* < (1 ~ %J @°) 5"

Comme le test d'arrét de l'algorithme est (x"')rs"' < ne, il suffit de calculer, pour obtenir le
nombre d'itérations, le plus petit entier k pour lequel :

~ A‘
( - _Jb_J (Y <ihe,
7

Prenant le logarithme dans les deux membres, on obtient :

k In [1 - 7%:) + In ()5 < In ne
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— 0Nt GO
cest-a-dire  k = In ne—In (x%)'s
In (I—J—F—)
Puisque ]n(l—%) S——‘%— . ona: 1 . Ji |

ln( —-\-‘%} S0

Et comme ng < (x°)'s® (on suppose que, pour k=0, le critere d'arrét n'est pas satisfait) ,

In ne—In(x%)s® J‘_ (\0)’

. =5 ==
Ona: k> 5 5 =
i
bt dive au! Of S 620 g o
c'est-a-dire qu'au plus 5 In == itérations sont nécessaires.

Choisissons dés lors &= QT- et (x0,5%) tel que (x°)'s® < 2%,

0310
On obtient : —‘g— In Q—H)E“S -——‘gm 22 = O (JilL)

B . . . t _
et done au plus O (/7 L) itérations sont nécessaires pour obtenir (') s* <2 <

B.Complexité d'une iiération.

. =1 @ 5 ; —_ . .
Le calcul de la matrice [A ) L Xk At _] , qui intervient dans les différentes directions de

recherche, est celui qui cofite le plus d'opérations arithmétiques. Il demande O (n*)

opérations et peut &tre réduit a O (n>%) en utilisant une méthode de mise a jour.

. . t r oot . ’ '
Par conséquent, pour obtenir (xF)'s* < 277, nous avons besoin de O (#’L) opérations
arithmétiques.



DEUXIEME PARTIE :

Généralisation aux contraintes d'inégalités
convexes.
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Dans cette deuxiéme partie, nous nous intéresserons a la résolution du programme convexe

minimiser f{x)
8.0 gi(x) <0 pouri=1,..m

-

ot les fonctions f{x) et g,(x), 1 <i<m, sont supposées convexes.

Dans la littérature, plusieurs auteurs ont essayé d'obtenir des conditions assez générales qui
assurent la convergence de leurs algorithmes pour la résolution du probléme (PC). Utilisant

le plus fréquemment la fonction barricre logarithmique @ (x) = fx) - ujf‘i In(—g;(x)) ou la
fonction potentielle ¢(x,X) =-m In(A —f(x)) - §1 In(-gi(x)), ils ont dégagé deux conditions

garantissant la convergence de la méthode de Newton : la condition de self-concordance
d'une part et la condition de Lipschitz relative d'autre part. Ces deux conditions sont en fait
lies. ( Nous renvoyons en annexe pour plus de détails ).

Cette partie est agencée comme suit : dans un premier chapitre, nous proposerons un
algorithme a petits pas imposant a la fonction potentielle la condition de self-concordance ;
dans un deuxiéme chapitre, nous présenterons deux algorithmes a grands pas, 'un minimisant
la fonction barriére logarithmique et l'autre la fonction potentielle, pour lesquels la condition
requise est la condition de Lipschitz relative.
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Chapitre 1 :

Algorithme a petit pas.

1. Présentation du probléme,

A. Le probléme .

Le probléme est de trouver A* = min f{x) sous contrainte x € P
ot P ={x e R"tel que gi(x) <0 pour 1 <i<m} etoun les fonctions fetg;,l <i<m, sont
convexes et deux fois continiment différentiables sur 2

B. La condition de self-concordance.

Soit ¢ : P?°> R une fonction.

Définition 1 : on dit que ¢(x) remplit la condition de self-concordance sur Z°° si @(x) est

trois fois continfiment différentiable sur @° et si 3o 2 0 tel que Vx € P,
VheR", ona:

3
2

[V3p@)h, A, k]| <2 /o (R'V>0x)h)? .

Intuitivement, cette définition assure, dans le cas ou le paramétre o est petit, une bonne
approximation de la dérivée troisiéme de @(x) par une fonction quadratique. On vérifie
immédiatement que les fonctions linéaires et convexes quadratiques satisfont cette condition
aveco.=0.

Définition 2 : on dit que @(x) remplit la condition de self-concordance forte sur D si p(x)
remplit 1a condition de self-concordance sur 9P° et si les ensembles
{x € P° tel que @(x) <t } sont fermés dans R” pout tout ¢ € R .

Cette nouvelle définition implique que la fonction ¢(x) tend vers o lorsque x se rapproche
de la frontidre de 9P°,

Nous avons presqu'immédiatement le résultat suivant :
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Proposition ;. soient ¢1(x) et ¢2(x) deux fonctions self-concordantes sur 97, ° et P2
respectivement et soient et 7, deux nombres positifs.
Alors () = r101(x) + r2¢2(x) est self-concordante sur 9°°= 97~ PP,°,

Nous allons désormais étudier la méthode utilisée pour atteindre l'optimum du probleme

(PO) .

2. L th tili

Voyons, en premier lieu, quelles sont les hypothéses émises pour assurer la convergence de la
méthode.

A. Hypothéses.

Nous supposons que 97° est non-vide et borné . Nous supposons également que pour A > A*

la fonction —In(A—f(x)) est self-concordante sur l'ensemble {x tel que Ax) <A}. Nous
imposerons la méme condition aux fonctions @i(x) =—In(-gix)) pour 1<i<m. Par

m
conséquent, la fonction @(x,A) =—mIn(h—fx)) + % @i(x) sera également self-concordante.
=1
En fait, par construction, la fonction ¢(x, A) vérifie la condition de self-concordance forte.
Sans perte de généralité, nous supposerons également que la fonction objectif fx) est

linéaire, c'est-a-dire f: R" — R :x~~>c'x . En effet, si f{x) n'est pas linéaire, il suffira de
remplacer le probléme (PC) par le probléme : s

min ¢
s.c. flx)st
gi@)<0i=1,..m

Dans ce cas, nous imposerons & la fonction —In(-flx) +7) d'ére self-concordante sur le
domaine {(x,7) tel quex € PP°et fix) <t}

B. La méthode .

Pour A > A*, notons @ (A) = P ~{x € R" tel que flix) <A} avec P (1) = Pr.
Nous remarquons directement que lorsque A 2 AY, DP(M) décroit et

inf P(\) = Prfxtel que fix) =A* }.

A>A"
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Par conséquent, nous allons suivre le chemin A : +00 — A" et nous ferons correspondre a
chaque X un point intérieur x(A) de 9?(X). Ce point x(X) sera choisi comme le centre
analytique de 22() .

Définition 3 : soit+o =X > A" .

On appelle centre analytique de 9P()\) l'unique point x(1) de P7°(A)
minimisant la fonction potentielle
o, A) :PP(\) = R 1 x ~~> ¢, ) =—mIn (A —fx)) - :Zi In (—gi(x))

ot p(x, ) = —iZE'l In(-gi(») .

Remarque : Y A, x(\) est unique car (x, A) est fortement self-concordante et donc
strictement convexe. (voir annexe pour démonstration)

Comme nous allons le découvrir, I'approximation de Newton dans la recherche du centre
analytique x(A) va s'avérer trés efficace.

C. La méthode de Newton .

Dans ce paragraphe, nous fournirons, sans démonstration, des résultats traitant de la
convergence de la méthode de Newton dans l'approximation du centre analytique ¥ d'un
ensemble quelconque 97 Nous donnerons la vitesse de convergence de la méthode comme
fonction de constantes dépendant uniquement de o, le paramétre de self-concordance.

La norme utilisée est la H-norme, c'est-d-dire la norme définie VA € R" par W&l = (h‘Hh)% .

Lemme9:  soit ¢ une fonction fortement self-concordante de paramétre o définie sur un
ensemble P°° .
Pour x € @P°, on définit : H(x) = V2p(x) et g(x)=Vo(x) .
Soit & = h(x) = —H(x) - g(x) le pas de Newton de départ au point x pour
rechercher le centre analytique X de 9 .
Soit également % le pas de Newton au point x+A .

Définissons & = “h"H(x) et 5 = “’EHH(xHI) '

5oL
818<Ja_,

alors x+he 9P°
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(-5)

Par conséquent, si 8§ < ————, la méthode de Newton converge (i.e. 5 <8)
2Ja
et pour § < ! ,ona < 16 Ja' 82 ce qui assure la convergence
4 fa 9
quadratique.

Ce lemme affirme que la méthode de Newton converge quadratiquement lorsque le pas de

Newton de départ est assez petit.
Inversément, le résultat suivant garantit que, si un point x est suffisamment proche du centre

analytique de ¥, alors la méthode converge encore.

Lemme 10 si la longueur § = |4l| ., du pas de Newton de départ au point x pour la

recherche du centre analytique ¥ de 2 est telle que 8 < -

/3’
alors e+ A) = Ry < %—,/‘o? 52 .

]

Dans les paragraphes suivants, nous appliquerons ces résultats a la fonction potentielle
o(x,A) pour analyser une méthode "a pas courts" suivant la trajectoire des centres

analytiques.

L'algorithm ' rt

Initiglisation ; Soit X, € @o etho > A" tels que [Boll g, 2, = 1A (o, Aol ereo ey S 3—;? .

Soit € la précision désirée.

Pas 1 : Poser k=0
1
c= .
8 Sma
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Pas 2 : Calculer A = h(xg, M) = —V200k, k) - VO(xr, Ak).

|

Poser  Xpe1 =Xx+hy . ‘

. j 1

SiAg—C'Xpr1 S 7€ alors STOP |
|
|

sinon effectuer le pas 3.

Pas 3 ; Calculer Agr1 = Ak — (A — "X pit)
Poser k=Fk+1.

Revenir au pas 2.

4, Analyse de convergence

Afin de démontrer la convergence de l'algorithme  petits pas, nous allons prouver :

1) aprés la mise a jour de A, 1'itéré xg, vérifie encore
1
"h(ka, 7\'}""1)||I‘1(-’¢k+|,3‘L|!c+1) = 4o
17 ¢ ot
2) A —C'Xp1 2 —3(C’lk+l = ?\,*) :

Par le lemme 9, le point 1) assure que l'itéré x4, reste admisible et proche du centre
analytique de @(x, A1) - Le point 2) garantit la décroissance de I'écart ¢4t — AT

Pour démontrer le point 1) , nous avons besoin des lemmes suivants :

Lemme 11: Soit g(x,A) le gradient de o(x, 1) .

oc
On a: g(Xks1, Miert) = 8Okr1, i) H————— .
N1 — €' Xkt

A ~
= (X1, Mi) +MOC .

Preuve :

2 Vgi(x)
_ c
g(x,A) =m ——— E i

c 4 2 Vgi(Xe)

Donc, g(Xpi1, k1) =M .
) g( k+1s k+1) ?\tk+] fclxh-l = _gi(xk+l)
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i c & Vgilx)
(1 “0)(1;{‘(;!)6;&1) =1 *gi(xkﬂ)

par définition de A .

(1 —o)me —nic

Or, m € -m ¢ = ’
Ak — X (1-=0)YAr—cxkn) (1 =) Ak —c'xpi1)
_ —Omc
(1 -0)(Ak —c'xp1)
____ —omc

= ; .
A1 — €' Xpa

Donc, m ¢ p =m ¢ : Gm(i :
(A-0) M —c%1) M= X Agr = Xt
moc
et 80k1, A1) = 8k M) + rUET
Akt — € X g1
= g(%kt1, Mg) +maC

]
Lemme 12 :  Soit H(x, A) le hessien de @(x, A) .
On a: H(xke1, Mwr) = H( g1, 0) +micc .
Preuve :
Par définition de @(x, ) ,
sih=4w, OA)=— 2] In(-gi(x))
et si A= 400, @, A)=-mln(A—cx)- i In(—gi(x)) .
" e € & Vgilx)
On obtient donc g(x,A) = me—— +§ = A# 40 .
¢ Ve .
A P iSiA =40 .
WA =2 2o
( rm.‘f L Mmeien \

y

lﬂ:‘x) § (?Lﬁc 'x) :
Par conséquent, pour A # 0o, H(x,A) = H(x, ) + P :

' 2
meycy nicy

LGy T ey )
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= H(x, ) + ——cc!

cc
(A - ¢'x)?

Done, H(xs1, Mis1) = H(Xge1, ) +mcc! par définition de T .

]

Lemme 13 : Hg(xk"'l’ )\'k)”H(-fknalkul)" < ”g(xk‘”’ lk)”f](xmhlt)" :

Preuve :

Soit 4 une matrice (n, m) et a un vecteur de R" .

_Alaa'4™

Si 1+a'd 'a#0, alors (4 +aa') ' =47 .
l+a'dla

A
Ona: ug(xfﬁ'l’ A"‘)“H(xm,h.u)*‘ - |Igl|”(xfc+1»7“k+1)'l '

= g'H(xss1, A1) "' g par définition de la H-norme

De plus, puisque, par le lemme 12, H(x, Merr) = Hxg1 , +0) +mcc !

et H(Xp1, M) = H(X g1, +o0) + — M et

2
(A — €' Xger1)
on a immédiatement par définition de ¢ et de Ay

HG ki1, M) = HG 1, M) +mo?ec*

e (11
Done, llell i, 1yt = &' [HE ke hi) + mo?T¢'| g

g H 1, M) H(X 15 A o

= g'H(Xg1, M) ™' g —mo [ ¢
g HXp, M) 8 g L +C HQorn, M) 'C

"ng(ka,M)_]'E" :
1+ @ Hxg, M) ' .

= @' H(x341, M) g — ma?

m

Puisque H(x, ) est définie positive, on sait que H(x,1) = H(x,0) = ch
-C

est définie positive et donc 1 +C'H(xx1,M)7'C >0 .

Par conséquent, Hg" Heg 1) Sg'H(xk+1,M)"1g -

= el -

1
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Preuve de 1):

Soit I'algorithme a 1'itération & .

Supposons que x; satisfait & = Hhk”;«xk,M < ﬁ .
Soit X1 =Xk + s -

et montrons que ||| Hosp ) = ﬁa’ :

Par le lemme 9 qui assure la convergence de la méthode de Newton, nous savons que

~

16
0 = ”h(xkﬂs}\'k)”H(xk_,.l,lk] < '9_82'

1

S___
9/

car 0 < ?tl_,fﬁ (D).

Examinons l'effet sur A et sur H de la mise a jour de Ay .

Par le lemme 11, nous savons déja que g(Xie1, Ags1) = g(X k1, M) + moc .

%
On obtient : Ilhk+1|lﬂ(xm,1m) = [h;wl H(x k1, Nkr1) h-k+l]2

par définition de la H—norme

L

1
= I_h;m Hia i 2

’ 1
i 2
= l:(_ kLng) Hpyy (—ngm-l)}
par définition du pas de Newton

= [ ghet Hin g0 I

= Ilgk+l llH();!H LAk ) !

IA

“g(xk""l’lk)”l](xk_,l,lm)*‘ T “mG’EHH(me»m)

par le lemme 11

5 “g(xk'”’Kk)”]l(xk,,,l,lk)“‘ T lln’!czllfl(xk-nﬂm)
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par le lemme 13.

1

Par la propriété : si 4 est définie positive, alors CHH+meE "y € <4 ,nous

-—m?’

pouvons borner [M0C| i, 2, PAL

1
16T ey, 2yt = [MOT HEkrns M) 'mo?)?

1
= om[¢"(H(xgw1 ,0) + nicc N7 parle lemme 12

<c/m .

Done, “hk“”ff(xnh)vkn) < ”g(xk“’lk)||”(—*ku.h)“' + G‘/n_l

Il

WhGekst Mgy, 0 + S

1

< —_—

Wi +oJm par (1)
1 Jm

par définition de ¢

9/ 8/ Jo
< .
4 /o

O

Nous avons besoin , pour démontrer la partie 2), des deux lemmes suivants :

Lemme 14 :

(approximation ellipsoidale d'un ensemble 2°°) .

Soit ¢ : @?° —> R une fonction vérifiant la condition de self-concordance
forte de paramétre o .

Soit x € @P° et h,z deux vecteurs quelconques de R" .

Posons 8= JAHE = [|All 1y 00 HG) = VZp(x).

Si 6<J—:T—,

D)
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Lemme 15: Soit E, = {x tel que (x—X)'H(x—-X) <r?} .

ou H est une matrice définitive positive symétrique.

Alors, max c¢'x—c'® =rJc'H 'c.

xek,.
Preuve :

Ecrivons les équations de K-T pour ce probleéme :

c—2uH(x-X)=0

u=0

u[r? — (x—Xx)" H(x-x)] =0
(x—-X) H(x—X) <12

Hl¢
u

Par la premiére équation, nous obtenons : ##0 et x—¥=

Utilisant ce résultat dans la quatriéme équation et sachant, par la troisiéme équation
que le point maximum se trouve sur la frontiére de I'ellipsoide, nous cherchons :

(H'¢yHH" - ¢
2

:r2

Jce'H ¢

2r

u

c'est-a-dire : u =

Donc, x-X=

et cix—c'T=rJc'H'c.

Preuve de 2):

Soit % le centre analytique de Z7(hx).
Ona: et — x"H(xkﬂ,M) s ”h(x k+ls lk)”[{(xh_],xk)

+|lxk+1 + h(x g1, i) — x”H(xk.,;,M)

3
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| 3,/0(( 1 T
< :
W =) M le lemme 10
7
<
TS5 o M

Par le lemme 14, nous savons que :

- 1 =
I 1 —x“H(x—,xk) < | — ﬁ&“xm —x“H(kaM)

! 7
< . ar
“1-J5 s4ja parl)
11
< . ar
12 543 par (1)
54
1
<015 .
0 Ja

Par conséquent, €' Xgy1 —C'X < max ctx— %
q 0.15
=31l u(;)S"ﬁ

=0.15 max (¢'x—c'X) par le lemme 15
¥l i

£015 fax (Cx—o'X)
xeP(\y)

car, par le lemme 14, {xtel que [x = Xll ;1 < -Jl—a} c PP\ .

Par définition de @7 (Ay), ona aussi : c'x—c'¥ <A —c'¥ Vx e P (M)
ce qui entrafne que : ¢'Xgr —¢'X < 0. 15(Ag — c'X) (2).

Puisque les fonctions g;(x) sont convexes et puisque f{x) est linéaire, on a :
A — % 2 5 (M— A7) (3)

(2) peut se réécrire : st +0.85¢'% =2 -0.1504

et (3) . 0.85h;—0.85¢% 2 220~ A7)

En additionnant ces deux derniéres inégalités, nous obtenons :

A —C'Xp1 2 %2(7\,;, -A%)
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().8°
et donc : ?\'k = c‘xkﬂ 2 —Zj—(ckaﬂ - 7\,*)

ce qui démontre la thése .

car l;\- = c‘xm ,



Chapitre 2 :
Algorithmes a pas longs.
En pratique, les algorithmes & pas longs sont les plus intéressants car ils permettent une

implémentation meilleure . Nous allons présenter deux de ces algorithmes et obtenir pour
chacun leur taux de convergence.

A. Le probléme .

Soit le probléme d'optimisation convexe suivant :

(CP) trouver A" = 1r_1i}r)1 Jx)

ot P = {x € R" tel que gi(x) <0 pour 1 <i<m}

et ou les fonctions fetg; 1 <i<m, sont supposées convexes et deux fois continiment
différentiables sur & .

Nous supposons également que 9P ° = {x € R" tel que g;(x) <0 pour | <i<m}est non vide
et borné .

Le dual de Wolfe du probléme (CP) s'écrit .

max  f(x) +>j1 yigi(x)
t:
D) | sec VA +El yVei(x) =0
yz0

Par le théoréme de dualité faible, si ¥ € @ et (x,y)est un point dual-admissible, alors :
- m
fx) = flx) + Zl yigi(x) .
=
De plus, puisque 90 est non-vide, la condition de Slater est vérifiée et done, par le théoréme

de dualité de Wolfe, si (CP) a une solution optimale, (D) en posséde une également et les
valeurs extrémales sont égales.
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Ces résultats de base étant acquis, nous procéderons désormais de fagon identique a ce qui a
été établi dans le cadre de l'algorithme a pas courts.

Nous  associons au  programme (CP) la  méme  fonction  potenticlle
005, A) = —mIn(A —f3) = Z In(-gi(¥) définie sur 'ensemble @2 (A)° on +o0 =4 >A* et ol

PN =2 ~{x e R" tel que flx) <A} .
Posons H(x, A) 2 V2op(x,A) et gx,A) =Vo(x,2A) .

Comme nous le démontrons en annexe, la condition relative de Lipschitz (RLC) imposée aux
fonctions g;(x) (1 <i < m) garantit le caractére strictement convexe de @y, 1) sur P °().
Cette condition supplémentaire est formulée de la manire suivante :

IM>0 : VYveR"Vxetx+heR" ona:
[V [V2gilx + By~ V2igi)]v| < My Vg
ot H représente V2g;(x)

et [l = JA'HR .

Puisque @(x,A) est strictement convexe sur son domaine P (M), elle atteint un minimum
unique noté x(A) ; ce point a déja été défini comme le centre analytique de D(N) . Ul vérifie
les conditions de Kuhn-Tucker du probléme : ‘

{ min @(x, \)

sc. gx)<0 i=1,.m

Ces conditions sont :

gi(x) <0 1<i<m
*) VAX) +Zy:Vgdx) =0

Y120 1<i<m

l—_{(Tﬂ =—y:igi(x) 1<i<m

Ces résultats préliminaires établis, nous pouvons dés a présent décrire l'algorithme a pas
longs et établir sa convergence vers la solution optimale de (CP) .

B. Description de U'algorithme

L'algorithme ci-dessus suit la trajectoire centrale, c'est-a-dire le chemin des centres
analytiques x(\) . Faisant varier le paramotre A de +o0 & A*, nous minimiserons @(x,A) a
chaque itération en effectuant un pas de Newton et éventuellement une recherche linéaire le
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long de la direction de Newton si le pas est trop log, c'est-a-dire si le point engendré est trop
éloigné de la trajectoire.

La direction de Newton A(x, A) associée a la fonction @(x, 1) est obtenue par la formule :
8 -1 A
h(x,\)=h=—-Hx,A)'gx,A\)=H"'g
Le critére de proximité par rapport a la trajectoire centrale sera :
I4ll,; < © ol T estun paramétre de tolérance . Remarquons que [|Al];, =0 si et seulement si
% =%\ -

La valeur g 1 pour 1 s'avérera appropriée dans l'analyse de convergence .

(1+2p)

Initialisation: Soit xo € P°

e PO telquero>f) , Ao-A <5, holly <

ou ¢ est le seuil de précision de l'algorithme

1

T3 (142w
Soit 0 <8 < 1 le facteur de mise a jour de l'algorithme et t € N un parametre
d'exactitude .
Pas [ : poser X =Xo
A=Mo
Pas2 tant que A —f(x) > ¢’

(début de I'approche de la trajectoire centrale)
tant que ||All, >t
(début de la recherche linéaire)

calculer & =min (p(x +ah,A) : x +ah € P (W)°)

w>0
mettre 4 jour x =x+0h

(fin de la recherche linéaire)
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mettre 4 jour A =2A—-93(A—Ax))

(fin de I'approche de la trajectoire centrale).

C. Analyse de convergence.

Avant de démontrer les théorémes de convergence, nous allons fournir la preuve de quelques
lemmes préliminaires .

Nous noterons ¢.(y,A) l'approximation quadratique de @(x,}) lorsque y est proche de x ,
c'est-a-dire :

G A) = 0%, A) + £ (=) + 30— X) H(y — %) .

Lemme 16: Si les fonctions g;(x) satisfont la condition RLC avec la constante de Lipschitz

. 0 o [
M>0etsixe FO)et|dl, <min 227 1)
203

alors, x+d € PO °

3
“d" H

et l(P(x +d,\)—q.(x +d, l)| < 31l )

(1 +2M)

Preuve :

Nous ne démontrerons ce lemme que dans le cas ot les fonctions sont linéaires ou
quadratiques.

Développons @(x + d, X) en série de Taylor autour de X . Nous obtenons, puisque
les fonctions f(x) et gi(x), 1 <i<m, sont linéaires ou quadratiques :

(p(x+d,x)=qx(x+d,x)+§n (1)

ol le terme £; représente le terme d'ordre 7 de la série de Taylor .

Par construction, P(X, A.) ne prend que des valeurs finies sur son domaine PN)° .
Par conséquent, pour montrer que X +d € (L) O il suffit de montrer que

+0
@(x +d, L) est finie, c'est-a-dire, par la relation (1), que 2 t; converge pour d tel
i=3
que ldll; < 1.

e .
Nous pouvons montrer que |¢;| < _,lLf pouri=3 .
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lemme

La preuve de cette inégalité est assez technique et sera donc omtse ici . Nous
renvoyons le lecteur & DEN HERTOG, ROOS et TERLAKY ' pour une preuve
compléte de cette inégalité .

Nous obtenons dés lors ;

8

&

3 < H‘j{ < X dllP
Tlgls = & 5 lllly;
i=3 i=3 i

N
w

= Ll Sl
3 174 =0 I

Nl
3(1’“"‘411[)

et done, x +d € PP (W) °
De plus, par (1), nous obtenons :
+co
o(x+d,\)—qx(x+d, )= Z‘% ki ;
=1

ez
=30l

Dot la thése : |o(x +d, A) — ¢ (x + d, M) <
]

17:  Si Al < 8(1+2M)’

alors v = x(M)|| < illh”}[ .

Preuve :

Soit p un point arbitraire tel que ILDHH = %thﬂ :
Considérons alors I'ellipsoide £ = {x +h+p: “pHH 3|lh||ﬂ}

Nous avons : [[p + All,; < |l + lpll

= Sl @)

DEN HERTOG D, ROOS C, TERLAKY T : A large-step analytic center mulmd Jora class of

smooth convex programming problenis. SIAM Journal on optimization, 2(1992), pp 55-70.
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& . y
< TEi1 2 ) par hypothese .

<3
Par conséquent, nous pouvons appliquer le lemme 16 avec d=h+p .
Nous obtenons : ¢(x+h+p,N) 2 g (x+h+p,X) - I+ h”i (1+2M)
3(1- “P +h”n)
llp + h”?f
> (x+h+p,A)-—(+2M) .
! PN e %)( 1)

Par définition du pas de Newton /1, nous savons que x + 4 = m‘ln q.(y, ) .
Par conséquent, g (x +h +p, ) = gx(x + A, A) + %"p”?f

3
”P';h";f(l |

Done, @(x+A+p,A) > qu(x + A, A) + é‘"l)"f: - -2M)

2 a2+ S ~ S22l (1 200
par (2) et par définitiondep .

> gu(c+ B, A) + (1 +2) — 11265‘”””““ +2M)

par hypothése .
> g2 (e + b, ) -+ 1Al (1+231)

Par le lemme 16, nous obtenons aussi :
o+ 1,0 < (v +h,A) + %Ilkl]?, (1+2M) .

Regroupant ces deux inégalités, nous obtenons alors :

QG +h+p,N)>ox+hN)

ce qui montre qu'au centre x+/ de I'ellipsoide £, la fonction potentielle atteint une
valeur plus petite que sur le bord de E .

Par conséquent, puisque p(x,A) est strictement convexe, le minimum de ¢(x, A) est
A l'intérieur de l'ellipsoide E et donc,

”x - X(K)HH < "h +P“H

<2l par(2).
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Lemme 18: Si |4, = S+ 20)

alors la diminution Ag de de la fonction potentielle aprés une
recherche linéaire le long de la direction de Newton /4 satisfait :

1

T —
? = 2001 + 2m)?

Preuve :

Soit p tel que ||k, < min [%, 11]
2003
Par le lemme 16, on a donc :

Wy 90

x+whA) < ¢ +ph, A+
O+ ,R) < gxCe A ) 3

-

Or, par définition,

o 0v + ) = (v, A) +pg'h + 3 h' Hh

3
e aotp Loz M Wil ey
Donc , e(x, A) — @(x + ph,A) = —pg'h oM VAl #—3(1—l-l||h||;:)(lk M) .
Et puisque h=-H"'g, -g=Hh .
On obtient G, ) — @G+ ph, A) = pllall; ~ L —mﬂalﬂl;’—(HQM)
L e L U T '

_ 1
Posons = ——-—-———9(1 T2,
Ona que p vérifie [|pal,, < min [%_IT] ;
2M3
De plus,
lAll 1 1 1

6 M) = 0Lt WM 2 GO0 " o2+ 2at)? 93(1+2M) 3(1+2M) 1

| 1 1 1

> R — .
TR0 +2M)? 162(1+2M)> 93 (1+2M) 3(1+2M) -1

W T
~ 140(1 +2M)?
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Lemme 19: si WAl < 8(1+2M)°

alors @0, A) — (W), A) < 4All7 -

Preuve :

Soitd =x(3)—x .
Par le lemme 17, on a : |dll; = W0 —xll,, < %Hh]ln :

Utilisons le lemme 16, nous obtenons :

3
PV, A) = qx(xf(?h),?h%é(T"i{lh’fﬂm(l +2M)

= g(x+d ?c)——lld“—;’——(l +2M)
GETE T30,

1 “d“:!
= (W) +gld+ 3 HA — (14 2
PO A) +gid+ HdTHe 3(1—||f’"u)( f)

par définition de ¢,(y, )

i3
= ¢(x,d)— h'Hd + Loerg - Il (1+2M) par définition de g .

2 3(1 = [l )
Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, nous avons :

~h'Hd = |l Nl -

Par conséquent,

;
o, M) — o), ) < |IAlly _“Cmn - ‘%"d“f/ + mﬂf_%ﬂ—)(l +2M)

lldll,,

< Al el + m(l +2M)

e, |
- < ——————)
b+ g, < Ve = 5200

I

254,
2 Sl
24(1 =Wl

I S

Sl < 3oL
car |idfl,, < 2Wl"hr =5 8(1+2M) ~ 16
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A1) < A < (14 L) O 0) -
Supposons donc que fix(A)) < fx) .
Notons ¢(x, A) = 2‘;: In(-gi(x)) avec, pour m+1<i<2m, gi(x) = RE) =~ .

2m
Nous pouvons écrire : H = V2p(x,\) = >

=1 |

'wmwmgwmﬂ
gi(x)? —gix) |’

Par définition, nous avons :

B2 = [k -3,

2m A r A v} 2. : '
=(x wx(l)){{z (Vé[g)(z)éz'(l) + i;é;)] J(x —x(\))

=1

ot chaque terme de la somme est défini positif par la convexité des fonctions

gi(x), 1<i<2m .

Par conséquent, p? = (x- x(h))‘t % (Mﬁ&) J(x ~x(A)

i=m+1 gi(x)z
VXV
=m(x—x(A)) —(}%(x —x(A)) .
Or, f(x) est convexe .
Done, fx)—fx(A) = (x—x(A)'V/x)
3 2
On obtient alors: % = m )~/ (x(?uz)]
() - 1)
c'est-a-dire, puisque fx) > fx(\) :
B oo
fix) —fx(A) < T (A—Ax))
ou encore A —f(x) +Ax) - fx(A) < [l + %) (A —flx)) .

D'ou la thése .
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Lemme22: Si  |p—xMl, < B,
B

Alors A—A* < 2| 14+ —

M—](x - -

Preuve :

Le centre analytique x(\) minimise la fonction potenticlle ¢(x,A) .
Ce point x(X) est déterminé par le systeme d'équation de K-T () . De ce systéme,
nous $avons que :

VAEO)) 1 £ yi(WVgi60)) = 0
c'est-a-dire que (x(A), (1)) est dual-admissible .

Par conséquent, A* = (W) + z:] PiWgi(r(V)

af done: AX)) A * < éy,-(?n)g,-(x(k))

=A—fx(A)) par le systéme (*)
Onaalors: (L—2A%)—[A—fx(A))] < A-1x(D)
c'est-a-dire 1 A—A* < 2[A—Ax(A))]

. PRY LJ i
et par le lemme 21 : A~ A" < 2(1 ’rM [A=Ax)] .

Lemme 23 :  L'écart A —fx(A)) décroit de fagon monotone si A > A" décroit .

Preuve :

x(A) et y(A) remplissent les conditions de KUAON-TUCKER (*) .
Done, Vfx(A)+ :{'Iy,'(l)Vg,-(x(k)) -0

et ~yigi(x(A)) = -Ai":‘nfl—(ﬂ i=1,..m

Dérivons ces équations par rapporta A



VSO )+ i MVee) + 2y 0D 1) =0 (1)
M) P MV O () = 2)
Multiplions (2) par yi(A) . On obtient :

L RGO - Ve O () = T IEIT D),

c'est-a-dire, puisque —yi(M)gi(x(A) = t—f,(“i(?—m par (*) :

A=SOD, ) v oop' ) = T LI @y

Multiplions par Vg:(x(A)) cette dernicre équation et sommons sur
?L —fx ;)\‘ m m
A 2 Ve )y - 2 21 V) (W) Vi)

- V)Y (1) &
- L )52 vg )

et par (¥) :

b)) 5 Veieowim - Zy WV GO WVgxh)

_ L VADY Wy ay

- m

Par (1) , on obtient alors :

A /elh) 21 POV ) + V%f(x(?u))x’(?»)J

mo, " ‘ B —Vilx i
320V G0N V60 = 1=V Mgy .

= . 5 !
Prenons le produit scalaire avec x (M)

Vf(X(k))";): (7\«) - ] Vf(l(l))rxl(l) P —g y? (7\‘)[ ng(x(?\*)){xl (l’)il y

2 f;fm)x'(x)[g'l YV () + V%f(x(x»]x’m

Puisque les fonctions flx) et gi(x), 1 <i<m, sont convexes et puisque
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pyiA)=0,1<i<m, ona;:

VAODE D=Ly xys' ) < 0.

Par conséquent, 0< V_f(x(l)'x’(k) <1
ou encore 1=V M) =z 0.

Et donc, A —flx(X)) est croissante en A .

C

Nous pouvons désormais évaluer la convergence de l'algorithme . Cette analyse se fera grace
3 deux théorémes : le premier fournira une borne supérieure au nombre d'itérations
extéricures, le deuxiéme une borne supérieure au nombre d'itérations intérieures de

l'algorithme.
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Théoréme 7 : Soit B < m ;

2(1+ )
Alors apres au plus K = g O(Ilnel) itérations extérieures,

l'algorithme converge vers une solution optimale & g—preés.

Preuve :

Soit A* la borne supérieure a l'itération extérieure k .

A M-SR ) -

Ona 'Kk—l —ar R

par définition de A*
A St
lkﬁl _ ?\.* J

I I
TT6(2M) " 8(1+2M)

=1-8

Par hypothese, 3

Dong par le lemme 22, on a :

A=Ay

9

e e T (D
k=1 _ o * p

ATt =k 2(1+7)

Aprés K itérations extérieures, on a donc :

Ky —A* < AF—A* puisque AX = flix®)

9 K=l _n#* .
< |l —2— AN =4 ar (1) .
2(1+-L) ¢ ) wn
it
K
< 9 (A° —A") enappliquant K fois l'inégalite (1).

S A
2(] +ﬁ')
K
Done, f(x*)-A*< e si I————‘S—ﬁ*— (A—=A*) < ¢
2(1 +7T7)

¢c'est-a-dire, en prenant le logarithme :

Kl 1-—3 |5 -2*)—lne



=In(A° -A*)+|Ing| .

Puisque —In(1—-v) = v, on obtient:

(1 —fJ—?Tr)
K> T—[Ilmﬂ +In(A° =A%)

Par hypothése, A ~A* < 1.

B

=)
Donc, K> —-—(}—J—W—S(Ilnel) .

Théoréme 8 : Le nombre total P d'itérations intérieures lors d'une itération extérieure
arbitraire vérifie :

Smp 5 m9?

Po= |+
Jm+p 1-8
N Q. S 3 Yars g 5 X
ou B < T6(1 +200) et & est la diminution garantie de la fonction @(x,A) a

chaque itération intérieure, c'est-a-dire & = | 5 par le lemme 18.

140(1 +2M)

Preuve :
Notons A la borne supérieure lors d'une itération extérieure quelconque, et A
I'ancienne borne supérieure . On a donc: A =A—8(A—fAx)) oux est l'itéré au
début de l'itération extéricure (x est donc "proche” de x(1)) .
On a alors, en posant x1,X, ... les différents itérés intérieurs :
o(x, X) - (p(x(X), 2 = o(x, ) - (i1, 2+ o0, ) — (2, ) + oo = (p(x(X), )
< Pd parle lemme 18 .

Posons o(x, 1) - p(x(X), %) = @, %) .

Par le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe A € ]h,?_n[ tel que

w67 =0 D+ (CRP) @D
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d®(x,N) _ dox,h) dp(x(r), A)

Calculons 0 dh I
o doGe,M)
Otz . A—f)
" doG(0),) _ | VGODY () +1 & Vee())y' (M)
dA A —f(x(A)) =1 —gi(x(X))
VWY WL B
TR A Y PVE OO
car, par (¥), M — _p(Mgi(x(A)) pour I <i<m,

7\‘__)(('\:(_?\5-)-__.)):'

Cdo(e(M), M) o | , S e ‘y _
Done, === 5= = 3 f(x(l))L[Vf(x(l)) +.§f} e(l)vé_,:(»\(h))] X (M)A IJ

m

= RS par (5.
. Cofdoe)Y (1)
On obtient alors : ( m )Hl = m\?wj(x) ?L—f(x(?n))) >

. ( L )
< m| = = e
A—fx)  A-fx(N)

puisque % < et,parlelemme 23, A —fx(\)) estcroissante en ) .

. R T 1 _ 1 TR
Donc, ®(x,A) < D(x, M—Fm[ﬁ?[ff(x) "X—f(x("?z))] (A—-2) .

Ona:A=A-93A—fx)
Done, A —fx) = (1 -~ )X —Ax))
et A-A=3R-fx) .

g S(ﬂj(x))]
=8 A-fx(y)/
A-fo) _ ., B

On sait, par le lemme 21, que =

Aoy

Ainsi @(x, %) < D(x, k) +m(

De plus, ®(x, %) = p(x,A) — p(x(), }) < I par le lemme 19..
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| 1

Dongc, Ql(x,i) < 1+md l—9+l+L
T
_l+n:8[_lg%ﬁ+m_

Regroupant ces deux résultats, on obtient comme nombre total d'itérations :

Z _BJ(L mp .(}m)]
6[“-./7'7 8+B+J’_’T FT g [Ing]| .

Donc, en remplagant 8 par sa valeur et en choisissant 8 tel que 0< 3 <1 et indépendant
de m, M et &, on obtient O((l +M)*nln |a|) comme borne d'itérations.
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sant sur la fonction barriére logarithmique ,

A. Généralités .

min f(x)

Soit le programme convexe (CP
prog (L) { 5.c. gilx)y=0 1<i<m

ou les fonctions fx)etgi(x),1<i<m, sont convexes et deux fois continiiment
différentiables et ol les fonctions g,(x) satisfont la condition RLC .

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que fx) est linéaire, c'est-a-dire que
fiR" > R:x~>fx)=c'x ouceR",

min ¢'x

CP) se réécrit donc (CP
(CP) se rééc cp) {s.c. gi(x) <0 1<i<m

max ¢'x+ illy,-g,-(x)
i=
Le dual de Wolfe de (CP) s'énonce (D) e 5 yVe() +e=0
i=1
y120 {1y it

et le théoreme de dualité faible établit que, si x est une solution admissible de (CP) et (X,7)
une solution admissible de (D), alors :

m
e'x 2 B+ 2720 .
i=1

Soit @ ={xeR"telque gi(x) <0 i= [,..m} l'ensemble primal admissible et o °

lintérieur relatif de 9.
On associe & (CP) la fonction barriére logar ithmique
Pu(x) PO R x> ulx) =c'x -1t Z In(=gi(x)

pour p variant de +0 a 0 .

m ¥
On sait, par définition de @, (x), que Vou(¥) =c+p Z ;; ((f))

et V2, (x) =p 5‘: [Vzg i) | Vein)Vei )
-7 ) gi()

De la méme maniére que cela a été fait auparavant, nous remplacerons le probléme (CP) par
les problemes

(P min c‘x~u§ In(-g:(x))
se. giv)<0
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. 70 . v . .
Comme ¢, (x) est strictement convexe sur D", elle atteint, pour p fixé, un minimum unique

noté () .
L'ensemble des minima x(j1) ou p varie de 40 a 0 constitue la trajectoire centrale et les
condition de KUHN-TUCKER, nécéssaires et suffisantes, s'écrivent avec

Lx,y)=cx—p il In(-g:()) + %yt-gf(x)

¢+ gly,-Vg,-(x) 2]

(KT) g() <0 i=1,.m
yi20 fe Lo

—gi(xXyi=p i=1,.m

Le saut de dualité vérifie alors ;

cle—|cx+ ,J!f‘lyr'gi(x) :—ﬁl)’fgf(x)
. = - =
=mp (1).

Le lemme suivant décrit le comportement des fonctions objectifs primale et duale en,
fonction du paramétre .

Lemme 24 ; i) La fonction objectif ¢'x(}1) du probléme primal (CP) est strictement
décroissante lorsque p décroit .

ii) La fonction objectif ¢'x(p1) + ﬁl yigi(x) du probléme dual (D) est croissante
=

lorsque p décroit .

Preuve :

i) Il faut montrer que c'x' >0 on x’ désigne i’% b

Soient x() et y(p)satisfaisant le systeme (K7) .

Dérivons par rapport & p les deux égalités de ce systeme . On obtient :

_”lely:Vg,-(x) t i’il}’:Gfx’ =0 (2)
= =
—y:g,-(x) —yivgi(x)!x’ =1 i=1,.m (3)

VU () T : .
ou y, désigne —IiL' et G; la matrice hessienne de gi(x) .
dpL
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Multiplions (3) par y;Vgi(x) ; on obtient, puisque p=-gi(x)y; :
WiVe) -y Ve Vg =y Vg i=1,.m
et sommons sur [ :

n m mn N
h 2y Ve - 2y Ve Ve)s' = 2 yiVei

Par le systéme (KT), le second membre vaut —c . Utilisant (2) pour le premier
terme du membre de gauche, cette derniere équation se rééerit

m

mn
— _Zl)’fox, - _Z‘iyng,-(x)ng(x)'x’ =
i= i=
Hi / m 2 !
ou HZy;Gix + Zly,-Vg,-(x)Vg,-(x)‘x = .
i=1 i=
Prenant le produit scalaire par x’ des deux cbtés de I'égalité, on obtient :
m m
e =p T yx'G’ + % Y2 (Vegdv)'x')? (4)
=1 =

Par définition de V2@ (x) et par (KT), ona:
e'x’ = ni"V2eu(ox’

>0 car V2@, (x) est définic positive.

ii) 11 suffit de prouver que .

c'x -+ Ey,g,(l)J <0
= =1

dn
: . :
ou encore 4{—(:% = y;g,-(x)} =2 0.
dp =l
Ona: d{_it i(:fx_ g yig,-(x). — d‘—i[--c'x +mp] parle systéme de K-T

!
=-CX +m

m I 2
=~ )?Zy,-x"G,-x' = Zliyf(Vg,-(x)‘x') +m  par(4)
=1 =1

Elevons (3) au carré. On obtient :

I
Y 2a2(x) +YA(Vgi)x')? + 2y yigi Vg )y = 1

et sommons sur i :

p.



m m m
200+ Ly (VRI)N'Y 2 2y Vi) = m
= i= i=
moy ) gl mo g !
Ona: fi,l yyigi)Vgix)'x = —n Zl y;Vgi(x)'x  parle systeme de K-T
8
= —x j):_iy,-Vg;(x)

/1]

= w2 yGx' par (2)

=1
m ’f 1]
= U E}’jl' Gx .
=1
; m PP / m .
Done, —c'x +m = - ug}ly,-x 'Gix' — ,-E] yi(Vaix)'x )* + le}»f‘*gf(zf)
= = =

Ii'jl 2 ~ 1 ‘, 2 nm .jf o !
+_f>_,|y,.(Vg,»(,x) X)) +2uEly,-x Gix
= i=

m 1, n

2 oy !

= _Ziy,. gf(x)Jru.E‘;y,-x‘G,-x
i= i=

> 0 carles fonctions g;(x) sont convexes. (5)
L]
! . .
Remarque : par (4) et(5),ona : m=zc'x >0 lelong de la trajectoire centrale .

En intégrant, on obtient :

0 <c'x() —¢'x() <m(pn—p) pour p>jl (6).

B. L'algorithme.

Cet algorithme adopte le méme principe que I'algorithme a grands pas de minimisation de la
fonction potentielle. Si l'itéré est trop éloigné de la trajectoire centrale, nous effectuerons une
recherche linéaire le long de la direction de NEWTON, donnée par :

A A
p = plp) = —H@xw ek p) = -H'g
ou H(x,p) désigne V2@, (x) et g(x, 1) désigne Vo, (x) .

Le critére de proximité est [pfl,, < T ot test la tolérance et, a chaque itération externe, le
paramétre ju sera réduit d'un facteur 1-9 ou 0< <1
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Initialisation : Soit € >0 le paramétre de précision de l'algorithme .

Soit T= le paramétre de tolérance .

1
8(1 +2M)?
Soit ¥ un point intérieur admissible et p” <

o

tels que |L’)("'0’“0)||n(x0,“v) <1

Aleorithme:  Poser x=x0° r s “0 )

(Début de l'itération externe)

n: 5

Tant 1>
it que | 2”

(Début de la recherche linéaire)

Tant que [pfl,, >t

effectuer o =argmin [@(x +ap):x+op € 37/)0]
>0
poser X-+op

(Fin de la recherche linéaire)
Poser p=(1-9)n

(Fin de l'itération externe) .

C. Analyse de convergence .

Afin d'établir les théorémes de convergence, nous dresserons une liste de lemmes techniques
préliminaires . Ces lemmes présentent des résultats trés semblables a ceux qui ont éte
démontrés dans le cadre de la minimisation de la fonction potenticlle . Pour cette raison,
nous nous contenterons d'énoncer ces lemmes sans en fournir de démonstration.

Lemme 25 :  Si les fonctions f{x) et gi(x) sont linéaires ou quadratiques avec des matrices
hessiennes semi-définies positives, et six € 2% et|dl, <1,
7)
alors x+d € P°

- _ ) “d”?:'
ot |pu(r+d)—qux+d, )| < 3 =Nl
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Lemme 26 :  Si les fonctions gy(x) satisfont la condition RLC avec la constante M > 0, et si
xe PO et|dl, < min(%, —11-)
203

alors x +d € P°

l|¢f|]?;

30—y

et |pp(x+d)—qux+d, )| <

R . -
Lemme27: Silp|, < S+ 20) °

Alors =@, < -;-]LD”H

Lemme 28 :  Si

S -
Pla = 3320ty

alors la décroissance A, dela fonction barriere ¢, aprés une recherche
linéaire le long de la direction de NEWTON p satisfait :

1

T N N—
Pr = 4001 + 202

1

Q- T A —
Lemme 29: Silp|, < 8128

alors @u(x) — eu(x(n)) < 4”!)"?1 .

, 1
. < e
Lemme 30:  Si|p[l, < 8(1+2M)°

alors et —cx(w)| < é-u\/z_ﬁ.

Le théoréme suivant fournit une borne supérieure au nombre d'itérations externes de
l'algorithme .
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Théoréme 9 : Aprés au plus O(véw ln(’—g—)) itérations externes, l'algorithme se termine avec

une solution e—optimale pour (CP) .

Preuve :
Soit z* le colt optimal de (CP) .
Aprés K itérations, le saut de dualité peut étre majoré par :
ek —z* = |e'x® —2*] < |e'xk - e(E)| + [efx () - z°|
< %u" Jm +mpX  par le lemme 30 et par (1)
= u"‘(%\/ﬁ +m) .
Dong, si “K(%M +m) < e, alorse!xb-z* < ¢
c'est-a-dire si (1 - S)Kp”(-%‘/ﬁ +m) £ 8
ou encore  KlIn(l —=9)+Inp®+ In(%./ﬁ +m) < Ine.

“Ing+lnp® 4+ In(3 /AT -+ m)
—In(1 -39)

Finalement, K =

On a supposé que i’ = % c’est-a-dire  Inp” <-Ine .
De plus, 8<-In(1-9).
- L 1
£, g = Tin(l - 9)
~2Ing+In(m + %J’ﬁ?)
Done, si K = 3 ,
c'est-a-dire si K= O(% In %) , l'inégalité est véritiée .
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Théoreme 10 : Le nombre total P d'itérations intérieures pendant une itération extérieure
arbitraire satisfait :

P5 < 1+ %9‘(9"‘ + Jir)

5 1

ou =
140(1 +2M)?

Preuve :
Soit une itération extérieure quelconque .
Notons x? et x* les valeurs de la variable primale respectivement au début de

I'itération externe et aprés avoir effectué P itérations internes.
Par le lemme 28 ,on a, avec [t = (1 — P,

Or") — OF0) = 0u() ~ Pl ) T o~ Pu(x”)

=-PAop,
< —-P5.
Done, P8 < or(x”) —ou(x") (7)

[ 598
Ona: ou()=0,.()+ 30_1_1& :

Substituant dans (7), on obtient : P8 < @u(x°) - @ (") + %\l—(c’x“ —c'xty .

Comme x” est presque centré par rapport a x(1), on a, par le lemme 29

1

ouee’) — o) < 4T < |

et done, @u(x”) < [ +@u(x()

I

Par conséquent, ¢, (x°) — (") < 1 + @) — @u(x")

A

1 carx(p) est le minimum de @, (x) .

On obtient alors P& < 1+ %(c’x” —cixly .

Par le lemme 30, on a : |e!x® ~etx(y < -é-uﬁﬁ
ot et —ex(n)| < ST
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De plus, par (6) , ¢'x()—¢'x(f) < m(u-H)
Done, ¢'x® — ¢'x” = [¢'x® — x| par le lemme 24

|etx® — et ()| + |e'xP - x| + fe'x () — ¢ ()|

IA

IA

%u\/ﬁ + %Hﬁ +m(p— )

IA

nSm+ /o) puisquefi=(1-9u .

Donc, P6 < ]+%(Sm+ Jiry .

Par conséquent, le nombre total d'itérations de l'algorithme est :

1§+ 2O (2)) -

Donc, en prenant § = O(Tl—n_] , on obtient O((l +M)? ﬁllnsl) comme borne d'itérations,

clest-i-dire exactement la méme borne que pour la réduction de la fonction potentielle.
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CONCLUSIONS ,

Dans ce mémoire, nous avons étudié la résolution de problémes de programmation
convexe.

Dans un premier temps, nous avons considéré le cas des contraintes d'égalités
linéaires. Un algorithme primal-dual, suivant la trajectoire centrale, a &té présenté,
algorithme dont la convergence vers la solution optimale est assurée lorsque la fonction
objectif remplit la condition SLC.

Pour le cas des contraintes d'inégalités convexes, nous avons été amené a emettre
I'hypothése de self-concordance pour un algorithme a petits pas, et la condition RLC dans le
cas d'algorithmes & grands pas.

En fait, la condition la plus générale est la condition de self-concordance. T serait
donc intéressant, comme complément de ce travail, d'établir les preuves de convergence des
algorithmes en fonction de cette condition.
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Annexe 1

Liens entre les différentes conditions

A. Rappels des définitions.,

Self concordunce ¢ : P? 5 R est dite a-self-concordante sur (8
siVxe P°etVhe R" ,ona:
|V3o@)h, b H]| < 20(h'V2p()h)? .

Cette condition est imposée aux fonctions —In (—g;(x)) afin de permettre aux fonctions
potentielle ou barricre logarithmique d'étre fortement self-concordantes.

SLE fx) : R} — R satisfait la condition SLC
sidM>0 telque Vx>0
Vy e 10,1]

Vd, satisfaisant [X~'d|| < v,
on a: [ X[VRx+d.) — VAX) ~ V2Ax)d ]| £ MAVERX), .

Pour les programmes (LCCP), ZHU impose cette condition a la fonction objectif f(x).

%) - 9P _y R satisfait la condition RLC
sidM >0 telque VveR"
Vx,x+h e P9,
ona: |V[Vx+h) - VHx)]v | < Ml V' VAV

=
P~

ou H est la matrice hessienne de la fonction ~In(-fx)) .

Cette condition est imposée aux m contraintes d'inégalités d'un programme
convexe (PC) .

B. Relation entre self-concordance et SLC.

On admettra, sans démonstration, le lemme suivant .

Lemme | :  Soit f{x) € C? (?500) une fonction convexe .
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Sidp telque Vxe @ VheR" ona:

N 2
V3Oh, b, B < ;3hfv%f(x)h}§% ¥

alors @ (x) =fx)—pn il Inx; est (1 + %B) self-concordante sur °
i=

et ¢p(x, A) = —In(A - f(x)) - ilj"l Inx; est (l + %B) self-concordante sur Z(1)° .

Lemme2:  Soit {x) € C* et remplissant la condition SLC .

Alors les fonctions ¢, (x) et ¢(x, A) sont (l + —?‘,’—M) self-concordantes .

Preuve :
Il suffit de prouver (I).

Posons A = d, dans la définition SLC .

X' | = x4

()
x>

i hf
mxl

Puisque f& C* , nous pouvons développer V/ en série :

Nous avons ; I

VA ) = VA0 + VA + SV ] o)
ot V3 )[dy, dy, Jest un vecteur dont la i -composante vaut

s O)
e OxON;Ox

dxjdxg
En fait, I\ e [0, 1] tel que
Viix+dy) = V) + AV, + %kz\?f(x)[dx,dx.] .

Remplagant d, par Ad, dans la définition, nous obtenons :

V3 fold., d-, A € 2Md. V2 x)d, en divisant les deux membres par AZ .
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Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, nous obtenons :

! dx)t
et

_ V3H)dy, dy,d]

et

| =

XV ) [de, e, ] XV, d., ]

On obtient finalement :

V3R, deydi] < 2M

X || V2 ) d

ce qui est exactement la relation (1) .

8l
‘e

C. Relation entre self-concordance et RLC

Lemme3:  Soit fix) € C3 (27°) une fonction convexe et P°f= {x € R" tel que fIx) <0}

Si f{x) satisfait la condition RLC

alors @(x) = —In(-A(x)) est (1 +M)? self-concordante sur g}o

Preuve :
soit i € R" une direction arbitraire fixée et x € P,
Soit la fonction g: R — R : § ~~> g(8) = A'V2f(x)h — BV fx + Sh)h .
Puisque f{x) vérifie la condition RLC, on a:
l2(8)] < M8hl, A'VAx)h  pour 8h assez petit

Par la définition de ||/, on obtient :

| AR _(h‘Vj(x))z_%l _
) < o “V O SV oy
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< Mcé +(M+3)didy +2d] .
Notons a=d, etb= Jd, .
Ona: |VieMIh, h,h]|2 < (Mb*+ Mab* +3ab* + 2&:!3)2
= M2b + 2M2ab® + 6Mab® + 4Ma®b? + M2a*b* + 6Ma’b*
+AMa*b? 4+ 9ab* + 12a*b? + 4a®.
Puisque 2ab < «? +b?* , on obtient :
|V3e)[h, b, h]|2 < 2M2DS + 2M2 b + L IMa? b + 3MDC + 6Ma*b? + 9u?b*
+12a*b? + 4a°
< (4+8M+4M?) (@ +3a*b? +3a’b? + b°)
= (4+8M+4M?) (a® + bz))

= 4(1 + M)* (a* + b2)3
3
= 4+ My ()

= 41 + M)AV .
Par conséquent,

V300l 41| < 201+ M) [AV2(h] " .
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Annexe 2

Théoréme 11 : Si ¢p(x) est fortement self-concordante sur PO,
alors @(x) est strictement convexe sur (a8

Preuve :
Soitx € P°
Montrons que H(x) est définie positive .
Supposons, par I'absurde, que H(x) n'est pas définie positive .
Comme H(x) est semi-définie positive,
Fh+0 telque AHWh=0 ie [Ally,=0.
Par conséquent, VG > 0, [|CA] ., =0
et par le lemme 9, x+Ch € P,

70 r . b . L
Or, P° est borné, ce qui met en évidence la contradiction .
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