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Résumé

Etude didactique du théoréme des fonctions implicites au cours du premier cycle
universitaire
Virginie Lenartz

La théorie des fonctions implicites s’inscrit dans divers cursus universitaires. On la retrouve
bien entendu dans celui des bacheliers en sciences mathématiques mais elle occupe également
une place non négligeable dans les cours d’analyse de futurs économistes, gestionnaires ou encore
ingénieurs civils. Son enseignement se réveéle néanmoins délicat et nombre de professeurs n’ont
pu que constater les difficultés auxquelles il méne.

Cle mémoire a été rédigé dans Poptique de comprendre la maniére dont les étudiants appré-
hendent les fonctions implicites et de déterminer origine des obstacles liés & leur enseignement.
Aussi, avons-nous entrepris de porter un regard didactique sur cette situation devenue récurrente
ces derniéres années. Pour y parvenir, nous avons utilisé certains des outils de la didactique des
mathématiques. Nous avons également ¢laboré différentes expérimentations afin d’accéder aux
cours, productions et avis d’étudiants directement concernés par cet enseignement.

La présente étude est scindée en deux parties. La premiere aborde les généralités du cadre de
notre recherche. La seconde, elle, est davantage orientée vers la problématique qui nous préoc-
cupe. Elle s’appuie sur les principales étapes de la transposition didactique et sur notre dispositif
expérimental pour expliquer la maniére dont le théoreme des fonctions implicites est, & I’heure
actuelle, pergu par les étudiants.

Mots-clés : Théoreme des fonctions implicites, transposition didactique, savoir savant, savoir a
enseigner, conceptions, savoir appris




Abstract

Implicit function theorem for the first universitary course : didactic study
Virginie Lenartz

The theory of implicit functions appears in various degree courses. It is found in the course
of bachelor in mathematics but it also holds on a significant place in analysis courses of future
economists, managers or civil engineers. Nevertheless, its teaching proves to be awkward and
many teachers could only observe the difficulties it can lead.

This dissertation has been written in order to understand how students grasp implicit functions.
It also aims to determine the origin of obstacles linked to their teaching methods. So, we have
decided to carry out a didactic study of this situation which has become a recurrent problem for
several years. We have also developed different experiments in order to accede to coursebooks,
productions and opinions of students who are directly affected by implicit functions teaching.

This report is divided into two parts. The first broaches the general framework of our research.
The second one is more oriented towards the issues which concern us. It is based on the main
steps of the didactic transposition and our experiments to explain how students understand im-

plicit function theorem.

Keywords : Implicit function theorem, didactic transposition, scholar knowledge, learning know-
ledge, preliminary ideas, learnt knowledge
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Introduction

Contexte

Il n’est de secret pour personne que 'enseignement des mathématiques se révéle délicat pour

nombre d’apprenants. L’institution universitaire ne déroge pas a cette régle et attend-qu'e"'le\
€

studiants qu’elle accueille apprennent & évoluer au sein de cet univers mathématiquecomplex
et constitué de concepts rigoureux. Ceux-ci, dés le début de leur cursus, doivent adopter une
logique et faire preuve d'un niveau d’abstraction suffisamment élevé que pour s’approprier et
maitriser de tels concepts.

L’analyse multivariée qui occupe un pan noim négligeable de la premiére année du bachelier en
sciences mathématiques et qui est aussi abordée dans d’autres cursus, confronte les étudiants &
ce genre de situation. Ceux-ci doivent y concevoir existence de dimensions supérieures & deux et
accepter celle des espaces correspondants. Des propriétés qu’ils tenaient pour acquises se voient
compromises et les liens entre expressions analytiques et représentations graphiques, difficiles &
gtablir. Les objets qu'’ils y rencontrent sont caractérisés par un comportement particulier et des
propriétés spécifiques, demandant la mise en place de nouveaux outils mathématicques.

La théorie des fonctions implicites est envisagée dans ce contexte et les professeurs n’ont pu
que déplorer, depuis de nombreuses années déja, les obstacles auxquels méne son enseignement.
L’enjeu, dés lors, afin de comprendre la maniére dont les étudiants appréhendent ces fonctions et
le théoréme qui leur est sous-jacent, est de déterminer Porigine de ces difficultés. Pour y parvenir,
nous avons voulu nous appuyer sur des résultats de la didactique des mathématiques relatifs &
’enseignement des fonctions de plusieurs variables. Malheureusement, au fil de nos recherches,
nous avons di nous rendre a I'évidence que la littérature est assez limitée a ce sujet 1. Pour-
tant, nombreuses sont les questions qui nous ont préoccupés & propos des difficultés associées &

’enseignement des fonctions implicites.
_ Proviennent-elles de 'objet « fonction implicite » lui-méme?
_ Sont-elles liges aux outils permettant de le manipuler ?
_ Bst-ce le mode d’enseignement envisagé qui pose probléme g

— Sont-elles & imputer aux perceptions et aux interprétations des étudiants?

1. Nous n’avons trouvé qu’un article rédigé par Elstak 1., Montiel M., Vidakovic D. & Wilhelmi M.R. [11]
évoquant les fonctions implicites.



Nous n’avons certes pas la prétention de trouver réponse & toutes ces questions mais au moins
de dresser un état des lieux de I'enseignement du savoir que représente la théorie des fonctions
implicites. Le recours a des outils spécifiques de la didactique des mathématiques et 1’élaboration
d’un dispositif expérimental grice auquel nous avons pu accéder aux productions et avis d’étu-
diants de premiére année de bachelier en sciences mathématiques et physiques des FUNDP, nous
ont aidés dans notre entreprise.

Méthodologie et plan de travail

Cle mémoire nous a donné la possibilité de porter un regard didactique sur Penseignement du
théoreme des fonctions implicites. Afin ’avoir une vue d’ensemble du travail réalisé au cours de
ces derniers mois, nous proposons de vous présenter les principales étapes et caractéristiques de
son élaboration.

L'étude que nous avons menée, est scindée en deux parties. La premiére présente les généra-
lités du cadre de notre recherche et est composée de deux chapitres. Nous y décrivons d’une part,
la mise en place de notre dispositif expérimental et d’autre part, les outils de la didactique des
mathématiques utilisés dans nos diverses analyses. Nous y définissons notamment la transposi-
tion didactique, processus autour duguel est articulee la seconde partie de notre travail.

Cette seconde partie spécifie davantage la problématique que nous avons choisi d’aborder. Les
chapitres qui la composent ont pour objectif de caractériser la transposition didactique du théo-
réme des fonctions implicites et correspondent & ses principales étapes. Aussi, nous commencons
par y décrire, dans le chapitre trois, le contexte historique dans lequel le/savoir savant rvelatif an
théoréme qui nous préoccupe, a vu le jour. '

Nous nous intéressons ensuite & la maniére dont celui-ci peut &tre instauré au sein de différentes
institutions universitaires. L’analyse des supports de cours d’étudiants inscrits en sciences ma-
thématiques et physiques, en économie ainsi qu’en gestion et en sciences de lingénieur nous a
aidés a réaliser cette tache. Celle-ci se voit dépeinte dans le quatrieme chapitre de ce travail et
doit nous permettre d’identifier le savoir @ enseigner correspondant au théoréme des fonctions
implicites.

Aprés quoi, les pages du chapitre cing mettent en évidence quelques-unes des conceptions qu’ont
les étudiants sur les fonctions implicites, avant méme que celles-ci ne solent évoquées dans leur
formation. Pour-ce_faire, nous nous sommes basés sur une pratique didactique appelée la@_a“r—--*uf,
ration de recherche.’Celle-ci a pu étre mise en ceuvre grace 3 la collaboration d’étudiants en
mathématiques et en physique. Ces mémes studiants nous ont également permis de rédiger le
dernier chapitre de ce mémoire qui correspond & P’stape finale de la transposition didactique.
Nous y avons déterminé certains éléments du savoir appris par les étudiants interrogés. Ces élé-
ments sont le fruit des réponses qu'ils ont fournies a un questionnaire que nous leur avons soumis
quelque temps aprés que les fonctions implicites leur aient été enseignées.

Nous cloturons ce mémoire par un résumé des principaux résultats retournés par notre dis-
positif expérimental et y proposons certaines perspectives qui pourraient étre envisagées afin
d’approfondir et améliorer nos recherches.

(W24



Premiére partie

Cadre et outils de recherche



Chapitre 1

Cadre de recherche

Ce chapitre, qui décrit Uenvironnement dans lequel nous avons évolué au cours de ces derniers
mois, rappelle la problématique autour de laquelle est orchestré ce mémoire en didactique et décrit
le dispositif expérimental établi pour organiser nos recherches. Celui-ci nous a permis de nous
approprier le probléme qui nous préoccupe dans ce travail.

1.1 Problématique étudiée

Cle mémoire nous a conduits 4 nous pencher sur Penseignement du théoréme des fonctions
implicites, et plus particuliérement sur les difficultés associées & cet enseignement.

— Proviennent-elles de l'objet « fonction implicite » lui-méme?

_ Sont-elles lides aux outils permettant de manipuler cet objet?

_ Bst-ce le mode d’enseignement envisagé qui pose probléme?

— Sont-elles & imputer aux perceptions et aux interprétations des étudiants?

sont autant de questions traitées dans les chapitres qui suivent. Afin de mieux les comprendre
et peut-étre y trouver une solution, nous avons mis en place différentes analyses et expériences.
Celles-ci sont décrites ci-dessous.

1.2 Analyses et expériences réalisées

Dans le cadre de nos recherches, différentes analyses et expérimentations ont éte menées
pour déterminer les caractéristiques de Penseignement du théoréme des fonctions implicites en
premiére année de bachelier. Afin d’avoir une vue d’ensemble sur le travail réalisé, nous proposons
ici de présenter le dispositif expérimental employé pour y parvenir. Nous décrivons également
Pinstitution dans laquelle il a eu lieu ainsi que les échantillons d’¢tudiants soumis aux différentes
parties de nos expérimentations.



1.2.1 Manuels, institution et public analysés
Manuels consultés

Les manuels choisis pour analyser le savoir & enseigner sont les suivants :

— (Bair J., 1995) ANALYSE MATHEMATIQUE & lusage des étudiants inscrits en : seconde
candidature en administration des affaires; seconde candidature en science économique ;
dipléme complémentaire en administration des affaires, ULg;

— (Delhez E., 2005) Analyse mathématique (17 Partie), ULg;
(Mawhin J., 1992) ANALYSE. Fondements, techniques, évolution, UCL;

(Roger P., 2006) Mathématiques pour Uéconomie et la gestion. Applications avec Evcel,
studiants en économie-gestion des universités et des écoles de management, éleves des
classes préparatoires aux écoles de management ;

— (Schneiders J.-P., 2007) Analyse III (1™ Partie), ULg;
— (Strodiot J.-J., 1997) Analyse (2°™° Partie), FUNDP ;
— (Thiry S., 2006) Mathématiques pour l’économie et la gestion I, FUNDP.

Ceux-ci nous permettront de mettre en évidence la(les) maniére(s) dont la théorie des fonctions
implicites peut étre inculquée & des studiants issus de formation scientifique ou économique.
Parmi ces ouvrages, certains sont ainsi destinés a un public de futurs mathématiciens et de
physiciens, d’autres constituent le support de cours d’étudiants en sciences économiques et en
gestion. Un dernier enfin, est rédigé a I'attention d’étudiants en génie civil. Tous ces manuels
s’adressent 4 un public de premiére année de bachelier de cycle universitaire sauf deux, réserves
a Pusage d’étudiants de 2%7¢ et 3°™° années.

Description de l'institution universitaire

Nos expérimentations se sont déroulées entre les murs des Facultés Notre-Dame de la Paix
(FUNDP) & Namur, et plus particulierement au sein des institutions (voir Y. Chevallard [6])
suivantes :

_ institution attachée au cours de Calcul différentiel et intégral I, 1%° année de bachelier en
sciences mathématiques, FUNDP ;

_ institution attachée au cours de Calcul différentiel et intégral I, 1% année de bachelier en
sciences physiques, FUNDP.

Public interrogé
Les expériences réalisées l'ont ét¢ sur les étudiants suivants :

_ étudiants de 1¢¢ année de bachelier en sciences mathématiques, inscrits aux FUNDP durant
’année académique 2008-2009. Ce premier public est constitué de 25 étudiants;

_ studiants de 18 année de bachelier en sciences mathématiques, inscrits anx FUNDP durant
Pannée académique 2009-2010. Ce deuxiéme public est constitué de 35 étudiants;



_ étudiants de 1% année de bachelier en sciences physiques, inscrits aux FUNDP durant
année académique 2008-2009. Ce troisieme public est constitué de 39 étudiants;

_ étudiants de 19 année de bachelier en sciences physiques, inscrits aux FUNDP durant
Jannée académique 2009-2010. Ce dernier public est constitué de 30 étudiants.

Pour plus de facilités lors de nos analyses, nous nommerons ces groupes : Math1gg o et Mathlgg/1o
pour les étudiants mathématiciens et de la méme maniére, pour les étudiants physiciens :

Phylog/og et Phylog/ 10

1.2.2 Analyse de existant

N

Aucun programme de cours officiel ne régit le savoir a enseigner au sein de linstitution
universitaire. Le choix des matiéres vues revient done principalement aux enseignants qui créent
des manuels, syllabi, livres d’exercices et autres notes complémentaires. Mis & disposition des
étudiants, ces ouvrages de référence leur donnent accés aux contenus du savoir qui doit étre
dispensé et en proposent des méthodes d’enseignement. L’analyse de tels supports de cours !
nous a permis de :

_ situer le théoréme des fonctions implicites au sein des institutions universitaires observees ;

_ relever différentes maniéres d’envisager 'enseignement du théoréme des fonctions impli-
cites;

— repérer les contraintes et difficultés auxquelles doivent faire face les étudiants au cours de
la phase d’apprentissage.

1.2.3 Expériences intra-FUNDP

Dans les lignes qui suivent, nous présentons briévement les expérimentations menées au cours
de ce mémoire. Celles-ci seront décrites de maniére plus étayée dans les chapitres ot leur analyse
sera abordée.

Narration de recherche

La narration de recherche proposée aux quatre groupes d’étudiants de notre étude a été
réalisée en décembre 2008 (pour les publics Mathlgg gy et Phylog Joo) et en décembre 2009 (pour
les publics Mathlgg/1p et Phylgg /10)- Tous les groupes ont travaillé sur le méme énonce.
Réalisée en amont du cours théorique, la premiére phase de notre dispositif expérimental a permis
A ces étudiants d’aborder, an travers de situations problémes, les concepts de courbe de niveau
et de fonction implicite.

Pour des questions pratiques, seule la phase de recherche de la narration a été effectuée et
analysée. Les raisonnements retrouvés dans les copies récoltées nous ont permis d’identifier les
conceptions des étudiants quant aux notions de courbe de niveau et de fonction implicite.

1. Les manuels sur lesquels nous avons réalisé nos analyses sont cités au point précédent.



Travail de groupe

Reéalisé aux mois de février et mars 2010, ce travail de groupe ne concerne que les 35 étudiants
du public Mathlgg,1. Ceux-ci ont da construire une démonstration du théoréme des fonctions

implicites basée sur I’analyse non standard.
Articulé en deux parties, ce travail a permis aux studiants de se familiariser aux concepts de
I’analyse non standard? et de les employer dans le cadre du théoréme des fonctions implicites
afin d’obtenir une démonstration de la formule de dérivation implicite.

Cette expérimentation avait pour objectif initial de proposer une approche alternative du théo-

réme des fonctions implicites au départ des concepts de ’analyse non standard. Cependant, la
“tournure prise par ce mémoire ne nous a pas permis d’explorer davantage les résultats retournés

par les productions des étudiants. Nous le citons néanmoins dans ’énumération de nos expériences

car sa réalisation a influencé la vision des étudiants du public Mathlgg /o ainsi que certaines des

réponses qu'ils ont fournies lors de la derniére expérience que nous leur avons proposee. L’énonce

de ce travail est disponible dans ’annexe B.2.

Questionnaire auprés des étudiants

La derniére étape de notre dispositif a été glaborée et distribuée en mars 2011. En réalité,

tous les étudiants n’ont pas regu le méme questionnaire car nous avons tenu compte du fait que
le public Mathlgg/1p avait davantage travaillé le théoréme des fonctions implicites au travers du
travail de groupe. Le regard qu'il pouvait porter sur celui-ci devait donc se révéler plus critique
que celui des autres étudiants.
Deux types de questionnaires ont été définis en conséquence. Le premier, accessible & n’importe
quel étudiant interrogé, reprenait cing questions d’ordre général sur le théoréme des fonctions
implicites (importance, utilité, éléments constitutifs de 1’énoncé, outils utiles & la démonstra-
tion,...). La réalisation de la narration de recherche ainsi que le suivi du cours ex cathedra et des
seances d’exercices suffisaient & y répondre. Le second type, quant a lui, s’adressait uniquement
aux étudiants ayant réalisé le travail de groupe car on y comparait la preuve vue au cours théo-
rique a celle qu’ils avaient établie. Quatre questions supplémentaires ont été ajoutées en ce sens.
Nous avons notamment demandé aux étudiants d’énumérer les difficultés relatives a chacune des
preuves ou encore les différences et points communs entre celles-ci. (est ainsi que nous avons
décidé de concevoir :

— un questionnaire constitué de 5 questions ouvertes A Pattention des étudiants des publics
M‘dthlog/og, Phy]-[}E/OQ et Phy109/10 %

— un questionnaire constitué de 9 questions ouvertes 4 I'attention des étudiants du public
N[ath].gg/ 10+

Les réponses obtenues nous ont permis de cerner la position des étudiants face au savoir appris. En
effet, nous avons pu mettre en évidence les souvenirs que ceux-ci ont conservés du théoreme ainsi
que les difficultés qu'ils ont rencontrées au cours de son enseignement et de sa manipulation,...

2. Un pan complet de la thése de V. Henry [13] est consacré & la définition des concepts de l'analyse non
standard.
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Chapitre 2

‘Quelques outils de la didactique des
mathématiques

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire vise a décrire et définir les principaux outils de la
didactique des mathématiques que nous avons utilisés pour réaliser nos analyses. Ainsi, les lignes
qui suivent présentent respectivement les concepts de transposition didactique (plus simplement
notée TD), registre de représentation sémiotique, _(_:a,d__rekct conception, Nous y abordons également
la notion de démonstration. Les idées et définitions défendues par des spécialistes du domaine
comme M. Artigue, Y. Chevallard, R. Douady et R. Duval nous ont permis de donner tout leur
sens & ces différents termes. De méme, le travail réalisé par S. Xhonneux dans sa récente theése & g
nous a grandement aidés a articuler les notions développées ci-dessous. -

St fon

2.1 La transposition didactique

La TD est un processus reposant sur hypothése qu'une reconstruction des mathématiques
comme science de référence & des fins d’enseignement est envisageable. Comme Pécrit S. Xhon-
neux dans [27], il est nécessaire, pour y parvenir de considérer les savoirs a enseigner et les
savoirs enseignés comme résultant du passage d’un savoir d’une institution scientifique en de-
hors de Uétablissement scolaire vers ce méme établissement dans le but de les transmettre .

2.1.1 Le concept de transposition didactique

S’interrogeant sur lorigine et les effets de Parrivée périodique de nouveaux savoirs dans le
systéme de 1’enseignement, c’est & Y. Chevallard [6] que Pon doit la formalisation du concept de
TD en les termes suivants :

un contenu de savoir ayant été désigné comme savoir @ enseigner subit dés lors un ensemble
de transformations adaptatives qui vont le rendre apte a prendre place parmi les objets d’en-
seignement. Le « travail »qui, d’un objet de savoir a enseigner fait un objet d’enseignement
est appelé transposition didactique.
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La TD représente donc activité grace a laquelle un savoir savant est transformé de manicre &
pouvoir &tre enseigné & des apprenants novices. Elle s’effectue en plusieurs étapes ! :

_ choisir, parmi les savoirs existants, ceux que 'on va transmettre ;
b ? ?

_ rendre les savoirs choisis enseignables en leur faisant subir des opérations d’adaptation, de
démantélement et de reconstruction;

— enseigner le savoir résultant & I’école ou & l'université

que nous pouvons schématiser de la maniére suivante :

Gaveir savant
ﬁ Trznsposition didactique exteme
Savoir 4 enseigner
Transposition didactique interne

Savoir enseigné

‘Savoirappris

FIGURE 2.1 — Processus de la transposition didactique [34].

Remarquons que cette schématisation met également en évidence le fait que le processus de TD
résulte de U'intervention de plusieurs acteurs que nous allons présenter dans le point ci-dessous.

2.1.2 Eléments, acteurs et étapes de la transposition didactique

Avant d’aborder les définitions suivantes, signalons que leur formulation est largement inspirée
du travail réalisé par S. Xhonneux dans sa these ([27], pp. 37-38).

Eléments
Savoir savant

Le savoir savant constitue le savoir issu de la communauté scientifique (institution univer-
sitaire,...). En perpétuelle évolution, il est validé et reconnu par des représentants de cette
méme communauté.

En mathématiques, il fait 'objet de nombreuses recherches et poursuit I'objectif de vérifier
des conjectures, d’approfondir des résultats déja acquis, de résoudre des problemes liés &
diverses disciplines (physique, thermodynamique, économie,. .. ) ou survenant au cours de

1. S. Xhonneux, "Regard institutionnel sur la transposition didactique du Théoréme de Lagrange en mathé-
matiques et en économie." (2011)
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tentatives de généralisation de découvertes antérieures . .. Enfin, ce savoir est présenté dans
des publications ou lors de colloques.

La transposition didactique externe (TD externe)

La transposition externe prend corps hors des salles de cours. En effet, elle est régie par
les acteurs de la noosphére qui déterminent les contenus d’enseignement, établissent les
programmes de cours et les documents d’accompagnement. L’évolution des connaissances
propres 4 la discipline, la mixité des personnes intervenant a cette étape du processus mais
aussi linfluence des valeurs sociétales modulent les décisions prises & ce nivean de la TD.

Savoir 4 enseigner

Le savoir & enseigner est présenté dans les textes officiels (programmes, référentiels,. . .) et
permet de définir des normes et des méthodes d’enscignement. Disponible dans les manuels
ou les syllabi de cours, il balise le savoir qui doit étre divulgué.

La transposition didactique interne (TD interne)

La transposition interne se concrétise par I'adaptation des savoirs & enseigner tels qu'ils
apparaissent dans les programmes, les manuels et syllabi en savoirs enseignés.

Prise en charge par les enseignants dans leurs classes, la présentation des savoirs provenant
de la transposition interne est directement liée aux compétences de ces derniers, au profil
des étudiants et aux exigences des programmes.

De par leur origine, leur fonction et le public anquel ils s’adressent, les savoirs issus de
cette phase de la TD et la maniére dont ils sont transmis, different des savoirs savants.
En effet, le role d’un scientifique est de contribuer & I’évolution du domaine dont il est
gpécialiste. Il présentera le fruit de ses travaux a un public initi¢, lors de conférences ou
de séminaires. Le savoir transmis sera ainsi présenté sous sa forme la plus compléte, &
son niveau de complexité le plus élevé. La transmission du savoir enseigné n'est pas du
méme registre, certes mais demande d’indéniables qualités de Penseignant. Celui-ci doit
atre en mesure de favoriser I'appropriation des connaissances chez ses éléves. La création
d’activités éducatives, de notes de cours adaptées et de séquences d’exercices mettant en
évidence les savoirs présentés dans les programmes lui seront nécessaire pour y parvenir.

Savoir enseigné

1l s’agit du savoir enseigné aux éléves. Mis en oeuvre dans les classes et les auditoires pen-
dant les heures de cours, celui-ci est directement tributaire des compétences, expectatives
et conceptions de I'apprentissage de I'enseignant qui les construit.

Savoir appris

Le savoir appris arrive au terme du processus de la TD et représente ce qui est réellement
acquis par I’apprenant en tenant compte de ses caractéristiques cognitives, psychologiques
ainsi que des différentes étapes de la TD.

Ftroitement lié & ce qu'il se passe dans « la téte de I'éléve », le savoir appris est difficilement
accessible & 'enseignant.

13



Acteurs

Les groupes d’individus que nous allons décrire a présent interviennent au niveau de la TD
externe pour le premier et au niveau de la TD interne pour le second.

Noosphére

La noosphére représente Pinstitution productrice du savoir & enseigner et centre son intérét
sur les contenus disciplinaires. Elle reprend par conséquent toute personne impliquée dans
le processus de la TD externe.

On y retrouve des universitaires s’intéressant aux problémes d’enseignement, des porte-
paroles de l'institution scolaire, des représentants des pouvoirs politiques, des spécialistes
de la discipline, des auteurs de manuels, des parents, des enseignants,...

Professeur

Le professeur est la personne responsable du savoir a enseigner. Son role peut se révéler
double lorsqu’il fait également partie de la noosphére (cas de Penseignement universitaire
oit il est souvent responsable de la TD externe et de la diffusion des savoirs a enseigner).

Aborder la transposition didactique du théoréme des fonctions implicites nous a semblé pertinent
dans le sens ofl ce processus va nous permettre de détecter les caractéristiques et difficultés
d’enseignement liées au savoir en jeu dans notre recherche.

2.1.3 Risques de la transposition didactique

La TD est un processus visant & rendre les savoirs accessibles & tout apprenant et reflete la
distance entre le savoir savant et le savoir enseigné. Légitime mais non sans risque, elle peut étre
pergue comme une dégradation & laquelle la vraie science est obligée de consentir pour étre diffusée
(M. Romainville, [4]). En effet, nous 'avons déja évoque, le savoir savant subit de nombreuses
modifications avant de pouvoir devenir enseignable :

termes techniques délaissés au profit des mots de la langue courante pour parler de la méme
chose mais de maniére simplifiée;

présentation des savoirs enseignés comme des vériteés, des faits avérés alors que les résultats
provenant des recherches scientifiques peuvent évoluer et sont réfutables;

i

illustration fréequente des savoirs enseignés par des exemples ;

A force de simplification et de vulgarisation, le risque que les savoirs enseignés tombent dans
le sens commun et perdent toute leur richesse scientifique n’est done pas nul. Dés lors, afin de
contrer cette dérive, enseignant doit s’interroger sur la maniere d’envisager la TD et, comme le
souligne M. Romainville [4], éviter de :

— dépersomnaliser (oubli du nom de I'inventeur dun objet,...);
— décontextualiser (oubli de I'essence méme d’un objet,...);

_ linéariser car les raisonnements scientifiques sont plutot systémiques ou circulaires ;
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— déproblématiser en osant mettre en évidence les raisons pour lesquelles un objet a été
inventé

car les savoirs enseignés ne doivent pas rendre impossible le passage ultérieur aux savoirs savants.

2.2  Articuler la compréhension des objets mathématiques

Les concepts que nous proposons de définir & présent interviennent a différents moments de la

TD. Ils permettent tant aux acteurs de la noosphere qu'a I’enseignant de porter un regard critique
sur les différents niveaux du savoir en leur donnant les moyens d’analyser les programmes, les
manuels scolaires ou les séquences de cours.
Cadre, conception et registre sont ainsi largement utilisés en didactique des mathématiques
lorsqu’il s’agit de modéliser des situations ou d’étudier Pactivité des éléves. Respectivement
formalisées par R. Douady en 1984, M. Artigue en 1988 et R. Duval en 1995, la définition de ces
notions et les relations qu’elles entretiennent peuvent néanmoins poser probléme. C’est pourquoi,
afin d’éviter toute confusion dans nos analyses, nous allons, dans les lignes qui suivent, clarifier
et expliciter ces différents termes.

2.2.1 Les registres de représentation sémiotique

Afin de présenter au mieux les concepts définis par R. Duval, nous nous sommes essentielle-
ment basés sur un article les clarifiant et les explicitant grace a des exemples variés et concrets.
Cet article est repris dans notre bibliographie sous la rubrique [29].

Les objets manipulés en mathématiques ne sont accessibles qu’au travers des différentes re-
présentations qu’on en a. Par exemple, I’accés A Pobjet fonction passe autant par son expression
algébrique que par sa représentation graphique ou par I’ensemble des couples qui le caractérisent.
Ainsi, la fonction du 1 degré peut étre abordée sous ces divers points de vue.

— Algébriquement, I’expression
y=axr+b

ot a € IRg et b € IR permet d’y accéder.

— Sa représentation graphique correspond, dans un repére orthonormé, & la droite de coeffi-
cient angulaire a et d’ordonnée & l'origine b.

— Au niveau ensembliste, les couples de points vérifiant
{(:c,y)eIR2 cy=az+b, ac Ry beR}

permettent de Iidentifier.

Cles représentations peuvent alors étre assimilées a des « supports » permettant d’envisager I'objet
¢tudié sous des facettes spécifiques. R. Duval, pour qui la relation & un objet mathématique se
construit par le biais de telles représentations, les qualifie de représentations sémiotiques.



Représentation sémiotique

Une représentation sémiotique est une production constituée de signes appartenant & un
systeme de représentations ayant ses propres contraintes de signifiance et de fonctionne-

ment.
(R. Duval, [29].)

D’aprés R. Duval, les systémes auxquels ces représentations font référence peuvent étre regroupés
dans des registres de représentation sémiotique. Ces registres constituent des ensembles cohérents
de représentations qui permettent de désigner un objet dans une perspective sémiotique associant

les signes a leur signification®.

Plusieurs types de registres peuvent ainsi étre mis en évidence : les écritures algébriques, les
graphiques cartésiens, le langage naturel, les figures géométriques,. . . et donner lieu & trois acti-
vités cognitives liées & la production de représentations sémiotiques :

— la formation d’une représentation conforme a des lois de formation de ces signes propre au
registre (dans le registre algébrique, 3z% + 5 est conforme) ;

— le traitement d’une représentation dans son propre registre (dans le registre algébrique,
Papplication de la régle (a + b)% = a® + 2ab + b2 & une expression comme (3p + 2)%);

~ la conversion d’une représentation du registre dans un autre registre (Pexpression mathe-
matique a? + b% = ¢* se traduit par : « la somme des carrés des nombres a et b est égale
au carré du nombre ¢ »dans le registre langagier).

Conditions nécessaires a la compréhension

De nombreux didacticiens ’ont mis en évidence bien avant nous : le travail du mathémati-
cien et par extension celui de I'enseignant, repose davantage sur la manipulation des registres et
des représentations sémiotiques d’un objet mathématique que sur cet objet lui-méme. En eftet,
celui-ci est inaccessible, de Pordre des Idées. Dés lors, 'apprentissage et la compréhension des
concepts auxquels ménent ces objets passent indubitablement par I’acquisition et la maitrise des
représentations sémiotiques et de leurs registres. Deux raisons peuvent nous aider & expliquer
leur role en vue d’améliorer Papprentissage des mathématiques. Pour cela, R. Duval attire notre
attention sur les deux mots suivants : multiplicité et coordination.

Pour accéder a un objet mathématique, R. Duval [16] insiste sur la nécessité de disposer de plu-
sieurs de ses représentations. Chacune d’entre elles ne traduit en effet qu’une partie du concept a
construire. Un objet mathématique forme ainsi un tout, composé, comme nous lavons déja dit,
de ses différentes représentations sémiotiques 3.

La coordination des registres de représentation, qui occupe elle aussi une place prépondérante
dans la compréhension des objets mathématiques, consiste a reconnaitre dans deux représenta-

tions différentes, celles d’un méme objet. Cette opération peut s’avérer difficile pour les éleves car

2. Voir article [29] définissant les concepts mis en avant par R. Duval.
3. Se référer A exemple introductif sur les différentes représentations de la fonction.
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elle demande de passer par la conversion de la représentation d'un registre en la représentation
correspondante dans un autre registre.

Finalement, pour comprendre un concept mathématique, il est impératif d’en maitriser les re-
présentations et les relations existant entre elles.

2.2.2 Cadres mathématiques

Les travaux que R. Douady a réalisés I'ont conduite & préciser des critéres sur les problémes
afin qu'ils deviennent de bons moyens de susciter Papprentissage des mathématiques chez les
Aloves. Clest donc ainsi qu’elle s’est penchée sur la notion de cadre.

Liée a Pexpérimentation, cette notion a évolué au fil du temps. Nous en retenons ici les défi-
nitions suivantes :

Un cadre est un domaine des mathématiques qui soit assez bien identifié par ses objets, les
relations qu’ils entretiennent ainsi que les types de représentation et de traitement qu “ils
mobilisent.

(R. Douady, 1984 [3].)

Un cadre est constitué des objets d’une branche des mathémaliques, des relations enire
objets, de leurs (diverses) formulations et des images mentales associées a ces objets et ces
relations.

Ces images jouent un role essentiel dans le fonctionnement comme outils des objets du
cadre.

(R. Douady, 1986 [3].)

La chercheuse fait également remarquer, dans la définition de 1986, que deux cadres peuvent
comporter les mémes objets mais différer par les images mentales et la problématique dé-
veloppée.

La notion de cadre qui traduit I'environnement dans lequel les étudiants vont travailler et réfle-
chir, permet donc de modéliser et analyser I'activité de ces derniers & partir de relations mettant
en avant des propriétés d’un méme concept. Concrétement, plusieurs types de cadres peuvent étre
mis en évidence selon que le raisonnement analysé ait ¢te établi & partir d’illustrations graphiques
ou d’arguments issus de I’algébre, du calcul différentiel, de la géométrie,etc. (S. Xhonneux, [27]).
En fonction des situations, on peut donc travailler soit dans le cadre graphique, algébrique, nu-
mérique, de la géométrie analytique, de ’analyse numérique ou encore de I’analyse fonctionnelle;
chacun étant constitué d’éléments spécifiques.

Un exemple de cadre

Le cadre numérique est composé des nombres eux-mémes mais aussi des opérations qu'il est
possible d’effectuer sur eux. On y retrouve également la relation d’ordre usuelle, les propriétés
nécessaires au calcul,. ..
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Remarque

Au sein d’un méme cadre, plusieurs registres de représentation sémiotique peuvent cohabiter
afin de permettre a Péléve d’appréhender au mieux l'objet mathématique en jeu et de lui donner
tout son sens. R. Duval [10] illustre cette spécificité an travers du cadre géométrique. En effet,
celui-ci fait intervenir plusicurs registres de représentation car les figures géométriques qui le
composent sont réduites, en termes de registres, & des formes planes en 0, 1, 2 ou 3 dimensions.
Ces formes ne comprennent ancune indication de mesure ou de propriété géométrique. Pour les
manipuler (mesurer leur périmétre, leur aire,...), on doit recourir & plusieurs de leurs représen-
tations. En effet, mesurer le périmétre ou l'aire de ces formes, demande de « transformer » leurs
c6tés en nombres. On va done tantdt les caractériser d'un point de vue géométrique, tantdt d'un
point de vue numérique.

Finalement, la notion de cadre est & associer au contexte dans lequel 1'éléve, & laide de certains
outils, va pouvoir travailler; celle de représentation sémiotique, par contre, porte sur I'objet
lui-méme et sur tous les moyens qui permettent de I'atteindre, le comprendre et le manipuler.

Changements de cadres

Le mathématicien, dans son travail, est trés souvent amené & envisager un méme probléme
sous différents aspects, 4 le traduire de plusieurs maniéres (résolution d’une équation différentielle
en adoptant un point de vue qualitatif ou un point de vue algébrique). Bref, a transporter ce
probléme d’un cadre vers un(des) autre(s) et & confronter entre elles les formulations liées & ces
différents cadres. De cette confrontation jaillissent de nouvelles interrogations et des alternatives
aux outils permettant de résoudre le probléme dans sa configuration initiale. R. Douady [8] définit
ces changements de cadres de la maniére suivante :

Un changement de cadres est un moyen d’obtenir des formulations différentes d’un pro-
bleme qui, sans étre nécessairement tout d fait équivalentes, permettent un nowvel acces
auz difficultés rencontrées et la mise en oewwvre d ‘outils et techniques qui ne s’imposaient
pas dans la premiére formulation.

Pour le chercheur ou 'enseignant qui analyse la maniére dont des éléves appréhendent un nouveau
savoir, le recours an(x) changement(s) de cadres permet non seulement d’approcher différemment
les difficultés des éléves mais aussi de mettre en évidence de nouveaux outils et techniques de
résolution.

Un exemple de changement de cadres

En pratique, les changements de cadres peuvent aider certains éléves a résoudre des problémes
mathématiques donnés puisque, plutdt que de travailler avec les éléments d'un cadre qu'ils ne
maitrisent pas, il leur est possible d’utiliser des outils qui leur sont familiers.

Ilustrons? cela au travers d’un probléme faisant intervenir deux inconnues z et y liées par
deux relations de la forme
ar+by=u et cxt+dy=v (2.1)

4. Voir Particle de R. Douady [8] dans lequel ce probléme est davantage détaillé.
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dans lesquelles a, b, ¢, d, v et v sont donneés.

Si I’on demande aux éléves d’une classe de déterminer x et y pour que les deux relations soient
satisfaites, plusieurs modes de résolution, relatives & des cadres spécifiques, s’offrent & eux. Ces
modes de résolution correspondent aux changements de cadres qui nous intéressent. Nous pou-
vons alors mettre en évidence :

— I’emploi du cadre algébrique via des méthodes comme la substitution ou la combinaison
linéaire ;

~ Pemploi du cadre analytique et du cadre graphique.
En jouant avec ces deux cadres, les couples (z,y) qui satisfont (2.1) peuvent par exemple
8tre déterminés de la maniére suivante :

1. considérer la fonction qui a  fait correspondre y tel que ax +by = u et la représenter
dans un repére orthonormé;

9. faire de méme avec la fonction qui & z fait correspondre y tel que cz + dy = v;

3. confronter les deux graphiques obtenus (au niveau des possibles intersections, de I'im-
portance de la valeur des différents coefficients,. .. )

Jeux de cadres

Afin que Pactivité des éléves en situation de recherche soit davantage guidée par le savoir que
par enseignant lui-méme, R. Douady a mis en place et a défini le dispositif des jeux de cadres.
Ceux-ci consistent en des changements de cadres provoqués par l'enseignant dans des problémes
choisis pour faire avancer les phases de recherche et faire évoluer les conceptions des éléves. Les
situations choisies dans ces jeus font intervenir des connaissances dans des cadres ot le manque
de correspondances doit provoquer des déséquilibres favorisant Uapprentissage. (R. Douady, [8]).

R. Douady décompose ce procédé en trois étapes :

— transfert et interprétation : lorsqu’un éléve est face & un probléme formulé dans un certain
cadre, il va le traduire dans un autre cadre dans lequel il interprétera certaines des questions
qu’il se pose afin de faire émerger des correspondances entres différents cadres et objets;

— correspondances imparfaites : pour des raisons mathématiques ou a cause du manque de
connaissances des éléves, les correspondances issues de la premiere phase du processus
sont imparfaites. Cela provoque des déséquilibres entre les attentes de ’enseignant et les
productions mentales dans la téte des apprenants;

— amélioration des correspondances et progrés des connaissances : pour rééquilibrer P'activité
des éléves, les faire progresser et construire de nouvelles connaissances, il est nécessaire de
créer des interactions entre les différents cadres mis en jeu.
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Un exemple de jeu de cadres

Dans son article Des apports de la didactique des mathématiques a lenseignement [8], R. Douady
explicite les différentes étapes® du concept de jeu de cadres au travers du probléme suivant :

Chercher un rectangle dont le demi-périmétre vaut 41 cm et Vaire vaut 402 cm?.

Dans ce probléme, formulé dans un cadre géométrique, les éléves vont devoir découvrir un rec-
tangle dont les dimensions (que nous pouvons noter @ et b) sont & déterminer au travers d’un
périmétre et d’une aire imposés.

Pour y parvenir, ils vont commencer par traduire la situation donnée dans le cadre numérique;
ce qui va les conduire & rechercher deux nombres dont ils connaissent la somme et le produit

at+tb = 41
{ ab = 402

Une fois ce transfert effectué, les éléves vont devoir organiser correctement leur raisonnement
et leurs réponses en désignant les nombres cherchés et en écrivant les relations imposées par les
données. Ils sont dans un premier temps & la recherche d'une solution approchée du probléme
qu’ils ont & résoudre. Pour progresser dans cette étape de transfert et interprétation, ils vont
devoir transformer le probléme initial en privilégiant la relation a + b = 41. Ils vont ainsi obtenir
des couples de valeurs (a,b) dont la somme vaut 41 et dont le produit se rapprochera plus ou
moins de 402.

Aprés avoir trouvé un produit de deux nombres encadrant 402, les éléves vont vouloir affiner
leurs recherches en tentant de trouver des couples dont le produit est de plus en plus proche de
402 (jusqu’a en étre égal). Les recherches entreprises alors n’aboutissent pas forcément et vont
provoquer des déséquilibres entre leurs convictions et ce qu’ils savent réellement faire car ils sont
amenés & manipuler des éléments qu’ils ne contrélent pas toujours. C’est ce qui caractérise la
phase des correspondances imparfaites.

Enfin, les problémes qui impliquent des variations de couples de nombres nécessitent un nouveau
changement de cadre; ce que les ¢léves vont faire en représentant® graphiquement les couples
(a,b) trouvés au cours des précédentes etapes du jeu de cadres. En choisissant cette méthode de
représentation et en écrivant la valeur du produit ab & coté de chaque point (a,b) dessiné, les
éléves vont pouvoir se rendre compte que les points représentés sont alignés 7 et que la valeur du
produit ab est fonction du couple (a,b). De ce fait, cette étape d’amélioration des correspondances
et progrés des connaissances va les aider & choisir de meilleurs couples pour atteindre leur objectif.

Le type de jeu de cadres que I’enseignant va proposer & ses éléves dépend de leur profil et
des conceptions qu’ils ont des objets mathématiques. C’est & Vexplication de ces derniéres qu’est
consacré le point suivant.

5. Pour davantage de détails & propos de ce probléme, nous vous invitons & vous référer a l'article cité.

6. Le choix de cette représentation peut aussi étre guidée par 'enseignant.

7. Ces points (d’abscisse a et d’ordonnée b) donnent lieu, dans le cadre géométrique, & des rectangles de méme
périmétre,
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2.2.3 Conceptions mathématiques

Avant méme d’aborder une nouvelle matiére, les apprenants ont déja certaines idées sur les
savoirs qui vont leur &tre enseignés. C'est par le biais de ces idées, appelées conceptions, qu’ils
vont essayer de comprendre les propos de V'enseignant et interpréter les situations qui leur sont
proposées. L'apprentissage d’une connaissance, d’une procédure dépend donc énormément de
ces idées « déja-la ». Si elles ne sont pas prises en compte, le savoir enseigné ne sera que plaqué
sur de Uezistant qui pourra constituer un obstacle @ la progression de Uéléve (M. Romainville, [4]).

Les conceptions résultent de I'expérience passée de Papprenant. Elles le renvoient a ses ques-
tions, prennent appui sur ses perceptions, ses raisonnements, ses interprétations ainsi que sur
sa fagon de s’exprimer et de donner du sens. Ces différents éléments forment un tout en inter-
action permettant de comprendre pourquoi les conceptions ne se réduisent pas & ce qui émerge
en classe. En effet, celles-ci correspondent plutdt a une structure de pensée & l'origine des pro-
ductions de I’éléve ; une structure susceptible d’ezpliquer certaines des difficultés que léléve a
décontextualiser des savoirs et & manipuler des connaissances nowvellement acquises ou lides aus
mathématiques®.

Pendant de nombreuses années, les chercheurs en didactique des mathématiques ont employé
le terme conception sans le définir rigoureusement, jusqu’a la fin des années '80 ou le besoin
d’exprimer correctement les choses gest fait sentir. La définition de cette notion a évolué en
passant entre les mains de G. Brousseau, M. Artigue et N. Balacheff qui en a fourni la formula-
tion [12] la plus récente. En effet, celui-ci l'a assimilée & un quadruplet C, compost des éléments
suivants :

— une sphére P de pratiques constituant un ensemble de problémes sur lequel C est opéra-
toire ;

— un ensemble R d’opérateurs permettant de traiter des problémes;

— un systéme L de représentations, caractérisé par des éléments de P et de R, permettant de
représenter problémes et opérateurs;

_ une structure de controle  décrivant et organisant les fonctions de choix, de décision, de
jugement de validité et d’adéquation de 'action.

Ce quadruplet qui suffit & caractériser une conception mathématique, est donné a titre informatif
et ne nous servira pas outre mesure dans nos analyses ultérieures.

M. Artigue, dans la formulation de son modéle de conception, a quant & elle été la premiére
4 souligner 'importance des conceptions des apprenants dans I’adaptation des pratiques péda-
gogiques de P'enseignant. En effet, pour un méme objet mathématique, plusieurs points de vue
et modes de traitement sont possibles. De plus, le savoir transmis différe bien souvent de celui
réellement acquis par les éléves.

8. Cet argument est issu de la thése de S. Xhonneux [27].
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2.3 La démonstration mathématique

Démontrer, prouver, vérifier,. .. sont autant de synonymes réguliérement utilisés pour quali-
fier Pactivité du mathématicien. Il est néanmoins possible de trouver certaines nuances entre ces
différentes actions car comme nous allons le voir, une démonstration ne se rapporte pas tout a
fait & la méme chose qu’une preuve ou qu’une vérification.

Différencier ces termes nous permettra d’envisager la démonstration mathématique sous deux
aspects différents :

— les types de démonstrations qui existent ;
— les roles, les fonctionnalités remplis par une démonstration

afin de caractériser et comparer, lorsque nous aborderons I'analyse de certains manuels d’en-
seignement ?, différentes approches du théoreme des fonctions implicites qu’il est possible de
proposer aux étudiants.

2.3.1 Les types de démonstrations

Démontrer une propriété mathématique, c’est faire appel & des propriétés déja démontrées,
des définitions, des axiomes et des régles de logique pour établir un nouveau théoréme.

En didactique, la démonstration est percue comme un discours & la forme particuliére, pré-
dominant en mathématiques. N. Balacheff [9] lui a assigné les caractéristiques suivantes :

Il s’agit d’énoncés organisés suivant des régles déterminées : un énoncé est connu comine
étant vrai, ou bien est déduit a partir de ceuz qui le précedent & Uaide d'une régle de
déduction'® prise dans un ensemble de régles bien défini. [...] Ce qui caractérise les dé-
monstrations comme genre de discours est leur forme strictement codifiée. Fm fail, cette
rigueur formelle doit étre nuancée au regard de la pratique (étapes d’une démonstration
laissées aux soins du lecteur)]...|

Pour catégoriser les démonstrations, nous pouvons prendre appui sur les constatations de R. Du-
val qui distingue, selon les degrés de rigueur et de formalisme avec lesquels elles sont rédigées,
deux types de démonstrations : la preuve et I’ argumentation. Ces notions, également travaillées
par S. Xhonneux dans sa thése [27], peuvent étre définies de la maniére suivante :

Preuve

L’objectif d'un tel raisonnement est de prouver une affirmation donnée. Dans une preuve,
chaque pas s’appuie sur un énonceé tiers ayant un statut de « définition » ou de « théoréme ».
Il s’agit d’un raisonnement déductif dont la principale caractéristique est la validité qu’il
permet d’obtenir.

Le statut d’une preuve n’est pas définitif car il peut évoluer dans le temps, avec les savoirs
qu’elle fait intervenir.

9. Voir le chapitre 4 de ce mémoire Le théoréme des fonetions implicites, un savoir & enseigner.
10. 11 s’agit de la régle du modus ponens, également appelée régle du détachement.
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Argumentation

L’objectif de argumentation est de convaincre le lecteur. Chaque étape de cette démarche
est en relation avec la conclusion et s’ajoute aux autres étapes. Ce type de raisonnement
prend tout son sens lorsqu'’il permet de mettre en place des rapprochements et des opposi-
tions entre ses différents arguments constitutifs. Une argumentation peut étre caractérisée
par sa pertinence.

2.3.2 Les fonctions de la démonstration

Que ’on soit en présence d’'une preuve ou d’une argumentation, toute démonstration remplit
une, voire plusieurs fonctions particuliéres. G. Hanna, dans son article Proof in mathematics [2],
en a identifié sept. Selon elle, outil démonstration peut servir & vérifier, expliquer, convaincre,
systématiser, découvrir, communiquer et méme, prendre du plaisir.

Les démonstrations rencontrées dans les manuels d’enseignement consultés nous ont conduits
A considérer deux des sept fonctions que nous venons de citer : les démonstrations de type vé-
rificatif et celles de type explicatif. A nouveau, afin de manipuler correctement ces qualificatifs,
nous allons décrire en quelques lignes la maniére dont G. Hanna les définit.

Role vérificatif

Vérifier, justifier on encore assurer la validité d’un résultat mathématique désigne la fonc-
tion usuelle d’une démonstration. On dit alors qu’un raisonnement est vérificatif g’il est
caractérisé par :

— une série d’arguments suffisamment rigoureux pour convaincre un public averti;
— une conclusion résultant toujours des hypothéses initiales.

Role explicatif

Citons tout d’abord ces quelques mots de Bourbaki HE g

[...| une démonstration n’est pas véritablement « comprise » tant qu’on s’est borné a vé-
rifier pas @ pas la correction des déductions qui y figurent, sans essayer de CONCEVOIT
clairement les idées qui ont conduit & batir cette chaine de déductions de préférence a
tout autre.

Une démonstration explicative ne se contente done pas uniquement de montrer la validité
des assertions qu’elle inclut, elle a aussi pour but de les détailler et de les clarifier en
permettant au lecteur de comprendre pourquoi celles-ci sont vraies. Cela demande une
bonne maitrise des propriétés des objets mathématiques en jeu.
La classification que nous allons employer pour caractériser les démonstrations du théoréme des
fonctions implicites méne, comme S. Xhonneux 'a déja fait dans ’étude qui le préoccupait, au
tableau-synthése présenté ci-dessous.

11. Cette citation de Bourbaki apparait dans larticle [36].
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Role
Explication Veérification
Type Argumentation | Argumentation qui explique Argumentation qui vérifie
Preuve Preuve qui explique Preuve qui vérifie

TABLE 2.1 — Classification des démonstrations mathématiques [27].

Finalement, cette classification ainsi que les définitions données aux concepts de registre sémio-
tique et de cadre mettent en avant les quatre critéres qui nous aideront & analyser et comparer les
différentes formes de démonstrations du théoréme des fonctions implicites dont nous disposons.
En effet, il s’agira pour nous de :

— discerner les preuves des argumentations ;
— distinguer les développements & visée explicative de ceux & visée vérificative;

-~ identifier les registres de représentation sémiotique (registre du langage naturel, registre
de représentation graphique, registre algébrique,. . .) utilisés pour accéder aux principaux
objets mathématiques d’une démonstration ;

— caractériser le cadre (algébrique, analytique, géométrique,. ..) dans lequel est écrit une
démonstration.
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Deuxiéme partie

Transposition didactique du théoreme
des fonctions implicites
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Chapitre 3

Le théoréme des fonctions implicites,
un savoir savant

1l s’agit, au fil des sections qui suivent, de dresser une ligne du temps du savoir savant relatif
au théoréme des fonctions implicites et aux principales notions qui s’y rapportent. Afin de par-
venir & la formulation initiale de I'énoncé du résultat qui nous préoccupe dans ce mémoire, nous
allons essentiellement nous intéresser aux évolutions mathématiques qu’a connues ce théme de
'analyse entre les XVII*me et XIX®™ siecles.

La rédaction de cette approche historique fut rendue possible grace aux trés nombreuses in-
formations récoltées dans Varticle Fonctions implicites : de la notion au théoréme paru dans la
revue Mnemosyne [17] ainsi que dans 'ouvrage The implicit function theorem. History, theory,
and applications [18].

3.1 Introduction

Avant d’aborder I'histoire du théoréme des fonctions implicites ou méme, celle des fonctions
implicites, il serait tout d’abord intéressant de nous interroger sur le moment ot la notion de
fonction est apparue. Celle-ci n’a commencé i prendre effectivement sens qu’a partir du XVII®e
siecle, lorsque VIETE et DESCARTES ont introduit des expressions littérales pour quantifier les
inconnues et les paramétres apparaissant dans les problémes algébriques. Les premiéres manipu-
lations des fonctions implicites remontent elles aussi & cette époque. Nous pouvons notamment
citer :

— la résolution du probléme de Pappus' (300 av. J.-C.) par DESCARTES en 1637 grace & des

1. Parrus généralisa un probléme qu’EUCLIDE et APOLLONIUS DE PERGE avaient résolu auparavant pour 3
et 4 droites. On peut ’énoncer de la maniére suivante :

Etant donné 2n droites, dont 2 pewvent étre confondues, quel est le licu des points tel que le produit des
distances de chacun a n de ces droites soit dans un rapport constant avec le produit de leurs distances aut
n derniéres ?

Pour 3 et 4 droites, la solution est une conique. Plus généralement, la solution trouvée est une courbe algébrique
dont le degré dépend des positions relatives des droites
(Source : http ://serge.mehl.free.fr (consultée le 10 Juillet 2012)).
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courbes quadratiques d’expression générale
Azt + Bay+Cy? + Dz +Ey+ F =0

— les premiers exemples d’analyse du comportement des fonctions implicites travaillés par
NEWTON (aux environs des années 1670) ;

— les premiers cas de différenciation implicite traités par LEIBNIZ, en 1684.

C’est davantage le souci de comprendre le comportement des fonctions implicites qui a tout
d’abord animé ces grands noms des mathématiques. Il faudra attendre le XIX®™e siecle pour
éprouver le besoin de les définir et d’en démontrer formellement l'existence.

Entre ces deux périodes, Pengouement toujours croissant pour le progrés mathématique va de-
mander un réel effort de rigueur dans la présentation et la formalisation de nombreux concepts.
En analyse mathématique par exemple, la « simple » notion de fonction ne g'exprimait ? jus-
qu’alors qu’en termes vagues comme quantité variable ou quantité constante. En 1748, EULER
propose la mise en place d'un vocabulaire décrivant les objets mathématiques sans pour autant
les définir formellement. Une premiére définition de la notion de fonction ¢ la EULER voit alors
le jour :

Une fonction de quantité variable est une expression analytique composée, de quelque ma-
niere que ce soit, de cette méme quantité et de nombres, ou de quantités constantes.
(Euler, Introduction & I’Analyse Infinitésimale, 1748. Extrait du chapitre L)

Dans le méme temps, celui-ci établit une classification des fonctions dans laquelle les fonctions
implicites sont décrites de la maniére suivante :

Souvent les fonctions algébriques ne pewvent étre représentées explicitement, telle serait la
fonction de z si elle était exprimée par Uéquation Z° = az2Z3 — b2*Z% + c2%Z — 1 car
quoique cette équation ne puisse étre résolue, il n’en est pas moins certain que Z est égale
& une expression composée de la variable z et de constantes, et que par conséquent Z est
une fonction quelconque de z.

[...] Les fonctions algébriques se subdivisent commodément en eaplicites et implicites. Ces
dernicres dépendent de la résolution des équations. Ainsi, Z sera une fonction implicite de
2 si elle est représentée par Uéquation 27 = azZ? — bz% d’o Uon ne peut tirer la valeur
explicite de Z.

(Euler, Introduction a I’Analyse Infinitésimale, 1748. Extrait du chapitre 1)

Une fois admises comme « élémentaires », les fonctions implicites ne sont devenues probléma-
tiques et n’ont dii faire 'objet d’un théoréme que lorsqu’on leur a imposé d’étre uniformes®. La
coexistence de ces deux caractéristiques a survécu jusqu’a la fin du XIX®me gigcle ; époque ou a
sté donnée la définition de fonction comme expression de calcul.

Bien que la premiére version officielle du théoreme des fonctions implicites pour des variables
réelles soit attribuée & DINI, I’évolution de sa preuve résulte des contributions de mathématiciens
de renom et d’époques différentes comme NEWTON, LAGRANGE ou encore CAUCHY.

9. Cette formulation apparait dans le lexique de WOLFF en 1716.
3. Voir la définition donnée dans I'annexe C.
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3.2 De NEWTON & CAUCHY

3.2.1 Premiers pas avec NEWTON

Ce que la communauté mathématique considére aujourd’hui comme la version la plus an-
cienne du théoreme des fonctions implicites serait liée aux recherches de NEWTON et A son souci
d’exprimer la solution de I'équation

Y3 +a?Y — 20® +azY —2* =0 (3.1)

sous la forme d’une série de = ayant une racine a non nulle dans un voisinage de z = 0. L’énonce
de ce probléme et sa résolution numérique se trouvent dans le manuscrit De Analysi per Aequa-
“tiones Infinitas datant de 1669. En 1670, dans De Methodis Serierum et Fluzionum, NEWTON
transforme et améliore la procédure qu’il a mise an point moins d’un an auparavant. Mieux
connue sous le nom de « Polygone de Newton », cette méthode est employée pour déterminer le
comportement d'un ensemble de points vérifiant une équation polyndmiale du type
N
Pl =3 2 wuels 32
n=0 i+j=n
au voisinage d’un point de I’ensemble considéré.
En procédant & un changement de variables (correspondant & une translation), on peut sup-

poser que d’une part, un point de I'ensemble est le point (0,0) et que d’autre part, il n’existe
aucun facteur commun a x et y dans le polynéme P.

Tout comme NEWTON, nous allons illustrer ce procédé (et construire le dit polygone) & par-
tir de I’équation (3.1). Le changement de variables

y=Y —a
a permis au scientifique de transformer (3.1) en
y® + 3ay? + da’y + axy + alz —a*=0 (3.3)
Les coefficients apparaissant dans cette derniére équation correspondent &
1,0 = a? a, = @ azg = -1
apl1 = 4&2 ap,2 = 3a ag,y = 1.

dans le polynome P et les autres, eux, sont nuls.

Les segments définis par les couples de points répondant au critére
{(i,5) + aig # 0} (3.4)

définissent un ensemble convexe K dont la frontiére (notée K) est un polygone fermé, construit
sur les axes d’un repére orthonormé.

Dans le cadre de ce travail, nous limitons la description de la méthode du « Polygone de New-
ton» a la construction du polygone. Pour obtenir des informations plus précises sur la portée du
procédé, nous vous invitons a consulter un de nos ouvrages de réference : The implicit function
theorem. History, theory, and applications [18].
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3.2.2 L’apport de LAGRANGE

En 1770, LAGRANGE donne ce qui pourrait étre apparenté & la premiére « vraie » preuve du
theoreme des fonctions implicites. Ce résultat qui fournit le développement en série de certaines
fonctions définies implicitement, sera connu plus tard sous le nom de Théoréeme de I'Inversion de
Lagrange™.

En 1806, dans ses Legons sur le calcul des fonctions, LAGRANGE souhaite édifier I'ensemble
du calcul des fonctions grace au développement en série entiere qui permit la mise en exergue de
la fonction dérivée d'une fonction f. Une premiére formule de dérivation implicite voit alors le
jour, déduite de celle permettant de dériver une fonction composée. En procédant de la sorte, le
mathématicien a esquivé le passage par les fonctions de deux variables et n’a donné la formule
de dérivation d’une fonction de type f(p,¢) que sous I’hypothése ot p et ¢ sont deux fonctions
de la méme variable x.

- § . . n 2
[...]Dénotons cette fonction z, et comme devenant © + i, z devient z + 12’ + %—z” &= e
On aura, peu importe la valeur de i, I'équation

0.

Il

Lo ?’2 "
2tz +—2 + ...
2
D’oti Ion tire les équations z =0, 2/ =0, 2" =0,...

Maintenant, z étant égale & F(y,x), on aura, par les formules ci-dessus
2 =y F'(y) + F'(z).

En dénotant par F'(y) la fonction prime de F(y,z) prise relativement o y seul, et par F'(z)
la fonction prime de F(y,x) prise relativement a x, et faisant ' = 1, puisque z devient
simplement x + 1. Ainsi, 'équation dérivée z' =0 sera

y'F'(y) + F'() = 0.
D’ow I'on tire i
Yy = _P (z)
F'(y)
(Lagrange, Legons sur le Calcul des Fonctions. Ch. 1. 1806.)

Longtemps, 'étude des fonctions implicites se verra restreinte & la seule recherche d'une formule
de dérivation ; formule qui, par ailleurs, ne sera pas issue du procédé découvert par Lagrange. En
effet, d’autres que lui se sont attelés a cette tache mais nous ne les évoquerons pas dans ce travail.
Non quils soient moins brillants que le mathématicien mais leur contribution a ’évolution des
recherches liées aux fonctions implicites fut moindre.

3.2.3 Que doit-on & CAUCHY ?

Que doit-on réellement & CAUCHY dans Pavancée des recherches sur le théoréme des fonctions
implicites 7 A ce sujet, les avis divergent. Pour les uns, on doit lui attribuer la découverte de ce

4. L'énoncé de ce théoréme se trouve dans 'annexe C.
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résultat ; pour d’autres, rien n’est moins sir. Finalement, cette découverte ne lui a jamais été
accordée car méme si les fonctions implicites ont souvent été mentionnées dans les travaux du
mathématicien, elles ne se sont jamais retrouvées au coeur de ses réflexions.

(Uest dans un contexte de remise en question de certaines « évidences » apparaissant dans
les traités ’EULER ou de LAGRANGE que quelques-unes des théories fondées par CAUCHY ont
vu le jour. Comme d’autres avant lui, le mathématicien francais s’est interrogé sur la place des
fonctions implicites parmi les fonctions. A 1'époque, celles-ci étaient le plus souvent formulées en

termes d’équations différentielles ordinaires pour trois raisons 5
_ 1a formule de dérivation implicite d’une fonction supposée dérivable permettait de considé-
rer que y (définie implicitement par f(z,y) = 0) était solution de 'équation différentielle

/ 1 :;: (ﬂ,,y)

(ICRY
— la définition donnée a I’époque pour caractériser une fonction implicite permettait de consi-
dérer les solutions d’équations différentielles comme des fonctions implicites particuliéres.
Inversement, si la forme générale d’une équation différentielle ordinaire pouvait étre fournie
par 'expression f(z,y,y’) = 0, une définition de la notion de fonction implicite du type
f(z,y) = 0 était vue comme un cas particulier d’équation différentielle... sans dérivée;

_ CAUCHY S associait les fonctions implicites aux méthodes de résolution des équations dif-
férentielles. Résoudre une équation du premier ordre

! - (2.1 ZAP(.’L‘,’y)
) *f( ,J) Q(JN-",U)

revenait alors a chercher une fonction u dont
P(x,y)dz + Q(z, y)dy

était la différentielle totale.

La premiére démonstration abstraite d’existence de solutions & une équation différentielle ordi-
naire est par ailleurs 'oeuvre de CAUCHY.

Au début des années 1830, CAUcHY découvre le « calcul des limites » . Détaillées dans son Résumé
d’un Mémoire sur la Mécanique Céleste et sur un Nowveau Calcul appelé Calcul des Limites, les
méthodes qu'il a mises au point lui ont permis d’obtenir les premiéres formules sur les fonctions
holomorphes. On lui doit ainsi :

~ Yobtention des coefficients d’un polynome comme intégrales curvilignes le long d’un cercle
centré a l'origine;

— Ténonce de la formule générale intégrale permettant de calculer f(0), 1(0),... f(0);

5. ces raisons sont explicitées a la page 22 de la revue Mnemosyne [17].
6. Clette troisitme raison est davantage détaillée dans Uouvrage de Cauchy, Résumé des Legons données &
I’Ecole Royale Polytechnique. Cours de 28"© année : équations différentielles ordinaires.
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— lextension du disque de convergence;

Outre les avancées qui lui sont dues en analyse réelle, CAUCHY a également posé les premiéres
briques de la théorie des fonctions d’une variable complexe (avec la formulation géométrique
de la théorie de la variable complexe, dans un premier temps). Ses recherches ont permis de
démystifier les fonctions d’une variable complexe et de mieux comprendre les différences entre
dérivation réelle et dérivation complexe. En effet, celui-ci est parvenu a montrer qu'une fonction
de deuz variables n’est dérivable au sens complexe en un point que si sa dérivée partielle au sens
réel ne dépend pas de la direction par laquelle le point est approché. On parle alors de fonctions
monogénes et plus tard, de fonctions €' -dérivables [17].

CAUCHY possédait plusieurs cordes & son arc et excellait dans divers domaines. C’est donc
sans surprise qu'une partie de son ceuvre g’est inscrite dans ’étude des fonctions implicites.
Pourtant, son apport y a été moins important que ce que l’on aurait pu imaginer. Comme nous
’avons mentionné précédemment, CAUCHY s’est principalement penché sur la place occupée par
les fonctions implicites au sein des fonctions. Le recours au registre géométrique, devenu fré-
quent & I’époque, 1'a aidé a décrire et interpréter géométriquement les fonctions implicites. Clest
ainsi quen les associant & des réunions de plusieurs fonctions explicites, il est parvenu a perce-
voir derriére elles des branches de courbe, chacune associée & une fonction explicite. Cependant,
CAUCHY a rapidement fermé la parenthése liée aux questions d’existence et de représentation
de ces fonctions. Pour lui, il s’agissait plutdt d’un probléme secondaire que d’un réel domaine
d’étude de 'analyse mathématique. D’autant qu'il pensait que le calcul des limites I'aiderait a
résoudre les problémes auxquels il était confronte dans son quotidien de chercheur.

Certes, I'étude des fonctions implicites n’aura pas permis & CAUCHY d’acquérir ses lettres de
noblesse mais on peut néanmoins lui attribuer I'étude du théoréme de LAGRANGE et de ses
nombreuses généralisations, la preuve de l'existence et la représentation (dans le contexte des
fonctions holomorphes) d’une fonction définie implicitement ainsi que la preuve du théoréme des
fonctions implicites par la méthode des majorants £

3.3 De I’énoncé des mathématiciens italiens...

A partir de 1860, les mathématiciens prennent conscience des limites imposées par les va-
riables réelles (probléme du développement en série, notion de fonction, définition de conti-
nuité,...). De méme, ils se rendent compte de la complexité des théorémes d’analyse sur les
fonctions holomorphes. Une étape décisive est alors franchie dans 1’évolution du théoréme des
fonctions implicites; une étape qui aboutit & une premiére démonstration d’existence locale.
Celle-ci traitait le cas des fonctions de deux variables réelles et abordait respectivement ’exis-
tence, la continuité, la dérivabilité ainsi que la formule de dérivation implicite.

Le premier exposé du théoréme des fonctions implicites, établi entre les années 1876 et 1878,

7. La méthode des majorants consiste & moyenniser des majorants. Elle est applicable aux fonctions holo-
morphes et analytiques réelles dés que le probléme de la convergence des séries de puissances est levé.
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revient au mathématicien italien DINI. Pour parvenir & le démontrer, le mathématicien s’est
basé sur le principe suivant :

La condition fy(xo,y0) # 0 et la continuité de f, garantissent la stricte monotonie des
fonctions y — [(z,y) pour les valeurs de = dans un intervalle suffisamment petit autour
de zg. La condition f(zo,yo) = 0 garantit que ces fonctions de la seule variable y changent
de signe dans un intervalle suffisamment petit autour de yo et indépendant de z.

Ce théoreme d’evistence garantit aussi la continuité. La dérivabilité est établie en second
lieu grace au théoréme des accroissements finis.

(Fonction implicite : de la notion au théoréme. Revue Mnemosyne [17], p.27.)

La premiére publication du théoréme est quant A elle attribuée & GENOCCHI et PEANO, en 1884.
La traduction de I’énoncé des deux Italiens peut étre formulée en ces termes :

Soit f(x,y) une équation entre les deus variables z et y, et (xo,y0) un couple de valeurs des
variables pour lequel f{zo,yo) = 0. Supposons que la fonction et ses dérivées partielles du
premier ordre sont findes et continues au voisinage du point (zo,Yo), et que f{,(mg,yo) n'est
pas nul; alors il exviste une et une seule fonction y de m, y = @(x), qui vérifie l’équation
au voisinage du point T = o, i.e. on a identiquement pour chaque z, f(z,p(z)) =0, et
qui pour & = zp prend la valeur yo. Cette fonction y = ©(z) est continue et posséde une
dérivée finie.

(Genocchi, Caleul Différentiel et Fondements du Calcul Intégral, 1884. (Traduction Libre
R. Chorlay)).

A dater de cette période, la notion de fonction implicite s’est vue définie d’'une maniére assez
particuliére. Associée & ce dont parle le théoréme des fonctions implicites, le résultat a finalement
supplanté le concept qui auparavant, semblait s’« auto-suffire ».

3.4 ... aux applications actuelles

Les travaux de DINI, puis ceux de GENOCCHI et PEANO vont rester pendant un long mo-
ment une référence en matiére de démonstration du théoréme des fonctions implicites. Aprés
quoi, grace & une meilleure maitrise des concepts en jeu et a la modernisation des techniques de
calcul, le nombre de preuves alternatives et les généralisations du résultat se sont accrues.

A la fin du XIX®me giscle, avec les prémisses de l'analyse fonctionnelle, une méthode générale
de démonstration d’existence fonctionnelle par des méthodes de point fixe est apparue.

Plus tard, & heure de la génération bourbakienne (CARTAN, SCHWARTZ, LANG,...), une dé-
monstration du théoréme d’inversion locale de Lagrange (voir annexe C) dans les espaces de
Banach ainsi qu’un corollaire du théoréme des fonctions implicites ont vu le jour.

Aujourd’hui, grace aux modifications et aux évolutions qu'il a subies, le théoréme des fonctions
implicites est per¢u comme un moyen d’analyser des problémes liés a des domaines spécifiques
des mathématiques (algébre, géométrie différentielle, théorie des variétés, topologie, théorie du
point fixe, équations aux dérivées partielles,...). Il permet également de résoudre des équations
apparaissant dans différents contextes comme les espaces euclidiens et de Banach, les fonctions
dordre CF et %2, les fonctions lipschitziennes, les fonctions analytiques réelles et holomorphes
ainsi que les fonctions manipulées dans les classes de Gevrey (cfr. Annexe C pour la définition).
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Chapitre 4

Le théoréme des fonctions implicites,
un savoir i enseigner

Le principal objectif de ce chapitre est de comparer et analyser le théoréme des fonctions
implicites tel qu’il apparait dans les manuels et supports de cours de différentes institutions uni-
versitaires. Ces manuels nous ont permis d’accéder & plusieurs maniéres de transmettre le résultat
qui fait I'objet de ce mémoire & des apprenants issus de cursus comme les mathématiques, la
physique, économie et 'ingéniorat de gestion ou encore, les sciences de 'ingénieur.

Dans notre pays, aucun décret ni programme officiel ne légifére les matiéres & aborder dans
’enseignement supérieur. Les choix et aspects du savoir & enseigner sont donc principalement
du ressort des professeurs responsables des cours qui mettent & disposition de leurs étudiants
des syllabi, des cahiers d’exercices, des notes complémentaires,. . . renfermant les contenus et mé-
thodes d’enseignement qui seront divulgués dans les auditoires.

Parce qu'il faut faire des choix, parce que nous n’avons pas toujours accés a tous les docu-
ments que nous venons de citer, parce que cenx-ci n'existent parfois tout simplement pas et
parce que nous n'avons pas eu acces a la maniére dont enseignant exploite leurs contenus, les
analyses qui suivent sont uniquement basées sur les manuels de cours que nous avons énumeéres
dans le premier chapitre de cette étude et ne font en aucun cas référence aux pratiques ayant
lieu durant les séances de cours.

4.1 Présentation des manuels

Nous I’avons déja évoqué, le théoréme des fonctions implicites intervient dans le cursus d’étu-
diants universitaires issus de domaines assez diftérents. Bien entendu, on le retrouve dans les cours
d’analyse et calcul intégral des mathématiciens, mais aussi dans les cours de mathématiques des
physiciens, économistes, ingénieurs de gestion et ingénieurs civils.

Outil de résolution de certains problémes pour les uns ou élément essentiel & la construction

de résultats fondamentaux pour les autres, 'accés & différents manuels de cours a permis de
décrire, comparer et analyser la maniére dont le théoréme des fonctions implicites est inculqué a
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Puniversité. Pour mener & bien cette analyse, nous avons commencé par décrire 'enseignement
recu par les étudiants inscrits en :

_ sciences économiques et de gestion aux FUNDP et & I’'ULg;
_ sciences mathématiques et physiques aux FUNDP, a 'UCL et a I'ULg;
— sciences appliquées (ingénieur civil) a 'ULg.

Afin que 'analyse résultant de cette description goit riche et compléte, nous avons consulté des
manuels envisageant des enseignements variés du théoréme des fonctions implicites en fonction
des institutions considérées.

Les ouvrages présentés ci-aprés constituent les manuels de référence des cours associés. Vous
ges p

pourrez retrouver dans l'annexe A les contenus que chacun d’entre eux consacre au théoréme des

fonctions implicites.

Pour rappel, les manuels que nous avons choisis sont :

~ (Bair J., 1995) ANALYSE MATHEMATIQUE @ lusage des étudiants inscrits en . seconde
candidature en administration des affaires; seconde candidature en science COMOmMique ;
diplome complémentaire en administration des affaires, ULg;

(Delhez E., 2005) Analyse mathématique (17¢ Partie), ULg;
(Mawhin J., 1992) ANALYSE. Fondements, techniques, évolution, UCL;

(Roger P., 2006) Mathématiques pour Uéconomie et la gestion. Applications avec Eucel,
studiants en économie-gestion des universités et des écoles de management, éleves des
classes préparatoires aux ¢coles de management ;

— (Schneiders J.-P., 2007) Analyse III (17 Partie), ULg;
~ (Strodiot J.-J., 1997) Analyse (2™ Partie), FUNDP
— (Thiry S., 2006) Mathématiques pour l’économie et la gestion I, FUNDP.

Parmi ces ouvrages, trois sont destinés & un public de futurs économistes et ingénieurs de ges-
tion (P. Roger, J. Bair et S. Thiry), trois autres constituent le support de cours d’¢tudiants en
mathématiques (J. Mawhin, J.-J. Strodiot et J.-P. Schneiders). Le syllabus rédigé par E. Delhez
concerne quant 2 lui des étudiants en génie civil.

Tous ces manuels s’adressent 4 un public de 1%° année de bachelier de cycle universitaire sauf
ceux de J. Bair et J.-P. Schneiders dont les cours sont respectivement suivis par des étudiants de
neme g 32me année. Il est a souligner que les cours qui accompagnent les manuels de J. Mawhin
et J.-J. Strodiot sont également donnés & des étudiants de 1#® année en sciences physiques.

Enfin, nous nous sommes apergus que certains ouvrages, de parution plus ancienne, ont été
modifiés et méme remplacés sur base de critiques, remarques ou réactions provenant d’autres
mathématiciens et méme parfois d’étudiants. C’est le cas notamment pour I’ ouvrage de J. Maw-
hin dont le cours est donné aujourd’hui par Ponce et Van Schaftingen. Par contre, dans d’autres
situations, méme si le chargé de cours a été remplacé, le support, lui, reste identicue. Nous avons
rencontré cette situation aux FUNDP ot le cours de J.-J. Strodiot et 5. Thiry sont & 'heure
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actuelle, respectivement donnés par J. Winkin et A. K. Ben-Naoum.

Avant de commencer la description des contenus d’enseignement de ces manuels, une premiére
présentation de chacun d’entre eux peut étre réalisée & partir des matiéres vues et des objectifs
que veulent atteindre les cours dont ils sont le support. La plupart de ces informations sont
consultables sur le site internet de I'université dans laquelle le cours est donné ou sont men-
tionnées dans la préface du manuel. Voici les principaux renseignements que nous avons pu y
découvrir.

(Bair J., 1995) Les notes de J. Bair sont relatives & un cours avancé d’analyse mathéma-
tique & I'usage, principalement, des économistes et des gestionnaires. Elles accompagnent
actuellement l'enseignement dispensé par 'auteur aux étudiants de 2°¢ Baccalauréat en
ingénieur de gestion de 'ULg. L’auteur suppose ici parfaitement assimilées de solides no-
tions de mathématiques générales et d’algebre linéaire car il y traite essentiellement de
'analyse des fonctions de plusieurs variables réelles. De nombreuses applications concrétes,
orientées vers ’économie et la gestion, ainsi que de multiples problémes d’illustrations sont
rassemblés dans cet ouvrage .

(Delhez E., 2005) Le cours de E. Delhez s'6tale sur 50 heures de séances ex-cathedra et 40
heures de répétition. Il a pour but d’introduire les principaux outils de base de I'ana-
lyse mathématique utilisés dans les sciences de lingenieur. Les matiéres suivantes y sont
abordées :

e fonctions d’une variable réelle : limite, continuité, dérivée, graphe, primitive, intégrale
de Riemann;

e équations différentielles ordinaires;

e fonctions de plusieurs variables : limite, continuite, différentiation, extrema, changements
de variables ;

e suites ot séries : suites et séries numériques, suites et séries de fonctions, séries de puis-
sances ;

o calcul intégral : intégrale de Lebesgue, intégrales de longueur, de surface, de volume,
intégrales paramétriques.

L’exposé de chacune de ces matiéres combine une mise en situation permettant de com-
prendre l'utilité des outils développés avec une présentation théorique rigoureuse de cenx-ci
et des concepts associés. Au terme du cours, il est demandé a I'étudiant de maitriser les
concepts théoriques de base de 'analyse mathématique et de mettre en oeuvre les tech-
niques de calcul correspondantes, que ce soit dans un contexte purement mathématique on
dans le cadre d’applications simples relevant du domaine des sciences et techniques. On lui
demande également d’étre capable d’utiliser le langage mathématique pour formuler, ana-
lyser et résoudre des problémes originaux simples en utilisant avec discernement et rigueur
les outils de analyse mathématique. L’étudiant sera également capable de comprendre des
raisonnements abstraits qui lui sont présentés, de les exposer de fagon structurée, de justi-
fier rigoureusement les différentes étapes du cheminement et de produire des raisonnements

1. Voir Pavant-propos de 'ouvrage de J. Bair [1].
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abstraits originaux s’apparentant & ceux qui lui sont présentész.

(Mawhin J., 1992) Le cours d’analyse de J. Mawhin constituait la partie théorique du cours
de calcul différentiel et intégral dispensé auz étudiants de candidatures en sciences mathé-
matiques et physiques. Son but était d’introduire les concepts et les résultats fondamentau
du calcul différentiel et intégral, de développer les techniques correspondantes et d’initier le
lecteur & quelques domaines importants de l'analyse développés dans d’autres cours®.

(Roger P., 2006) Dans son ouvrage, le but poursuivi par P. Roger est de présenter les éléments
d’analyse et d’algébre linéaire indispensables aux étudiants en économie ou en sciences de
gestion. On y retrouve un grand nombre d’exemples concrets tirés de modeéles économiques
et de problématiques de gestion mais aussi, en fin de chaque chapitre, des exercices corriges
pouvant servir de techniques pour ’assimilation des outils et raisonnements ou a appliquer
3 des situations concrétes*.

(Strodiot J.-J., 2007) Le cours de J.-J. Strodiot est aujourd’hui réparti en 60 heures de cours
magistraux et 62.5 heures de travaux dirigés. L'objectif de ce cours est I'apprentissage
du raisonnement mathématique et de la rigueur, l'acquisition d’un esprit de synthése et
Vinitiation a la résolution d’exercices et de problémes issus de 'analyse réelle. L’initiation
a Panalyse mathématique passe par la présentation des outils de base que sont le calcul
différentiel et le calcul intégral. L’accent est mis sur I'apprentissage de la rigueur et sur
Pinitiation A la résolution d’exercices. Quelques exemples physiques sont d’ailleurs illustrés
dans le cours®.

(Schneiders J.-P., 2007) Comprenant 30 heures de séances théoriques et 30 heures de séances
pratiques, le cours de J.-P. Schneiders est divisé en deux parties. La premiére aborde la
théorie locale des systémes d’équations non-linéaires (fonctions implicites, théoreme du
rang, lemme de Morse,...). La seconde, quant a elle, détaille des systémes d’équations dif-
ferentielles ordinaires (existence, unicité locale et globale des solutions, propriétés spéciales
des systémes autonomes et linéaires, dépendance en les conditions initiales,. . .). Alafin du
cours, les étudiants devraient avoir compris complétement les résultats présentés durant
les lecons et étre capables d’établir les résultats décrits et de les utiliser pour résoudre des
problémes variés ®.

(Thiry S., 2006) Composé de 30 heures de séances théoriques et 15 heures d’exercices, le
cours donné par S. Thiry aux économistes vise & introduire et étudier les concepts et
techniques relatifs aux fonctions de plusieurs variables, utiles dans les problémes rencontrés
par I’économiste et le gestionnaire. Les cas des fonctions de deux ou trois variables, auxquels
on se limite le plus souvent permettent, entre autres, de traiter les premiers problémes
d’optimisation rencontrés par le consommateur et le producteur. Les matiéres abordées
permettront d’introduire d’importantes notions mathématiques utilisées dans des cours
ultérieurs comme :

o les vecteurs ainsi que les équations de droites et de plans;

= B

o o

. Voir le site : http ://progcours .ulg.ac.be/cocoon/cours/MATHO002-3 . html (consulté le 24.01.2012).

. Voir la préface de Pouvrage de J. Mawhin [19].

. Voir la préface de 'ouvrage de P. Roger [21].

. Voir le site http ://www.:fundp.ac.be/etudes/cours.page_view/SHATBiO3. (consulté le 24.01.2012).

. Voir le site http ://www.progcours.ulg.ac be/cocoon/cours/MATHO251-1 . html (consulté le 24.01.2012).
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e les fonctions de plusieurs variables (représentation géometrique, limite et continuité) ;

o la dérivation de fonctions de plusieurs variables ;

I'optimisation libre avec ou sans contrainte, au moyen des multiplicateurs de Lagrange;

les intégrales doubles”.

4.2 Place du théoréme des fonctions implicites dans les manuels
consultés

(Yest sur base des outils didactiques mis en place dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire
que nous allons réaliser la description qui occupe la majeure partie de ce chapitre. Nous allons,
dans Uordre, décrire et analyser les contenus d’enseignement regus par les étudiants inscrits en :

— sciences économiques et de gestion ;
— sciences mathématiques et physiques;
~ sciences appliquées (ingénieur civil).

Nous effectuons cette distinetion car les objectifs poursuivis varient selon Pinstitution dans la-
quelle nous nous plagons. Ensuite, nous récapitulerons les principales caractéristiques didactiques
de chaque manuel et reléverons les points communs et divergences existant entre eux afin d’essayer
de vous proposer un inventaire des différentes fagons d’envisager I’enseignement du théoréme des
fonctions implicites.

4.2.1 En sciences économiques et de gestion
Manuel de J. Bair (1995)

Les fonctions implicites couvrent les cinq pages constituant la premiére section du quatrieme
chapitre de Pouvrage de J. Bair intitulée Quelgues fonctions spéciales. Ce chapitre introduit cing
autres types de fonctions correspondant chacun & une section spécifique de son manuel. Il s’agit
des enveloppes, des fonctions homogeénes, des fonctions concaves et convexes et enfin, des fonctions
quasi-concaves et quasi-convexes. Une série de dix-sept exercices non-corrigés cloture ce point. Les
cing premiers exploitent les fonctions implicites et veulent permettre aux étudiants de manipuler
les théorémes qui leur sont relatifs dans diverses situations. L’extrait consulté se trouve dans
I'annexe A.1l.

Description du manuel

La section considérée peut d’emblée étre scindée en deux parties. La premiére traite les
fonctions d'une variable définie implicitement. La seconde partie généralise les résultats de la
premiére au cas de m fonctions yi,...,¥m dépendant chacune de n variables indépendantes
1, ..., Ty définies implicitement par m relations du type

Pﬂj(wla-":mnayh"'aym) =0

7. Voir le site http ://www.fundp.ac.be/etudes/cours.page_view/ECGEB151. (consulté le 24.01.2012).
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N

pour 5 = 1,...,m. L'accés a cette généralisation passe par le cas intermédiaire traitant une
fonction implicite y de n variables indépendantes &1,...,Tn définie par I’équation

F(z1,...,Zn,y) =0

La description de cette seconde partie ne sera pas abordée ici car nous axons notre travail sur
les fonctions implicites du type F(z,y) = 0.

L’auteur commence en donnant une premiére description du concept de fonction implicite, tra-
duisant la raison pour laquelle on y a recours.

Une fonction n'est pas toujours définie explicitement sous la forme classique y = f(x) mais
peut étre donnée implicitement a 'aide d’'une relation du type F(z,y) = 0.

1l place ensuite cette nouvelle forme d’expression dans le contexte économique en citant des
situations ot leur emploi est nécessaire (courbes d’indifférence, isoquantes et chemin d’expansion
d’une firme produisant un output & l’aide de deux inputs). Aprés quoi, bien qu’aucune définition
formelle de ce type de fonction ne soit donnée, 'auteur explique sur base d’exemples analytiques
les contraintes auxquelles les relations du type F' (z,y) = 0 peuvent conduire. Il montre ainsi
que :

— toute relation du type F(z,y) = 0 n’assure pas forcément 'existence d’une fonction bien
définie.
Cette situation est illustrée par Pexpression F(z,y) = = qui permet & y de prendre n’im-
porte quelle valeur lorsque  vaut 0;

— il peut exister plusieurs fonctions introduites par une méme expression du type F'(z,y) = 0.
Pour cette situation, ’auteur souligne cependant que la solution doit &tre localement unique.
1 illustre cela sur Péquation du cercle unitaire centré a I'origine.

Le but de ces exemples est de donner la possibilité aux étudiants de prendre conscience que 1'exis-
tence et 'unicité locale de la fonction ¥ = f(x) ne sont garanties que sous certaines conditions
fournies par le théoréme d’ewistence des fonctions implicites. Nous pouvons retrouver I’énoncé
de ce résultat (donné sans démonstration) a la page 43 du manuel décrit. Un second théoréme,
le théoréme de dérivation implicite, admis lui aussi, présente la formule de dérivation implicite.
Avant d’introduire cette formule, Pauteur souligne qu’une fois que 'existence d’une fonction dé-
finie implicitement est assurée, ses dérivées peuvent étre calculées de proche en proche (si elles
existent) en égalant & zéro les dérivées successives de F(x,y) par rapport & . Pour les obtenir,
le recours & la formule de dérivation des fonctions composées est nécessaire.

Evidemment, le théoréme de dérivation implicite proposé par J. Bair fournit I’expression de
la dérivée premiére 3 d’une fonction y d’une variable indépendante définie implicitement. Ce-
pendant, 'auteur va plus loin que les autres ouvrages analysés dans ce travail car il met également
en évidence Iexpression de la dérivée seconde y" de ce genre de fonction. Celle-ci est directement
liée aux expressions de 1/’ et du hessien bordé de F.

Ensuite, I'auteur explique, sans se référer au théoréme qu’il vient de présenter et en employant
des notions déja rencontrées par les étudiants, comment obtenir les expressions de o' et y”. 1l
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donne également sens & ce qu’elles représentent en les interprétant dans différents registres.
La dérivée premiére y’

La dérivée premiére est étudiée dans les registres graphique et analytique. L’auteur com-
mence par expliquer que son expression peut étre calculée a partir de la différentielle totale

de F' :
or aF
dx m+8y H=5
d’ot
dy _ o __F
R O

(Bair J., 1995, p.43)

Aprés quoi, il montre & P’aide d’un graphique que sa valeur en un point z* donne la pente
de la tangente (tan &) & la courbe au point d’abscisse z*.

YA Ply) =0y =1()

¥

FIGURE 4.1 - Pente de la tangente & la courbe y = f(z) au point d’abscisse z™ ([1], p-43).

Enfin, il se place dans un contexte économique et y explique que Popposé de I'expression
de g/ définit le taux marginal de substitution .
La dérivée seconde "
J. Bair met en évidence que la dérivée seconde permet de déterminer la concavité de la
. . 5 s 4 PR TIA o
fonction y et que son expression peut étre calculée en tenant compte de I'égalité ' = — 57
et du théoréme de Schwarz Fy, = Fy..

8. En ¢conomie, le taux marginal de substitution (TMS) désigne la pente d'une courbe d’indifférence. Il indique
quelle quantité d'un bien un consommateur est disposé A sacrifier en échange d'une unité supplémentaire d’'un
autre bien (Stiglitz dans [15]).

Le TMS correspond au rapport _%ﬁ oil dy correspond 4 la variation de quantité consommée d'un bien Y nécessaire
pour maintenir l'utilité d’un consommateur constante alors que la quantité consommée d’un bien X varie de —0x.
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(Bair J., 1995, p.44)

De tous les manuels analysés, celui de J. Bair est le seul qui aborde le calcul de la dérivée seconde
de la fonction g, c’est pourquoi nous avons jugé pertinent de reprendre le raisonnement ci-dessus
qui permet de I’obtenir.

Le dernier point de la section consiste & illustrer lemploi des théorémes d’existence et de déri-
vation des fonctions implicites dans le cas d’une expression donnée. La relation traitée (I’auteur
détermine ses dérivées premiére et seconde a la page 44 de son ouvrage) est la suivante :

F(w,y)5y3+wy+1:0.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Cing pages du manuel sont consacrées aux fonctions implicites.

Introduction, Motivation

J. Bair motive le concept de fonction implicite au travers de situations économiques connues
des étudiants. Procéder de la sorte peut se révéler judicieux pour capter leur attention, leur
faire prendre conscience de I'importance des fonctions implicites dans leur domaine d’étude
et les intéresser & cette maticre.

L’auteur pose ensuite les contraintes lices aux fonctions implicites en se basant sur deux
relations :

~ F(z,y) = ® qui ne garantit pas l'ezistence d’'une fonction bien définie ;

- F(z,y) = 2% +y* — 1 qui donne lieu, au niveau global, & plusieurs fonctions.
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qui vont introduire le théoréme garantissant Vexistence et 'unicité d’une fonction y = f(w)
définie implicitement par F(z,y) = 0.

Enoncé(s)

Un premier énoncé, le théoréme d’ezistence implicite, assure 'existence et I'unicité d’une

fonction y = f(z) définie implicitement par F(z,y) = 0. Un second, le théoreme de

dérivation implicite fournit les expressions des dérivées premiére y' = —3F et seconde”
u

Y = (%_éf;sde la fonction y = f(z).
Démonstration

Les résultats présentés ne sont pas démontrés dans le manuel mais I'auteur explique com-
ment obtenir les dérivées premiére et seconde de y = f (z). L’obtention de y" fait appel &
la formule de la différentielle totale de F et celle de 3/ nécessite 'emploi de I'expression de
y ainsi que de égalite Fyy = Fy; découlant du théoréme de Schwarz.

Interprétation

Une partie non négligeable de la section est consacrée a l'interprétation des dérivées pre-
miére et seconde. L’auteur développe le fait que la dérivée premiére correpspond & la pente
de la courbe y = f(z) en un point x* de celle-ci. 11 lui donne également sens dans le
contexte économique (théorie du consommateur) en précisant que son opposé représente le
taux marginal. La dérivée seconde est quant & elle uniquement associée & la concavité de
la courbe y = f(z).

Généralisation
Le théoréme d’existence implicite est généralisé au cas de m fonctions y1, ..., Ym dépendant
chacune de n variables indépendantes 1, ...z, définies implicitement par m relations du
type Fj(z1,...,%n,Y1,---,Ym) = 0 pour § = 1,...,m. La formule de dérivation implicite
(expression de la dérivee premiére) est également généralisée a ce cas de figure en passant
tout d’abord par 'intermédiaire d’une fonction implicite  de n variables indépendantes
T1,..., %, définie par Péquation F(z1,...,%n, y) =0.

Visée
Cette section est, selon nous, essentiellement construite dans une optique explicative. Des
outils analytiques et graphiques y sont mis en place pour faciliter la compréhension du
théoreme des fonctions implicites et des principales notions qui y on trait. Le but poursuivi
par I'auteur n’est pas de démontrer les théorémes présentés mais d’expliquer leur utilité
aux étudiants. Nous avons également pu nous apercevoir qu’une certaine importance est
accordée a linterprétation des notions introduites et au sens qu’on peut leur donner.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

La partie introductive de la section a essentiellement été réalisée dans le registre du langage
naturel. Les exemples y sont développés dans le cadre analytique. Le corps de la section

9. Rappelons que le manuel de J. Bair est le seul & fournir expression de y”.
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est lui-méme réalisé dans le cadre analytique mais 'auteur n’hésite pas a faire appel au
registre graphique pour que les gtudiants comprennent et visualisent les interprétations
qu’il établit (cas de la dérivée premiére).

Manuel de P. Roger (2006)

Les fonctions implicites et le théoréme qui leur est sous-jacent sont abordés dans le huitiéme
chapitre, intitulé Fonctions de plusieurs variables, de cet ouvrage qui en compte onze. On vy
présente des outils nécessaires & 'optimisation (avec et sans contrainte) de fonctions de plusieurs
variables, abordée plus loin dans le manuel. On y introduit les notions de distance et espace
métrique sur des espaces de dimension finie IR?, de continuité et differentiabilité, le théoréme
des accroissements finis et la formule de Taylor pour des fonctions de plusieurs variables. La
derniére section du chapitre nous intéresse particuliérement dans ce travail puisque deux pages
sont consacrées aux fonctions implicites. Leur contenu est disponible dans I'annexe A.2 de ce
mémoire. Les fonctions homogeénes ainsi qu’une série d’exercices (ne traitant pas des fonctions
implicites) cloturent le chapitre.

Description du manuel

Dans cette section, le but de l'auteur est de fournir auz étudiants un outil permettant de
mesurer la sensibilité d’une variable par rapport G une autre. D’emblée, ceux-ci sont placés dans
le contexte économique qui les intéresse puisque 'auteur commence la section par une définition
descriptive de la notion de fonction implicite :

Il nlest pas rare que plusieurs variables économiques soient lides par une relation fonc-
tionnelle mais qu’il soit impossible d’exprimer ( explicitement) une variable en fonction des
autres.

(Roger P., 2006, p.287)

ot Dillustre au travers de situations économiques concrétes, connues des étudiants comme :

~ le taux actuariel » d’une obligation est lié & son prix p et aux flux Fi,...,Fr quelle
engendre sous forme de coupons et de prix de remboursement.
Dans cette situation, il est impossible d’exprimer r en fonction de ’ensemble de variables

(o Faps oo Pl

_ la satisfaction d’un individu liée & la consommation d’un panier de biens (z1,... ,Tp) est
mesurée par une fonction d’utilité & valeurs réelles U ( Tty s 5p):
Pour un niveau d’utilité u fixé, Végalité U(z1,...,zp) = u induit une relation entre z1 et

les p — 1 autres variables qui n’est pas toujours exprimable de maniére explicite.

Dans les explications qu'il donne, Vauteur distingue les relations émanant de fonctions de deux
variables de celles qui en font intervenir p.

Crest donc dans cet ordre d’idées que la notion de fonction implicite™® F de deux variables

10. A ce passage du manuel (Roger P., 2006, p.287), on peut remarquer que l'auteur précise & nouveau le
qualificatif implicite en se basant cette fois sur les éléments intervenant dans la définition de fonction implicite : le
caractére implicite de la relation entre x el y = g(x) apparait lorsqu’il n'est pas possible d’exprimer (emplicitement)
g.

42



sur un ouvert D de IR? est définie rigoureusement et que 'énoncé du théoréme permettant d’ob-
tenir la formule de dérivation implicite est donné. En ne s’intéressant qu’a cette formule, on peut
supposer que l'existence méme des fonctions implicites est directement admise.

Afin dillustrer le résultat énoncé et de donner tout leur sens aux propos qu'il a tenus, I'au-
teur explique que le théoréme des fonctions implicites est utilisé dans des modéles économiques
pour faire de la statique comparative 11 Aprés quoi, il Papplique & Pexemple du taux interne de
rentabilitée (TIR) 2, cité antérieurement.

Le second cas de figure envisagé correspond aux fonctions implicites de p variables réelles. Seules
les généralisations de la définition et de I’énoncé donnés auparavant sont exprimées.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Deux pages du manuel sont consacrées aux fonctions implicites.

Introduction/ Motivation

L’auteur introduit les fonctions implicites au travers de problémes économiques connus des
étudiants :

— le taux actuariel d’une obligation;
— la fonction d’utilité du consommateur.
Enoncé(s)
Le théoréme des fonctions implicitgs présenté dans ce manuel fournit uniquement la formule
de dérivation implicite g'(z) = h_gj; .
Démonstration v
Aucune démonstration du résultat n’est fournie.
Interprétation

Aucune interprétation mathématique n’est donnée a la formule de dérivation implicite. Son
expression analytique est fournie aux étudiants mais on ne leur donne pas la possibilité
de visualiser (par le biais d’une représentation graphique ou d’une explication en francais)
la pente de la tangente en un point dune courbe a laquelle cette dérivée correspond.
Cependant, prés de la moitié de la section est consacrée & I'illustration d’une application
économique (le taux interne de rentabilité (TIR)) dans laquelle le concept de fonction
implicite intervient.
Généralisation

Le manuel généralise 'énoncé du théoréme des fonctions implicites au cas des fonctions de
p variables.

11. La statique comparative consiste & maintenir une fonction de deux variables (colt, production, utilité, valeur
actuelle nette,...) & un niveau donné et & analyser I'impact de la variation d’une variable sur le niveau de ’autre.
12. 1l est possible de retrouver le détail de cet exemple & la page 288 du manuel que nous décrivons.
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Visée

P. Roger ne cherche pas & démontrer le théoréme. Son intention est plutot d’expliquer
Putilité du résultat en économie et de fournir a ses étudiants un outil permettant de mesurer
la sensibilité d’une variable par rapport & la variation d’une auire (Roger P., 2006, p.287).
Prés de la moitié de la section illustre ainsi le role du théoréme des fonctions implicites et
la statique comparative qu’il met en ceuvre dans les modéles économiques.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

P. Roger privilégie le cadre analytique dans cette section. La résolution de 'exemple du
TIR est elle aussi réalisée dans ce cadre. Par contre, 'auteur n’hésite pas a employer le
registre du langage naturel dans certaines de ses explications.

Manuel de S. Thiry (2006)

Dans le syllabus de S. Thiry, I'étude des fonctions de plusieurs variables est scindée en deux
chapitres. Le premier, intitulé Fonctions de plusieurs variables : limite et continuité, aborde
surtout les généralités qui leur sont spécifiques par le biais des fonctions de deux variables. C’est
ainsi qu'on y présente la définition de fonctions de plusieurs variables, les modes de représentation
(graphe et courbe de niveau) ainsi que les notions de limite et continuité qui leur sont propres.
Cette introduction s’achéve par une série d’exercices corrigés portant sur les notions nouvellement
introduites. Le second chapitre sur les fonctions de plusieurs variables est axé sur la dérivation de
celles-ci. 11 va donc particuliérement nous intéresser dans le cadre de ce meémoire car on y aborde
la dérivation implicite. En effet, une section de six pages découpce en trois niveaux intitulés :

— pente d’une courbe de niveau et dérivée d’une fonction d’une variable définie impliciternent ;
_ dérivee d’une fonction de deux variables définie implicitement ;
]
— dérivée d’une fonction de n variables définie implicitement
]

est consacrée 4 I'étude de ce procédé. Les conditions nécessaires & l'existence des fonctions impli-
cites n’apparaissent qu’en guise de remarque ou en conclusion d’exemples illustratifs. L’extrait
consulté se trouve dans 'annexe A.3.

Description du manuel
La section débute par une présentation en francais du concept de fonction implicite :

Certaines fonctions ne sont pas décrites explicitement mais sont définies comme solution
d’une équation de plusieurs variables.
(Thiry S., 2006, p.120)

Pour parvenir & la mise en place de la méthode de dérivation spécifique aux fonctions implicites,
I’auteur procéde en trois étapes correspondant aux trois sous-sections citées précédemment. La
premiére aborde donc le cas le plus souvent traité des fonctions d’une variable définies implici-
tement.

Pour obtenir la dérivée d’une fonction d’une variable définie implicitement, I'auteur se place
dans le cadre de analyse et y associe I'expression de la dérivée de la fonction traitée a la pente
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d'une de ses courbes de niveau. Les explications données sont enrichies d’une représentation gra-
phique de la situation décrite. Concretement, la notion de courbe de niveau® est tout d’abord
rappelée aux étudiants. Ensuite, I'auteur considére une fonction de deux variables F'(z,y) et
l’équation F(z,y) = c (oil ¢ est une constante) qui correspond a une courbe de niveau de la
fonction F. En se basant sur la définition de fonction implicite donnée en début de section et sur
celle de courbe de niveau, S. Thiry suppose que I’équation F(z,y) = c définit implicitement une
fonction d’une variable y = f(z) sur un intervalle I de IR. Dans le méme temps, une nouvelle
formulation analytique de la courbe de niveau F(z,y) = c est donnée. Celle-ci est obtenue en
remplacant y par la fonction implicite f(z) & laquelle on I'identifie :

Voel : F(z, f(z))=c (Thiry S., 2006, p. 120)

En s’appuyant sur la représentation graphique suivante, auteur permet aux étudiants de visua-
liser les premiers liens mis en place :

st

Fio gt on g (i)

i
g

i z

FIGURE 4.2 — Pente de la tangente & la courbe y = f(z) au point d’abscisse P ([25], p.121).

A partir de cette figure, le probléme de la dérivabilité de la fonction f est ensuite introduit :

Si la courbe de niveau est telle que celle de la figure 3.11 1 le probléeme revient donc
déterminer la pente de la courbe en chaque point P de coordonnées (z, f(2), c’est-a-dire
le coefficient angulaire de la tangente a la courbe en ce point.

(Thiry S., 2006, p.121)

Confronter le cadre de analyse et la représentation graphique du probleme permet donc d’établir
le lien entre la dérivée de la fonction implicite y = f(z) et la pente de la courbe de niveau
F(z,y) = ¢ en un point (z,y). Une fois cette association obtenue, Pexpression de la dérivée f(z)
est déterminée. Pour cela, auteur recommande 'emploi de la régle appelée "Regle de la chaine :
fonction de 2 variables - une variable de base" et de calculer la dérivée totale 'S (par rapport a
z) de chacun des deux membres de l'équation F'(z,y) = c. Cette démarche permet d’aboutir au

résultat suivant
_ Fy(z, f(z))
Fi(z, f(z))

13. Cette notion est étudiée dans le paragraphe 2.2.2 du syllabus décrit.

14. Cette figure correspond 4 la figure (4.2.1).

15. Ces deux méthodes de dérivation font objet d'une section antérieure du chapitre sur la dérivation des
fonctions de plusieurs variables.

/(@) = i Fyfa, [a)) £ 0
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qui fait Pobjet de la proposition Pente en un point d’une courbe de niveau et dérivée d'une fonc-
tion d’une variable définie implicitement a la page 121 de ce manuel.

Deux exemples illustrant la formule de dérivation implicite suivent cette phase théorique et
permettent d’introduire deux remarques relatives aux fonctions implicites. Dans le méme temps,
une méthode de résolution est proposée pour les exercices ot interviennent ces notions.

Exemple 1

Considérons la courbe d’équation ® + z2y — 2y* — 10y = 0.
Nous allons déterminer la pente et l'équation de la tangente au point (z,y) = (2,1).
(Thiry S., 2006,p.121)

En illustrant graphiquement la solution de ce premier exemple, I'auteur met en évidence
le fait que, pour une méme équation F'(z,y) = ¢, on peut définir plus d’une fonction f(z).

¥

_— Y s B W

__5_,4;3_7@1 SR S
-2
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FIGURE 4.3 — Graphe de la courbe z* + z2y — 22 — 10y = 0 ([25],p.122).

Cela souligne la non unicité des fonctions implicites & I’échelle globale.

Exemple 2

Il

Supposons que léquation ™' 9p — dy = ¢ définisse une fonction dérivable y fz).
Nous allons déterminer une valeur ¢ telle que f(0) = 1 et ensuite déterminer y'(0) = F4D)-
(Thiry S., 2006, p.123)

Ce second exercice montre quant & lui qu’une équation F(z,y) = c ne permet pas toujours
d’obtenir une expression analytique de la fonction y = f(z) mais que, malgré cela, il reste
possible d’en déterminer la dérivée.

La deuxiéme étape du travail réalisé par S. Thiry consiste en une généralisation au cas de la
dérivation des fonctions de deux variables définies implicitement.

On commence ainsi par considérer une fonction de trois variables F'(z,y,z) ainsi que l'équa-
tion F(z,y,%z) = c oll ¢ est une constante dont on donne une interprétation géométrique en
termes de surface de IR®. Ensuite, en supposant que I’équation F(z,y,2) = ¢ permet de définir
implicitement une fonction de deux variables z = f(z,y) sur un domaine de IR2, on obtient une
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nouvelle formulation de ' sur ce domaine

F(m,y,f(:i:,y)) = C.

Comme dans le premier cas, si la fonction I est différentiable, on montre quon peut utiliser la
régle de dérivation en chaine pour calculer les dérivées partielles de z par rapport a x et y, pour
autant que F!(z,v, f(z,y)) # 0. C'est ainsi qu’on obtient les résultats

oz _ _ E(y f(2y)
oz faol@,w) = (e Flay))
dz _ QF{,(:ﬂ,'y,f(sc,y)}
ay = VY = "By, @)

qui font l'objet de la proposition Dérivées partielles d’une fonction de deux variables définie im-
plicitement (Thiry S., 2006, p. 124). Cette généralisation est également illustrée par un exercice
résolu.

La section se termine en introduisant la dérivation des fonctions de n variables définies implicite-
ment. Cette derniére étape théorique se résume a énoncé de la propriété fournissant 'expression
des dérivées partielles de telles fonctions.

La série d’exercices relative a la section que nous venons de décrire est articulée autour de
cing énoncés mettant en évidence la manipulation des fonctions implicites et le calcul de leurs
dérivées. On y demande aux étudiants de :

_ déterminer les dérivées partielles et/ou la dérivée totale de fonctions d'une ou de deux
variables et définies implicitement ;

_ montrer qu'un point de coordonnées (z,y) se situe sur une courbe de niveau F'(z,y) = ¢
d’une fonction F(z,y) d’expression analytique connue;

— déterminer I'équation de la tangente & une courbe de niveau en un point de coordonnées
(z,y)-

Les énoncés de cette séquence d’exercices sont également repris dans Iannexe A.3.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Dans ce manuel, une section de six pages traite les fonctions implicites.

Introduction,/ Motivation

Contrairement aux deux manuels précédents, celui de S. Thiry définit d’emblée la notion de
fonction implicite sans passer par une phase introductive qui pourrait mettre en évidence
des situations (en économie ou en mathématiques) ol leur usage est requis. L’approche du
concept est tout d’abord assez informelle, établie dans le registre du langage naturel. Aprés
quoi, une formulation mathématique plus rigoureuse en est donnée.
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Enoncé(s)

Le manuel envisage uniquement ’énoncé permettant d’obtenir la formule de dérivation
implicite.

Démonstration

Méme si aucune démonstration n’en est fournie, auteur explique comment obtenir la
formule de dérivation implicite. Pour y parvenir, elle commence par travailler dans le cadre
analyticque et se référer & la représentation graphique d’une fonction implicite. Ensuite, elle
effectue un changement de cadres. Elle se place dans le cadre graphique dans lequel elle
¢ associe la dérivée ' de la fonction implicite 4 la pente de la tangente a la courbe y = f(z)
en un point donné P. Dériver la fonction y = f(x) revient donc & déterminer la pente de
la tangente & la courbe au point P. Aprés quoi, S. Thiry revient dans le cadre analytique
initial et y détermine 1'expression de la dérivée 3/ en employant la régle de la chaine (vue
antérieurement dans le chapitre). L’énoncé du théoréme suit cette explication.

Interprétation
La dérivee d'une fonction d’une variable définie implicitement est associée & la pente en un
point d'une courbe de niveau.

Généralisation

En traitant tour a tour les fonctions & 1, 2 puis n variables définies implicitement, I’approche
de la dérivation implicite présentée dans cet ouvrage se veut évolutive car le raisonnement
établi pour exprimer la formule de dérivation implicite des fonctions du type y = f(x) sert
de base aux généralisations & effectuer dans les deux autres situations.

Visée

Tout au long de cette section, auteur évolue uniquement dans un contexte mathématique.
Le discours tenu par cette derniére est principalement explicatif.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

La stratégie favorisée par lauteur consiste & confronter le cadre de lanalyse au registre
des représentations graphiques. Cela permet aux étudiants de mieux percevoir les idées et
associations développées.

4.2.2 En sciences mathématiques et physiques
Manuel de J. Mawhin (1992)

Le syllabus qui nous préoccupe a présent a été rédigé pour les étudiants de candidatures
en sciences mathématiques et physiques de I'UCL. Le cinquiéme chapitre de ce manuel nous
intéresse dans le cadre de nos recherches car il traite les fonctions implicites. Composé de onze
sections, des sujets comme les limites infinies et les points d’accumulation, le critére de Cauchy, les
itérées d'une application ou le théoréme des fonctions contractantes y sont tout d’abord abordés.
L’existence et la régularité des fonctions implicites font respectivement lobjet des quatriéme et
cinquiéme sections du chapitre. Les fonctions réciproques, le théoréeme de Iapplication intérieure
ainsi que les extrémants liés en constituent les derniers points théoriques. L’analyse qui suit
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dépeint les onze pages du syllabus dédiées & l'existence et la régularité des fonctions implicites.
L’extrait que nous avons consulté se trouve dans l'annexe A .4 de ce travail.

Description du manuel

Le manuel de J. Mawhin scinde I’étude des fonctions implicites en deux sections distinctes.
La premiére envisage le théoréme assurant leur existence; la seconde, celui permettant d’obte-
nir la formule de dérivation implicite. Nous allons organiser notre travail en procédant comme
J. Mawhin et commencer par décrire la section Fonctions implicites : evistence qui constitue les
sept premiéres pages de Iextrait qui nous intéresse.

Dans cette section, I'auteur commence par motiver 'objet de la théorie des fonctions implicites
en expliquant qu’elle a pour but de

déterminer des conditions sur une fonction F de IR™ x IRP dans IR? pour que son graphe
¢ = {(z,y) € domF : F(z,y) =0}

constitue une fonction de IR" dans IRP (probleme global).
(Mawhin J., 1992, p.176)

J. Mawhin met ensuite Uaccent sur le fait que ce probléme global est trés difficile & aborder.
L’alternative qu'il propose alors & ses étudiants est de déterminer les conditions pour que la
restriction du graphe @ au voisinage d’un de ses points devienne une fonction de IR™ dans IR”.

Trois exemples, ayant pour objectif de donner sens a ce probléme local des fonctions implicites
et de permettre aux étudiants de comprendre intuitivement les conditions & mettre en place pour
le résoudre, sont alors introduits. L’auteur les travaille dans le cadre de I’analyse en manipulant
les représentations analytiques des objets qui y sont traités.

Exemple 1

Le premier exemple traite une application affine F(z,y) = az + by + ¢ de IR x IR dans
R. L’auteur montre de maniére analytique que le graphe ® de cette application est une
fonction de IR dans TR si & chacun de ses éléments x € IR correspond au plus un élement
y € IR tel que az + by + ¢ = 0 ou encore, si I'équation linéaire en y, by = —ax — ¢ admet
au plus une solution. L’auteur formule ensuite cette condition de la maniére suivante :

[...] Ce sera le cas si et seulement si la valeur de la dérivée partielle de F(z,y) par

rapport a y '8 est différente de zéro.
(Mawhin J., 1992, p.177)

Exemple 2

Le deuxiéme exemple étudie application non linéaire F(z,y) = z? + y? — 1 deéfinie de
R x IR dans IR. L’auteur met tout d’abord en évidence le fait que le graphe ® de cette
application n’est pas un graphe fonctionnel sur son domaine de définition. Tl explique
ensuite analytiquement comment faire pour que, sur un certain intervalle, ce graphe soit
celui d’une fonction (voir Mawhin J., 1992, p.177) et finit en concluant :

16. La dérivée partielle de F'(z,y) par rapport & y est notée Da F(z,y) dans le manuel.
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[...] Notons que, pour chaque (z,y) € IR X IR, Dy F(x,y) = 2y et deés lors que la res-
triction de ® est une fonction sur un voisinage convenable des points (z,y) tels que
Dy F(z,y) # 0 et nlest une fonction sur aucun voisinage des points (z,y) tels que
Dy F(z,y) = 0.

(Mawhin J., 1992, p.177)

Afin d’éviter toute confusion chez les étudiants qui pourraient penser que la condition
Do F(x,y) # 0 est nécessaire et suffisante pour que la restriction de ® & un voisinage d’un
de ses points (z,%) soit une fonction de IR dans IR, 'auteur développe un troisiéme et
dernier exemple.

Exemple 3

En développant Papplication F'(z,y) = y3 —z, Pauteur montre qu’au point (0,0), la condi-
tion Dy F(z,y) # 0 n’est pas nécessaire. En effet, le graphe de F' est celui de 'application
£(a) = a3,

Ces quelques situations ont servi a contextualiser le probléme des fonctions implicites. L'étape
suivante consiste & démontrer le théoréme des fonctions implicites qui est dépeint ici comme un
résultat grace auquel la condition D F(z,y) # 0 suffit (sous certaines conditions) a ce que la
restriction de ® au voisinage d’un point (z,y) de ® soit une fonction.

La majorité des professeurs cités dans ce chapitre axent I'essentiel de leur cours sur les fonc-
tions implicites autour des applications I définies de IR? dans IR avant de passer & toute autre
généralisation. J. Mawhin, lui, entreprend directement de démontrer une version du théoréme
d’existence des fonctions implicites traitant les applications F' définies de IR™ x IR dans IR avant
de généraliser son raisonnement aux applications F' définies de IR™ x IRP dans IRP.

Dans le cadre de notre étude, et parce que son travail a suscité notre intérét, nous allons décrire
les principales étapes de la démonstration du théoréme d’existence implicite de J. Mawhin dans le
cas d’une application F' définie de IR™ x IR dans IR afin d’y repérer les caractéristiques didactiques
qui constituent le fil conducteur de ce chapitre. Le second théoréme bien qu’intéressant lui aussi,
ne sera pas repris dans notre analyse car la construction de sa démonstration est trés semblable
a celle qui nous préoccupe & présent. Son énoncé et sa démonstration peuvent néanmoins étre
consultés dans I'annexe A.4 (pp.181-183 du syllabus analysé).

L’énoncé du théoréme que nous avons choisi d’analyser s’exprime en les termes suivants
Théoréme
Soit F, une fonction de IR" x IR dans IR,
® = {(z,y) € domF : F(z,y) = 0},
(zo,90) € domF, vo >0, Ro > 0 tels que
Ba(zo,m0) % Jyo — Ro,yo + Ro[ C dom F

et tels que les conditions suivantes soient satisfaites.



1. F(zo,y0) =0 (c’est-a dire (wo,70) € ®);
2. la fonction F(.,yo) : ©+ F(z,yo) est continue en Zo ;

3. pour chaque x € Ba(zo,70) et chaque y € Jyo — Ro, %o + Rol, D2 F(z,y) eziste et la
fonction Do F : (z,y) — Da F(z,y) de R" X IR dans IR correspondante est continue
en (33(],?}0) ;

4. Dy F(zo,v0) # 0.

Alors il eviste r € ]0,70[ et R € )0, Ro tels que la restriction f du graphe ® & Bo [zg,7] X
[0 — Ry yo + R] est une application de By [wo,7] dans [yo — R,yo + R| continue en Zo.
(Mawhin J., 1992, p.178)

Sa démonstration, organisée en deux étapes, a été élaborée a partir de résultats (théoréme de
Lagrange 17, théoréme de Banach) et de notions (application lipschitzienne, continuité d’une fonc-
tion) de I’analyse mathématique vus dans des sections et/ou chapitres précédents du manuel.

Etape 1

L’objectif de cette premiére ¢tape est de démontrer existence de 7 € |0,ro[ et R € ]0, Rol
tels que, pour chaque z € By [o, o], 'équation F'(z,y) = 0 en inconnue y posseéde une solution
unique dans [yo — B, 9o + R]. Cette solution sera notée f(z).

Pour y parvenir, auteur a construit, pour chaque élément z € By [0, 70], une fonction de
IR dans IR dont les points fixes y correspondent aux solutions de l’équation F'(z,y) = 0 et pour
laquelle le théoréme des applications contractantes (ou théoréeme du point fixe de Banach) est
applicable. Le point fixe (unique) que cette méthode a permis de découvrir, coincide avec la
solution y = f(z) de Péquation F(z,y) = 0. Il s’agit de la fonction implicite unique dont le
théoreme des fonctions implicites assure I'existence. ;

Cette premiére étape est elleméme divisée en différents points. Nous en reprenons les idées es-
sentielles dans les lignes qui suivent. L’enticreté du développement se trouve dans les pages 178
4 180 du manuel (consultables dans I'annexe A.4).

1. Construire, pour chaque (z,y) € Ba [zo,70] X Jyo — Ry, une fonction G(z,y) de R" x IR,
de domaine égal & dom ' définie par

G(z,y) = L~ [F(z,y) — Ly]

grace & la dérivée partielle Dy F'(20,y0) (notée L dans la suite du développement).

2. Appliquer le théoréme de Lagrange & la fonction G(z,.) : y+— G(=z,y) pour & € B2 [zo, T0)-
Cela a permis de déterminer une constante ¢ comprise entre 0 et 1 telle que

G(z,u) — G(z,v) = (u—v)D2G(z,v+ O(u — v))

I

— (u—v)L [DsF (3,0 + 0(u —v)) = Dy Flav, o))

17. Théoréme également connu sous le nom de théoréme de la moyenne.



Les éléments w et v intervenant dans ’expression ci-dessus appartiennent tous deux &
Vintervalle |yo — Ro, %o + Rol-

3. Se servir de ’hypothése 3 18 4y théoréme pour montrer qu’on parvient a I'inégalité

L
| Dy F(z,y) — D2 F(wo,y0)| < 5
sur la restriction du domaine de définition de F' &
By [z0,71] X [yo — R, 90 + R].

Utiliser le @ retourné par le théoréme de Lagrange permet ensuite de montrer que l'appli-
cation G(z,.) est lipschitzienne, de constante % pour chaque = € By [zg,71] sur 'intervalle
restreint [yo — R, 4o + R]. On obtient en effet
L 1
|G(z,u) — G(z,v)| < |u— fulL’lE = i}u — ).

4. Montrer que G(z,.) est une application du fermé [yo — R, yo + 1| dans lui-méme afin de
lui appliquer le théoréme du point fixe de Banach. Pour y parvenir, Pauteur développe
Pinégalite

IG(x,y) —w| < |G(z,v) — Gz, )| + |G (. 30) — vl

g.@ ol + L F(@,w0)]
2 & ‘L—l F(:U, yU)l

a laquelle il applique les hypotheses 1 et 2 du théoréme qui vont lui permettent de déduire
I’existence d'un r € ]0,71] tel que, pour tout & € Bs[zg, 7]

IA A

R
|L—l F(m!y())l < '5
Dés lors, pour chaque x € Ba[zo, 7] et chaque y € lyo — R,y0 + R),
|Gz, y) —yol < B

Autrement dit, G(z,.) est une application du fermé [yo — R, 9o + R] dans lui-méme.

5. Appliquer le théoréme de Banach a G(z,.) entraine finalement, pour chaque élément x €
By |mo, 7], existence d’un point fixe unique y € (o — R,y0 + RJ.

L’auteur est ainsi parvenu, grace & ce développement, a prouver I’existence d’un unique
y = f(z) € [yo — R,yo + RJ, tel que I’ [z, f(z)] = 01°.

18. Cette hypothése permet avant tout de montrer I'existence de 1 € 10,70 et de R €0, Rol.
19. En @ = o, le caractére unique de f(z) entraine que f(za) = yo.



Etape 2

La seconde étape de la démonstration consiste a montrer que f est continue en zp. Pour y
parvenir, l'auteur part de 'égalité

|/ (z) — f(@o)| = |G [w, [ (2)] — G [z0, f (o))
et prouve, en se basant notamment sur la deuxiéme hypothése du théoréme et la conclusion de
sa premiére partie, que le second membre tend vers 0 lorsque x tend vers .

La seconde section analysée est intitulée Fonctions implicites : régularité. Elle recouvre quatre
pages du syllabus et a pour objectif de montrer qu ‘en posant des conditions de continuité ou de
dérivabilité plus fortes sur F, il est possible d’obtenir des conditions de continuité ou de dérivabi-
lité plus fortes sur f (Mawhin J., 1992, p.183). Trois propositions y sont énoncees et démontrées.
La premiére assure la continuité de la fonction f (dont Vexistence a été prouvée dans le théoréme
que nous venons de décrire) en chaque point de By [wo,]. La méthode utilisee pour prouver ce
résultat est similaire a celle employée pour démontrer la seconde partie du théoréme des fonc-
tions implicites (voir la seconde étape de la description précéedente). Nous n’allons donc pas
nous attarder davantage sur celle-ci. Les deuxieéme et troisiéme propositions se placent dans le
contexte précis des applications F' définies de IR" x IR? dans IRP et étudient la dérivabilité de
application f résultant de la généralisation du théoréme des fonctions implicites. Comme cette
généralisation du théoréme n’a pas été analysée, nous n’aborderons pas la démonstration de ces
deux propositions. Signalons néanmoins que chacune se cloture par une remarque fournissant
le raisonnement suivi pour déterminer la formule de dérivation de la fonction f lorsque 'appli-
cation de départ I' est définie de IR? dans IR. Enfin, en consultant les démonstrations de ces
propositions (annexe A.4, pp. 183-186 du manuel), on s’apercoit que, comme les autres résultats
de l'ouvrage de J. Mawhin, celles-ci ont été réalisées dans le cadre de I'analyse et envisagent les
objets mathématiques qui y interviennent au travers du registre analytique.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Onze pages, réparties sur deux sections consécutives, traitent le sujet des fonctions impli-
cites.

Introduction/ Motivation

Dans la premiére section considérée, Iauteur explique l'utilité de la théorie des fonctions
implicites et le point de vue qu'il a adopté pour Pétudier. Afin de contextualiser les différents
résultats qui seront démontrés et de permettre aux étudiants de comprendre 'optique dans
laquelle il s’est placé, il introduit et résout trois situations mathématiques :

— une application linéaire de la forme F' = az + by+c;
— DPéquation du cercle unitaire;
— Vapplication F(z,y) = y* — .

Celles-ci lui permettent d’associer le théoréme des fonctions implicites & un résultat grace
auquel la condition portant sur la valeur non nulle de la dérivée partielle par rapport a y



des applications F' considérées suffise & ce que la restriction de leur graphe soit celui d’une
fonction.

La seconde section travaillée envisage la continuité et la dérivabilité de la fonction implicite
f. Aucun exemple mathématique ne l'introduit. L’auteur explique directement ’objectif
qu'il souhaite y atteindre.

Enoncé(s)

Le théoréme assurant I'existence et I'unicité de la fonction implicite f lorsque F est une
application définie de IR™ x IR dans IR ainsi que sa généralisation au cas olt F' est définie
de IR™ x IR? dans IR? sont abordés dans la section Fonctions implicites : eristence.

Trois propositions font Pobjet de la section Fonctions implicites ; régularité. La premiére
assure la continuité de la fonction implicite f, partout sur son domaine de définition, lorsque
F est une application définie de IR™ X IR dans IR. Les deux autres propositions abordent la
dérivabilité de la fonction f; I'une en un point zo de son domaine de définition, ’autre en
tout point de celui-ci. Ces deux propositions considérent le cas général d’une application
F definie de IR™ x IR? dans IR”.

Démonstration

Méme si, dans le cadre de notre travail, nous n’avons analysé que la preuve du théoréme
dexistence et d'unicité des fonctions implicites pour une application F* définie de R" x R
dans IR, chacun des résultats évoqués dans le point précédent est démontre par J. Mawhin.
La démonstration sur laquelle nous nous sommes penchés a été élaborée en deux étapes :

- la premiére consiste & démontrer que I'équation F(z,y) = 0 en I'inconnue y, posséde une
seule solution y = f(z) dans un fermé du type [yo — R, 90 + R];

_ 1a seconde consiste & vérifier la continuité de la fonction f en un point xo.

Pour démontrer ce résultat, Pauteur utilise des résultats de I’analyse mathématique comme
le théoréme de Banach et le théoréme de Lagrange. Il emploie également les notions d’ap-
plication lipschitzienne, de continuité et de dérivabilité d’une fonction en un point,. ..

Interprétation

Aucune interprétation graphique ou géométrique n’est envisagée dans le cours de J. Maw-
hin.

Généralisation

Les applications F' définies de IR™ x IR dans IR sont considérées comme le cas de base
de l'stude réalisée dans ce syllabus. La généralisation envisagée traite les applications F
définies de IR™ x IRP dans IR?. Les équations du type F(z,y) = 0 définies de IR? dans IR
sont quant & elles pergues comme des cas particuliers des résultats mis en place.

Type de démonstration

Les informations dégagées au travers de notre description nous permettent de dire que
la démonstration du théoréme des fonctions implicites rédigée par J. Mawhin posséde
davantage les caractéristiques d’une preuve que celles d’une argumentation. En effet, celle-
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ci qui est constituée de deux étapes importantes, suit un raisonnement logique et rigoureux.
Les différents points de ces deux étapes résultent de notions (application lipschitzienne,
continuité et dérivabilité d’une fonction en un point,...) et de résultats (théoréme de
Lagrange, théoréme de Banach) de l'analyse mathématique. Leur agencement a permis
4 J. Mawhin d’aboutir & la thése du théoréme. Les propositions que nous n’avons pas
analysées ont été élaborées dans le méme ordre d’idées.

Fonction de la démonstration

Nous pensons que la preuve proposée par J. Mawhin a une visée vérificative. Le raisonne-
ment élaboré par 'auteur pour démontrer la thése est empreint de beaucoup de rigueur,
de formalisme et les développements mathématiques y occupent une place importante.
Quelques explications légitimant le passage d’un point & l'autre de la démonstration sont
apportées mais selon nous, le principal objectif de J. Mawhin est de justifier la validité du
théoréme des fonctions implicites auprés de ses étudiants. L’explication de ce résultat passe
en second lieu. Cette logique transparait tant dans la preuve que nous avons détaillée que
dans celles que nous nous sommes contentés de citer.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

Dans son syllabus, J. Mawhin travaille essentiellement dans le cadre de lanalyse. En effet,
les démonstrations qu’il présente sont construites sur base de résultats et notions connus
de I’analyse. Nous avons également pu constater qu’il privilégie le registre analytique : les
objets mathématiques rencontrés étant décrits au travers de leur expression analytique.
De plus, nulle mention n’est faite a une quelconque interprétation graphique, & une figure
géométrique ou & une expression numérique.

Manuel de J.-P. Schneiders (2007)

Rédigé pour des étudiants de 3*™ bachelier en sciences mathématiques, ce syllabus est consti-
tué de trois chapitres intitulés Systémes d’équations de classe Cy, (k > 1), Systémes différentiels
normaut du premier ordre et Transformation de Laplace.

La description réalisée dans les pages qui suivent porte sur la, premiére section du premier de ces
chapitres. Treize pages y sont consacrées a ce que nous appelons dans ce mémoire le théoréme
des fonctions implicites. En effet, nous avons pu constater que les dénominations employées dif-
forent entre notre travail et le syllabus de J.-P. Schneiders. Dans la section que nous considérons,
’auteur n’évoque jamais le nom de ce théoréme et ne définit pas non plus le terme « fonction
implicite ». Les fonctions qu'il étudie sont seulement présentées comme des équations & deux
inconnues dont il faut assurer I'existence, la continuité, 'unicité et la dérivabilité de la solution,
notée ¢. Les différentes caractéristiques de cette fonction solution font 'objet d’une proposition
vue comme le cas de base de ce que Pauteur nomme plus tard théoréme des fonctions implicites.
Ce dernier résultat consiste donc en une généralisation de la proposition citée ci-dessus au cas
d’un systéme d’équations indépendantes & plusieurs inconnues. Notre analyse se limitera & 1'in-
troduction, la démonstration et 'application de la proposition relative au cas des équations de
deux variables.
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Description du manuel

Les premicéres lignes de Pextrait analysé introduisent ’objectif du chapitre, a savoir : ’étude

de systémes d’équations du type
fl((L'l, e 'En) =10
: (4.1)

Fr(@1ye e 2n) =0

ot fi,..., fm sont des fonctions réelles de classe Cj (k = 1) sur un ouvert £ de IR".
(Schneiders J.-P., 2007, p.1)

Pour atteindre cet objectif, la démarche employée par 'auteur se veut progressive et traite tout
d’abord le cas d’une équation & deux inconnues f(z,y) = 0 avant d’étendre les résultats obtenus
au cas général de systémes d’équations similaires au systeme (4.1). La description de la section
intermédiaire sur la résolution d’équations de deux inconnues nous importe tout particuliérement
dans la rédaction de notre analyse.

Dans ce chapitre, la principale préoccupation de l'auteur est de montrer que la résolution de
toute équation a deux inconnues est envisageable sous réserve de certaines conditions. Pour
sensibiliser les étudiants a la complexité du probléme et leur montrer la diversité des solutions
qu’il est possible d’obtenir, J.-P. Schneiders commence par présenter des exemples traduisant
différentes situations qu'il est possible de rencontrer en travaillant dans deux registres de re-
présentation sémiotique différents. Deux de ces exemples sont illustrés ci-dessous, les autres se
retrouvent dans 'annexe A.5.

Exemple 1

Posons
f(ﬂ:, y) = :82 -y

pour tout (z,y) € IR*. Dans ce cas,
{(w,9) € R : f(z,y) =0} = {(z,2”) : = € R}

peut étre représenté par :
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FIGURE 4.4 — Représentation graphique de la fonction f(z,y) = z? —y [26).

Deux registres différents permettent d’identifier Uensemble des racines (ou ensemble des
zéros) de f(z,y) =2% —y



— le registre analytique le présente au travers de sa définition mathématique;
~ le registre graphique I'associe & la parabole d’équation 22 —y=0.
Exemple 2
Posons
flz,y) =2~y
pour tout (z,y) € IR®. Dans ce cas,

{(:E,'y)EIRZ : f(a:,y):()}= {(yzay) : 'yElR}

peut se représenter par !
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FIGURE 4.5 — Représentation graphique de f(z,y) = 2 — y? [26].

Deux registres différents permettent d’identifier l’ensemble des racines (ou ensemble des
zéros) dex —y? =0

— le registre analytique le présente au travers de sa definition mathématique;
— le registre graphique le visualise au travers des points du graphe de @ — y? = 0.

Ensuite, auteur se replace dans un contexte théorique pour citer les conditions qui permettent
d’envisager I’étude de
{(z,9) €9 : flz,y) =0}

et précise que celle-ci n’est concevable qu’au niveau local.

Sur base des considérations mises en place jusqu’alors, le point suivant démontre une propo-
sition (Proposition 1.2.1. du syllabus de J.-P. Schneiders) assurant Pexistence, la continuité et
l'unicité de la solution locale ¢ d’une équation f(z,y) = 0. Cette méme proposition donne la
formule de dérivation de la fonction .

Avec celle de J. Mawhin, il s’agit de la seule démonstration du théoréme des fonctions implicites
rencontrée dans le cadre de notre recherche. C’est pourquoi, nous avons entrepris de présenter
et analyser ses principales caractéristiques et les outils ayant contribué & sa construction. Pour
mener & bien cette analyse, nous allons scinder sa démonstration, qui couvre les pages 7 & 10 du
syllabus décrit, en trois parties :
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— Texistence et I'unicité de la fonction ¢;
— la continuité de la fonction
— la dérivabilité de la fonction ¢

et nous baser sur la caractérisation établie dans le chapitre 2 de ce travail afin de définir le type
de démonstration dont il s’agit, de déterminer sa fonctionnalité et d’identifier le(s) cadre(s) dans
le(s)quel(s) elle a été établie ainsi que les registres qu’elle fait intervenir.

Partie 1 : existence et unicité de la fonction ¢

[...] Puisque %5 est continu sur 2, il existe g > 0 et g9 > 0 pour lesquels
[0 — 0, @0 + 0] X [yo — €0, 0 + €0l

est une partie de Q sur laguelle % > 0. Il en résulte que f(z,vy) est strictement croissante
en y pour tout x € [ — Mo, o + 1o]. Comme f(zo,y0) =0, on en tire que

f(zo,y0 —€0) <0 et f(zo,y0 + o) > 0.

En utilisant la continuité de f(zo,y0 — €0) et f(zo,y0 + €0) en x, on voil que, quitte a
diminuer 19, on peut SUpposer que

f(zo,y0 —€0) <0 et J{@o,y0 +€0) >0

pour tout = € |zg — Mo, To + Mol -

En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, on voit que l'équation [(z,y) =0 pos-
séde une et une seule solution y dans|yo — €0, Yo + o[ pour tout T fixé dans Jzo — 10, o + 70l -
Il s’ensuit qu’il eziste une unique fonction

@ |z — 10, %0 + nol — |yo — €0, %0 + eo|
pour laquelle
{(z,3) € |zo — mo, 0 + 70 X Jyo — €0, %0 + €0l : (@, y) = 0}

= {(z, 0(x)) : « € lxo — 10,0 + M0[} -

Remarque : dans la premiére partie de cette démonstration, les idées ont été mises en

place en utilisant certaines hypothéses intervenant dans ’énoncé de la proposition et un
résultat de Panalyse mathématique. Hormis quelques éléments que nous allons mettre en
évidence, la structure des idées développées est formulée de facon claire et précise. Clest
donc en utilisant le fait que la fonction f(z,y) est de classe Cy sur Pouvert 2 de TR?
qu’il a été possible de déterminer un voisinage du point (zo,0) sur £ et d’en déduire la
croissance stricte de f(z,y) en y pour tout élément de [z — no, zo + 70| Ensuite, cette
nouvelle caractéristique de la fonction f(z,y) associée & I'hypothése f(z0,y0) = 0 a permis
d’obtenir le signe de la fonction f autour du point (zo,y0) :

flzo,y0 —m0) <0 et f(zo,yo + 70)
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L’argument [...| quitte & diminuer 1o, on peut supposer que [...] permet quant & lui de
franchir un pas supplémentaire dans le raisonnement en montrant que

f(zo,90 —€0) <0 et f(zo,y0+¢e0) >0

pour tout & € |zg — 7o, To + 1o[. La conclusion de ce premier point de la démonstration est
obtenue & partir du théoréme des valeurs intermédiaires.

Partie 2 : continuité de la fonction @
[...] Pour cela, fizons x1 € |zo — 10, %o + no| et posons y1 = p(a1). Fizons également €1 > 0
tel que
ly1 — 1,3 + €1 C 1yo — €0, y+ol -
En remplacant xo par o1 et €9 par €1 dans le raisonnement précédent, on voit directement
qu’il existe m > 0 tel que
Joy —m, 21 4+ m( C Jzo — n0, %0 + 70l
et pour lequel
e(Jzr —m, e +m)) €y —enm +el.

Remarque : le raisonnement suivi pour assurer la continuité de la fonction ¢ est un
raisonnement déductif et similaire & celui décrit dans la premiére partie de la démonstration.

Partie 3 : dérivabilité de la fonction ¢

[...] Pizons a nouwvean z1 € |xo — 10, To + mo| et posons @ nowveaw y1 = p(x1). Comme f
est de classe C1 sur €0, le théoréme des accroissements finis nous dit que pour tout (z,v)
suffisamment voisin de (z1,11), il existe 0 € ]0,1[ tel que

flz,y) = f(ﬂ?hyl)Jr(iU—ﬂh)g%(wl+9(-’Uﬁ$1),y1+9(y*‘y1))

Pi

0
b - g (@0 — o)+ 0y ).
On en tire que pour = suffisamment voisin de x1, il eviste 0 €]0, 1] tel que

0
0 = (m—ml)a—m

b (ele) - plar)) %f (51 + 8( — 22), ple1) + 0(() — (1))

(w1 + 8(z — 1), (1) + 0(p(@) — (1))

Ainsi,

o@) — (@) Z (@1 + 0@ — 1), 0(21) + 0(p(2) — p(@1)))

D=l & (21 + 0(z — 21), p(w1) + 0(e(x) — (1))

Comme o(x) — @(x1) s © — 1, on en tire que

% (a1, p(21))
! ) - (:}a,
)= ot ota)
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Pour conclure, il suffit alors de tenir compte de la continuité des fonctions

8f of
dr Oy

et du fait que % ne s’annule pas sur |zo — 10, To + Mol X Yo — €0, Yo + o] -

Remarque : dans cette derniére partie, on remarque & nouveau que la conclusion est
obtenue a partir de résultats et proprié¢tés de l'analyse mathématique. En effet, le théo-
réme des accroissements finis autour d’un point (z,y) suffisamment proche de (z1, y1) est
utilisé pour déterminer un développement de la fonction f (z,y) en termes de ses dérivées
partielles et de la fonction . Cette expression permet ensuite d’obtenir le rapport

Tr — I

a partir duquel on peut déduire la dérivée de la fonction ¢. L’obtention de cette der-
niére étape résulte du comportement limite de la fonction @(z) au voisinage du point @
autorisant le passage de (4.2) & la dérivée ¢(z) de la fonction ¢.

La section se termine par une application de cette proposition au cas concret de 'équation de

Kepler
E—esinkE=M

régissant le mouvement de notre planéte.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Les treize premiéres pages du syllabus abordent I'étude des équations a deux inconnues (le
terme fonction d'une variable définie implicitement n’est employ¢ a aucun moment).

Introduction/ Motivation

L’auteur introduit le chapitre en décrivant le principal objectif qui y est poursuivi :

létude de systémes d’équations du type

fl(wl,.. .(En) =

Jm(1, . .. &p) =0
ot f1,..., fm sont des fonctions réelles de classe Uy, (k > 1) sur un ouvert Q de IR".

Il motive ensuite cette ébude au travers d’exemples mathématiques montrant que I’ensemble
des solutions d’une équation du type f(z,y) = 0 peut prendre des formes trés variées méme
si les fonctions traitées sont de classe Coo sur IRZ. L’auteur explique également que, comme
ces fonctions admettent une approximation affine en chaque point de leur domaine de
différentiabilité, leur étude locale est envisageable sous certaines conditions.
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Enonceé(s)

Le principal résultat des pages que nous venons de décrire présente les conditions sous
lesquelles ’étude des équations du type f (z,y) = 0 est envisageable. Ce résultat assure
Pexistence, l'unicité et la continuité de la solution ¢ de telles équations. Il en fournit
également 'expression de la dérivee.

Démonstration

Cette proposition est démontrée.
Interprétation

Aucune interprétation n’est donnée.
Généralisation

Deux généralisations du théoréme sont proposées. Celles-ci n’ont pas été traitées dans la
description du manuel. Elles abordent respectivement Pétude d’une équation de plusieurs
inconnues (dans le manuel, cette proposition est intitulée théoreme des fonctions implicites)
et celle d'un systéme d’équations indépendantes & plusieurs inconnues.

Type de démonstration

La démonstration de la proposition analysée a pour objectif de prouver et valider ses
differentes assertions. Il s’agit d’un raisonnement déductif dans lequel chaque étape fait
référence & des définitions (définition de limite), & des propriétés (continuité de f, conti-
nuité de la fonction ¢,...) ou & d’autres théorémes (théoréme des valeurs intermédiaires,
théoréme des accroissements finis,. .. ).

Fonction de la démonstration

La preuve qui nous intéresse a une visée vérificative. Les idées y ont été agencées de
maniére a aboutir aux conclusions désirées et les arguments présentés, qui ont pour but de
convaincre, assurent la validité de I'énonce.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

Le cadre analytique prévaut dans cette partie du manuel. Les exemples développés dans
Pintroduction du chapitre sont travaillés dans ce cadre et leurs solutions sont présentées
dans les registres de représentation analytique et graphique. La preuve que nous avons
analysée s’appuie quant & elle entiérement sur des notions et des outils de I’analyse réelle.

J.-J. Strodiot (1997)

Le sixiéme chapitre du manuel de J.-J. Strodiot s’attarde en détails sur 'analyse des fonctions
de plusieurs variables. Il y aborde les dérivees partielles des premier et second ordre, puis la
différentiabilité et le principe de dérivation en chaine. Les fonctions homogeénes, le théoreme
de Taylor, les problémes d’extrema d’une fonction de plusieurs variables réelles et les fonctions
convexes sont ensuite introduits. Le théoréme des fonctions implicites couvre quant a lui la
dixiéme section du chapitre qui se cloture par étude des problémes d’optimisation sous contrainte
d’égalité. Les onze pages que nous avons analysées sont reprises dans 'annexe A.6.
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Description du manuel
La section sur laquelle porte notre description est scindée en trois parties :

— cas d’une équation de deux variables réelles;
— cas d’une équation de n + 1 variables réelles ;
— cas des systémes de p équations a 1 +p variables réelles

correspondant aux différentes situations que le théoréeme des fonctions implicites permet de trai-
ter.

La premiére partie de cette dixiéme section donne tout d’abord une bréve description de la
notion de fonction implicite :

Certaines fonctions ne sont pas décrites explicitement mais sont définies comme solution
d'une équation de plusieurs variables.
(Strodiot J.-J., 1997, Ch.6. p.59)

Ensuite, auteur introduit le premier type d’équation que le théoréme des fonctions implicites
permet d’étudier : les équations de deux variables réelles. La définition formelle de la notion de
fonction implicite correspondante est alors fournie.

Considérons l'équation

il y)=0
ou f est une fonction numérique définie sur une partie D de IR%. L’ensemble des points
(z,y) que vérifie celte équation détermine une courbe de IR?, notée C.

I équation f(z,y) = 0 est appelée équation implicite de la courbe C.

On apypelle fonction implicite définie par Uéquation f(z,y) = 0 toute fonction ¢ définie
sur un intervalle I de IR telle que

[z, d(z)) =0, Vzel.

(Strodiot J.-J., 1997, Ch.6. p-60)

Cette définition est suivie de deux exemples d’équations mettant en évidence les contraintes
auxquelles meéne I'emploi des fonctions implicites. Comme nous allons le voir, le choix de ces
exemples n’est pas anodin puisqu’ils jouent le double role d’introduire et illustrer le théoréme
des fonctions implicites.

Exemple 1

L’auteur propose de considérer ’équation du cercle unitaire centré a l'origine
w2 +y?—1=0. (4.3)

Au travers d’une rapide résolution analytique et graphique de cet exemple, il tient & montrer
que ce type d’équation peut définir une infinité de fonctions implicites.
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Exemple 2

Dans cet exemple, 'auteur introduit I'équation
3.,,3 e
2’ +y’ —ay—1=0 (4.4)

pour montrer que toutes les équations, méme si elles admettent au moins une solution, ne
permettent pas de 'expliciter.

Sur base des problémes soulevés, 'auteur entreprend d’introduire le théoréme des fonctions im-
plicites. Celui-ci est présenté sans démonstration aux étudiants. Néanmoins, son but est tres
clairement souligné par J.-J. Strodiot cui rappelle que ce résultat permet de fournir des condi-
tions pour assurer l'existence, l'unicité et la différentiabilité d’une fonction implicite.

Pour illustrer les deux assertions du théoréme, 'auteur s’appuie & nouveau sur les exemples
définis par les équations (4.3) et (4.4). Ces illustrations font 'objet de deux remarques que l'on
peut retrouver aux pages 62, 63 et 64 du chapitre décrit. Celles-ci mettent en évidence :

— le caractére local de la fonction ¢ définie par le théoréme.

Remarque : au travers de son travail, auteur a voulu montrer que la fonction impli-
cite ne permet pas de caractériser I'entiérete de la courbe. Pour illustrer cette situation, il
s'est basé sur Péquation du cercle unitaire (équation (4.3)). Pour la rendre compréhensible
3 ses étudiants et lui donner tout son sens, lauteur travaille dans le cadre de I’analyse et
emploie les registres des représentations analytique et graphique. Les représentations analy-
tiques ont été utilisées pour effectuer les développements permettant de montrer 'existence
de 1a fonction implicite, les représentations graphiques ont quant a elles servi a visualiser
’expression analytique obtenue;

— le fait que le théoréme des fonctions implicites assure I’existence sans pour autant étre
toujours en mesure d’exprimer analytiquement la fonction implicite trouvée.

Remarque : cette situation est illustrée & partir de Péquation
fay) =a*+y> —ay—-1=0

dans le cadre de analyse. En se basant sur le théoréme des fonctions implicites, l'auteur
parvient & prouver P'existence de la fonction solution ¢ et & calculer sa dérivée premiére
¢'. Ensuite, en utilisant des propriétes générales de 'analyse, il montre comment calculer
la dérivée seconde et le développement limité d’ordre deux de la fonction ¢. Il est égale-
ment intéressant de souligner que auteur n’hésite pas & interpréter les différents éléments
calculés dans un registre langagier.

Dans le méme temps, ces illustrations fournissent une méthode de résolution des problémes ot
interviennent ce genre de notions.

Deux autres remarques accompagnent le théoréme étudié. La premiére met en évidence le com-
portement de la fonction ¢ en un point particulier (a,b); Pautre, ce qu'il se passe lorsque la

63



dérivée f1(a,b) est non nulle. L’auteur ne s’attarde que briévement sur ces deux points dans un
registre analytique.

Pour clore cette premiére partie de la section, I'auteur énonce et démontre deux propositions
découlant du théoréme des fonctions implicites.

Proposition 1 : équation de la tangente & une courbe définie implicitement

Soit f : IR? — IR de classe C! sur un owvert D de IR?.
Considérons un point (a,b) de D sur la courbe C d’équation

f(z,y)=0

ot le gradient V f(a,b) ne s’annule pas.
Alors la tangente a la courbe C au point (a,b) a pour équation

Fola,b)(@ — a) + fy(a,b)(y —b) = 0.
(Strodiot J.-J., 1997. Ch.6. p.65)

Remarque : la démonstration proposée par J.-J. Strodiot est réalisée dans le cadre de
Ianalyse et posséde des caractéristiques de la preuve et de Pargumentation explicative.
Nous nous apercevons que d’une part, sa conclusion résulte d’'un développement faisant
appel & différentes hypothéses et aux deux assertions du théoréme des fonctions implicites
ainsi qu’a la définition de la tangente & une courbe C en un point (a,b). D’autre part,
cette démonstration peut étre vue comme le résultat d’une succession d’étapes, a la fois
en relation les unes avec les autres mais aussi avec la conclusion puisqu’elles expliquent la
maniére dont celle-ci est obtenue.

Nous avons donc un raisonnement dans lequel chaque pas constitue une hypothése per-
mettant de construire Péquation de la tangente & une courbe définie implicitement ; ces
hypothéses faisant référence & I'énoncé du théoréme des fonctions implicites.

Proposition 2 : interprétation géométrique du gradient
Soit f: IR* — IR de classe Cl sur un ouvert D de IR?.
Considérons un point (a,b) ol
Vv f(a,b) #0.
Alors le gradient de f au point (a,b) est perpendiculaire @ la courbe de niveau de [ passant
par (a,b)
fzy) = fla,b).
(Strodiot J.-J., 1997. Ch.6. p.66)

Remarque : nous constatons que la démonstration proposée par J.-J. Strodiot tient da-
vantage de I'argumentation explicative car il s’agit d’un raisonnement évolutif dans lequel
chaque étape est en relation avec la conclusion. Nous pouvons également nous apercevoir
que des paralléles peuvent étre réalisés entre les différents arguments menant & ’obtention
de la these. Clest ainsi que 'auteur explique la démarche suivie pour obtenir U'interpréta-
tion géométrique du gradient V f(a,b).
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Le fil conducteur de cette démarche est précis¢ dés le début de la démonstration; son
but étant de déterminer Péquation de la tangente & la courbe g(z,y) = 0 définie par

f(may) —f(a,b):O.

En employant les caractéristiques de la fonction g(z,y) = 0, auteur va pouvoir exprimer
'équation de sa tangente en un point {a, b)

Si(a,b) (@ —a) + fi(a,b)(y —b) = 0.

De cette relation, ressort la propriété d’orthogonalité entre les vecteurs

Vf(a,b) et ((x—ay—0))
qui, une fois transformée, permet de parvenir & la conclusion souhaitée.
Enfin, nous pouvons & nouveau voir qu’une certaine importance est accordée a linter-
prétation de cette proposition car Pauteur 'applique & Uellipse d’équation

22+ =1

v’
4
au point (1/2,+/3) en utilisant les représentations sémiotiques des registres graphique et
analytique, dans le cadre de 'analyse.

Afin de rester dans le contexte de notre cadre expérimental qui exploite essentiellement le théo-
réme des fonctions implicites au cas d’une équation & deux variables réelles, la description des
points deux et trois de la section (qui généralisent le théoréme aux équations de n + 1 variables
et aux systémes d’équations) ne sera réalisée que dans les grandes lignes.

Le deuxiéme point de la section aborde I'étude d’une équation a n + 1 variables réelles. Le
schéma de construction retenu par auteur est similaire a celui utilisé au point précédent. Ny
définit la notion de fonction implicite & n + 1 variables réelles et y généralise I'énonce du théo-
réme des fonctions implicites an cas traité. L'illustration des assertions du résultat repose sur
’équation de la sphére unité centrée a l'origine

w2+y2+z2—1:0

qui est réalisée dans un cadre analytique, sans aucune interprétation graphique. Enfin, on y
énonce et démontre 20 une propriété permettant d’obtenir I’équation du plan tangent & une surface
définie implicitement. I’interprétation géométrique du gradient est également donnée. Admise,
elle est elle aussi illustrée analytiquement par I’étude de la sphére unité au point (-‘?, @, lg—z)

La derniére partie de la section est consacrée au cas plus général des systemes de p équations a
n + p inconnues que 'auteur motive au travers de la situation suivante

20. La démonstration proposée est similaire a celle de la propriété permettant d’obtenir ’équation de la tangente
a une courbe définie implicitement.



Considérons dans IR® la courbe définie comme intersection des deur surfaces

(4.5)

T —siny —cosz =10
ztexpl4+z2—-2=0

(Strodiot J.-J., 1997. Ch 6. p.73)

en montrant A ses étudiants qu’il est possible de décrire localement la courbe que traduit le
systéme (4.5) par des équations du type

{ y = ¢1()
z = ¢a(x)

Pour y parvenir, il commence par définir la notion de fonction implicite liée & ce type de systéme
et geénéraliser le théoréme des fonctions implicites au cas des systémes de p équations & n + p
variables réelles %!,

Plutét que de démontrer le théoréme, Iauteur applique a Pexemple introductif (4.5) et en
propose une démarche de résolution analytique.

Cette seconde généralisation assimile ainsi le théoréme des fonctions implicites & un outil per-
mettant de donner une description locale d’une courbe de IR™ & 'aide de n—1 équations implicites.

Remarquons enfin que les autres propriétés présentees dans les points précédents ne sont pas
mentionnées dans cette derniére partie.

Principales caractéristiques

Nombre de pages

Onze pages du manuel couvrent le théme des fonctions implicites.

Introduction/ Motivation

Le chapitre débute avec la description et la définition du concept de fonction implicite.
Celles-ci sont suivies de deux exemples illustrant les contraintes liées & ce concept :

~ P’équation du cercle unitaire & partir de laquelle on peut définir une infinité de fonctions
implicites ;

_ la relation 2 + y® — @y — 1 = 0 qui montre que toutes les équations, méme si elles
admettent au moins une solution ne permettent pas de 'expliciter analytiquement.

Enoncé(s)

Le théoréme proposé dans le syllabus de J.-J. Strodiot est divisé en deux assertions dis-
tinctes. La premiére assure l’existence et l'unicité de la fonction implicite, notée ¢. La
seconde met en évidence la formule permettant de dériver la fonction ¢.

21. Tl est & noter que cette généralisation ne fournit pas la formule de dérivation implicite associée au cas traité.
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Démonstration

Aucune démonstration du théoréme n’est présentée. Néanmoins, 'auteur applique celui-ci
aux exemples introductifs afin de souligner son caractere local et le fait qu’il s’agit d’un
résultat assurant lexistence de la fonction implicite ¢ sans pour autant toujours étre en
mesure de exprimer analytiquement. Deux autres remarques relatives au comportement
de la fonction implicite en un point donné (a,b) et & 1’« adaptation » du théoréme au cas
ou la dérivée premiére f2(a,b) est nulle, sont aussi mises en évidence.

Par contre, l'auteur énonce et démontre deux propositions découlant du théoréme des
fonctions implicites :

Proposition 1 : équation de la tangente & une courbe définie implicitement ;
Proposition 2 : interprétation geométrique du gradient.

Interprétation
Au travers des deux propositions citées ci-dessus, 'auteur met P’accent sur le fait que :

_ la valeur de la dérivée ¢' correspond a la pente de la tangente & la courbe de la fonction
implicite ;

— le gradient de f en un point (a,b) est un vecteur perpendiculaire & la courbe de niveau
de f passant par (a,b).

Généralisation

Deux généralisations du théoréme des fonctions implicites sont présentées. La premiére
aborde I’étude d’une équation a n + 1 variables réelles et la seconde, celle des systémes de
p équations a n 4 p inconnues.
Visée

Au vu des nombreuses remarques et illustrations faites dans notre description, il semble que
le but poursuivi par Pauteur soit davantage axé sur la manipulation des fonctions implicites
et la compréhension du théoréme des fonctions implicites que sur sa démonstration. Nous
pouvons donc dire que Pextrait analysé poursuit un objectif explicatif. Une certaine im-
portance semble également étre accordée au sens et a Pinterprétation des notions abordées
tout au long de cette section. Le théoreme des fonctions implicites peut dés lors étre percu
comme un élément central autour duquel gravitent ces notions, remarques et illustrations
mais aussi a partir duquel certaines applications, constatations et propriétés ont pu voir le
jour, dans un souci de faire prendre conscience aux étudiants de la portée de ce résultat et
du contexte dans lequel on l'utilise.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

L’extrait consulté a été rédigé dans le cadre analytique. L'auteur y a privilégié deux registres
de représentations sémiotiques :

— le registre analytique dans lequel la majorité des développements ont été réalises;
~ le registre graphique offrant un support visuel aux étudiants.

Nous avons également pu constater que certaines interprétations et conclusions d’exercices
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ont été données A I’aide du seul registre langagier.

4.2.3 En sciences appliquées (ingénieur civil)
E. Delhez (2005)

La premiére partie du cours d’analyse mathématique des étudiants de premiére année de
bachelier en sciences de Uingénieur de ’'ULg est articulée autour de trois thémes :

— les fonctions d’une variable réelle;
— les équations différentielles;
— les fonctions de plusieurs variables réelles

constituant chacun un chapitre du syllabus consulté.

Dans le cadre de notre étude, notre attention s’est dirigée vers le chapitre relatif aux fonctions
de plusieurs variables réelles. Celui-ci est découpé en treize sections théoriques dans lesquelles
les étudiants sont amenés A étudier les principaux concepts de 'analyse a plusieurs variables
comme : les espaces métriques et euclidiens, les notions de limite et de continuité, les fonctions
differentiables, la dérivation des fonctions composées, le gradient et la dérivée directionnelle, la
différenticlle d’une fonction de plusieurs variables, la formule de Taylor, les fonctions implicites,
les changements de variables, les extremas de fonctions & plusieurs variables ainsi que l'intro-
duction a l’analyse vectorielle. Le chapitre s’achéve sur une série d’une cinquantaine d’exercices
corrigés illustrant les sujets préalablement abordés.

Description du manuel

Nous allons & présent considérer les quatre pages du manuel qui traitent du concept de fonc-
tion implicite. Celles-ci se retrouvent dans 'annexe A.7 du présent travail.

Deés les premiéres lignes de la section, auteur donne une définition de ce concept :

Une équation du type

définit implicitement une fonction y(z) sur un sous-ensemble E C IR si Vo € K, Uéguation
(4.6) posséde une solution y unique.
(Delhez B., 2005, p.260)

Ensuite, en appliquant la méthode de dérivation spécifique aux fonetions de plusieurs variables
a l'équation f(z,y) = 0, auteur guide assez naturellement ses étudiants vers expression de la
dérivée implicite y'(z)

’$:_-_'($_’M lﬂq. T
O =g ey O &Y

| (]
NI

(Delhez E., 2005, p.261)

L’obtention de cette formule est, & ce stade, basée sur les seules connaissances des eétudiants
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en matiére de caleul différentiel. L’objectif de Ienseignant est donc d’identifier les balises assu-
rant Pexistence des fonctions de la méme famille que y(z), leur continuité et leur dérivabilité.
Pour y parvenir, il énonce (sans démontrer) le théoréme d’existence des fonctions implicites.
L’énoncé proposé dans I'ouvrage correspond & la généralisation au cas d'un systéme de n équa-
tions & m -+ n inconnues en un point (a,b) de R™ x IR™.

Cette démarche peut paraitre déroutante car la situation ayant mené a I’énoncé cité traitait
le cas d'une unique fonction définie de maniére implicite. Cependant, on peut tout & fait imagi-
ner qu’au cours de son exposé, E. Delhez ait déetaillé les étapes intermédiaires (cas d’une seule
fonction implicite & une puis m variables indépendantes), habituellement rencontrées et per-
mettant d’expliquer le résultat final. Soulignons ¢galement que I'auteur met en évidence deux
remarques assez importantes sur le théoréme des fonctions implicites. La premiére concerne le
caractére local du résultat. La seconde quant a elle porte sur 'hypothése de non-annulation du
Jacobien

B8(f1.f2s 0 fn)
O(y1,Y2,.1Yn )

(,)=(a,b)
E. Delhez montre que cette hypothése apparait naturellement quand on essaye d’évaluer les
dérivees partielles des fonctions définies implicitement. En effet,

d
0 d_%fi(‘T)@l(m)aagoﬂ(a’))
_ Uy, g Ay, Ok (o
= 5333_(3:,901(93), corton(®)) + ; ayk("”"pl(m)’ oo Pn(2)) o ()
pouri=1,...,netj=1...,m.

Cette relation peut encore prendre la forme matricielle suivante :

af1 afi dp1 .
gy " Oyn dwj B
% afn 8&,071 _IL
dy1 " Oyn O 4

dans laquelle les dérivées partielles sont évaludes en (a,b) ou a selon lewr nature. Ce systéme
posséde ainsi une solution unique pour autant que

£0. (4.7)

la(fl,---,fn)
a(y]s'-‘syu)

(Glb)
En utilisant la régle de Cramer, on peut alors exprimer les solutions sous la forme

la(fls‘“;fkw-:fﬂ)

8(’0',6 ( ) - B(yl,...,:z:j....,y”j (n,,b)
w; )T ’B(h,n-.fa-.,--qfn)
(Y1 ye s Yheremilin) (a,b)

(Delhez E., 2005, pp.263-264)
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Au travers de ce développement, nous pouvons nous apercevoir que 'auteur se sert de ’expression
(4.7) pour obtenir 'expression de la dérivee d’une fonction & n variables définie implicitement.

Le dernier point de la section consiste & illustrer le théoréme d’existence implicite. Deux cas
sont présentés :

Cas 1

Le systéme
zy? + zau+ yv? =3
Yz + 2zv — u? =2

a partir duquel il faut définir deux fonctions u(z,y, z) et v(w,y, z) au voisinage d'un point
donné.

(Delhez E., 2005, p.262)
Cas 2
Le second probléme présenté quant & lui a la page 264 du manuel, est une application plus
concréte puisqu’il s’agit de I'équation d’état d’un gaz en thermodynamique
FRV,T)=0
dans laquelle les variables P, V et T' désignent respectivement la pression, le volume et la
température d’un gaz.
La résolution de ces deux situations figure dans annexe A.7.
Cependant, on remarque que trés peu d’'importance est attachée aux exercices portant sur le

théoréme des fonctions implicites car un seul exercice porte sur cette matiére dans la liste d’exer-
cices cloturant le chapitre.

Principales caratéristiques

Nombre de pages

Quatre pages sont consacrées & 'étude des fonctions implicites dans ce syllabus.

Introduction/ Motivation

Le syllabus ne présente aucune situation introductive. Il définit directement le concept de
fonction implicite et explique comment déterminer ’expression de la dérivée implicite y'(x)
grace aux seules connaisances des ¢tudiants en matiére de calcul différentiel.

Enoncé(s)

L’énoncé proposé est celui assurant I'existence des fonctions implicites dans le cas d'un
systéme de n équations & m + n inconnues, en un point (a,b) de IR™ x IR™.
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Démonstration

Le théoréme d’existence n’est pas démontré. Seules deux remarques (& propos du caractere
local du résultat et de I'hypothése de non-annulation du jacobien) ont été relevées.

Interprétation
Les notions intervenant dans la section décrite ne font 1'objet d’aucune interprétation.
Généralisation

L’énoncé présenté traite le cas le plus général des systemes constitués de n équations &
mm + n inconnues.

Visée

La principale constatation ressortant de la description réalisée est le fait que le cours de E.
Delhez est construit de maniére & expliquer aux étudiants les notions qui y sont mises en jeu,
sans pour autant chercher a les démontrer de maniére formelle. Le théoréme d’existence
des fonctions implicites est de ce fait admis et est davantage pergu comme un outil de
résolution de certains systémes d’équations. Nous avons également pu voir que méme si
la formule de dérivation implicite ne fait 'objet d’aucune proposition, elle occupe une
place assez importante dans la section considérée. En effet, elle est évoquée dans la partie
introductive (cas d'une fonction d'une variable définie implicitement) ainsi qu’a la fin (cas
général des fonctions de n variables) des pages que nous avons décrites. La différence entre
ces deux situations réside dans la complexité des procédés utilisés pour obtenir la formule
de dérivation souhaitée; I'un reposant sur la dérivation des fonctions de deux variables,
'autre sur la principale hypothése du théoréme d’existence des fonctions implicites.

Cadre(s) et registre(s) employé(s)

L’auteur a uniquement travaillé dans le cadre de I'analyse et a utilisé le systéme de repré-
sentations qui lui est lié.

4.3 Conclusions

L’essentiel du travail réalisé dans ce chapitre consistait & caractériser le savoir a enseigner re-
latif au théoréme des fonctions implicites dans différentes institutions universitaires. Nous avons
ainsi voulu voir de quelle(s) maniére(s) celui-ci peut &tre diffusé. Pour y parvenir, nous avons
décidé d’analyser les supports de cours d’étudiants en mathématiques, en physique, en économie,
en gestion ou encore, en sciences de l'ingénieur. Les outils de la didacticque des mathématiques
définis dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire nous ont quant & eux permis d’affiner notre
étude. Ceux-ci nous ont aidés & nous rendre compte que I'enseignement d’une nouvelle notion
ou d’un nouveau résultat peut prendre des directions tout a fait différentes selon la finalité du
cursus entrepris, la philosophie de enseignant et U'objectif qu’il poursuit, le(s) cadre(s) et le(s)
registre(s) utillisés pour présenter 'objet mathématique ou le résultat en jeu aux apprenants.
En effet, chaque domaine d’études sur lequel nous nous sommes focalisés aborde la théorie des
fonctions implicites dans une optique spécifique. Associée a un outil de résolution de problémes
particuliers chez les uns ou correspondant & un élément participant & 'élaboration de certains ré-
sultats chez les autres, nous avons recensé¢ autant de fagons de 'aborder que de manuels consultés.
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Situé entre les transpositions didactiques externe et interne, le savoir & enseigner & 'université
est donc, en grande partie, le propre du professeur chargé de le divulguer. Selon institution
considérée, nous avons néanmoins vu des tendances générales apparaitre. C’est ainsi que, par
exemple, nous avons pu distinguer I'enseignement & visée explicative de l'enseignement a visée-
vérificative. Le premier fait essentiellement I'objet de manuels rédigés par des professeurs vou-
lant que Jeurs étudiants comprennent le concept de fonction implicite, se rendent compte de son
utilité et sachent le manipuler. L'enseignement des fonctions implicites est alors abordé & des
fins applicatives, sans pour autant étre dépourvu de rigueur. Les interprétations, les illustrations
ainsi que les références 4 d’autres domaines que les mathématiques y sont fréquentes. Certes,
les auteurs de tels manuels privilégient le cadre de I’analyse dans leurs développements et les
définitions qu’ils fournissent mais, ils n’hésitent pas non plus & changer de cadre ou & employer
différents registres de représentation sémiotique (essentiellement les registres analytique et gra-
phique, parfois aussi celui du langage naturel) dés que cela se révéle nécessaire. En outre, aucun
de ces auteurs n’a démontré le théoréme des fonctions implicites de maniére effective : seuls
quelques éléments et quelques caractéristiques de sa démontration sont évoqués chez certains
dentre eux. Nous avons retrouvé ce type d’enseignement dans les cours de mathématiques des
studiants inscrits en sciences économiques et de gestion, en sciences appliquées (ingénieur civil)
ainsi que dans le syllabus de J.-J. Strodiot [24], pourtant destine & des étudiants en mathéma-
tiques et en physique. Cela peut sembler moins étonnant lorsque I’on sait que le département de
mathématiques des FUNDP est principalement orienté vers les mathématiques appliquées.

L'originalité des Mathématiques, c’est d’éire 4 la fois un outil indispensable & de mom-
breuses disciplines et de constituer une science, avec ses méthodes et ses lois, & laguelle
une recherche véritable est associée™|. .. ]

A Vinverse, les syllabus des étudiants en mathématiques et en physique de 'UCL et de 'ULg
affichent une visée vérificative. Ils sont le fruit de professeurs peut-étre plus puristes, moins
orientés vers les applications auxquelles ménent les mathématiques. Les raisonnements que nous y
avons retrouvés sont réalisés dans le cadre de 'analyse et privilégient le registre de représentation
analytique. De plus, ce sont les seuls syllabus ot la. preuve du théoréme des fonctions implicites
a réellement été envisagée.

92. Voir le site : http ://wuw.fundp.ac.be/sciences/mathematique (consulté le 11.08.2012).
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Chapitre 5

Conceptions préalables au théoréme des
fonctions implicites

Nous l'avions développé dans le chapitre 2 de ce mémoire : les idées « déja-1a », les conceptions
préalables des étudiants a propos d’une nouvelle matiére peuvent étre déterminantes dans la
maniére dont ils vont aborder cette derniére. En effet, c’est par le biais de telles conceptions
qu’ils vont essayer de comprendre les propos de I’enseignant et interpréter les situations qui leur
sont proposées. Issues de expérience personnelle des apprenants, de leurs points forts, de leurs
faiblesses, de leurs questionnements et de leurs interprétations, mais aussi fortement lices aux
pratiques pédagogiques, ces conceptions sont autant a imputer & ceux qui regoivent le savoir qu’a
ceux qui le transmettent. L’apprentissage de toute nouvelle connaissance en est donc tributaire.
L’expérience sur laquelle se base ce chapitre, la premiére que nous avons menée dans le cadre de
notre étude, nous a permis d’accéder aux conceptions des étudiants sur les fonctions implicites.
L’identification de ces conceptions peut se révéler d’'une grande utilité et nous aider & expliquer
lorigine de certaines des difficultés rencontrées par ces derniers lorsque leur cursus aborde les
fonctions implicites. Pour y parvenir, nous avons proposé & nos étudiants une activité a laquelle
ils n’avaient jamais ét& confrontés : la rédaction d’une narration de recherche. '

5.1 La narration de recherche

La narration de recherche est une pratique pédagogique ayant vu le jour dans un contexte spé-
cifique et poursuivant des objectifs précis. C'est a la description de ces différentes caractéristiques
que cette section s’attelle.

5.1.1 Contexte et origine

Un travail de recherche en didactique, dirigé par le Groupe Géométrie de 'IREM ! de Mont-
pellier, est & origine de cette pratique pédagogique. Ce groupe, constitué d'une douzaine de
chercheurs et d’enseignants, a analysé diverses expérimentations basées sur des observations in-
dividuelles d’éléves en recherche de solutions & des problémes mathématiques. Au terme de ces

1. L'Institut de Recherche sur ’Enseignement des Mathématiques a ét¢ fondé en 1977 par G. Audibert.
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analyses, ils ont pu constater que de nombreux éléves étaient capables de produire des straté-
gies de résolution pour le moins surprenantes, innovantes et parfois méme assez ingénieuses. Ces
observations ont eu pour effet de remettre en question les enseignants concernés quant a leurs
propres pratiques pédagogiques. En effet, comment et pourquoi les situations proposées a ces
« éléves-cobayes » ont-elles réussi & les motiver 7 N’était-ce 1a que le simple fruit du hasard ou
cela résidait-il dans Iintérét et attention portés a chacun d’eux? De méme, comment accéder
A cette phase de recherche si intéressante et qui pourtant échappe aux enseignants en temps
normal ? Une nouvelle pratique a alors vu le jour dans I'enseignement des mathématiques : la
narration de recherche qui demande aux éléves en situation de recherche, d’étre leur propre ob-
servateur et de détailler par écrit chaque étape de leur raisonnement (A. Pourtier, [20]).

En demandant & ses éléves de ne pas se contenter de donner la solution d’'un probléme mais bien
de raconter toutes les étapes de leur recherche, de fagon chronologique et avec le plus de préci-
sion possible, A. Chevalier (elle aussi issue du Groupe Géométrie de I'IREM) a été la premiére
A réellement introduire cette pratique au sein de ses classes. Aprés elle, d’autres enseignants ont
intégré la narration de recherche & leur mode de travail et ce, dans le primaire, té’éé—éonda.ire l\?‘,t
méme le supérieur, en France et ailleurs. .. —

5.1.2 Description du dispositif

Le principe de la narration de recherche est de faire travailler les étudiants sur un probléme

difficile (du moins au premier abord) issu d’un domaine mathématique que I’enseignant souhaite
explorer, puis de rédiger un compte-rendu de leur recherche en décrivant toutes les idées, toutes
les pistes suivies, y compris celles qui n’ont pas abouti. Divisés en groupes de trois ou quatre, les
studiants sont prévenus que peu d’importance sera attachée a I'obtention du résultat. L’accent
porte essentiellement sur la description du raisonnement qu’ils ont suivi. Ne pas trouver ou
trouver un résultat faux n’est pas grave. Chacun doit porter son attention sur la recherche
proprement dite : comprendre pourquoi telle idée ne sera pas utile, faire des retours en arriére,
confronter ses idées avec celles des autres membres du groupe et profiter de cette confrontation
pour en faire naitre de nouvelles, peut-étre plus judicieuses,. ..
Ce dispositif est généralement réparti sur trois ou quatre séances. Les éléves recoivent tout
d’abord une feuille qui explique son fonctionnement et expose le probléme a traiter. Une ou
deux séances sont alors consacrées a la recherche. Chaque éléve note au brouillon les idées et
résultats obtenus par son groupe. Au cours de cette phase, le professeur peut parfois intervenir.
Il répond aux questions, fait des suggestions ou encourage certaines initiatives. Le cours suivant
est consacré & la rédaction individuelle. Durant cette étape, il est demandé & chaque éleve de
remettre sa narration au propre, de passer d'une écriture personnelle (outil, langage de recherche)
a une écriture plus experte pour communiquer les démarches qu’il a appliquées et les résultats
qu'il a obtenus. Enfin, la derniére séance est celle de la correction. L’enseignant y présente des
extraits de copies, résume les principales idées, reprend les méthodes qui sont apparues le plus
souvent et explique la solution du probléme.

5.1.3 Objectifs

La narration de recherche est un outil de communication destiné aux étudiants mais aussi
a leur professeur afin que celui-ci puisse accéder aux raisonnements, travaux et productions de
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chacun. En outre, elle lui donne la possibilité d’engager et faire participer ses clagses & des
travaux introduisant de nouvelles notions. De plus, cette méthode permet a léléve d ‘expliquer
ses recherches et décowvertes dans un langage moins codifié et contraignant que le seul langage
mathématique [28]. Méme s’il ne parvient pas a la solution du probléme, il peut montrer son
travail a 'enseignant sans avoir peur d’un jugement négatif car ce sont ses efforts qui importent

ici et

non lobtention de bons ou de mauvais résultats comme dans les travaux habituels. Cela

doit étre profitable 4 Uapprenant et 'aider & porter un tout autre regard sur ses propres capacités.
Le but ultime d’une narration de recherche étant de motiver les classes au travail mathématique,
tout dans la présentation de 'exercice doit inciter I’étudiant & se prendre au jeu du chercheur et
lui apprendre & extraire de la formation qu'il a regue les outils indispensables & la résolution de

o

5.2

c7

‘situations plus complexes.

Conception et description de Pexpérience

ost dans idée d’accéder aux conceptions qu’ont les étudiants sur les fonctions implicites

que nous avons décidé de leur faire rédiger une narration de recherche. Les lignes qui suivent
vous permettront de comprendre comment cette activité a été mise en place.

5.2.1 Contexte de travail

La partie expérimentale de ce mémoire a pu étre menée a bien grace & la collaboration des
studiants des FUNDP inscrits en 1% année de bachelier en sciences mathématiques et en J8re
année de bachelier en sciences physiques au cours des années académiques 2008-2009 et 2009-

2010.

En tout, ce sont prés de 130 étudiants répartis de la maniére suivante

Mathlgg/go : les 25 studiants de 1%*¢ année de bachelier en sciences mathématiques inscrits
aux FUNDP durant ’année académique 2008-2009 ;

Mathlgg,1o : les 35 studiants de 18 année de bachelier en sciences mathématiques inscrits
aux FUNDP durant I’année académique 2009-2010 ;

Phylog/og : les 39 ¢tudiants de 18 année de bachelier en sciences physiques inscrits anx
FUNDP durant 'année académique 2008-2009;

Phylgg/1o : les 30 studiants de 1% année de bachelier en sciences physiques inscrits aux
FUNDP durant 'année académique 2009-2010

qui nous ont permis de réaliser 'expérience décrite dans ce chapitre.

5.2.2 Conception de I’expérience

L’élaboration des questions figurant dans Pactivité proposée-est a attribuer a S. Xhonneux:
Ces questions, outre I'apport que nous pouvons leur attribuer dans la réalisation de ce mémoire,
ont également permis aux étudiants concernés de manipuler le concept de courbe de nivean (vu
au préalable dans leur cours théorique ?), d’introduire celui de fonction implicite et de tenter de
mettre en avant le lien unissant ces deux notions.

2. Voir le chapitre 6 Différentiabilité des fonctions de plusicurs variables réelles du syllabus de J.-J. Strodiot

[24).



Nous sommes respectivement aux mois de décembre 2008 et décembre 2009 lorsque nous sou-
mettons nos différents publics 4 la méme expérience « narration de recherche ». A ce moment de
’année, le chapitre sur les fonctions implicites n’est pas encore entamé ou vient juste de I'étre.
Nous espérons alors que les résultats récoltés au cours de la premiére phase de notre dispositif
expérimental nous permettront de déterminer dans quelle mesure les conceptions et les acquis
antérieurs des étudiants influent sur leur maniére de percevoir la notion de fonction implicite.
Pour y parvenir, nous avons demandé aux étudiants de travailler individuellement ou par groupes
de 2 & 4 et de nous raconter en détail les différentes étapes de leur recherche, les remarques, les
observations ainsi que les stratégies employées pour trouver ou essayer de trouver la réponse aux
questions qui leur étaient posées. Finalement, nous avons récolté 67 narrations dont

8 du public Mathlgg/q9 ;
— 14 du public Phylgg/pe ;
— 32 du public Mathlgg/10;
13 du public Phylgg 10

Pour des raisons pratiques, nous avons réduit le dispositif & une séance de 2 heures au cours
de laquelle nous nous sommes surtout intéressés a la phase de recherche de l'expérimentation
menée. A la fin de celle-ci, S. Xhonneux a proposé aux étudiants une correction au tableau des
différentes questions de l'activité.

5.2.3 Enoncés proposés aux étudiants

Les étudiants interrogés ont da résoudre deux exercices au cours de cette activité. Le premier
abordait les courbes de niveaux, le second quant & lui portait sur les fonctions implicites et était
divisé en deux sous-questions. L’énoncé complet du travail proposé est consultable dans 'annexe
B.1 mais se retrouve également dans le section suivante qui consiste en une analyse a priori de
la narration que les étudiants ont dd réaliser.

5.3 Analyse a priori

Nous avons décidé, avant de passer & la description proprement dite des résultats de la

narration de recherche, d’en proposer une analyse a priori. Celle-ci poursuit le double objectif
de familiariser le lecteur aux questions proposées et aux réponses auxquelles elles ménent mais
aussi et surtout, d’envisager les éventuelles stratégies de résolution (portant leurs fruits ou non)
utilisées par les étudiants durant l'expérience. Cela nous permettra en outre de comparer nos
attentes 4 la réalité de leurs conceptions initiales puisque, rappelons que lorsque cette expérience
a été réalisée, les fonctions implicites n’avaient pas encore été introduites.

Nous allons donc considérer chacune des questions proposées, en fournir les principaux éléments
de réponse et enfin, énumérer certaines des stratégies auxquelles pourrait avoir recours notre
public d’étudiants.

3. Les publics Mathlgssge et Phylosjoo ont le plus souvent travaillé en petits groupes alors que les publics
Mathlgg/10 et Phylgg 1o ont réalisé des narrations individuelles.
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5.3.1 Question 1 : courbes de niveaux

Enoncé
Soit la fonction suivante que l'on écrit z = F(z,y).

F : R — R

(z,y) ~ Flz,y) =32y’

La représentation graphique d’une fonction & deux variables est une surface qui est définie par
Vensemble des points dont les coordonnées sont (z,y, F(z, ), avee (z,y) € IR?. La figure suivante
montre la représentation graphique de la fonction F(z,y) définie ci-dessus.

i i
e Y
10 - s
5 r 3
o | 1] l
S & i /

o5 b h‘:;“‘ ’04 #
W Y l" ,i

Fia. 1 - Flz,y) = 32%y ~ ¢

Les courbes représentées dans le plan Oxy peuvent étre définies a partir de la fonction F (z,y) et

sont reprises sur la figure suivante :

FiG. 2 - Quelques courbes définies 4 partir de F(w,y)
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Q).1. Donnez les équations analytiques de toutes les courbes représentées a la figure 2.

Résolution

L’équation de chaque courbe de niveau de la figure 2 correspond & :

F(z,y) = —5 pour la courbe située & un niveau z = —5;
F(z,y) = 0 pour la courbe située a un niveau z = 0;
F(x,y) = 2 pour la courbe située & un niveau z = 2

~ F(z,y) = 11 pour la courbe située & un niveau z = 11;

|

F(z,y) = 20 pour la courbe située & un niveau z = 20.

ot F(z,y) = 3a?y —y3.

Stratégies de résolution envisageables

Lorsque les étudiants ont réalisé la narration de recherche, ils avaient déja abordé la notion
de courbe de niveau . Tls devaient donc savoir qu’il s’agit d’un moyen de représenter une fonction
de plusieurs variables.

Nous avons pensé que les étudiants pourraient adopter deux comportements différents pour
répondre a cette premiére question. Ils pourraient :

_ faire le lien entre la représentation graphique de la fonction F(z,y) (figure 1) et celle de
ses courbes de niveaux (figure 2);

— ne pas mettre ce lien en évidence.

A chacun de ces comportements, pourraient aussi corres ondre des stratégies spécifiques pour
2
parvenir & déterminer les équations demandées.

Par exemple, les étudiants ayant fait le lien entre la fonction F(z,y) et ses courbes de niveaux
pourraient :

— ge souvenir de 'expression analytique F'(z, y) = z d’une courbe de niveau et en déduire les
équations demandées;

— ne pas se souvenir de ’expression analytique F'(z,y) = z d’une courbe de niveau et deés
lors, entamer d’autres procédures pour essayer de parvenir aux équations demandées.
Ces procédures pourraient alors devenir nombreuses et étre spécifiques & presque chacun
des groupes considérés. Nous pourrions imaginer par exemple que certains d’entre eux
essajeraient de transformer la situation & traiter en un probléme d’une variable réelle afin
d’isoler y dans chacune des expressions 3z%y — y* = z pour I'exprimer en fonction de z et
ainsi obtenir les équations analytiques recherchees.

4. Les courbes de niveaux sont étudiées dans le chapitre 6 Différentiabilité des fonctions de plusieurs variables
réelles du syllabus de J.-J. Strodiot [24].
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Les autres, ceux n’ayant fait aucun lien entre la fonction F(z,y) et ses courbes de niveaux,
pourraient eux aussi essayer de trouver les équations de ces derniéres uniquement a partir de la
figure 2 en associant par exemple chacun de ses éléments au graphique d’une fonction particuliére.
5.3.2 Question 2 : fonctions implicites

Considérons maintenant Uégquation F(z,y) = 11. Ce qui importe désormais est Pensemble
des couples (x,7y) qui satisfont cetle équation. Appelons T' Vensemble de tous ces couples

T = {(z,0) € R? | 3a%y —y* = 11}.

Enoncé de la question Q.2.1.

Eerivez le plus précisément possible, Uéquation de la tangente a la courbe d’équation F(z,y) = 11
au(x) point(s) d’abscisse © = 2.

_ ] e TS e At B
-0.5 e T S LR
-1+ ;
1.5 e
2 3 L 1 1 : L x 1 s 1 T o
-2 -5 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25 3 a5 4

Fig. 3 - F(z,y) =11
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Résolution

Le raisonnement qui suit n’aurait pu étre établi par les étudiants car ceux-ci ne connais-
saient pas I’équation de la tangente en un point d’une courbe définie implicitement. Nous I'avons
néanmoins réalisé afin de mettre en avant le type de réponse auquel leurs stratégies personnelles
auraient pu les mener.

La tangente en un point (a,b) d'une courbe définie implicitement a pour équation
Fl(a,b)(z —a) + Fé(a,b)(y —-b)=0 (5.1)

Pour résoudre cet exercice, il faut tout d’abord déterminer les images de F(z,y) = 11 en I'abscisse
z = 2. La résolution de I’équation
12y —9° =11

permet d’obtenir les ordonnées y de chacune de ces images. Nous obtenons ainsi trois points de

coordonnées
— 45 —1 —+/45
o (b25E) o (25%8)

1l faut également déterminer les dérivées partielles
ar OF 9 9
— =6ay et ——=3°—3
Ox b= Ay ¢ 4

de la fonction F et les évaluer aux trois points ci-dessus. Ainsi, les dérivees partielles aux points

de coordonnées
— (2,1) valent
aF JdF
—(2,)=12 e —(2,1)=9
2D =12 e (1)

- (2, ;1%@) valent

@(?aﬂ)—ﬁ(wr\/ﬁ) et E(z,ﬂ)zu—i(l—z@i

oz 2 dy 2

- (2, —ilf?‘ 45) valent

oF [ —1—+/15 oF ( —1-/5 3 (—1— Va5)’
%(2,—2——>46(1+\@) et a—y(z,—z——)_lz— :

Maintenant que nous possédons tous les outils nécessaires a la. détermination de I’équation des
tangentes & la courbe F(z,y) = 11 aux trois points déterminés, explicitons leur expression.

Ti2,1) = ?J:*gﬂ:+% 2
oy = 81V =+ (12 ) o 1)
* 2
2
Tlo,z150m) = —6 (14 V45) (z —2) + 125@%‘@) (y+1+245)
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Stratégies de résolution envisageables

Les étudiants peuvent aborder graphiquement ou analytiquement cet exercice. La premiére
de ces approches fournit une équation approximative (puisque les coeflicients sont obtenus a
partir de mesures) de deux des trois tangentes recherchées (aux points (2,1) et (2, -_1—?@))
Les étudiants qui envisageraient une résolution analytique du probléeme devront commencer par
déterminer les images de la courbe en I’abscisse © = 2 en remplacant  par 2 dans I’expression de
la courbe F(z,y) = 11 puis en résolvant 'équation 12y — y? — 11 = 0 qui en découle. Une autre
maniére de déterminer ces points serait de se référer a la figure 3 (sur laquelle deux des trois
images de la courbe F(z,y) = 11 sont visibles). Pour pousuivre leur résolution, les étudiants
sdevront se passer de 'équation 5.1 puisque celle-ci n’a pas encore été abordée dans leur cours
théorique an moment de la réalisation de la narration. Ils vont devoir, dés cette étape, mettre au
point des méthodes de résolution faisant appel aux connaissances et aux propriétés de Panalyse
mathématique dont ils disposent alors. Nous pensons par exemple que nombre d’entre eux vont
employer ’équation de la tangente en un point a d’une courbe

T =y — f(a) = f'(a)(z — a)

connue depuis la fin de Penseignement secondaire et essayer de la généraliser pour V'appliquer
a la courbe F(z,y) = 11. Une des questions se posant alors concerne la maniére de calculer la
pente des tangentes recherchées. Que vont faire les étudiants 7 Essayer d’établir un lien entre
le coefficient angulaire de la tangente et le gradient de la fonction F (x,9) 7 Si oui, & quelle fin
vont-ils le manipuler ? Comment leurs idées vont-elles s’organiser 7 Les raisonnements employés
vont, selon notre avis, emprunter des directions trés diftérentes, voire méme surprenantes pour
peut-étre aboutir & la solution recherchée.

Enoncé de la question Q.2.2.
Calculez les dérivées partielles de F(z,y) et évaluez-les au(x) point(s) d’abscisse considéré(s)
a la question précédente.

Résolution

1l faut tout d’abord déterminer Pexpression analytique du gradient de la fonction
F(z,y) =32’y -y :
VE(z,y) = (6zy,32° — 3y°)

et 1’évaluer ensuite aux 3 points d’abscisse & = 2 (leurs coordonnées ont été calculées & la question
précédente). Alnsi,

— au point de coordonnées (2,1), le gradient vaut

VF(2,1) = (12,9)

— au point de coordonnées (2, %‘@), le gradient vaut

VF (2, iﬁ) - (6 (_1 +-\/15) 12 ?L(l—%gl)
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— au point de coordonnées (2, _—1*2—‘/5), le gradient vaut

VFE (2’ﬂ) = (—6 (1+MZ§),124M45_)2)_

2 4

Stratégies de résolution envisageables

Au moment de l'expérience, les étudiants connaissaient déja la notion de dérivée partielle.
Leur manipulation ne devait des lors pas leur poser de probléme majeur et déterminer leur
expression analytique devait étre & la portée de chacun. Le seul véritable obstacle que les étudiants
auraient pu rencontrer se situe a I’étape ot il leur était demandé d’évaluer chacune des dériveées
au(x) point(s) d’abscisse @ = 2. En effet, certains ne seront peut-étre pas parvenus & déterminer
chacun d’entre eux (déja demandés & la question ().2.1.). 1l se pourrait dés lors que ces étudiants
gen tiennent & la seule détermination de l'expression analytique des dérivées, sans les évaluer.
Pour les autres, cette évaluation aura lieu aux points identifiés soit :

— grace & la résolution de I'équation 12y — 13 = 11 qui permet d’obtenir Pordonnée des trois
images de la courbe F(z,y) = 11 en V'abscisse z = 2;

— & Paide de la figure 3 sur laquelle deux des trois images de la courbe F(z,y) = 11 sont
visibles. Les valeurs obtenues seront approximatives.

5.4 Description et analyse des résultats

Les résultats récoltés au cours de cette activité nous ont permis éli/aggé_d(g ‘3 la maniére dont

leg-publics interrogés appréhendaient la notion de fonction implicite. La description et I'analyse
rénlistes daiis cette section ont pour objectif de vous communiquer les principales conceptions et
idées a priori des étudiants.
Pour chacune des questions reprises ci-dessous, nous avons commencé, dans le point Ce que 7¢é-
velent les narrations des étudiants, par rassembler les réponses regues dans des catégories. Aprés
quoi, afin de donner sens et pertinence aux catégories recensées, nous avons détaillé chacune
d’entre elles en mettant en évidence les principales conceptions et stratégies de résolution dé-
veloppées par les étudiants. Le point Les tendances les plus retrouvées présente d’une part, un
récapitulatif des différentes catégories de réponses et d’autre part, le pourcentage d’étudiants
correspondant & chacune d’elles.

5.4.1 Question 1 : courbes de niveaux

Ce que révélent les narrations des étudiants

Lorsque nous avons demandé aux étudiants de déterminer les équations analytiques des
courbes qui leur étaient présentées, nous avons pu rassembler leurs réponses dans deux caté-
gories différentes.

— C; : pas de lien entre la représentation graphique de la fonction F(x,y) et les courbes de
niveaux;
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— C, : lien entre la représentation graphique de la fonction F(xz,y) et les courbes de niveaux.

Explicitons ces catégories et découvrons ce qui se cache derriére les intitulés C; et Cg.

C, : pas de lien entre la représentation graphique de la fonction F(z,y)
et les courbes de niveaux de la figure 2

Les 16 groupes d’étudiants (1 en Mathlpg/ge, 9 en Phylog/o9, 3 en Mathlpg/o et 3 en
Phylgg/10) dont nous parlons dans cette premiére catégorie n'ont établi aucun lien entre la
représentation graphique de la fonction F(xz,y) et ses courbes de niveaux. Ils voient en chaque
courbe de la figure 2 le graphe d’une fonction d’une variable dont ils doivent trouver I’équation
analytique.

Les réponses des étudiants évoqués icl se sont orientées, dés le début de la résolution du probleme,
dans deux directions différentes. Cela nous a aidés & identifier

~ 14 narrations (1 en Mathlgg/og, 9 en Phylog/og, 1 en Mathlgg/1p €t 3 en Phylgg/10) pré-
sentant uniquement une description graphique de Vexercice;;

— 2 narrations (en Mathlpg, 10) passant tout d’abord par une description graphique avant de
déterminer, au moyen d’outils de Panalyse mathématique, ’équation analytique de chacune
des courbes de la figure 2.

Les 14 groupes qui s’en sont tenus & une description graphique des courbes de la figure 2, ont tous
choisi de résoudre I’activité en abordant une stratégie basée sur Pobservation de cette figure. Ils
ont ainsi eu l'idée d’associer chaque élément de celle-ci a la représentation graphique de fonctions
connues. Cest ainsi qu'ils ont détecté trois droites (une droite horizontale et située & une ordonnée
nulle, deux droites symétriques passant par | ‘origine du repére) pouvant étre les asymptotes des
coniques (des paraboles pour certains studiants, des hyperboles pour d’autres, des paraboles et
des hyperboles pour d’autres, encore) correspondant au second type de courbe représenté. Un
détail a alors choqueé les 3 groupes (1 en Mathlpg/ge, 1 en Phylog/oe et 1 en Mathlgg/19) ayant
choisi 'option des hyperboles : trois branches semblent composer ces derniéres. Cette réflexion
les a conduits & s'interroger sur la dimension dans laquelle les courbes sont représentées.

Il se pourrait qu’on travaille en trois dimensions car nous avons une fonction F(z,y) du
troisiéme degré.
Ces étudiants ayant privilégié le cadre graphique pour résoudre cet exercice ont vu, au travers
des propriétés qu’ils pensaient avoir décelées, un bon moyen de découvrir 'équation de chaque
courbe décrite. Toutefois, leur narration s’est arrétée la. Ils s’en sont tenus a une description
« courbe aprés courbe » de la figure 2.

Les 2 étudiants du public Mathlgg/1p que nous considérons a présent ont poursuivi le raison-
nement commencé par leurs camarades décrits ci-dessus et ont essayé d’exprimer ’équation des
courbes identifices grace a certaines des connaissances qu’ils possédent en analyse mathématique
tout en continuant a se référer a la figure 2. Ils ont commencé par déterminer 'équation des trois
droites y apparaissant en se basant sur les caractéristiques du graphique. Ils ont ainsi trouvé que
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_ la droite horizontale située & une ordonnée nulle a pour équation ¢ =0,

_ les deux droites sécantes passant par l'origine du repére ont pour équation y = 1.5z et
y = —L15z

Ces étudiants ont ensuite fait appel aux propriétés des coniques pour trouver Iéquation des
autres courbes de la figure 2 car leur forme [leur faisait] penser @ la représentation graphique de
ces objets mathématiques. Les raisonnements qu'ils ont développés étaient de la forme :

- [...] Nous allons essayer de découvrir Véquation P = az® + bz + ¢ = 0 de la parabole
correspondant & la courbe 322 — y3 = 2. Son aze de symétrie est la droite © = 0 et elle
passe par les points (—1,—2), (1,-2) et (0, ¥/=2). La résolution du systéme

= -2
= =2
= ¥-2

a — b +
a + b +

o 00

nous permetira alors d’obtenir Uéquation de la parabole recherchée |...|

- |...] Pour obtenir Uéquation de Uhyperbole & trois branches, nous devons rechercher son
minimum afin de trowver 'endroit ot séparer la courbe et pouvoir exprimer y en fonction de
x. Pour y parvenir, nous allons déterminer le gradient de la fonction VF(z,y) et calculer
le point minimum de la courbe en égalant chacune des dérivées partielles %—5 et %% i zéro.
Le point que nous aurons trouwvé permetira de séparer la courbe en deux parties qui elles,

représenteront le graphe de la fonction que nous devons trouver.

C, : lien entre la représentation graphique de la fonction F(z,y) et
les courbes de niveaux de la figure 2

Nous avons rassemblé dans cette seconde catégorie les 51 groupes ayant associé les courbes &
analyser aux courbes de niveaux de la fonction F(z,y). Parmi les narrations de ces derniers, nous
avons pu distinguer deux types d’écrits : ceux d’étudiants s’en tenant 4 une description graphique
des courbes de niveaux (6 au total, répartis de la fagon suivante : 1 en Math1log/gg, 1 en Phylog g,
1 en Phylgg/p et 3 en Mathlyg /-10) et ceux d’étudiants qui ont essayé de déterminer I’équation
de chacune des courbes décrites (45 au total, répartis de la fagon suivante : 6 en Mathlyg/gg, 4 €n
Phylyg/9, 7 en Phylgg 1o et 28 en Mathlpg/ip)- Deux tendances sont apparues chez ces derniers
et nous avons recense :

— 24 groupes qui ont réussi  associer 'équation générale F'(z,y) = z d'une courbe de nivean
a celles que nous leur demandions de trouver ;

— 21 groupes qui ont dfi envisager une autre alternative pour déterminer ces équations car
ils n’ont pas réussi a établir cette association.

Les réponses retrouvées chez les étudiants ayant simplement établi un lien graphique entre la
fonction F(z,y) et ses courbes de niveaux étaient du type :

Les courbes de la figure 2 représentent la projection des points de la fonction de la figure
1, situés & une méme hauteur z.
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Les narrations des 24 groupes parvenus & se souvenir de ’équation analytique d’une courbe de
niveau et a I’associer au cas proposé dans I'activité, regroupaient des écrits de la forme :

Chaque courbe représente Uensemble des doublets (z,y) tels que F(z,y) =2

(@) | 307~ 3* = 2)

L’équation des différentes courbes peut alors s’écrire de la maniére suivante 3z% —y*—z =0
oty z sera tour & tour égal & -5, 0, 2, 11, 20.

Chaque courbe représente une surface située & un nwveau z déterminé par les valeurs que
nous venons de citer.

Les 21 groupes que nous considérons enfin n’ont pas fait de rapprochement entre 'expression
générale d’une courbe de niveau et les équations qu'ils devaient trouver. Ils ont alors entamé
d’autres procédures pour y parvenir en se servant de Iéquation 3z%y —y° = z.

Une majorité a essayé d’exprimer dans chacune des équations
322y —y® =z ou z={-50,2,11,20}

la variable y comme une fonction de z afin d’en déduire I’équation analytique des cing fonctions
d’une variable qui, pour eux, étaient représentées & la figure 2. Cependant, cette démarche ne
leur a pas permis d’avancer dans leur recherche : I’expression obtenue

z

?fzf

Z ou z={-5,0,2,11,20}

ne permettant pas d’exprimer la variable y uniquement en fonction de z.
Selon les étudiants ayant abordé le probléeme de cette manicre, la méthode n’était satisfaisante
que dans la situation ot z valait 0. La résolution de 'équation correspondante

2%y — P =0 & y(322 —y*) =0

leur a ainsi permis d’identifier I'équation analytique des trois droites apparaissant sur la figure :
y = 0 pour la droite horizontale et y = +v/3 2 pour les deux droites sécantes.

Les étudiants se sont alors vus contraints d’abandonner la démarche entreprise, la concluant de
la maniére hitive et erronée

[...] La seule conclusion que mous sommes en mesure d’apporter est que la figure 2 ne
représente pas le graphe d’une fonction.

Avec ces constatations, de nouvelles tentatives de résolution, basées sur des notions développées
durant les premiers mois du bachelier ou maitrisées depuis la fin du cycle secondaire, ont émergé
de Uesprit de nos étudiants. Afin de vous faire partager ce que leurs narrations nous ont permis
de découvrir, nous allons expliciter les méthodes de résolution les plus rencontrées dans les copies
dépouillées.

Sept groupes (1 en Mathlygpg, 2 en Phylggjeg, 4 en Phylgg/1p) ont émis l'idée de calculer



le gradient de la fonction F' (z,y) (afin d’obtenir la pente des droites du graphe) et/ou sa matrice
jacobienne. Quatorze autres groupes (5 en Mathlog/gg, 1 en Phylgg/ge, 1 en Phylgg 1o et 7 en
Mathlpg /10) enfin, ont choisi de « renverser » la situation en essayant d’exprimer & comme une
fonction de y. Ils ont alors obtenu, pour chaque valeur de z & considérer (sauf le cas ot z = 0,
déja résolu) une expression du type
PB4z
3y
Les narrations de ces derniers ont ensuite pris des directions diftérentes et nous avons encore
pu voir apparaitre, au sein méme de cette stratégie, d’autres propositions de résolution. Les
¢ studiants ont en effet soit choisi :

o=

(5.2)

— de poursuivre en posant & = F~Y(y,z) dans Pexpression (5.2). Ils ont ainsi pu écrire

Y2 + 2

-t =+

avec z prenant des valeurs fixées. Ils ont alors décidé de reformuler Pexpression & = I~ Ly, 2)
en la réduisant  la seule variable y et ont obtenu I'écriture 2 = F~1(y). En posant g = =L
ils ont ensuite essayé de passer & une fonction du type x = g(y) au travers de laquelle ils ont
cru reconnaitre la réciproque de la fonction initialement recherchée. Selon eux, I’équation
de cette fonction pourrait étre déterminée grace a un simple changement de variables qui
leur fournirait une expression de la forme y = g(z). Un groupe du public Phylog/oo et 2
groupes du public Mathlgg /g ont procédé de cette fagon;

— de poursuivre en suggérant de réaliser une symétrie orthogonale des points de chaque
fonction par rapport & la premiére bissectrice du graphe. Cette symétrie permettrait de
déterminer tous les @ par rapport aux y et de retrouver les véritables fonctions, aprés avoir
effectué une seconde symétrie & nouveau par rapport a la premiére bissectrice. Un groupe
du public Mathlgg /g9 ainsi qu’un étudiant inscrit en Mathlgg /o9 ont utilisé cette méthode;

_ d’arréter la procédure. On retrouve ici 2 groupes du public Mathlgg g9, 1 groupe du public
Phylgg/10 et 2 étudiants de Mathlgg/10-

Les tendances les plus retrouvées
Le résumé ci-dessous répertorie 'ensemble des étudiants sondés selon le cadre dans lequel
ils ont travaille. Il fournit d’une part la proportion de chaque groupe d’étudiants ayant employé
un cadre donné (graphique ou analytique) pour construire son raisonnement et d’autre part, le
pourcentage que cette proportion représente par rapport & ’échantillon total.
C; : pas de lien entre la représentation graphique de la fonction F(z,y) et les courbes de
niveaux de la figure 2 (16 groupes sur 67 ou 24% de I’échantillon)

Cadre graphique

e Mathlpgog @ 1/8 (1.5%) o Mathlgg;;o @ 1/32 (1.5%)
e Phylgg g :9/14  (13.5%) o Phylgyio . 3/13  (4.5%)
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Cadre analytique
L] I\/Iath].()g/lg % 2/32 {3%)

C, : lien entre la représentation graphique de la fonction F(z,y) et les courbes de niveaux
de la figure 2 (51 groupes sur 67 ou 76% de ’échantillon)

Cadre graphique

e NI&thl[)g/og g 1/8 (15%) @ Mathl[}g/lo . 1/32 (15%)

L] Phylog/og . 1/14 (15%) L Phy109/10 i 3/13 (45%)
Cadre analytique

° M&thlog/‘og 4 6/8 (95%) L Mathlog/]_o 4 28/32 (42%)

e Phylog/og : 4/14  (6%) e Phylggso : T7/13 (10.5%)

5.4.2 Question 2 : fonctions implicites

Question Q.2.1. Ecrivez le plus précisément possible, l’équation de la tangente a la
courbe d’équation F(z,y) = 11 au(zx) points d’abscisse © = 2

Ce que révélent les narrations des étudiants

Nous avons pu remarquer que tous les étudiants ou presque, ont débuté leur narration en
recherchant analytiquement les images de la courbe déquation F(z,y) = 11 en 'abscisse z = 2.
Leur raisonnement leur a permis d’identifier les trois points

~1+ V45 ~1—+/45
(2, 1) (2, ——2—) et (2, ——2—) .

Un groupe ayant vérifié graphiquement les valeurs obtenues par cette résolution analytique s’est
apercu que le point (2, ;1—2__\/5) n’apparaissait pas sur la figure 3. Il ’est alors demandé si cela

était normal.
Les travaux des étudiants ont alors pris des directions différentes. Voici les principales approches
retrouvées dans les copies analysées :
— A : approche graphique;
— A, : association de équation de la tangente a I’expression
T =y— f(a) = f'(a)(z —a)
— A : association de 'équation de la tangente a Uexpression y = mz +p;

— Autres : autres approches utilisées.

L’objectif & présent est de donner davantage de signification aux approches que nous venons de
citer et d’expliciter en détail les différentes stratégies auxquelles elles ont donné lieu.
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A; : approche graphique

Huit (2 en Phylpg/o9, 1 en Phylgg g0 et 5 en Mathlgg/ip) groupes d’étudiants ont choisi de
déterminer graphiquement équation des différentes tangentes. Pour y parvenir, ils se sont basés
sur la figure 3 représentant un zoom de la courbe de niveau F(z,y) = 11. Cette méthode a
permis aux étudiants d’obtenir une équation approximative des tangentes aux points (2,1) et

(2, %@) de la courbe (le point de coordonnées (2, izi‘ré) n’apparaissant pas sur la figure

citée).
A, : association de I’équation de la tangente a Pexpression 7" =y — f(a) = f(e)(z — a)

Ces 23 groupes d’étudiants (8 en Mathlog /oo, 5 en Phylog/og, 1 en Phylgg 0 et 9 en Math1gg/10)
ont tout d’abord eu I'idée d’associer I’équation de la tangente en un point d’une courbe & 'expres-
sion T =y — f(a) = f'(a)(z —a), connue depuis la fin du cycle secondaire. Diftérentes stratégies
sont alors apparues.

Huit (3 en Mathlyg/gg, 3 en Phylog/oe €t 2 en Math].og/lo) d’entre eux ont pensé en premier
lieu qu’il était possible de réduire la fonction F(z, y) & une fonction d’une variable f (y) lorsqu’ils
se trouvaient aux points de coordonnées (2,y). Selon eux, comme ’abscisse & était fixée & 2 en
chacun des points 4 analyser, ils pouvaient la « supprimer » car elle n’occupait plus son réle de
variable dans la fonction F(z,y).

Aprés avoir remplacé z par 2 dans la fonction F'(z,y) = 3z% — 9%, ils ont donc obtenu 'expres-
sion F(2,y) = 12y — y® qu'ils ont « réduite » & une fonction d’une variable f(y) en I'écrivant
f(y) = 12y —y*. En procédant de cette maniére, ils ont pensé obtenir facilement la dérivée [
(d’expression f'(y) = 12 — 3y?) de cette fonction et I'évaluer aux trois points calculés dans la
premiére partie du raisonnement pour finalement déterminer le coefficient angulaire de chacune
des tangentes recherchées. Les groupes ayant choisi ce type de résolution ont trouve au point
(2,1) une tangente d’équation ®

T = y-f2) = f2)-2)
s y-—1 = 9(z—2)
& Y = 9z —17.

Cle résultat les a trés vite interpellés car lorsqu’ils ont voulu vérifie graphiquement leur réponse,
ils se sont apercus que le coefficient angulaire calculé différait totalement de celui qu’ils obte-
naient en tracant la tangente & la courbe au point (2,1) de la figure 3.

Les 15 autres groupes (5 en Mathlyg/gg, 2 en Phylog o, 1 en Phylgg/o et 7 en Mathlgg/10)
ont essayé de généraliser expression de la tangente T afin de traiter les fonctions de deux va-
riables. Ils ont alors hésité entre deux équations

T = z_f(2ay) = f{(2,y)($r2)
et
T

I

z—[2y) = [y -2)

5. Remarquons qu’en pratique, les étudiants font défaut au raisonnement qu’ils ont établi car ils évaluent f et
q
f' en 2 et non pas en la valeur 1 qui est pourtant la valeur prise par la variable y au point qu'ils considérent.
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en s'interrogeant sur I'utilité du gradient de la fonction F (z,y) et en se demandant quelle déri-
vée partielle utiliser. En effet, le changement de dimension li¢ & la généralisation effectuée les a
arrétés dans leur démarche car la fonction F(z,y) qu’ils devaient traiter était une fonction de
plusieurs variables @ analyser en trots points différents.

Aj : association de ’équation de la tangente a I’expression y = mx +p

Les 18 (5 en Phylpg/gg, 2 en Phylgg i et 11 en Mathlgg/10) groupes repris dans ce point ont
poursuivi la question @.2.1. de lactivité en considérant que pour trouver les tangentes recher-
chées, il leur suffirait d’associer leur équation a I’expression générale d'une droite y = mz + p.
Différents modes de raisonnement ont alors émerge.

Pour 10 d’entre eux (2 en Phylog/gg, 2 en Phylgg /1o et 6 en Mathlgg/1g), puisque la tangente est
une droite de la forme y = ma + p n’ayant qu’'un seul point de contact avec la courbe étudiée,
égaler Uéquation de la courbe a celle de la tangente [permettrait de trouver| les valeurs de m et p
en chaque point de tangence identifié. Le raisonnement suivi par ces étudiants a donné lieu aux
relations suivantes :

En un point de coordonnées (2,y) (point de tangence), lo tangente et la fonction F(x,y)
ont la méme valeur. Nous pouvons écrire

Yy = 2m+p
F(2,y) 12y — ¢

Il

ou encore :
2m +p =12y —yd.

Nous pourrons ensuite trowver les coefficients m et p de chaque tangente.

Les 8 autres (3 en Phylgg/ge et 5 en Mathlgg o) ont essayé de résoudre un systéme constitué
de I'équation de chaque tangente & découvrir. Pour y parvenir, ils ont commencé par remplacer
@ et y par les coordonnées des points (2,1), (2, :HT@) et (2, :1_2—‘/’13) Dans le systéme qu'’ils
ont obtenu
1 = 2a 4+ b
VI = 9e 4 d

2
,1—215 45 — 26 + j"

les coefficients a, ¢ et e correspondent & la pente de chaque tangente. Selon eux, il est possible
de les calculer en dérivant I'expression F(2,7) et en 'évaluant en chaque point de tangence.

Le seul probléme que ces étudiants ont relevé dans leur méthode est le fait qu’ils n’ont pas réussi
& déterminer de relation leur permettant de calculer les ordonnées & Porigine b, d et f.

Autres approches utilisées
Les 18 (2 en Phylyggg, 9 en Phylgg/1o et 7 en Mathlyg/q) groupes d’étudiants dont nous

parlons dans ce dernier point ont poursuivi le probléme en employant dans leur raisonnement,
certains des outils qui leur ont été enseignés dans leur cours de Calcul différentiel et intégral.
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Huit groupes (1 en Phylgg/og, 3 en Phylgg/ip et 4 en Math1gg/q19) ont voulu déterminer I’équation
des différentes tangentes en essayant de résoudre un systéme

{F(a:,y) = 11

z = F(wo,%0) + 3 (wo, o) (@ — z0) + Gy (w0, %0) (v — o)

dans lequel z correspond au plan formé par les dérivées partielles de F(z,y).

Un groupe du public Phylgg/oe 2 commencé par se souvenir que I’équation de la tangente a
une courbe en un point (2, y,) de celle-ci correspond & une droite de la forme

T=y—yp,=m(z—Tp)

oit m est la pente de cette tangente. Les étudiants de ce groupe ont ensuite relevé le fait que le
gradient VF(z,y) est un vecteur perpendiculaire a la courbe & étudier. Selon eux, cette propriété
allait leur permettre de déterminer la pente des différentes tangentes 3 la courbe en chaque point
d’abscisse © = 2. Ils ont donc poursuivi leur raisonnement en posant m = %‘1 la pente® de
VF(z,y). lls ont fait de méme avec la pente des tangentes & déterminer qu’ils ont nommee m et
dont ils ont déduit ’expression

m:*za

en tenant & nouveau compte de Porthogonalité entre le gradient et la courbe :

Comme le gradient est perpendiculaire & la courbe, il Uest aussi @ la tangenie & cette courbe.
Le produit mm' de leur pentes vaut donc —1.

Enfin, le fait de pouvoir déterminer 'expression du gradient VF(x,y) aux trois points de tan-
gence leur a permis de clore leur raisonnement pour retrouver les équations demandées. Voici les
principales étapes de leur démarche au point (2,1) :

1. évaluation du gradient de F(z,y) au point (2,1) : VF(2,1) = (12,9);
9. valeur de la pente du gradient de F(z,y) au point (2,1) : m' = 3.
3. valeur de la pente de la tangente au point (2,1) : m = —% :

4. équation de la tangente au point (2,1) :

T = y—1 = 73(3:—2)
“r y = —§$+%.

Les 9 derniers groupes (3 en Phylgg 1o et 6 en Mathlgg /10) repris dans cette catégorie ont, pour
leur part, tenté de calculer le coefficient angulaire de chaque tangente en évaluant la norme du
gradient

IVE(@,y)|| = V/(6zy)? + (322 — 3y)?

en les différents points d’abscisse x = 2.

6. Cette pente identifiée par les étudiants correspond en réalité au rapport entre les composantes en y et les
composantes en « du vecteur VF(z,y).
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Les tendances les plus retrouvées

La question que nous vencns de traiter nous a permis de découvrir différentes méthodes

imaginées par les étudiants de notre étude pour essayer de déterminer I'équation de la tangente
en un point d’une courbe définie de maniere implicite.
Afin de porter un regard synthétique sur les résultats que nous venons d’analyser, le descriptif
ci-dessous reprend chacune de ces méthodes en leur associant la proportion de chaque groupe
d’étudiants les ayant employées ainsi que le pourcentage que cette proportion représente par
rapport a la totalité du public interroge.

A, : approche graphique (12% de I'échantillon)

] Ma..thloglog : 0/8 (0%) ® NIathlog/lo : 5/32 (75%)

(] Phyl()s/(}g 3 2/14 (3%) (] Phyl-DQ/ID % 1/13 (1.5%)
A, : association de ’équation de la tangente & expression T' =y — f(a) = f'(a)(z —a)
(34% de ’échantillon)

L] M&thlog][og i 8/8 (12%) e Math109/10 = 9/32 (13%)

® Phy]'OS/UQ : 5/14 (7-5%) L] Phyl(]ﬂ/]_[] : 1/13 (1.5%))

Ay : association de I’équation de la tangente & l'expression y = mx + p
(26.5% de I'échantillon)

o M&thlog//gg H 0/8 (O%) ® Mathlog/lg : 11/32 (16%)

] Phylog/(}g 5 5/14 (7.5%) L Phy].(}g/'lo : 2/13 (3%)
Autres approches utilisée (26.5% de I'échantillon)

® M&thlgg/og : 0/18 (0%) ® IV_[&th].Ug/u} f 7/32 (105%)

e Phylos/oo : 2/14  (3%) e Phylpg/o ¢ 9/13 (13%)

Question Q.2.2. Calculez les dérivées partielles de F(x,y) et évaluez-les au(z) point(s)
considéré(s) a la question précédente

Dans la derniére partie de cette activité, nous avons demandé aux étudiants d’identifier et
d’évaluer le gradient de F(z,%y) aux points d’abscisse & = 2.

Ce que révélent les narrations des étudiants

Au moment ot les étudiants ont participé & cette expérience, la notion de gradient ne leur
était pas inconnue et ils savaient comment la manipuler. Les raisonnements retrouvés dans les
narrations analysées se sont donc révélés plus systématicques et plus mathématiques que dans
les questions précédentes. Ici, les étudiants n’ont pas pris la peine de détailler en francais les
différentes étapes de leur développement car ils savaient comment procéder. Un seul des groupes
interrogés a néanmoins continué & réfléchir en suivant la logique de la narration de recherche

[...] dés que nous obtenons 'expression analytique du gradient de F(z,y) = 322y — o3,
nous pouvons y remplacer x par 2 et y par les valeurs trouvées |.. ]

Une majorité des étudiants (les 8 groupes du public Mathlog /oo, 7 groupes du public Phylog/og,
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7 groupes du public Phylgg/io et 17 étudiants inscrits en Mathlgg,1p) sont parvenus a déterminer
I’expression analytique du gradient

Gxy
VF(%?J) = ( 32 —3y2 )

que nous leur demandions. Ils sont cependant moins nombreux & I'avoir évalué aux différents
points demandés. Seuls 7 des 8 groupes du public Mathlgg g9 nous ont fourni toutes les valeurs
que nous attendions. Les autres ne sont pas allés plus loin que Pexpression analytique ou I’éva-
luation du gradient au point (2,1).
«Nous avons également remarqué qu’une erreur récurrente revenait chez 5 des 67 groupes inter-
rogeés. Ceux-ci exprimaient la dérivée partielle %‘;: de la maniére suivante
% = 6zy —¢°
3

‘en oubliant d’annuler la dérivée du terme constant (par rapport a z) y°.

5.5 Conclusions

En écrivant ce chapitre, nous avons voulu accéder aux conceptions préalables qu’ont les étu-

diants ayant participé & nos expérimentations sur les fonctions implicites. Pour y parvenir, nous
leur avons proposé de rédiger une narration de recherche : une pratique pédagogique a laquelle ils
n’avaient jamais été confrontés jusqu’alors mais qui nous a aidés & identifier les raisonnements,
les stratégies de résolution mais aussi les réflexions que chacun d’entre eux étaient & méme de
développer face 4 une situation-probléme faisant intervenir de nouvelles notions.
Si nous nous sommes autant intéressés a ces conceptions, c’est parce qu’elles jouent un role
important dans P’accés au savoir. En effet, elles sont & la base de nombreux raisonnements et
productions d’étudiants. Y accéder peut deés lors nous aider & détecter et comprendre leurs dif-
ficultés. Leur identification peut également se révéler trés utile a I'enseignant qui, au travers de
ses pratiques, contribue & leur émergence. S’il en tient compte et essaie de les anticiper, son
enseignement n’en sera que meilleur.

Finalement, au terme de cette activité, ce n'est pas tant le nombre de « bonnes » réponses aux
exercices proposés qui nous importe. Nous avons surtout cherché & déterminer le(les) type(s) de
stratégie(s) que des étudiants & qui 'on présente des problémes que leurs seules connaissances ne
suffisent pas & résoudre, sont & méme d’imaginer. Nous avons pu nous apercevoir que ceux-ci sont
loin d’&tre sans ressource et n’hésitent pas i inventer de nouvelles techniques de résolution, quitte
A se tromper. Basées sur des notions connues depuis le cycle secondaire ou apprises durant les
premiers mois de leur cursus universitaire, ces stratégies, qui ne fonctionnent pas toujours, sont
originales et pour le moins surprenantes, comme 1’ont montré nos analyses antérieures. En outre,
certaines d’entre elles se sont révélées d’une grande richesse didactique et nous ont permis de
prendre conscience de l'intérét de la narration de recherche dans l'identification des conceptions
que nous avons cherché & établir. Grace & cette expérience nous avons pu, le temps d’un exercice,
accéder a ce quil se passe dans la téte d’étudiants mis face & une situation-probléme dans la-
quelle les fonctions implicites interviennent, avant méme d’étre enseignées. Il s’agit désormais de
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savoir si les étudiants se sont rendus compte du domaine de validité de ces stratégies car méme
si certaines d’entre elles ont fourni des résultats satisfaisants, il n’est pas dit que les étudiants
aient compris pourquoi elles fonctionnaient dans la situation dans laquelle ils travaillaient. Qu’en
aurait-il été si le cadre de travail avait été différent ? Auraient-ils été capables d’adapter leurs
raisonnements 7

93



Chapitre 6

Le théoréme des fonctions implicites,
un savoir appris

Comme son titre lindique, ce chapitre a pour but de décrire la derniére étape de la trans-

position didactique du théoréme des fonctions implicites. Celle-ci traduit ce que I’étudiant a
réellement appris, compris et retenu du savoir qu’on lui a enseigné. Comme nous l'avons déja
évoqué, de nombreux facteurs influent sur ce savoir appris. Des facteurs sur lesquels les différents
acteurs de la transposition didactique ont prise mais aussi des éléments indépendants de la seule
volonté de enseignant comme les caractéristiques cognitives et psychologiques de Pétudiant qui
impactent sur sa maniére de traiter les informations qu’il regoit. De ce fait, I’accés au savoir ap-
pris se révéle difficile pour Ienseignant qui ne peut s’immiscer dans le cerveau de ses étudiants.
Cependant, accéder & « ce qui subsiste dans la téte de 'étudiant » entre le moment ot le savoir
lui a été communiqué et celui oil il doit Pétudier, le manipuler ou méme 'évoquer pourrait aider
enseignant a mettre le doigt sur ses interrogations, ses difficultés et les imprécisions émanant
de ses réponses afin d’améliorer Penseignement qu’il lui prodigue.
Pour nous rendre compte de ce que les informations issues de cette phase de la transposition
didactique peuvent nous apporter, nous avons décidé d’interroger une derniére fois les étudiants
que nos expérimentations nous ont amenés & rencontrer en soumettant chacun & un questionnaire
distribué au mois de mars 2011,

6.1 Conception et description des questionnaires

Cest dans le but d’identifier le savoir appris relatif au théoréme des fonctions implicites que
ces questionnaires ont été ¢laborés. En effet, nous avons pensé que ce type de production serait
un bon support pour découvrir (au moins en partie) ce que les étudiants avec lesquels nous avons
travaillé conservent du théoréme des fonctions implicites une ou deux années aprés 'avoir étudié.

6.1.1 Contexte de travail

Avant de nous engager plus en avant dans cette section, nous pouvons commencer par rappeler
briévement les principales caractéristiques des 129 étudiants qui nous ont permis de mener & bien
la totalité du dispositif expérimental de ce mémoire. Répartis en quatre groupes :
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— Mathlgg/gg : les 25 etudiants de 1% année de bachelier en sciences mathématiques inscrits
aux FUNDP durant année académique 2008-2009 ;

— Mathlgg/qo : les 35 étudiants de 1% année de bachelier en sciences mathématiques inscrits
aux FUNDP durant Pannée académique 2009-2010;

— Phylgg/og : les 39 étudiants de 1¢¢ année de bachelier en sciences physiques inscrits aux
FUNDP durant I’année académique 2008-2009;

— Phylgg/1o : les 30 étudiants de 1¥¢ année de bachelier en sciences physiques inscrits aux
FUNDP durant I’année académique 2009-2010

tous ont participé a la narration de recherche qui a introduit les notions de courbe de niveau et de
fonction implicite. Par contre, seul le public Mathlyg 1o a réalisé un travail de groupe qui lui a per-
mis, grice aux concepts de analyse non-standard, de construire une « nouvelle » démonstration
du théoréme des fonctions implicites. Nous avons donc supposé que ce groupe qui a davantage
travaillé le théoréme, porte un regard sans doute plus aiguisé que celui de ses pairs sur ce résultat.

6.1.2 Conception des questionnaires

Deux questionnaires différents ont été rédigés en tenant compte des considérations que nous
venons de rappeler. Le premier, distribu¢ aux publics Mathlyg g9, Phylogsoo et Phylgg/19 com-
porte 5 questions ouvertes, d’ordre général sur le théoréme des fonctions implicites. Le second
questionnaire, distribué quant & lui aux étudiants ayant réalisé le travail de groupe, contient
les 5 questions citées précédemment auxquelles s’ajoutent 4 questions comparant la preuve du
théoréme vue au cours & celle qu’ils ont établie. Ces deux questionnaires sont respectivement
repris dans les annexes B.3 et B.4 du présent document.

L’analyse que nous avons réalisée porte sur la partie commune des questionnaires distribués.
Celle-ci, construite autour des points suivants :

— l’identification des éléments composant I'énoncé du théoréme des fonctions implicites ;

— les outils utiles & la démonstration du théoréme des fonctions implicites;

— P'utilité et 'importance du résultat en mathématiques

est donc scindée en trois catégories de questions que nous allons expliciter dans le point suivant.
En outre, et afin que la démarche entreprise prenne tout son sens, nous avons demandé aux
étudiants interrogés de justifier au mieux chacune des réponses données.

6.1.3 Description des questionnaires

Reprenons dans ce point 'énoncé de chaque question traitée au cours de cette expérimentation
en les regroupant dans les trois catégories que nous venons de définir.

Catégorie 1 : Identification des éléments composant I’énoncé du théoréme
().1. Selon vous, a quoi se référe le théoréme des fonctions implicites ¢

().2. Etes-vous en mesure de me donner les principauz éléments constituant l'énoncé de ce
théoréme ¢ Si out, quels sont-ils ¢



Catégorie 2 : Outils utiles & la démonstration du théoréme

Q.3. Etes-vous capable de me donner les notions et outils utiles & la démonstration du
théoréme ? Si out, quels sont-ils ?

Catégorie 3 : Utilité et importance du théoréme en mathématiques

Q.4. D’apres vous, quelle est Uutilité du théoréme des fonctions implicites (applications
dans le cours d’analyse ou dans d’autres cours,...) ?

Q.5. Pensez-vous qu’il s’agisse d’un résultat important de l'analyse mathématique ? Pour-
quoi ?

6.1.4 Limites de ’expérimentation

L’expérience décrite dans ce chapitre ne meéne ni & une description ni & une analyse complétes
du savoir appris en jeu dans ce mémoire pour une triple raison. D’une part, la seule élaboration
d’un questionnaire ne peut nous permettre d’accéder aux multiples facettes associées au savoir
appris. En effet, ici, seuls les évocations et les souvenirs qu’ont les étudiants du théoréme des
fonctions implicites sont abordés. A notre stade, nous ne pouvons donc émettre la moindre
hypothése quant & la partie du savoir appris lice & la manipulation ou & Iétude méme de ce
résultat. D’autres dispositifs (comme I'analyse d’un exercice ou celle d'une question d’examen
sur le théoréme) auraient pu étre proposés et enrichir nos interprétations ultérieures. D’autre
part, une grande partie des questionnaires ne nous est pas revenue car certains des étudiants
interrogés ! n’ont pas pris la peine de remplir et nous restituer celui qu'ils avaient recu. En effet,
seuls 25 questionnaires nous ont été retournés :

— 9 pour le public Mathlgg/gg ;

- 10 pour le public Phylog/og H

— 6 pour le public Mathlgg/1p;

- 0 pour le public Phylgg/10-
1l faut finalement savoir que la taille de notre échantillon initial a diminué entre le début de
nos expérimentations (décembre 2008 pour les publics Mathlog/go et Phylog/oo, décembre 2009
pour les publics Mathlgg/1g et Phylgg/1p) et le moment ol chaque groupe a recu son propre

questionnaire (mars 2011). Nous faisons référence ici aux étudiants ayant raté une ou deux
années ou & ceux ayant abandonné le cursus entrepris.

6.2 Description et analyse des résultats

Dans les lignes qui suivent, nous allons tout d’abord reprendre chaque question faisant I’objet
de notre analyse et détailler les réponses des étudiants en les répertoriant dans 3 ou 4 classes
différentes afin de mettre en évidence les principales tendances ressortant de 'expérience menée.
Ces tendances sont ensuite résumées dans un récapitulatif dans lequel nous avons associé chaque

1. Pour des raisons pratiques, nous avions demandé aux ¢tudiants de compléter le questionnaire recu & domicile
et de nous le ramener ensuite.
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type de réponse rencontré au nombre d’étudiants de chaque groupe y ayant répondu ainsi q’au
pourcentage que cette proportion représente par rapport a Pentiéreté de I'échantillon sondé.
Signalons également que nous avons repris les mémes notations que celles utilisées par les étu-
diants pour évoquer les différents éléments apparaissant dans I’énoncé du théoréme vu au cours
de J.-J. Strodiot [24]. Ainsi, nous avons noté :

— £, la fonction numérique de classe C* définie sur un ouvert D de IR?;

— ¢, la fonction implicite définie par I'équation f(z,y) = 0 sur un intervalle I de E.

+6.2.1 Catégorie 1 : Identification des éléments composant I’énoncé du théo-
réme

Q.1. Selon vous, & quoi se référe le théoréme des fonctions implicites ¢

Ce que révélent les résultats

Nous avons constaté que prés de la moitié des étudiants associent directement « ce & quoi
se référe » le théoréme des fonctions implicites au résultat auquel il aboutit. En effet, 7 (1 en
Mathlgg o9, 2 en Phylgg/og et 4 en Mathlyg/19) des 11 étudiants ayant fourni ce type de réponse
pensent que le théoréme permet de déterminer une fonction définie de maniére implicite qui
approxime localement une courbe donnée. Un étudiant en particulier a illustré sa réponse au
travers de 'exemple suivant :

[...] déterminer une fonction alors qu'on a une expression liant x et f{x) du lype

z3 + 3z%sin(f () + f(z) = 0.

Trois autres étudiants (un de chaque groupe interrogé) mettent en évidence la dérivation im-
plicite (sans toutefois en donner la formule) qui constitue la seconde assertion de la version du
théoréme vue au cours théorique?2. Un dernier évoque quant & lui les deux parties du résultat.
La deuxiéme classe de réponse que nous avons définie pour cette question montre que pour 6 des
9 étudiants du groupe Mathlpg/gg, le théoréme des fonctions implicites permet de démontrer le
théoréme de Lagrange. Enfin, 8 étudiants ne sont pas en mesure de répondre de maniére précise
a cette question. Ils mettent en avant le fait qu’ils ne se souviennent pas ou ne savent pas a quoi
correspond le résultat. Parmi eux, nous retrouvons une grande partie du groupe Phylgg/og-

Récapitulatif des principales tendances retrouvées

® Nlﬂ.ﬂllgg/(]g z 2/9 (8%)
1. Référence a la thése du théoréme e  Phylog/oo . 3/10 (12%)
e Mathlog/lg . 6/6 (24%)
9. Démontrer le théoréme de Lagrange o Mathlogoe : 6/9  (24%)
; - ] IV[ELtthS/QQ . 1/9 (4%)
3. Aucun souvenir Phodlwion L 7/10 (28%)

2. Voir le chapitre 10 Fonctions implicites de 'ouvrage de J.-J. Strodiot [24].
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Q.2. Etes-vous en mesure de me donner les principauz éléments constituant l’énoncé
de ce théoréme ? Si out, quels sont-ils ?

Ce que révélent les résultats

Nous pouvons remarquer que les souvenirs des 9 étudiants ayant répondu « positivement » 4
la question Q.2 de cette expérience sont davantage orientés vers les hypothéses du théoréme des
fonctions implicites. Bien entendu, aucun d’entre eux ne les a toutes énumeérées mais une grande
majorité d’entre elles se retrouve dans les questionnaires dépouillés. Nous pouvons également
souligner qu’une des hypothéses revient de maniére récurrente chez chacun des étudiants : celle
qui impose a la fonction f d’étre une fonction de classe CF. Une autre hypothése retenue par
certains porte sur la valeur non-nulle de la dérivée partielle fl’, de cette méme fonction. Nous avons
également pu voir que pour 2 des 9 étudiants dont nous parlons ici, les éléments qui constituent le
théoréme des fonctions implicites sont & associer & 'une ou I’autre de ses assertions. La derniére
remarque que nous pouvons faire sur les résultats de cette question concerne le nombre important
d’étudiants ayant répondu par la négative. Comme pour la question (). 1., les étudiants du public
Phylgg/eo ¥ sont majoritaires (9 étudiants sur les 10 que compte le groupe).

Récapitulatif des principales tendances retrouvées

o Mathlooe :@ 4/9 (16%)
1. Référence aux hypothéses du théoréme e Phylgg g : 1710 (4%)
° I\{[athlog/lg % 4/6 (16%)
e T s = Mathlogee @ 1/9  (4%)
2. Reéférence a la thése du théoréme Phylos /00 110 (4%)
o Mathlgge : 5/9 (20%)
3. Aucun souvenir e Phylgg/og : 9/10  (36%)
L] Mathlog/lu v 2/6 (8%)

6.2.2 Catégorie 2 : Outils utiles 4 la démonstration du théoréme

Q.3. Etes-vous capable de me donner les notions et outils utiles @ la démonstration
du théoréme ? Si oui, quels sont-ils ?

Ce que révelent les résultats

Commengons tout d’abord par rappeler que méme si le théoréme des fonctions implicites
fait partie du cursus des étudiants interrogés, sa démonstration n’a jamais di étre étudiée par
ces derniers. Seuls son énoncé et certaines remarques® a son sujet apparaissent dans le syllabus
de J.-J. Strodiot [24]. Cela pourrait justifier le nombre, & nouveau conséquent, d’étudiants ne se
souvenant plus des outils et notions permettant de démontrer le résultat. En effet, les 9 étudiants
du groupe Mathlggog ainsi que 8 des 10 étudiants du public Phylgg /9 se retrouvent dans cette
situation. Par contre, un seul étudiant inscrit en Mathlgg o fait partie de cet échantillon. Ce
dernier groupe qui a vu le théoréme des fonctions implicites en décembre 2009 et a réalisé un

3. Ces remarques sont également mentionnées et expliquées au quatriéme chapitre de ce mémoire dans lequel
nous avons analysé certains manuels d’enseignement.
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travail de groupe sur celui-ci entre les mois de février et mars 2010, semble donc conserver plus de
souvenirs sur les principes de sa démonstration. Les 5 autres étudiants de ce public se souviennent
d’outils de I'analyse classique ou évoquent une autre méthode pour démontrer le théoréme. Nous
pouvons les répartir de la maniére suivante.

— Trois font uniquement référence a la méthode employée dans le travail de groupe : notions
de I’analyse non-standard (nombres hyperréels) et développement de Taylor;

— Un cite uniquement des notions de lanalyse classique qui permettent de démontrer le
théoréme : différentiabilité et calcul de limites;

— Un appuie sa réponse d’éléments de analyse classique et de notions utilisées dans le travail
de groupe (il est donc repris 2 fois dans le récapitulatif ci-dessous).

Enfin, 2 étudiants du groupe Phylgg/gg évoquent le théoréme du point fixe et le principe de
récurrence comme moyens de démontrer le théoréme des fonctions implicites.

Récapitulatif des principales tendances retrouvées

1. Notions et outils de analyse « classique » e Mathlog/ig : 2/6  (8%)
Phylgg/og 4 2/10 (8%)
2. Autr
e Ma,th].gg/]_(] : 4/6 (16%)
e Mathloge = 9/9  (36%)
3. Aucun souvenir e Phylggng : 8/10 (32%)
] Mathlog/]_g 2 1/6 (4%)

6.2.3 Catégorie 3 : Utilité et importance du théoréme en mathématiques

Q.4. D’aprés vous, quelle est Uutilité du théoréme des fonctions implicites (applica-
tions dans le cours d’analyse ou dans d’autres cours,...) ?

Ce que révélent les résultats

Pour une majorité des étudiants interroges, I'utilité du théoréme des fonctions implicites est
lice soit au résultat auquel il aboutit, soit & ses applications. Ainsi, 5 étudiants estiment qu’il
s’agit d’un résultat utile car il permet de créer et dériver une Jonction implicite.

La plupart des étudiants pour qui cette utilité se reflete au travers des applications auxquelles
meéne le résultat, justifient leur réponse en évoquant le fait que le théoreme des fonctions implicites
permet de démontrer le théoréme de Lagrange. Cette justification provient surtout du public
Mathlpg /oo qui a eu 'occasion d’étudier de maniere approfondie ce dernier résultat. Aborde
dans leur cours d’optimisation et contréle, le théoréme de Lagrange a fait objet d'un travail de
groupe réalisé dans le cadre de la thése de 5. Xhonneux [27]. Pour les autres étudiants repris
dans cette classe de réponses, le théoréme des fonctions implicites est utile car il est possible de
’employer en économie (présence de nombreuses courbes de niveau), en mécanique (association
indirecte au Lagrangien) ou dans des domaines liés & I'activité des ingénieurs (thermodynamique).
Mais & cette question aussi, certains n’ont su que répondre. 1l s’agit essentiellement d’étudiants
en physique qui ne se souviennent pas avoir rencontré explicitement le théoréme des fonctions
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implicites dans d’autres de leurs cours. C’est pourquoi ils ne savent pas si le résultat qu’ils ont
vu prés de deux ans auparavant est d’une grande utilité.

Récapitulatif des principales tendances retrouvées

. e 5 G i Phy].[]g/{)g . 2/10 (8%)
1. Utilité associée & la theése du théoréme Mathlgpie © 3 /6 (12%)
e Mathlggee : 8/9  (32%)
2. Utilité associée aux applications du théoréme e Phylgs/og ©1/10  (4%)
] M&th109/10 5 1/6 (4%)
L Ma-tvhl[]gllog : 1/9 (4%)
3. Ne sait pas e Phylgg/og : 7/10  (28%)

L] Mathl(}g/lo : 2/6 (8%)

Q.5. Pensez-vous qu’il s’agisse d’un résultat important de Uanalyse mathématique ?
Pourquoi ?

Ce que révélent les résultats

De maniére générale, les réponses apportées & cette derniere question montrent que les étu-
diants interrogés pensent que le théoréme des fonctions implicites est un résultat important.
Cependant, 15 d’entre eux ne sont pas en mesure de justifier leurs idées. On retrouve a nouveau
parmi ces derniers la quasi totalité du groupe Phylgg/og ainsi que plus de la moitié du public
Mathlgg o et 3 des 9 étudiants inscrits en Mathlgg/gg.

De méme qu’a la question précédente, les étudiants caractérisent 'importance du théoréme des
fonctions implicites d'une part en termes de ce qu'il permet de faire :

Le théoreme des fonctions implicites est important car il permet de créer une fonction
implicite .
Le théoréme des fonctions implicites est important car il permet de dériver une fonction
implicite .

d’autre part, par rapport & ses applications et domaines d’application :
Le théoréme des fonctions implicites est important car il permet de démontrer le théoréme
de Lagrange.
Le théoréme des fonctions implicites est important car il est employé en optimisation.

Le théoréme des fonctions implicites est important car il est employé en théorie des équa-
tions différentielles ordinaires.

Enfin, 2 étudiants ne pensent pas que le théoréme soit d’une grande importance en mathéma-
tiques. Pour 'un, il est surtout contraignant & cause de la force de ses hypothéses qui limitent son
utilisation. Pour le second, le résultat n’est pas important tout simplement car il ne se souvient
pas lavoir utilisé dans d’autres de ses cours.
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Récapitulatif des principales tendances retrouvées

1. Reésultat important (avec justification) Iﬂg‘;ﬁea/ ae ?;2 %i%(y;))
09/10 ¢
° Mawthlgs/gg ) 3/9 (12%)
2. Résultat important (sans justification) e Phylggog : 8/10 (32%)
L] Mathlgg/‘lo : 4/6 (16%)
, . e Phylpg o 1/10 (4%)
. 3. Reésultat sans importance o Mathlpgin 176 (4%)
. Mathlgg/gg ' 1/9 (4%)
; t pe
4 Nesalbpas o photieme 1710 (4%)

6.3 Conclusions

Nous avons rédigé ce chapitre afin de tenter d’identifier ce que les étudiants en sciences
mathématiques et en sciences physiques des FUNDP retiennent a relativement long terme du
théoréme faisant 1’objet de ce mémoire. Le questionnaire proposé aux trois groupes interrogés
nous a servi de support pour y parvenir. Plus concrétement, les résultats qu’il a permis de
recueillir nous ont fourni des éléments constituant le savoir appris des étudiants a propos

— des éléments composant ’énoncé du théoréme des fonctions implicites ;
— des outils utiles & la démonstration du théoréme des fonctions implicites ;
— de lutilité et de I'importance du résultat en mathématiques.

En effet, aux questions abordant I'énoncé du théoréme des fonctions implicites, les étudiants
mettent tout d’abord en évidence le résultat auquel il aboutit. Notre attention se porte plus
particuliérement vers ceux qui pensent que c’est un théoréme permettant de (dé’té'?:ﬁiﬁlg;@u de
ﬁée%",/b,qr r 1'p91je11d1'e les termes de certains) une fonction implicite. En réalité, il assure sim-
plerient ["existence |de cette fonction qu’on ne peut pas toujours exprimer a laide de fonctions
élémentaires (J.-J .}Strodiot, [24]). D’autre part, certaines des hypothéses nécessaires & I'ubili-
sation du théoréme semblent avoir marqué 'esprit des étudiants. Nous pensons par exemple &
celle qui impose & la fonction de départ f d’étre de classe C* ou celle portant sur la valeur non
nulle de la dérivée partielle f{, de cette méme fonction. D’autres enfin font une association directe
entre ce dont traite le théoréme et le role qu’on lui connait dans la démonstration du théoréme
de Lagrange.
Les réponses apportées & la question relative aux outils sur lesquels repose la démonstration du
théoréme montrent quant & elles que le calcul de limites et la différentiabilité sont les principales
notions retenues par les étudiants. De plus, le public Mathlgg,1 qui a réalisé un travail de groupe
sur le théoréme des fonctions implicites mentionne les concepts essentiels de la méthode qu’ils ont
dd employer pour construire la démonstration qui leur était demandée. Enfin, des réponses plus
interpellantes, peut-étre parce que les méthode auxquelles elles se référent ne figurent ni dans les
cours ni dans des travaux réalisés par les étudiants, nous apprennent que certains connaissent
des démonstrations du théoréme faisant appel au théoréme du point fixe ou au principe de ré-
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currence & v

Enfin, une majorité d’étudiants pensent que le théoréme des fonctions implicites est un résultat
utile et important en mathématiques. Pour les uns, ces caractéristiques s’expliquent de palt) la
nature méme du résultat. Pour les autres, elles se refletent davantage au travers des diverses
applications du théoréme. Cependant, de nombreux étudiants ne sont pas en mesure de justifier
l'origine de cette utilité et de cette importance. Certains enfin associeraient le théoréme & un
résultat parmi d’autres car il ne semble pas apparaitre dans d’autres cours® et est d’utilisation
contraignante.

Certains éléments de réponse récoltés grace a cette expérience nous ont permis de caractéri-
ser le savoir appris de chacun des groupes interroges. En particulier, nous pouvons dire que les
¢tudiants du public Mathlgg/ge conservent des souvenirs corrects des principales idées liées au
théoreéme des fonctions implicites. Seule la question, peut-étre plus technique, sur la démonstra-
tion du théoréme leur a réellement posé probléme. Cela peut s’expliquer par le fait que seuls
quelques éléments de démonstration figuraient dans le cours d’analyse de ces étudiants. De plus,
il s’est écoule un laps de temps assez considérable entre le moment ou cette matiére a été vue
et celui ot le questionnaire a é6é passc. Cependant, ce facteur temps s’est aussi révélé bénéfique
pour les étudiants qui ont pu prendre du recul et acqueérir un bagage leur ayant permis de juger
la portée du théoréme dans d’autres domaines des mathématiques. En témoignent les références
fréquentes au théoréme de Lagrange qui occupe un pan important du cours d’Optimisation, au
programme du cursus de 3*™° année du bachelier.

Le savoir appris dégagé chez les étudiants du groupe Phylgg /gy révele que ceux-ci semblent moins
concernés par le théoréme des fonctions implicites qui n’est que rarement employé dans I’ensemble
de leurs cours. Les souvenirs de ces étudiants qui associent 'importance d’un résultat & ’emploi
quon en fait, se sont donc, au fil du temps, quelque peu estompés. En effet, une grande partie
de leurs réponses étaient assez globales et tres approximatives.

Enfin, le groupe Mathlgg/1p qui a abordé le théoreme des fonctions implicites un an avant de
répondre au questionnaire a davantage travaille le résultat que les autres groupes. C’est pourquoi,
les souvenirs de ces étudiants & propos de I’énoncé ou des méthodes permettant de le démontrer
sont relativement intacts (méme si la rigueur mathématique ne transparait pas toujours dans
leurs réponses). Par contre, les questions relatives & l'utilité et & Pimportance du théoréme leur
ont posé plus de problémes. En effet, méme si pour une majorité le résultat est important, trés peu
ont réussi & expliquer leur réponse car le théoréme ne sera repris et appliqué qu’ultérieurement
dans leur formation.

4. Nous avons retrouvé la premiére de ces méthodes lorsque nous avons analysé le manuel de J. Mawhin, [19]
dans le chapitre 4 de ce mémoire. L’évocation de la seconde méthode peut quant 4 elle nous laisser plus perplexes
car nous n'avons pas retrouvé de démonstration récente du theoréme la faisant intervenir, Par contre, il semblerait
quelle apparaisse dans le Théoréme de !'Inversion de Lagrange, apparenté A la premicre vraie preuve du théoréme
des fonctions implicites (voir le chapitre 3 de ce travail).

5. Cet argument est souvent mis en évidence par des étudiants du groupe Phylops/oo-
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Conclusion

Dans cette Ftude didactique du théoréme des fonctions implicites au cours du premier cycle
universitaire, nous avons voulu établir un bilan du savoir associé & ce résultat en portant notre
attention sur sa transposition didactique. Ce processus est ainsi devenu le fil conducteur des cha-
pitres dont vous venez de terminer la lecture. En y ayant recours, nous avons espéré accéder aux
transformations apportées au théoréme entre chacune des phases de la transposition envisagée et
y déceler Porigine des difficultés liées & son enseignement. Afin de mettre en évidence les résultats
les plus importants de notre travail, nous nous proposons de passer en revue les caractéristiques
des principales phases de la transposition didactique du théoréme des fonctions implicites.

Depuis ses premiers balbutiements au XVIE®e sigcle jusqu’a la formulation de son exposée initial
au XIX®me sigcle, le savoir savant relatif au théoréme des fonctions implicites a connu de nom-
breuses évolutions avant de devenir I'outil d’analyse que I'on connait & ’heure actuelle. Interve-
nant dans la résolution de certains problémes liés & des domaines spécifiques des mathématiques
ou employé dans des disciplines comme les sciences économiques et les sciences appliquées, son
enseignement fait aujourd’hui partie des cours de mathématiques d’étudiants inscrits dans des
cursus trés différents. ,
Envisager la transposition didactique de ce résultat prend dés lors tout son sens puisqu’il né-
cessite des modes d’enseignement adaptés a la finalité des cursus cités. [’analyse des manuels
effectuée dans le chapitre 4 de notre travail nous a permis de constater qu’a l'université, les ba-
lises et les normes caractérisant ces modes d’enseignement dépendent de I'optique dans laquelle
souhaite évoluer ’enseignant. Nous avons ainsi rencontré, au cours de nos recherches, deux fagons
différentes d’aborder la théorie des fonctions implicites. La premiére en propose une approche
explicative et est destinée & des étudiants universitaires davantage intéressés par la manipulation
des fonctions implicites et I'utilisation de leur théoréme que par la démonstration de celui-ci.
Nous pensons ici a de futurs économistes, gestionnaires, ingénieurs et mathématiciens appliqués.
Dans leurs syllabus, la démonstration du résultat n’est pas (ou peu) développée, les interpréta-
tions occupent une place non négligeable et les références a des situations concrétes sont bien
présentes. La seconde tendance est quant & elle orientée vers I'obtention et la vérification de la
preuve du théoréme. Les supports de cours correspondants la développent et en proposent une,
voire deux généralisations. Cependant, leurs auteurs les rédigent dans un seul type de cadre et
ne font généralement appel qu’a un seul mode de représentation ; ce qui ne facilite pas ’acceés
aux objets mathématiques en jeu. De plus, ils n’en envisagent ni interprétation, ni illustration.
Nous avons apporté, dans les deux derniers chapitres de ce mémoire, une dimension plus concréte
a la probléematique étudiée. Nous nous sommes focalisés sur des étudiants de premiére année des
bacheliers en sciences mathématiques et en sciences physiques des FUNDP. Le cours que ces
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studiants ont suivi sur le théoréme des fonctions implicites était basé sur le syllabus de J ~d.
Strodiot [24] et avait donc une visée explicative. La premicre expérience que nous leur avons pro-
posée (reportée dans le chapitre 5) nous a permis d’accéder & quelques-unes de leurs conceptions
sur les fonctions implicites. Certaines d’entre elles se sont révélées interpellantes. Nous pensons
notamment & ces étudiants qui pensaient devoir travailler dans 'espace & trois dimensions parce
que la fonction qu’on leur présentait était du troisiéme degré. Nous nous rappelons également
de ces étudiants physiciens, les seuls & avoir trouver un moyen de déterminer analytiquement
I’équation des tangentes qui leur étaient demandées ou encore de ceux qui, pour déterminer le
coefficient angulaire d’une courbe définie implicitement voulaient mesurer la norme du gradient
de la fonction qu’elle identifiait. Nous nous sommes rendus compte que ces conceptions préalables
pouvaient étre éterminantes dans les phases de la transposition didactique situées en amont du
savoir appris. En effet, c’est au travers elles que les étudiants vont interpréter et s’approprier les
propos de I'enseignant. Certaines de ces conceptions pourraient donc expliquer leurs questionne-
ments, leurs interrogations, leurs incompréhensions mais aussi nous aider & comprendre 'origine
de certaines de leurs erreurs.

Enfin, la derniére expérience du dispositif créé dans le cadre de ce mémoire nous a aidés & identi-
fier ce quont réellement appris et retenu les étudiants au terme de Penseignement qui leur a été
inculqué. Afin d’illustrer au mieux cette derniére phase de la transposition didactique, nous nous
sommes penchés sur les souvenirs qu’ont conservés les étudiants sur le théoréme des fonctions
implicites. Pour y parvenir, nous leur avons proposé un questionnaire articulé autour des points
suivants : les éléments composant I’énoncé du théoréme des fonctions implicites, les outils utiles a
sa démonstration et son utilité en mathématiques. De cette maniére, nous avons pu caractériser le
savoir appris des différents groupes interrogés et nous sommes apercus que chaque groupe s’était
approprié le savoir appris d’une fagon particuliére. Ainsi, les souvenirs conservés par les étudiants
du public Mathlgg /g se sont révélés relativement corrects sur les principales idées du théoréme
des fonctions implicites ainsi que sur sa portée dans d’autres domaines que les mathématiques.
Seule la question liée a sa démonstration leur a posé probléme. Les étudiants du public Phylgg /g
ont eu davantage de problémes pour répondre aux questions et ont semblé moins concernés par le
résultat. Enfin, le groupe Mathlgg o a davantage travaillé le théoréme que les autres groupes et a
été plus A méme de répondre aux questions concernant les outils employés dans sa démonstration.

Au terme de cette étude, nous avons pu constater la place occupée par les conceptions préa-
lables des 6tudiants dans leurs modes de raisonnement. La maniére d’appréhender et concevoir
la notion de fonction implicite en dépend donc fortement. Prendre conscience de ces idées « déja-
1a », comprendre qu’elles sont induites par I’enseignement transmis et essayer de les anticiper
pourrait permettre de se diriger vers des méthodes d’enseignement favorisant la compréhension
du théoréme des fonctions implicites.

Au vu de la diversité des outils que propose la didactique des mathématiques, nous pensons
qu'il existe de nombreuses pistes susceptibles d’améliorer et/ou approfondir les résultats issus
de notre production. En effet, les expérience réalisées ces derniers mois ne représentent qu’une
partie de ce qu’il est possible de mettre en ceuvre pour s’approprier une problématique didac-
tique. Nous pourrions par exemple envisager d’autres fagons d’accéder au savoir appris par les
studiants comme leur proposer un test (ou une question d’examen) sur les fonctions implicites
et analyser ce qu’il en ressort ou exploiter davantage le travail de groupe réalisé par le public
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Mat}hlog/ 10+

Notre objectif initial était de dresser un état des lieux de I'enseignement du théoréme des fonc-
tions implicites au travers de sa transposition didactique. Nos expérimentations nous ont permis
de percevoir 'importance des conceptions des étudiants dans 'apprentissage de cette partie du
cours d’analyse. Cependant, une des phases de la transposition étudiée, le savoir enseigné, nous
a échappé. Ce savoir, établi durant les heures de cours est entiérement régi par enseignant et ses
conceptions personnelles. Dés lors, nous pourrions, a I'instar de ce qui a été fait avec les étudiants,
recueillir Pavis de certains professeurs quant aux méthodes d’enseignement qu’ils pr‘mp}g:s\ént, les
objectifs qu’ils poursuivent,-lesraisons pour Tesquelles-ils-privilégient=uir -typef'd‘*éﬁs_eiénement en
particulier,. .. Recueillir ces informations pourrait s’avérer utile et nous permettre d’établir de
nouveaux liens entre les conceptions des étudiants, leurs difficultés et les phases de la transposi-
tion didactique encadrant le savoir enseigné.

Nous pensons également qu’élargir notre horizon de recherche en proposant notre dispositif ex-
périmental & des étudiants inscrits dans les autres institutions citées tout au long de ce travail,
pourrait étre un bon moyen de compléter, enrichir, généraliser et donner davantage de pertinence
& nos observations et par conséquent, & nos résultats.

Cependant, les moyens dont nous disposions et 'optique dans lacuelle nous avons évolué ne nous
ont pas permis de porter a ces idées l'intérét qu’elles auraient peut-étre mérité. Nous les laissons
donc en perspective pour d’éventuelles futures recherches.
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Annexe A

Les manuels d’enseignement
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Chapitre IV

Quelques fonctions spéciales

IV.1 ¥Fonctions implicites

Une fonction n'est pas toujours définie explicitement sous la forme classique y = f{x),
mais peut étre donnée implicitement & Vaide d'une relation du type F{z,y) = 0. Clest
motamment le cas, en économic, pour les courbes d’indifférence et d’Engel relatives &
20 consommateur disposant de deux biens, ainsi que pour les isoquantes et le chemin
#expansion d'une firme produisant un output & I'aide de deux inputs,

Penchons-nous tout d'abord sur le cas particulier d’une fonction y d'une seule variable
indépendante , définie implicitement par F(z,y) = 0. Remarquons d’emblée que toute
fgalité F(z,y) = 0 ne garantit pas I'existence d'une fonction bien définie; par exemple,
Flz,y) = x permet & y de prendre n’importe quelle valeur pour z = 0, ce qui est en
contradiction avec la définition méme d’une fonction. D’un autre coté, il peut exister
plusieurs fonctions introduites par une méme expression du type F(z,y) = 0; c'est le cas
sour F(z,y) = «® +y* — 1, qui donne naissance i deux fonctions définies sur l'intervalle
i~1,1], & savoir +v1—z%et —v1— 7% toutefois, la solution est “localement unique”,
‘27 ce sens que, pour toub point M* = {z*,3*) du cercle centré sur lorigine et de rayon
wnitaire (avec néanmoins —1 < z* < 1), il existe un intervalle Jz* — &, =" + €[, inclus
dens |~1, 1|, ot la fonction y = f(z) est parfaitement définie par la formule 2% + 3% = 1
& qui prend la valeur y* pour z = z* : ainsi,

f(u:):\/-l——fm—2 pour M*= (ﬂ -@),

2t

tandis que

flz) =—v1—2% pour M*= (g—-‘gg)

Lexistence et 'unicité locale de la fonction y = f(z) sont garanties par le théoréme
suivant (qui sera donné sans preuve).
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Théordme d’existence des fonctions implicites. Seit F(z,y) une fonction qui
s‘annule pour les valeurs @ = 2* el y = y*, et qui est contintiment dérivable dans un
vaisinage de M* = (a*,y"). Si %;F(M') # 0, il eziste, pour x suffisemment proche de
z*, une ef une seule fonciion y = f(z) telle que y* = flz*) et Fz, f(x)) = 0.

Lorsque V'existence d’'une fonction définie implicitement est assurée, ses dérivées suc-
cessives peuvent étre calculées de proche en proche (si elles existent bien siir) en égalant
% zéro les dérivées successives de F(z,y) par tapport & z, ces dérivées étant obtenues
gréce A la formule de dérivation des fonctions composées, ce qui donne

ar  8r , aF 8F

= ?iE g, OF "o_
dr 6yy =0, e +23:r,6yy + ay,l(gf) + 3yy -

On dispose également de cet important résultat.

Phéoréme de dérivation des fonctions implicites. Seil y une fonction d'une
sariable indépendante x, définie implicitement par F(z,y) = 0. Sous réserve d'eristence,
les dérivées successives de y sont données par

0 F B |

r. F, F

,qf#_ﬁz’_ et ylt: 'F; 'F;z ‘F;y
F Fe

Remarquons que la dérivée premitre ¢/ de y peut encore étre obtenue par le calcul
de la difiérentielle totale de F; de fait, F'(x,y) = 0 entraine

oF , | OF
= —dz Sr—— —
dF = Gode 4 5ody =0,
d'od 4 o
-—y- == ’: —i‘
A A

e particulier, la valeur de la dérivée de y en
2", B savoir

AY oy pipoe
3;(95 )= f(z*),

donne la pente (égale & tga) de la tangente
% ia courbe y = f(x) au point d'abscisse x*;

B

X

Happosé de la dérivée o, c'est-d-dire le rapport %, joue un réle important en économie
2t est souvent appelé taux marginal de substitution.
Ce raisonnement montre que le gradient de F est perpendiculaire & la tangente & la

onrbe d’équetion implicite F(z,y) = 0, puisque grad F' x (dz,dy) = 0 : le gradient
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de F au point M° = (z*,1") indique donc bien ia direction de la perpendiculaire 4 la
rangente et donc la direction de la normale & la courbe F(z,y) =0en M",

Par ailleurs, la dérivée seconde 3" de y, dont le signe détermine le sens de la concavité
de y, peut étre obtenue directernent par le caleul de la dérivée de ' = —%; on cbtient

successivement, en tenant compte des égalités 3 = m%: et FY, = F, (théoréme de
Schwarz),
P (_ _) _ RAR-FER  F(FL+PL) - FUFL+ P
: P @P
| -RFL+ FR B - B EE [RE|
N B AR

all

W| désigne le “hessien bordé¢” de F, & savoir

__looB A
[FF|=|F; B Fg

1] " Uj
FV Fy:‘. FW

En guise d'illustration, considérons la relation implicite F{z,y) = °* +zy+1=0:
elle détermine univoquement une fonction y = f(z) définie pour tout x non négatif et
ful vaut —1 pour = 0. Les deux premiéres dérivées de y peuvent étre obtenues comme
st : y 4 (8y* +z)y’ = 0, puis 2y + 6y(y)* + By + 2 =0, d'od

¥
V= 3+
et
0 ¥y 3tz
Y 0 1
o WAy 2y Bf+x 1 by
- 3y +z (32 +z)? (3y* + x)?

Pour une fonction implicite y de n variables indépendantes 1, T2, . . ., T, définie par
Péquation F(x1,%s, ..., %n,y) =0, 1 caleul des dérivées partielles se fait, aux notations
prés, en suivant le méme procédé que pour le cas = 1. En égalant & zéro la dérivée
partielle de I par rapport & o (caleulée en traitant les variables r;, autres gue 2, comime
des constantes, mais 2; et y comme des fonctions de ), la formule de dérivation des

fonctions composées donne, s &5 # 0,

oF O8F dy
R el — e T U
Oz * By Omy
4ol P ar
Y Bx; oo
E:E:'-—%? pourt.out 1-—»1,2,.“,11.
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Les dérivées partielles d’ordre supérieur peuvent étre obtenues par la méme voie.

Par exemple, considérons la fonction z, des varisbles indépendantes x et y, définie
implicitement par e**¥** = xyz, En dérivant par rapport 4 z les deux membres de
égalité e¥19% — zyz = 0, on trouve

ik
0z e=tut? — gy

qui, au moyen de Péquation proposée, se réduit &

8z zlm=1)

6z aw(z-1)
de méme,
8z z{y—-1)
dy  yz-1'
pour calculer a—i?—;;, reprenons g—: = fi%“;;_'g et dérivons par rapport & y cette fos, sachant

que —Egl joue le 1ole de facteur constant; il vient alors

9%z z—-1(e—DfE -2 =z-1 o

SR oy s - By
Oz 0y x (z—1)? x {z-1)*
—z{y~1
_ e 3 @-nw-e
z (z-—1)? ay{z — 1)

Plus généralement, penchons-nous sur le cas de'm fonctions Y1, ¥z, - - -  Ym, qui dépen-
dent chacune de . variables indépendantes 21, &g, - - ., %n, €6 qui sont définies implicite-
ment par m relations du type Fj(zy,. .. Ty U1 V2, -2 Um) = 0 pour f = 1,2,...,m.

Nous allons voir que, sous certaines hypothéses, il existe m fonctions f; telles que
¥ = fi(Z1, D2, &) pour J = 1,2,...,m; ce résultat permet théoriguement ’élimina-

tion des y; & partir d’équations (F; = 0) non nécessairement linéaires.

S'l n'est pas toujours aisé d’écrire les y; explicitement en fonction des ;, il est
néanmoins possible de calculer les dérivées partielles des y; par rapport aux variables
#;. De fait, on obtient, comme précédemment, pour tout i=1,2,...,n et pour tout
i=12...,m

dx; £ Oy O -

i

31 reste alors & résoudre ce systéme linéaire de m équations par rapport & %’ix-‘%, %’z—f, caw

%"’ﬁ; ce systéme est cramérien en les inconnues %ﬁ% Joraque est non nul le jacobien
”

g om om

B St By

J__a(FlsFZ\"'JFm): ?l : 9
6(3/1??{2\'" 2 ,ym) ﬁf:‘m Q_}:'J‘n e B_I:'_‘m

dyy  dyx 7 Oum

Comme pour le cas n = m = 1, cette dernitre condition J 7 O garantit I’existence de
fonctions fj, ainsi qu'en atteste le résultat suivant {encore donné sans preuve).
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Théordme général des fonctions implicites. 5i le jucobien

3(9’3,3}2.- o sym)

ae s'snnule pas en un point M* = (x},...,ZTn,¥l,. .- Ju%) et si toutes les fonctions
By, By, ..., F sont contindment dérivables dans un voisinage de M* (situé dans Uespace
R™™), 4l existe m fonctions fy{m,...,%n) telles que y; = Filz}, ... @5) pour tout
§=1,3,...,m, ces fonctions f; élant uniques et définies sur un voisinage V' du point
X° = (z},...,15), ovec Fi(zy, ey B &2 Tn)y e fmlm, - 30)) = O pour tout
4=1L2,...,m et pour tout point X = {z1,...,Zs) de V.

Pour illustrer ce qui précéde, introduisons les fonctions y et z de la variable indépen-
dante z, définies implicitement par le systéme

2yt ri=1
zH+y+z=1 '

Comme les valeurs © = 0, y = 1, z = 0 vérifient ces deux équations, il existe deux
fonctions y = f(z) et z = g(z}, définies au voisinage de 0, telles que F(0) = 1et g(0) =0;
en effet, le jacobien des fonction Fi(w,y,2) = 22 +3* +2*— L et Fof,y,2) = aty+z-1,
par rapport aux variables y et z, vaut

AF,F) |2 22
Bly.z) |1 1

.t est done non nul pour ¥ = 1 et z = 0. En dérivant comme indiqué ci-dessus les deux
égalités By = 0 etFy = 0, il vient

20+ 2y + 222" =0
1+y+2=0 '

ou, en résolvant sur 3’ et 2"

zZ—Z
y‘_ —2Z
z’m:c—y
v—z

IV.2 Enveloppes

_ Considérons une famille de courbes planes C qui dépendent d’un paramétre A et sont
 Géfinjes par 'équation F(z,y, A} = 0. 5i toutes ces courbes C restent tangentes A une
courbe déterminée £, cette dernitre s'appelle I'enveloppe de la famille et les courbes C

sont dites les enveloppées. )
Pour illustrer trés simplement cette notion, analysons la famille des courbes carac-

térisbes par Péquation (T — A)* =1v.
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Les fonctions de plusienrs variables 287

Vérifions que Hyl(x) est définie négative en calealant 37 Hy (0)y. oh 7 est un
vecheur ion wul quelconque de B2,

, ..
g H(w) = {n.ve) GL1 =
6 -u

y" Hrs(hy

mo_w (y; _.
i U2

On a v Hylx)y < 0. Cela monere que I esh sivictement. concave. On retronve,
comme dang le cas des fonctions d'une variable, Uingerprétation éeonomigne de
Putilité marginale décroissante. L'utilité supplémentaire ohienue par ue accroisse-
ment de la consonmation diminue qnand Je nivean de cetie consommation ang-
mente.

8.3 Fonctions implicites et fonctions homogenes

£.9.1 Le théoréme des fonctions Implicites

Il rfest pas rare que plisieurs variables éeonomiques solent lides par wne relation fone-
tionmelle viais quil soit impossible d'exprimer {explicitement) une varjable en fonetion
des autres. Nous avons vu A plusienrs repriscs up exemple de ce type @ le taux ac-
tuariel # dhune obligaiion est 1ié & son prix p et anx fhex #4, .0, Fe au’elle engendre
sous forme de coupons et de prix de remboursement. 11 est pourtant impossible dex-
primer expliciternent r comme une fonction de Vensemble de variables (p, Fy, ... ).
De méme. la satisfaction d'un individu lide A le consommation d'un pazier de biens
{1, .00 8p) €8l meswrée pav wne fonction d'utilitd A valears réelles (e, ... wq). Pour
. nivean dutilité Gxé w. Végalité Ulry, ... 2p) = ¢ induit une velation entre s
Jes p — 1 sutbres variables., 11 west pas toujouts possible dexprimer cotte velation de
manitre explicite,

Les résultals de cette section fournissent un oniil permettant de ndaumnoins mesurer
b sengibilité dme vaviable par rapport a une variation dune antre variable. Nous
présentons dabord Je cos le plus simple d'une relation émanant d'une fonction de
deux variables seulement.

Définition B.27 Sott F une fonction définie sur un domaine ouvert D de R On dit
que Véquation . y) =0 définil une fonction implicile & il existe. une fonction g(x) =y,
définie sur un intervalle et 0 saleurs dans un intervalie, telle que Fia, glw))=0.

Le cavsctire tinplicite de la relation entre @ ef y = g{z) apparait lorsquil w'est pas
possible dexprimer (explicitement) g.

Proposition 8.28 Thdoréme des fonetions implicites (2 variables)

SiF:RY = B est de closse C sl définit une fonction implicite g par la eletion
Fla,y) =0, ona:




288 Chapitre §

La notation %f pent paraitre surprenante : ¢'est un abus de langage (ou d'écriture!)
winis elle est d°utilisation courante, c'est pourguoi nous I mentionnens. De mine, los
notations %% et %L peuvent sembler inoprécises puisque le puint anquel ces dérivées
partielles sont calenlées n'est pas spécifie. Elles sont cependant aussi d'usage perma-
nent dés que le contexte évite 'ambiguité, Tel, par exemple, ou sait que ces dérivées
sont caleuldes mix poiuts (i, y) tels que Fla,y) = 0.

Ce théordrne est utilisé dans les modéles économiques pour faire de la « statique
comparative ». Cela consiste & maintenir une fonction de deux variables (production,
utilité, coif, valeur actuelle nette) & un nivean donné, et & analyser Pimpact de la
variation d'ine variable sur le niveau de I'autre variable.

w Exemple 8,10 Le taux interne de rentabilité (TIR)
Un projet d'investissement nécessite, duns ta confignration la plus courante, une
dépense initiale qui va engendrer des rentrées futures. Notons Fo la dépensc
initiale (Fu < 0 car c'est nne dépense) et 1 = 1,7 les flux futurs (F >0
car ¢est une recette), T désignant la durée du projet. La valeur actuelle netie
de ce projet, pour un taux d’actualisation r, est définie par :
7

VAN(r) =

Le taux interne de rentabilité (TIR) est le tawx r* qui anpule la VAN
r* est donc solution de 'équation :

VAN() =0
Cette relation définit une fonction implicite entre 7 et nimporte guel flux du
projet. Cette fonction est implicite car on ne sait pas exprimer la fonction f

suivante :

¥ f(T, Lt =0,.,T)

20 revanche, le théoréme des fonctions implicites nous autorise A caleuler la

sensibilité du TTR, & une variation des flux. Par exemple :

Or,ona:

On aboutit & @

F ST AR )t

Une lecture trop rapide pourrait amener le lecteur & trouver élrange qunn TIR,

soit une fonclion croissante du coilit initial du projeb (la dérivée ci-dessus est

positive). T fant garder & V'esprit que Fy < 0. Par conséguent, un accroissement

narginal de Fp corvespond i une diminution marginale du cofit du projef.
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Ta proposition 8.28 se géndralise pratiquement sans modification au cay de fonetions
de pr variables, quand on soubaite étndier 'impact des variations d'une varjable sur
colles d’une antre variable, ef qu'on a, par exemple, une relation F(z) = 0 qui définit
wne fonetion implicite entre deux variables &; et .

Praposition 8,20 Théoréme des fonstions implicites (p varicbles)

Soit F' une fonction de closse G, définie sur wn domeine ovvert D de R, On suppose
que F ddfinit une fonction implicite liant «; ot wy par Pintermédicire de la relation
L) =0 On aalors:

Daus ceite formulation, @y désigne la k-idme variable et 5 la i-itane. Cette proposition
west pas fxis différente de la proposition §.28 puisque les variables autres que i et
ay fe jouent aucun véile. Clost « conmme si » on travaillsit avec nue fonetion de deux
variablos en considérant les (p — 2) autres variables comuie des constantes,

8.3.2 TFonctions homogénes ot théordme d’Euler

Les fonckions homogénes apparaissent dans de nombreuses situations en deonomie
mais Pexemple le plus courant, et an confenu concret le plus évident, est celui des
fonetions de production. Posez-vons la question suivanie : comnment évolne la produe-
tion d’une entroprise guand on double le personnel, le matéricl, en bref, Pensemble des
factenrs de production 7 Vous répondrez peut-étre intuitivement que la production vu
doubler. Choiste cetie réponse revient d supposer que Ja fonction de production de
Ventreprise cst homopéne de degré 1. La définition suivante formalise et géndrolise
cotte vemprgue.

Définition 8.30 Seienl [ une fonction définde sur un domaine D de PP, 4 vulewrs
dans B. et [I* un sous-ensemble de D. f est homogéne de degré o sur D si pour
tout e D et toul AE Ry on u

Av e D et f(Az)=A"f(2)

Notez que si o = 1, si 37 = (@1, .pitp) veprésente des quantités de facteurs de
production {angsi appelds « inputs »} et i f{a) désigne la gqnantité produite (anssi
appelée « ontput »), on a f(2) = F(2e1, 200, 0 Bp) = 2 {Br.@, e itp) = 2f ().
En doublant les quantiiés d'inputs, on a doublé la quantité d'outiput.

Quand une fonction de production est bomogbne de degré o > 1, cels signifie que
le doublement des quantités d’ivputs fait plus que doubler le volume d'ouipot. Op

évoque alors les « économies d*échelle », c'est-3-dire la diminution du cont de produc-
tion unitaive quand la quantité produite angroente.

B constaiant Pégaliié f(2e) = 2f(x), on peut étre tenisé Passimiler les fonctions
hamoghnes de degré 1 et les formes linéaires présentées au chapitre 7. Ce sevait une
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Chapitre 3. Décivation de forctions de plisieurs variables 120
i sion de production devient

QUIC(1), L(t), T(t)) .

¢t Oxdee & (3.15), on peud écrire

ZE() = Qe UC(), L{8), T()) 17 (1) + QK (1), L8, TEH) L' () +Qp (R (8, B T 0 .

8 QUK L,T) est la fonction de Cobb-Donglas,
QUE,L,T) = A K [P T° ((A,0,be= constanges > 0},

“alors

%?(a) o ARSI KD+ b A KR IR L) b AKY P TOLT(E)

Divisons les dewc membres de cutte égalité par @ pour obtenir le taux de variation relatif de
la fonetion de production. On obtient :

dQ
Bga KO B0 T

wn TR YT

Le taux de variation relatif de ka production est donc une somme: pondérés des tame de variation

relatifs du capital, du travail el de lo superficie des terres cultivées. Les facteuts de poids sont

las exposants vespeciifs a, & et c.

3.7. Dérivation implicite

Certaines fonctions ne sont pas décrites explicitement mais sonk définies comme sojution d'ine
. iquation de plusieurs variables. Clest & V'étude de cos fonctions. et plus particulivrernent au ealeul
e lewrs dorivies, que nons consacrons ce paragraphe.

571 Pente d'une conrbe de vivean et dérivée d'une fonction d'une variable
définie implicitement
P

“onsiddrons une fonction de denx variables F(wz,y) ainsi que I'équation
Flz,y) =¢ (o est une constante).

Cetie Squation représente une courbe de nivesu de In fonction F° {voir §2.2.2). Bupposons que
celte équation définisse y implicitement comme ume fonction dune variable 3 = f{x) sur un

certain intervalie I de /R ninsi qurillusiré & In figure 3.11. Celn signifie que

vrel: Fla, Fleh) =¢. 3.16)

S f ost dérivable, que vaui f{z) ? Siln courbe de niveau est telle que celle de la fignre 3.11,
Io problome revient done & délerminer la pente de la courbe en chaque point P de coordonnées
{x, Fz)), dest-a-dive le coefficiont angulaive de la tengente A la courbe en ce poigs.
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v
Fle,y)s=com ¥ = Flx)
. |
Jim) pemme .
| I
I
i j e | X
0 &

Fignte 3.11. Quetle est la ponte en P 7

s déterminer fY{@) , il nous suffiv d'utiliser la régle de la chaine Aéerite au §3.6. {cas 2) et de
ter la dérivée totale (par rapport & 7 ) de chacun des deux roembres de (3.16). On obiient,
#- st differentinble :
W L de . df (x)
f-;{x,f{m); o —.—F{,(L._f{z)) s =0.
S el
i /)

done

. Fiz, f(£)) \
Ploy = w5t Fy(w, 0.
Floy=-REgEy 4 Rl ?
i formule nous denne & In fois la dérivée de la fonction y = f(») dohuie implio;itemem pour
) = o et Ja pente de Ia cowrbe de nivean F(x,1) = ¢ au point {(z,4). Ce résultat est
;a6 dens la proposition suivante :

oposition 3.13 (Pente en un point d’une courbe de niveau et derivée d'une fone-

3o d'ume varlable définie implicitement) -
F{z,y) une fonction différentiuble.

flaw) =c = y = f{x) = fouction dérivable sur un intervelle I de IR
AN T
(317

5 fo pente de ln courbe de nivean définie par (3.17) est donnde pur

Fylm,y

¥ o= f) = VE"‘—(—J—'—E% pour tout (x,y) tel que Floy) =c el Fi(zy) #0.

;emple 3:11
susadérons lu courbe d'équation

— 2yt Wy =)



hapitre 3. Dévivation de fonotions de glugienrs variables
Pour cela, nous définissons
Flay) =2 + 2%y — % - 100
L’equation (3.18) est équivalente &
Fiz,y) =0
i est e courbe de nivean de .

» Nous commengons par vévifier gue le point de coordonnées (2,y) = (2,1) est bien sur cotie

courbe de niveau, ¢’est-d-dire que
F(2,1)=0.

» La proposition 3.1 nous permet d’écrive

+ Zay

. 2 g 0 -
=10 pour {z,y) tel que Flz,y) =0et 2" ~dy 10#0

Ponr (,) = (2,1) on obtiexs done ' = 8/5.
o L'squation de Ja tangente 3 la courbe pu point (2,1) est done

y—l==(x-2).

Ll Re ]

Remargue importanbe :

La courbe est représentée & Ia figure 3.12 {dessinée par un prograwmme Alordinateur). On te-
marque que pour plusieurs valeirs de 2, 3l existe plus quiune valeur de v telle que () soit
situé sur la courbe. Par exomple, (2.1} et (2, ~d4) gomt tous deux sur ta courbe, Cela signifie
quiune équation Fw,y) = ¢ peut définir phis qu'une fonction f(z) telie que

Fiz, f(x)) =c.

]

Dans Vexemple ci-contre, la pente de
Ja conrbe an point (2, —4) est donnée

1723 4 5 x

N

Figure 5.12. Graphe de =4y - Wt - 10y =0

par ' =0.4.
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sn Fle,y) = ¢ ne permet pas tonjours d'obtenit une expression annlytinue de

omme e monsre Pexemple suivant.

1o 3.12

ns que Léguntion

—20—dy=c

sse implicitement une fonction dérivable y=f ().
olions déterminer une valeur de ¢ felle que f(0) = 1 et ensuite déterminer

£10).

135005
Fluy) = &V 0 Ay
tion définissant impliciternent y = f(7) est

Flw,y) -

izque f(0) =1, an obtient

FO,1) =" ~d=c ebdoue

s proposition 3.13 permet d'écrire

Or, F,::Uriy) = y2 C’—nug -9 et ?";u(;rz'b') =2xy C"Ziﬂ =i

o eV —2
=4

o (@) = - ob y= f(@).

Et

1
0y = F/{0) == —mne i
y'{0) = F'(0) e i

Remarquons  que  dans cob exemple, il n'est pas possible de déterminer analytiquement la
fonction J(x) mais gue, malgré cele, il est. possible de déterminer so dérvée.

3.7.2 Dérivées d*une fonction de deux variables et définie implicitement
Considérons une fonction de troig variables F{x,y,z) ainsi que Péquation

Fiz,p2)=¢ (¢ est une coustante).
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cette equation représente wne surface dans aspace trois dimensions J2°, constizude
s triplets (z,v,2) qui satisfont & P'équation. Cetie surface est appelée le graphe de

Zupposons que cebte équation défimsse 2 implicitement comme une fonction de deux
¢ e [l y) surun certain domaine A de 7.

Fley, fay) =c. (319}

Jifferentiable, nous pouvons utiliser la régle de la chaine décrite au §3.6. (cas 4) pour
dlérivées partielles pav rapport & 2 et & y des deux membres de (3.19). On obtient

s dérivant par rapport 4 » <

i i p & ) )
Fylwyw, f2,0)) a"”z +Fy (s, flo)) c,-y +F(zy, e )b 5{ =03
\‘_‘1,/ \_0']“4 '

st dérivant par rapport & v ¢
Bz g N af
Fyle, s £ (1)) 5 +F (o)) By Bz, flay)) 7R
o Nt

1] 1

L, Fla, o)) # 0, Jes dérivées partielles de 2 = Jfla,y) sont done

L Py flev))
gy =Jelon) = Fi{s,u, flev)) |

Oz
5 flz.y) =

citement)
i Fzy,z) une fenclion différeniiable.

Flm,pz)=c = z=fla,y)= fonclion différentiable sur un domeine 4 © Jii8

F Fiiz,y.2)-
B /) x. Y
g = ) = e
pour tout (@0, y,2) tel que Fe,u,2) =c el Fllo,mz)#0.
T = w2
= A =S
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e 3,12

3By - 3z 420 = 2 (3.20)
t 2 = flzmy) comme une fonetion denx fois différentiable {c'esi-a-dire que la fonction
Déterminer z, et #, aipsigue B

rentiable ainst que toutes ses dérivées pactielles).
)=(0,0,2}.

zgv _ Caleuler ensuite la valeur de ces dérivées lorsque (2.9, 2

T
s Feys) =o—2p -9z 420 et o= -2

sommengons par véritier que le point de coordonnées (2,3, 2) = (0,0,2) est bien sur

face décrite par Pégnation { 3.20), ¢'est-d-dire que
F(0,0,2) = 2.

;s allons ensuite ubiliser la proposition 3.14 pour calculer zf et 2. On obtient

F=1, F=-2 F=-3+%

done
~ ¥
B 5
¢ siz#E s
P A ’
Ll Fi 2z -3

15 maintenant ntiliser ces deux expressions pour calculer les dérivées purtielles

Qi pouvVoL
tion de (z.9) -

secondes, en gardant bien & Vespriv le fait que z est une fone

On obtient

WO T
Zow ™ ) = TR B @

"
Sry

0o
Zuy
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| Pour (. 2) = {0,0.2), on obtient

| Z=—1, =24
i =2, =4, gy =8

3.7.3 Dérivées d’une fonction de n variables définie implicitement

Les propositions 3.15 et 3.14 penvent étre stenitues b des fonctioas de plusieurs variables comme

indiqué dons la proposition suivante.

[Pmpositiun 3.15 {Dérivées partielles d'une fonction de n variables délisie impli-
citement)

Soit Fixy,....xon,2) une fonction difféventinble.

Si

Flog .., 2)=c = = Flz1y oo ptin} = fonction différentiable sur Acmt

glors, pour 1= 1,2,...,n

Ty Z)

dz Ff (2.
)

ot e N o
bz fa:,-{-‘-l,--v:ﬂﬂu)* I”;(z;,.

Ple,... Zn2)=¢
pour tout (..., Tn, 2) Lef que el

Filn,.o Tar2) # 0.

3.8. Fonctions homogénes

3.8.4 Fonctions homogénes : définition et exemples

Gue classe de fonctions particiliérement importante en gconomie esi celle des fonotions homo-

gines. Elles sont définies comme suit :

Définition 3.12 (Fonction bomogene)
Yoient ¢ un nornbre réel gt f: D C H" — IR une fonciion de 7t variables.
O suppose gue Je domaine [ vérifie la condition

Y (1t} €8 ot Vi>0: Hayy oo an) € L0,

|
i
I
i()n dit que f est homogine de degré a si
i

j V(w2 )8R Yi>0: FlEmy, .. b)) =2 B Ea) -
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Fonctions doéfinies implicitement

. Les équations suivanies définissent implicitement & comue uae fonciion de (7,3) . Cinleulez

w
&

pour chague cag Jes dérivées partielles <} et z,.
(a) 32+y—2=0 (o) &% = Juys

(b) myz 4wz ~ayle® =

36. La fonction P est définie pour tout #,y par Fiz,y) =z VS pay’ -0y
(a)} Montrez que le point de coordonnées (1,3) se tronve sur Ia courbe de niveau d’qua-
tion F(z,y) =4.
(b) Déterminez Léquation de la droite tangente & cetie courbe au point de coordonnées
(1,8).

7. Chacune des équations sulvantes définit implicitement, y comme une fonction de a. Dans

=

T ilyes
chaque cas, caleulez o

(a) ¥ +aif =14y i (¢} sina -+ cosy = sinoosy

(b} ¥y = 145y

3¢ Mame guestion qu'a Vexercice 35 pour les équations suivantes :
(8) a4yt +oa? =3 (¢) we¥dystze®=0
cos(r + y+ 2} () lule+ye)=1+ wyet

(b} =y
20, Vérifiez que les points de coordonnées (x, ) = (1.1}, (1,0) et ( —2,1) sont sur une courbe

de niveny de 1a fonction f(#,y) = a®+y? et déterminez la pente de la tangente i la courbe

de nivean en chacun de ces points.

Fonctions homogénes

40. Fxaminez si chacune des fonctions suivantes est homogene el détermines son degrd dho-

mogéndivé.
2 2
{8} floyy)=20+3y (@) Pl y)= /2 In (:c--jl_'y"’ )
{b) glr.y) =80+2y~1 () Gix,g) =lax +Iny

(e} him yz) =

(wywgreg)? (1+1
et rfhuy \@ 22 T

(g Qimema oz = (0ol +baf+oa

(Y Higoy.zu) =
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et dos lors

0 (l—a)ly" ~97); <0,
ce qui implique y* = y**. Enfin, pour chaque k € N*. si l'on fait tendre g
vers infini dans (5.9), on obtient

oF ,
.| P TS Lo N — i
e =yl < 7 19(%0) — wols
i}

Par exemple, pour chagque a €] — 1,1[ et chaque b € R, I'équation de

Kepler
y = asiny+ b,
possede une solution mnique y* = limy o yp o0 Yo € R est arbitraire et,
pour chaque k € M*,
Yy, = asinyg1 + b

puisque I'application g de R dans R définie par g(y) = nsiny + b est telle
que, pour tout u € B et tout v € R, il existe, par le théoréme de Lagrange,
# €10,1] tel que

lg(ae) — g(v)] = lali(sinu — sinv)| = |al| cos(u -+ (v — 1)) (s — v)| <allu - 2],

ot g est donc une contraction sur R de constante |a| € [0,1].

5.5 Fonctions implicites : existence

Soit F une fonction de R” x R¥ dans R?. L’ensemble de ses zéros
® = {(x,y) € dom I': F(z,y) = 0} (5.10)

constitue donc un graphe de B™ dans R, L'objet de la théorie des fonctions
implicites est de déterminer des conditions sur I sous lesquelles le graphe
@ est une fonction de R® dans RP (probleme global) ou sous lesquelies la
restriction de @ & un voisinage d'un de ses points est une fonction de R™
dans RP {probleme local). Pour situer la difficulté du probléme et motiver
Jes hypothéses du théoréme qui donnera la solution du probléme local (le
problémne global est beaucoup plns difficile et ne sera pas abordé ici}, con-
sidérons tout d’abord le cas olt F' est une application affine de R X R dans R.
Elie peut donc s’écrire

F(e,y) = ax + by +¢,
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oil a, b et ¢ sont des réels. Pour que le graphe @ correspondant soit une
fonction de R dans R, il faut qu'h chaque v € B correspunde au plus un
élément y € R tel que

ax+by+e=0,

cesta-dire il Faut que T'équation lin¢aire en g
by = —ax — ¢

ait au plus une solation; ce sera. le cas 51 et seulement si b # 0. On notera que
pour chague @ € R b chaque y € R, b= DaF(z, y) est la dérivée partielle de
F par rapport &y en (=, 9).

Considérons maintenant nne sitnation sitaple oli I est non linéaire. Soit
F Papplication de B x R dans R définie par F(z,9) = 2% 492 — 1. Le graphe
@ correspondant est la partie de R? formée des points du cercle de centre 0
et de rayon 1 et ce n'est pas un graphe fonctionnel, puisque, pour chaque
x €]-1,1{c |1, 1] = dom P, il existe deux éléments distinats (@, (1—2?)4/%)
et (@, (1~ 12)1/ 2y appartenant & @. Pour la méme raison, la restriction de
@ & wimporte quel voisinage du point (—1,0) et du point (1,0) de @ ne sera
pas une fonction de R dans R. Ces points sont les geuls points du graphe de
ia forme (z,0). Si {x,y) € ® avecy > 0 {resp. y < 0), on vérifie sans peine
que la restriction de & au voisinage {(z,y) € R% 1 y = O} (resp. [(w,y) € R*:
y < 0}) de (@,y) est une fonction f de R dans R de domaine [~1,1] donnée
explicitement par f(z) = (1~ 22)Y2 (vesp. flw) = —(1- 2?2)H/2). Notons
que, pour chague (z,y) e RXR, Do (z,y) = 2y et dés lors gue la restriction
de & est une fonction sur un voisinage convenable des points (,y) tels que
DaF(z,y) # 0 et n'est une fonction sur aucun voisinage des points (z,y) tels
que DaF(e,y) = 0. 1l ne faudrait toutefois pas en conclure trop vite gue la
condition Do (m,y) # 0 esb nécessaire et suffisante pour que la restriction
de & & un voisinage d'un de ses points (2, %) soit une fonction de R dans #
puisque Pexemple de F(z,y) = gy - m, dont le graphe correspondant

@:{(:c,y)eﬂxﬂzysﬂ—:t={}}

est celui de Papplication f de R dans R définie par f(x) = 23 est tel que
DaF(z,y) = 3y° ef donc Do (0,03 = 0 au point (0,0) de ®. La condition
DoF(x,y) 5 0 nest donc pas nécessaire. Toutefois, limportant théoréme
des fonctions implicites, gque nous allons démontrer, montre gue, sous
certaines conditions de régularité sur F, la condition DoF (o,y) # O est
suffisante pour que 1o restriction de ® A un voisinage suffisamarment petit
du point (z,y) de @ soit une fonction. Nous donnerons d’abord le théordme
dans le cas particulier ot p == 1 avant de I'étendre au cas ol p ess quelcongue.
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Théoréme. Soit F' une fonetion de R™ x R dans R,
® = {(2,y) € dom F : F(z,y) =0},
(@0, o) € dom F, 1o > 0, Bp > 0 tels que
Ba(@o; o) Jyo — Ro, yo -+ Bol € dom F

et tels que les conditions suivantes soient satisfaites.
1. F(wg,y0) = 0 (c’est-d-dire (zg, 4o} € ).
2. La fonciion F(.,y0) :  — F(z,yp) est continue en xo.
3. Pour chaque & € Ba(mo;70) et chague y € Jyp — Ro,yo + fol, D2F (. Yy
existe et la fonction Do F 2 (z,y) — Dol(z,y) de R™ x R dans R correspon-
dante est continue en (g, o).
4. DoF (20, ) 7 0.
Alors il existe v €]0, 7] et R €10, R tels que Ja restriction f du graphe @ 2
Bolao; r] % [yo— R, yo+ R] est une application de Bofzo; r] dans [yo— R, yo 41
continue en oy,

Démonstration. La premidre partic de la thése revient & démontrer I'exis-
tence de  €]0, rol et R €]0, Ryl tels que, pour chaque o € Ba[zg; 7], I'équation

F(w,y) =0 (5.1}

en Vinconme y posséde dans [yo — R, yo -+ &] une solution unique, que Fou
notera alors f(x). La deuxidme partie de la thése revient & prouver que f
est contimue en @p. Nous allons construire, pour chaque x € Ba{wg;rg) ume
fonction de K dans R dont les points fixes y correspondent aux solutions
de {5.11) et pour laguelle le théordme des applications contractantes sera
applicable. Si nous posons L = DaF(wo,y0), alors pour chaque (x,y) €
Ba(wg;70) % Jyo — Ro, wo + Rol, nous avons

s5i G est la fonction de B” x R de domaine égal & dom F* définie par
Gla,y) = ~L ' F(z,y) — Lyl.

Pour chaque x € By(wg; 7o}, st 4 € Jyo — Ro, yo -+ Ro[ et v €Jyo ~ Ro, yo -+ Rol,
le théoréme de Lagrange appliqué & la fonction G(z,.) : ¢ v G(w,y) entraine
Vexistonce dun 8 €10, 1] tel que

Gz, u) — Gz, v) = (u—v)DeG (v + 8(u — v))
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= w{u—v) LY DaF(z, v+ 6(u — v)) — L]
= —(u~ )L DyF (z,v + 8w~ v)) ~ DaF (w0, 30)]-
Par Ihypothisc 3, il existe r1 € ]0,mo[ et B € 10, Ro[ tels que, pour tout
{my) € Balwo;m) x [wo — By + R} ona
L
| DaF () — DaF{wo, o)} £ o

et des logs, st € Bafzo;ri], v € lyo— R, o+ R}, v € [yo— R.yo+ R}, on anra,
pour le § donné par le théoréme de Lagrange, v+ O{u—v) € [yo— R.yo+ R},
et des lors,

; L 1
Gleyu) — Gl 0)] < lu—vlL ™ = slu—l,

ce qui montre que, pour chaque € By[zo; 71}, Iapplication G(z,.) est lip-
schitzienne de constante % sur [yo — B,yo -+ R]. Pour pouvoir appliquer le
théordme du point fixe de Banach, il faut encore que G{z,.) soit une applica-
tioni de [yo — R, yo -+ K] dans [yo — B, 40 + R]. On a, pour tout ¢ € Bs[zo;m1)
ot tout v € [yo — £, 50 + B, :

Gz, y) — vl < |G(w, 1) — Glz,y0)l + G (@, 90) — %o
= |G, y) — Gz, w0)l + 127 F (x50l
1 = o R i
< EEU ~ yo| + 1L F (=, w0}l < g |Z7 1P {2, o).

Par I'hypothése 1 eb Ihypothése 2, il existe r € 10,71] tel que, pour tout
2 € By[wpi7], on a

. 1 oz A
!L 1F($:y0}i = IL l[F(‘T)?/O) - Ffﬁﬂ:'yo),'i < "2_'5

ot des lors, pour chague @ € Ba[zo; 7] et chaque y € [yo — R, yo-+ R, on aura
|G, ) — wof £ R,

ce qui montre que G(z,.) est une application du fermé [yo — R, %o + E] en
lui-méme. Le théoreme de Banach entraine done, pour chaque @ € Bs|zg;7l,
Iexistence d’un point fixe unique ¥ € [yo — R, %0 + R} de Gz, ), ¢'est-d-dire
Pexistence d'un unique y = f(x) € [yo — R, yo + R} tel que Fla, f(x)] = 0.
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Pour @ = a, l'unicité entraine en particulier que flag) = yo. 11 reste &
montrer que f est continue en xg. Si @ € Bafzey7], on a

|F(z) ~ flxo)l = |Gz, F(2)] ~ Glzo, f{m0)]]
= |Gz, f(2)] — Glz, f(xo)] + G{=z, ) — G(xo, wo)|
= %.\f () — flza)l + L [z, 30) — F{zo,m0)]|-

D)&s lors,
|F(2) = flzo)i < 2L [F(z, yo) - F (o, yo)l}s

et comme le second membre tend vers 0 lorsque x tend vers zg en vertu de
I’hypothése 2, on voit que f est continue en xq. B

Enongons et démoutrons maintenant le théoréme dans le cas général.
Pour motiver I"énoncé dans ce cas (la démonstration sera trés semblable &
celle du cas particulier précédent), considérons le cas ol F est une application
linéaire de R™ x ®P dans R?. Elle peut donc s'écrire
F(x,y) = Az + DBy,

oil A est une application ¥néaire de R® dans RY et B une application linéaire
de #P dans RB?. Pour que le graphe ¢ correspondant soit une fonction de R”
dans RP, il faut qu'a chaque & € B" corresponde au ples un élément y € R¥
tel que

Az + By =0,

c'est-a-dive il faut que le systeme linéaire en y
By = — Az

ait an plus une solution. La théorie des éyuations linéaires nous apprend que
ce sera le cas si et seulement si B est injective, Cela entraine en particulier
que p < ¢ eb nous nous restreindrons au cas le plus simple ol ¢ = p. Dang
ce cas, la condition pour que ® soit une fonction (en fait une application de
R" dans R7) est que B soit inversible, ou encore que det B # 0. On notera
que si, pour chaque = € R fixé, I7(z,.) désigne Papplication (affine) de R?
dans RP définie par F(z,.) = Az + B(.}, alors, pour chaque y € R¥, I3 est
la dérivée totale de F(x,.) en y, cest-iv-dire B = (F(,.));- On doit done
s'attendre, dans le cas non linéaire, & trouver une hypothese d’inversibilité
pour {(F(xg,.)),-
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Théordme. Soit F' une fonction de R" x RP dans R,
& = {(x,y) € dom F: Fla,y) = 0},
{@g,yo0) € dom Fy rp > 0, Rg > 0 tels que
Ba(o; o) % Ba(yo; Ry) ¢ dom I

et tels que les conditions suivantes soient satisfaites.

1. F(zo,yo) = 0 (cest-d-dire (i£9,10) € ).

2. La fonction F(., o) : @ v F(z,yo) est continue en To-.

3. Pour chaque & € By(zp; mo) la fonction Flz,) :y = Flz,y) de /P dans
@b ast dérivable en chaque y € Ba(yo; Ryp); et, pour chague 1 < §<pla
fonction Dy, F - {z,1) Dy, F(z,y) deR* x R¥ dans RP correspondante est
continne en (g, ¥o)-

4 L'application lindaire (F(zo, Yy de R dans R cst inversible (c’est-d-dire
Ie déterminant de la matrice jacobienne correspondante

{DUij(mD: yO))(]<j<p. 1<k<n)

est, différent de zéro).
Alors il existe r €]0,70[ et R €10, Ryl tels que la restriction f du graphe B4
Bojza; ] % Balyo; R) est une application de Bylzg; v dans Balyo; R continue
en 2q. '

Démonstration. La premitre partie de la these revient 4 démontrer L'exis-
tence de r €)0,70[ et R €]0, Ry tels que, pour chaque @ € Bylwo; 7], équation

F(z,y) =0 (5.12)

en Vinconnue y posside dans Bajyo; R] une solution unique, que Yonrnotera
alors f(z). La deuxitie partie de la thise revient A prouver que f est
contime en zg. Nous allons construire, pour chague % € Bs(mg,rg) une
fonction de R dans R dont les points fixes y correspondent aux solutions
de (5.12) et pour laquelle le théordme des applications contractantes sera
applicable. Si nous posons L = (F(wp, )}y, (L est donc une application
lindaive inversible de RP dans RP), alors pour chaque (x,3) € Ba(wo;ro) ¥
Ba(wo; Ro), nous avons '

Fla,y)=0& Ly+ Flz,y) - Iy =0 y= Gl y),
si (¢ est la fonction de R™ x R¥ de domaine égal » dem F* définie par

Gz, m) = — L7 F(a,y) — Ly
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Pour chaque z € Ba(wa; ro), si v € Ba(yo: Ro) et v € Ba(yy; Ho), le théorémse
de la moyenne appliqué & Ja fonction G(z,.) : y — G(x,y) entraine Pexis.
tence d'un @ €]0,1[ tel que

|G, u) — Gl v)l2 < (G (@, ))ysopu—n @ = V)2

= EL—I[(F(Q’ ‘))';H-U{u—v) - L](N - 'UN'_)_
<L a2 (F () D proguesy — Fl =)l
< 1L a2l (F (2, Dasoqu—y) — Llaale — vl
v
= L YD 1Dy, Fla, v+ 0(u — v)) — Dy, Flwo, yo) 3]V *ju — vla.
j=1
Par I'hypothese 3, il existe 7 €]0,1o[ et & €0, Bol tels que, pour tout
(z,9) € Baleg; rs] x Balyo; B et chaque 1 £ j < p, ona

1

| Dy P, ) = Dy @0, w0)l2 S o=

et dis lors, si @ € Bylwe;71), u € Bafyo; R], v € Balye; Bl, on anra, pour le ¢
donné par le théordme de la moyenne, v -+ #(u — v) € Balyo; BJ, et des lors,

1
|G(zyu) ~ Clz,v)]2 < Elu— |2,
ce qui montie que, pour chaque v € Balwg; r1}, Papplication G(g;,.) est lips-
chitzienne de congtante % sur Bsjyo; R]. Pour pouveir appliquer le théoréme
du point fixe de Banach, il faut encore que G(z,.) soit une application de
Ba[uo; 1t) dans Balyo; 7). On a, pour tout = € Bajwg; r1] et tout y € Bafyn; Rl
|G, y) = polz < G2, y) — Gz, vo)l2 + |Gl o) -~ vol2
= |Glx,y) — Gla,yo)l2 + [T F (2, m0)l
1 e R _
< *2"!3,' = yolz + | L Pz, 0)ls < R L7 F (x,0) 2

Par 'hypothése 1, hypothése 2 et la continuité des applications lindaires, il
existe r €]0,71] tel que, pour tout » € Bafag;r], o a

i . R
|L (2, yo)l2 = (L HF (=, 30) — Fwo, yo)ll2 < X
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ot dés lors, pour chagne @ € Bylag; 7] et chaque y € Balyo; ], on aura
iG{ﬂ),y) - yﬂlZ <R,

ce qui montre que G(z,.) est une application du fermé Balyo; i en elle-
méme. Le théoréme de Banach entraine donc, pour chague & € Balzo; 7],
Pexistence d'un point fixe unique y € Balyo; R de G(z,.), Cest-d-dire exis-
tence dun unique ¥ = f{z) € Balyo; R} tel que Fle, ()] = 0. Pour = %o,
T'unicité entraine en particulier que f {#0) = yo. [l reste & montrer que f est
continue en mg. Sz € Bajro;r], on a

() — Flzo)l = |Gle, f(2)] - Glao, F@o)llz
— |Cle, f(z)] — Gle, fmo)) + Gl 1) — Glao, wole
< 111(@) = f@olle + 1L (o) = F (oo o)l

Des lors,
1£(2) — f@o)lz < AL (@, y0) — Flwo o)l

ot comme le second membre tend vers 0 lorsque @ tend vers p en vertu de
Phypothése 2, on voit que f est continue en xo. B

5.6 Fonctions implicites : régularité

Gi T'on impose & F' des conditions de continnité ou de dérivabilité plus
fortes, on obtient des conditions de continuité ou de dérivabilité plus fortes
pour f.

Proposition, Dans les conditions du théoréme des fonetions implicites, si
I'on suppose en outre que, pour chaque y € Bs(wo; Ru), la fonction F(,y):
2w+ F(z,y) est conbinue sur By(xo; 7o), alors [ est continue sur Bolwo; -

Déronstration. 1) suffit dimiter la fin de la démonstration du théoréme
des fonctions implicites. Si @ € Balooirj et z € Balzgir], on a

|£(x) — Fla)]e = |Gz, F@)} - Gla, f(a)jl2
~ |G, f(@) = Gl J(@)] + Gle, (@) — Gla, @)l
< (@) = F@l + 127 P, (@) = Flo, Sl
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Deés lors,
(@) = fla)ls < 2L [F(a, f(a)) ~ Fla, f@)]l2

et comme le second membre tend vers 0 lorsque @ tend vers ¢ en vertu de

Phypothése de continuité sur F(., f(a)), on voit que f cst continue en a. &

Proposition, Dans les conditions dn théoréme des fonctions implicites, si
P'on suppese en outre que F' est dérivable en (o, 1), alors f sers dérivable
en @) et

Fr = —[(F w0, Wyl T (F (9000
- Démonstration. La dérivabilité de F en (o, yo) entraine Pexistence d'une
% fonction o de B x B” dans R de domaine au moins égal & (dom F— (o, y0))%
{(0,0)}, tendant vers zéro lorsque son argument tend vers zéro et telle que

Fag + hayio + 1) = F(0,50) + Fly oy (B D) + [ (B Dlace(hs 1)

= F(o,50) + (F (0 50))po (B) + (F o, Dy {l) + (B, Olaar(hy ),

pour tout (k,1) € (dom F — (wo,50)) \ {(0,0)}. Des lors, si h € R est tel que
|blg <+ avec v’ €]0,7] tel que |f(zo+h) - F(z)|2 < R lorsque jhly < " (on

tel ' existe toujours puisgue f est continue en @), il résulte de la définition -

de f et de Iégalité précédente avec | = flzo +h) — f (20) que
0= (F(, 40))po (B + (F(0, )y (f (w0 + B) — f(w0))
+(h, o +h) — f(za))iaalh, flao+h) ~ Flao)i;

des lors, puisque (F(mp, )y, est inversible,

fleo+h) ~ f(zo)

w = [(F (00 )0 ] ™ (F(10) Yo (B + 1B, Flmo + 1) — F(z0)) 2R (513)
ot 3 est définie par
Bh) = ~[{(Flzo, )y, " (alh, flzo+ ) = f(@o)]),

et tend done vers 0 lorsque h tend vers zéro. En particulier, on peut trouver
un " € J0,7') tel que, pour tout 0 < |hjs < 7", on ait

B0 < 5,
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st dés lors, pour ces mémes valeuss de fi, on déduit de (5.13) que

o + R) — Fl@o)le < [(F(zo: )] ™ (F (300 (1)l

1 i .
+§|h|2 + Elf{"’:() +h) — Faodla,
¢est-a-dire,
|f(@o + h) = flwa)la < 2/[(F (2o, -))yo) ™ [(F(50))ae (W)l + 1Al

1l en résulte aussitdt que la fonction h ﬂm&%}:@l est localement bornée
~en 0. Dés lors (5.13) peut s’écrire

Flwo + h) = flzo)

(P i) + i, L =T

= —[(F (w0, )y (F (- 40))zy (1) + b2y (h),

ot la fonction v définie par

() = [, L0 1) = Flody iy
|h12 |2

‘tend vers 0 lorsque h tend vers 0 comme produit d'une fonchion localement
hiornée en 0 par une fonction tendant vers zéro. Par la caractérisation de la
Adérivabilité totale, f est dérivable en xp et

Fo =~ 1(F (o, ol ™ (FC30) i

Hemarque. Torsque n = p = 1, la formule donnant la dérivée d’une fone-
tion Dmplicite peut évidemment s'écrire, en termes de dérivées ordinaires

() = — 2uE (0. t0)
F(#0) =~ 5, Fizoyo)

En faisant des hypothdses de dévivabilité plus fortes sur I7, on obtient
s propriétés correspondantes de dérivabilité pour f
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Proposition. Supposons gue, outre les conditions du théoréme des fons-
tions implicites, F' soit dérivable en chaque point de Ba(0;10) % Balyo: Hs}
ot que les fonctions (z,y) « Dy, F(z,y), (L i< n) et (x,y) = Dy, Flw, i
(1 < j < p) soient continues sur By(0;70) % Ba(yo; Ro). Alors il existe 7 €li,y
tel que f soit dérivable en chaque point x de Ba(0;7) et tel que les fonctions
x = Dif(x), (1 <i < n), soient contintes sur Ba(0; 7).

Démonstration, Par hypothese, la fonction (z,y) = det(F(z, )y e
continie sur By (0;70) x Balyo; Ro) et telle que det{F(zp, )}, # 0. Comme,
en outre, f est continue sur Bp(0;7p); la fonction 2 det(F(x, .))}m ot

continue sur B2(0; 7o) et telle que

det(F(xo,.)) jay) = det(F (o, o # ©-

En conséquence, il existe 7 €0,70] tel que det(F(z, ))’f(,r) £ 0 ponr tout &
By(wo; ) et la Proposition précédente est applicable en un tel z, entrainant

la dérivabilité de f en x ¢t la formule

£ = (B, Wyl ™ FC F@)er

Des lors, en utilisant les formiles reliant dérivée totale et dérivées partieliss,

la contintité des dérivées partielles de I et les formules donnant Uinverse ¢f

le produit de deux matrices, on en déduit 1a continuité des dérivées partietles

Dif, (1 €4 < n) en chaque point de Ba(mo; 7). E

Remarqgue. Dans le cas ot == p = L et ol f est dérivable sur un voisinags
de xo, la formule donnant la dérivée de f en x peut se retrouver & partie-ds
l'identité

F(e, f(@)) =0,

en utilisant le théoréme de dérivation d'une fonction composée, qui entraing

ici
d
0:aﬂF@JwH:DﬁWJ@D+QJqunﬂ@,
dont on déduit aussitot

vy D1 (e, f(z))
1@ = =5, B f(@)"

5.7 Fonction réciproque

¥
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1 Systémes d’équations de classe Cj. (k> 1)
1.1 Introduction
Notre but principal dans ce chapitre est 'étude des systémes d’équations du type

filzr..ym,) = 0

Sulzy,...,z) = 0

ot fi,..., [, sont des fonctions réelles de classe Ci (k > 1) sur un ouvert Q de
R, Le cas dune équation A une inconnue ayant déja été traité dans d’autres cours,
nous commencerons par discuter le eas d’une équation & deux inconnues puis nous
étendrons les résultats obtenus au cas général.

1.2 Etude d'une équation 4 deux inconnues

Pour nous faire une idée du probléme, considérons d’abord quelques exemples
(a) Posons

flryy=2"—yp
pour tout. (w,y) € 2. Dans ce cas,

{(v,9) €R: f(w,p) = 0} = {(z,4%) : v € R)

peut se représenter par :

(b) Posons

Flay) = o® =y

Dans ce cas,

{(v,9) €R?: f(x,) = 0} = {(v, Va?) : x € R}
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esl le graphe de la fonction

et peut se représenter par :

10 Tos 00 05 10

(¢) Posons
[y =2-9°
pour tout (x,y) € R%. Dans ce cas,

{(@,9) € R?: fla,y) =0} = (", 1) v € R}

et peut se représenter par :

00107 04 06 08 10
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(d) Posons
fla,y) =27 —

pour tout (z,y) € R% Dans ce cas,
{(x,y) e R?: f(z,p) =0} = {{z,0) :w € R}V {(x,—2) :z € R}

el peut se représenter par :

10-
ba _),2 =0
051
[ T L M
1.0 -0.5 0.5 1.0
~0.5F
10t

(e) Posons
J

pour tout (x,3) € R% Dans ce cas,
{(, )« Flae,y) = 0) = {(0,0)}

et peut se représenter par :
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y

1.0r
Aap=0

0.5f

L L I '

-L0 -0.5 0.5 1.0
=051
-1.0t

() Posons

e V0= i 4 y? <]

0 sinomn.

Sz y) = alz,y) = {

Dans ce cas,
{(e.0) €R%: [z g) =0} = {{m,9) € R? 10?44 2 1}

et peut se représenter par :
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(g) Posons
5 si (v,) = (0,0)
Jyy) = Bla,y) = afl —%— — ¥ ) sinon
Py '
Dans ce cas,

{(x.p) €R: flz,3) =0) = {(z,1) €R?:2® +4* <1}

ct peut se représenter par :
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-2

Ces quelques exemples montrent que l'ensemble des solutions d’une équation du

type
f('T‘! U) =0
peut prendre des formes trés variées méme lorsque | est de classe C, sur R% On ne
peut donc espérer en général un résullat aussi simple que pour les équations affines
puisque dans ce cas,
Jxy)=av Lby—c
et.
{(2,y) eR?: flz,y) = 0}

est. toujours une droite affine de R? lorsque f n'est pas constaut. Cependant, puisque
{ admet une approximation affine en chacun des points de son domaine de difléren-
tinbilité £, il est naturel d’espérer que étude locale de

{(w,y) € Q: Jla) =0)

au voisinage d’un point (2o, %) € £ pour lequel dgoyo)f # 0 soit assez facile. Cela
s'avére étre réellement le cas comme le montre le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soit f une fonction de classe Cy sur un ouvert Q de R? et soit
(0, o) un point de Q tel que f(zo,40) = 0. Supposons que

a,
a—';(-’!‘u; o) 7 0.
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Alors il existe un voisinage produit U x V de (xo, 1) dans §2 sur lequel
af
dy

ne s'annule pas et pour lequel il existe une unique fonction ¢ : U — V telle que
((v,9) € U X V'3 f(x,5) = 0} = {(z, p(a) : 2 € V).

De plus,  est de classe Cy sur U et on a

@) =~ o, o)/ S 2.9

pour tout x € U.

Démonstration. Quitte & remplacer f par —f, nous pouvons supposer que

af
5(‘% ) > 0.

Puisque
ar
o]
est continu sur £, il existe 0 > 0 el gg > 0 pour lesquels

[0 — 1oy To + 0] % [0 — €0, 40 1 &0]

est unc partie de §2 sur laquelle

af
6_y>0'

Tl en résulte que f(z. y) est strictement croissant en y pour tout & € [va — 1o, o -+ 10]-
Comme [(7g, yo) = 0. on en tire que

o o —<0) <0 et que flo o +20) > 0.

En utilisant la continuité de f(x, yo — <o) et f{z, yo +£0) en x, on voit que, quitie i
diminuer 1y, on peut supposer que

Flwo, Yo — o) <0 et que f(xo,po +20) >0

pour tout € Jzg — 1o, To -+ 70[- En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires,
on voit alors aisément que 'équation

) =0
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posséde une et une seule solution y dans Jyo — €0, 40 I €0| pour tout @ fixé dans
Jto — 1o, %o + 1j0. 11 s'ensuit qu'il existe une unique fonction
@ |0 — 1oy %0 + 1] = |yo — €0, 40 + €0l
pour laquelle
{(,9) € [0 — mov o + ol X oo — €050 + €0l = flw, ) = 0}

={(z,p@):ze |0 — Moy 0 + nal}

et la premiére partie du résultat est établie.
Montrons maintenant que @ est continu sur Jzo — o, %o -+ |- Pour cela, fixons
2y € Jg — 1p, p -+ 70| et posons gy = @(x). Fixons également £, > 0 tel que

[ — 1.1 +=1] € [0 — €0, 80 + €0l -
En remplagant g par @y et & par &; dans le raisonnement précédent, on voit diree-
tement qu'il existe 7y > 0 tel que
Jer — s+ | € Jwo — 1o, wo o]«
et pour lequel
@l — oy +m) €l — e +al.

Cela suffit pour établir la continuité de @ en 1.

Pour établir que @ est dérivable sur g — 1o, @0 + 1|, fixons de nouveaun x, €
Jzo — 10, 0 + 7| et posons de nouveau y = @(21). Comme [ est de classe Cy sur
12, le théoréme des accroissements finis nous dit que pour tout (z,y) suffisamment
voisin de (w1, y1), il existe 0 € 0, 1] tel que

af
Fla,y) = flenm) @ —w)z (o e - 1), 40+ 0w — 1))

a
o= WG 0= e+ 0= )
On en tire que pour @ suffisamment voisin de @, il existe # € |0, 1] tel que
af
0= (x— -‘ifl)m(ﬂh | 0z — x1), ol + 0(pl) — @lx1)))

+ () - w(ﬂ'n))%(ﬂ=1 +0{x — 1), plz) + 0plw) — wlea))):
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Ainsi,

o) — plry) a0 = ) ple) +O(p(E) — )

#E %u, F 0z — 2), plan) + 0((x) — @)

Comme @(x) — ¢(z,) si @ — x5, on en lire que

*%{:(ﬂ'h (1))
() - Df:! ¢
Eg(rrl REIEN)

Pour conclure, il suffit alors de tenir compte de la continuité des fonctions

af af
e o et
O ay
et du fail que
9
dy
ne s'annule pas sur |zo — 7o, %o + 7ol X 3o — €0, 0 + €al- [m]

Exemple 1.2,2, Considérons le mouvement d’une planéte autour du soleil et négli-
geons les interactions des autres planétes. L orbite est. alors une ellipse d'excentricité
e € |0, 1. La mécanique céleste nous apprend de plus que le mouvement de notre
planéte est régi par I'équation de Kepler

E—esin 2= M.

Rappelons que dans cette relation. M désigne 'anomalie moyenne donnée par la

formule
2n(t — to)

T
il 1p est le temps de passage au périhélie et on T est la période du mouvement pla-
nétaire encore appelée année tropique. Quant & la grandeur I7, il s’agil de 'anomalie
excentrique dont la définition est clarifiée par la figure ci-dessous :

M=
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Z

D
i

Fixons e € ]—1,1] et M € R. Puisque
OE — esinE)
S — =l—ecosE>0
oE ‘
il est. clair que la fonction
Ew E—esinE
est strictement croissante sur R. De plus, comme la fonetion sinus varie dans [—1, 1],
on a aussi
lim (E —esinE) = +oo.
E—+oo
1l s’ensuit qu'il existe un el un seul E(e, M) tel que
e, M) — esin E(e, M) = M.
Btudions 4 présent la dépendance de E(e, M) en e. Fixons donc M € Rel considé-
rons la fonction
e Ble, M),
Vi ce qui précede, cette fonction est définie implicitement par 'équation
E—esinE—-M=0
et comme la dérivée partielle par rapport a I de cetle équation est toujours non
nulle, on peut déduire de la proposition précédente que F(e, M) est de classe C') en

esur |—1,1] et que
aB(e, M)  sinB(e, M)
de 1 —ecos B(e, M)
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1l s’ensuit. que (e, M) est en fait de classe Cz en e sur ]—1,1] el que

gep (1—cos ECOSE%? —sin E(— CosE+esinE%—I:)
e (1 — ecos I¥)? :

Iin continnant de la sorte, on voit, aisément que E(e, M) est de classe Cy en e sur
]=1,1] et on obtient des relations permettant de calculer

3" Efe, M)
Oek
a partir de -
OL(e, M) " 1E(e, M)
Ee, M), e SR e

En particulicr, on peut obtenir le développement de Taylor de F(e, M) en 0. Par
exemple, en prenant e = 0 dans les formules ci-dessus on voit que

BEQO,M) = M

%[[}, M) = sinM
s
%(U, M) = sin2M.

Ainsi, )
Ele, M) =M +esin M + %siuQM + ofe?)
pour M e R fixéet e — 0,

Pour terminer, on trouvera, ci-dessous, les graphes de la fonction M — E(e, M)
pour quelques valewrs de e.
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10 TFonctions implicites

Certaines fonctions ne sont pas décrites explicitement mais sont définies comme so-
lution d'une équation de plusieurs variables. C'est & 1'étude de ces fonctions que nous
consacrerons ce paragraphe.

10.1 Gas d’une équation de deux variables réelles

10.1.1. Définitions

Considérons I'équation
flz,p)=0

ol [ est une fonction numérique définie aur une partic D de IR? . L’ensemble des points
(x,y) que vérifient cette équation débermine une courbe de IR , que nous notons C .

L’équation
flz.y) =0
est appelée équation implicite de la courbe C .
On appelle fenctien implicile définie par I"équation
f(z,p) =0
toute fonction ¢ définie sur un intervalle I de IR telle que

fzé(=z) =0, Vzel.
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10.1.2. Exemples
1. Considérons I'équation implicite du cercle centré & l'origine et de rayon unité
24yt —-1=0,

Les trois fonctions suivantes définies sur Iintervalle [—1,1] sont- des fonctions im-

plicites définies par I'équation du cercle

#ilz) = V1-a?,

$alz) = —V1-2?,
V1—-27 siz 20,
—/T—2% siz<0.

4 &

Remarquons que l'on peut, & Vaide de I'équation du cercle, définir une infinité de
fonctions implicites et que celles-ci a’expriment en fonctions élémentaires.

dilz) =

2. L’équation
24y —zy—1=0

définit au moins une fonclion implicite
v =¢(=)

car, pour chaque z , l'équation en y , de degré impair, admet au moins une solution.

Dauos ce dernier exemple, il n'est pas possible d'expliciter la fonction ¢ & I'aide de
fonctions élémentaires. Le théoréme suivant nous fournit des conditions pour assurer
Vexistence, l'unicité et la différentiabilité d’une fonction implicite,
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10.1.8. Théoréme des fonctions implicitea

Soit £ 1 JB* — IR de classe C* aur un ouvert I de IR favec k=1 ).
Considérons un point (a,b) de D tel que
fla,}) = 0,
fla,b) # 0.

Alors, il eziste deuz intervalles Ja — &, a + of et 1b— B, b-+ B[ vérifiant les deuz
assertions suivantes :

1. Pour chaque = dans Pintervaile Ja — a,a + a[ , I’équation en la varfable y
flzp) =0

admet une sofution unique dans Uintervalle Jb— 8,b 4 A[ , notée ¢(z) .
On peut alors définir une fonction implicite ¢ comme suit :

¢: loa—aatal ~ Jb-gb+0[,
z ~+ ¢(x) tel que f(=z,¢(z))=0.

2. La dérivée partielle fy ne s’annule pas dans
le—a,a+al x Jb- 8,6+ 8[,
{a fonclion implicite ¢ est de classe C¥ sur infervalle Ja — a,a + af et

£z, 9(z))

Timde Yz€ls—aa+tal.

#'(=) =—

Commentaires et exemples
1. Tl découle immédiatement de la premitre assertion du théoréme que

#a)=5.

61
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9. Le théoréme des fonctions implicites est un théoréme d'existence locale; la fonction

implicite ne permet pas en général de caractériser V'entireté de la courbe,
Afin d'éclaircir cette remarque, reprencns I'équation implicite du cercle centré &
origine et de rayon unité

P 4+y?-1=0.
Le point {0,1) satisfait aux hypotheses du théoréme, Dés lors, pour chaque z dans
V'intervalle | — 1, 1[ , Péquation en y

2oyt 1=0
admet une solution unique dans l'intervalle 0,2( .
On peut donc définir

é: 1-1,10 — 0,2(,
z o~ (z)tel que s + B{z)? =1.

Dans ce cas, ¢ s’exprime & 'aide de fonctions élémentaires
#(z) =1 -2

et décrit le demi-cercle supérieur :

D'autre part, le point (0, —1) satisfait également aux hypothéses du théordme, ce qui
nous permet de définir une autre fonction implicite

g =11 = ]-2,0[,
P ~ (z)tel que z? + P(z)P =1.

Dans ce cas, ¢ décrit le demi-cercle inférieur

Wlz) = —vI—22.
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Par contre, les points (—1,0) et (1,0) ne satisfont pas aux hypothtses du théoréme.

11 est intéressant de conmstater que, pour chaque = dans un intervalle de la forme
L —oay1+alou] -1~ a,~1+a],'équation en y

z* + y“ -1=0
soit n’admet aucune solution, soit admet deux solutions dans tout intervalle du type

18,8, & savoir
$i(z) =v1-2%,
el

dalz) = —VI—22.

Le théoréme assure V'existence locale et V'unicité de la fonction implicite mais n'en
donne pas son expression. Néanmoins, il permet d’affirmer que la fonction implicite
est de classe C* | de calculer sa dérivée au point a .

Tllustrons ceci en considérant la courbe d'équation

fl=y)=0

fry) =2+ —zy-1.
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-

Le point (1,1) satisfait aux hypothéses du théoréme des fonctions implicites. Déa
lors, nous pouvens définir une fonction implicite unique

$: l—al+al = JL=-B1+4[,
T ~+ @(z) tel que z* + $(z)? —zg(z) -1 =0,

Dans ce cas, la fonction ¢ ne peut s'expri a l'aide de fc élémentaires. Tl

est cependant possible de calculer sa dérivée premitre

fizd(z) _ 327 —4(z) _ 4(z) ~ 327

A= e, 0N = T0GT -7 MR-

Dés lors,
#1y=-1
et ¢ est décroissante autour du point a=1.
Nous pouvons, i l'aide de la dérivée premiére, calculer Ia dérivée seconde de ¢ :
_ (#(2) = 6)(36(=) — x) — ($(z) — 321)(64(2)8(2) ~ 1)
(B(=) —2)? '

#"(z)

Dés lors, i
4 = ——
) = -
et ¢ est concave autour du point e =1 .
Son développement limité autour du point a = 1 vaut

#(=)

]

41)+ #(0)z + )5+ 06)
1 —-:—%:'-‘-0{21).

. Lorsque la dérivée premiére f1(a,b) n’est pas nulle, I’équation

fzy) =0

définit aussi x cornme fonclion implicite de y .

Il suffit d"échanger les roles des variables z et y dans I"énoncé du théoreme.

Dans l'exemple du cercle centré & origine et de rayon unité, on peut exprimer z en
fonction de y autour des points (1,0) et (—1,0) . On obtient alors, dans le premier

) =y1-¥*

cas,
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et dans le second cas,
) =—\1=12.

Par conséquent, lorsque le gradient de f au point (a,b) ne s'annule pas, on peut
exprimer soit y en fonction de z , soil = en fonction de y .

10.1.4. Equation de la tangente & une courbe définie implicitement

Proposition

Soit [+ IR? — It de classe C1 sur un ouvert D de IR® .

Considérona un point (a,b) de I sur la courbe C' d’équation
flz,p)=0

ot le gradient V f(a, b) ne s’annule pas.

Alors la tangente & la courbe G au point (a,b) a pour équation

fila,b) - (z—a)+ fyla,d) - (y- ) =0.

Preuve
Supposons que
A #0.
En vertu du théoréme des fonctions implicites, on peut définir une fonction implicite unique
¢: Ja—ayatel — B-gb+4],
z ~+ $(z) tel que fz,¢(z)) =0.
De plus, 1a fonction ¢ est de classe C* et
gy
fila,b)
L'équation de la tangente & la courbe C au point (a,b) s'écrit done

__fed)
b= Ty

#(a) =
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fifa,b) - (z—a) + fy(a,b)- (y—b) =0.

Le cas oil
fela,b)#0

se traite de manitre analogue.

Remarqﬁe
On peut maintenant donner une interprétation géométrique de 'hypothdse
f(a,b) #0

<u théoréme des fonclions implicites.
Elle signifie que la tangente & la courbe

flz,y) =0

au point (a, b) n'est pas verticale.

10.1.5. Interprétation géométrique du gradient

Proposition

Soit f 1 IR* — IR de classe C* sur un ouvert D de IR .
Considérons un point (a,b) ot

Vfla,b) #0.

Alors le gradient de f au point (a,b) est perpendiculaire & la courbe de niveau
de [ passant par (a,b) :
flzyy) = fla,b) -
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Preuve
Ecrivons I"équation de la tangente & la courbe

fmy) - fa,b)=0

au point (a,b) .
Posons

9(z.0) = f(z,¥) - f(a.0) .
La fonction g ainsi.définie est de classe C! sur D et

Volzy)=Vflz.n), V(zweD.
Dis lors, la tangente & la courbe
9(z,y) =0
au point (a,d) a pour équation
Jila,b)- (= —a) + fy(a,8) - (y = 8) = 0.
Celte égalité peut envore s'écrire sous la forme suivante :
{Vf(a, ) {z,1) — (a,B)) =0

d'oit Ia thése. N

Exemple

Soit f : IR? — IR définie par
2
fa==+5.
Considérons le point (%,1/5) el la courbe de niveau passant par ce point, je. lellipse
d’équation
12y
2+ =1.
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2 VI(1235)

Puisque le gradient de f au point (%,ﬁ) vaut (l,ﬁié] , Péquation de ln tangente &
Pellipse en ce point s'écrit

1 c
(- P+ L (- Vi) =0,
ie,
z+§y—2:0.

Le vecteur V f(4,/3) est bien perpendiculsire & celte droite.

10,2 Cas d'une équation de n+ 1 variables réelles

10.2.1. Définition

Considérons 'équation
[y izmy) =0

oft f esl une fonction numérique définie sur une partie D de R
On appelle fonetion implicite définie par 'équation
Hzn e 2y} =0
toule fonction ¢ définie sur une boule B de IR" telle que

flzne - Em (21, 20)) =0, V(21 m) €B.
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10.2.2. Premitre généralisation du théoréme des fonctions implicites

Théoréme :

Soit f : ™! = IR de classe C* sur un ouverd D de R™? (aveck 21 ).
Soient ¢ un élément de IR" et b un rdel tels que

(a,b)e D,

f(a,b)=0,

fila,b) #0.

Alors, il existe une boule ouverle B de centre a et de rayon o dans IR"™ et un
intervalle b — B, b+ B| qui vérifient les deuz assertions suivantes :

1. Pour chaque  dans la boule B(a,a) , I'équation en la variable y
Sz =0

admet une solution unique dans Pintervalle ly — 8,y + B[ , notée d(x) .
On peut alors définir

#: Bla,a) — Jb=B,b+8[,
% ~+ @[z} tel que f(x,4(z))=0.

2. La dérivée partielle fi(z,y) ne s’annule pas dans
Bla,a)x]b—p,b+ A,
la fonction implicite ¢ est de classe C¥ sur B(a, a) et ses dérivées particiles
sont données par

Iy(=z4(=))

)= PSS VeeBa).
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10.2.3. Exemple

Considérons, dans IR® I'équation implicite de la sphére de centre zéro et de rayon unité
Z+ai+zi-1=0.

Le point (0,0, 1) satisfait aux hypotheses du théoréme. On peut done définir une fonction
implicite unique

#: B((0,0),0) — 1-8,1+5],
(21,72)  ~ $(z1,2) tel que 22 + 23 + ($lm1,22))2 = 1.

Dans ce cas, la fonction ¢ s’exprime & I'aide de fonctions élémentaires et
$(z1,32) =1 — 23 -2} .
Les points qui ne satisfont pas aux hypothéses du théoréme sont les points du plan

z3=0.

10.2.4. Equation du plan tangent & une surface définie implicitement

Proposition

Soit f 1 IR® — IR de classe C* sur un ouvert D de I .
Considdrons un point (a,b,c) de la surface § d’équation

fzp2)=0

oti le gradient V f(a, b,¢) ne s’annule pas.
Alors, le plan tangent d la surface § au point (a,b,c) a pour équation

fila,be) - {z —a) + fylabe) - (5 — 2) + fila,bye) - (=) = 0.
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Preuve
Supposons que

fi(a,b,6) #0.

En vertu du théoréme des fonctions implicites, on peut définir une fonction implicite unique

$: B((o,b),@) = le—fict A,
(z.0)  ~ ¥(z,y) tel que f(z,¥,¢(z,¥)) =0.

La fonction ¢ est de classe C! et 'équation
z=¢(z,1)
est I'équation de la surface § dans le cylindre
B((a,B),a)x]e — e+ Bl
L'équation du plan tangent & la surface § au point (a, b, c) 8'écrit donc

z=c=¢fab) (z-a)+d{eb) -0,

i.e.
_ _{ila,bie) fl(a,b,c)
e “Fila.b0) -y~ fila,b,¢) =8,
d’oli la thise. .

10.2.5. Interprétation géométri du gradient

Propasition

Soit [+ IR — IR de classe C? sur un ouvert D de IR® .
Conaidérans un point (zg,Y0,%0) 0t

V f(z0,¥0,20) # 0.

Alors le gradient de f au point (zo, o, 20) est perpendiculaire & la surface de
niveau de f passant par (zq,¥o0, 20)

flz,v,2) = flzo, Vor%0) +




Chapitre 6. 2

W14 S0y 1) = ¥f(x, 1)

i-. /vl-n wagent &5

/lumu 5

Preuve :
Elle est analogue 3 celle de la Proposition 10.1.5. n

Exemple

Soit f : ' — IR définie par
flzp2) =+ + 27

Considérons le point (33,33, ¥3) |
Nous pouvens calculer que

¥ f (o, vos 20) = 2-‘3{—5.%.2—3@)

et que I'équation du plan tangent & la sphire
2yttt =1
au point considéré s’écrit
z+y+r— V3i=10.
Nous pouvons alors vérifier que le gradient de f au point (zo, yo, 2zg) est bien perpendiculaire

au plan
x+y+z—\/§=0.




Chapitre 6. 73

10.3 Cas des systémes de p équations & n + p variables
Considérons dans IR® 1a courbe définie comme intersection des deux surfaces suivantes :

r—siny—cosz = 0,
r+e¥+z—-2 = 0.

On voudrait décrire localement cette courbe par des équations du type

y=lz),
z=¢iz).

10.3.1. Définition
Considérons le systeme d'équations

filzry i Za e aty) = 0,

Sozn oz o) = 0,

oit les fonctions (f);<icp désignent les composantes d'une fonction f: D C IR"? — IRF .

On appelle fonction implicite définie par ce systéme toute fonction ¢ définie sur une
boule B de IR" , & valeurs dans IR” et telle que

filzyy s zm (@ o)y Gplzns o Ta)) = 0,

fp(ﬂn-"' -Imﬁ(zu‘".'«‘n)u'“:lﬁ,(zl-"'ﬂn)) =10,
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10.3.2. Seconde généralisation du théoréme des fonctions implicites

Soit f ¢ IR"*? — IR? de classe C* sur un ouvert D de ™7 f(avec k>1 ).
Considérons & un dlément de IR" et b un élément de IR® tels que

(a,b)e D,

S(a,b) =0,

le déterminant de la matrice J d’ordre p définie par
Bhi(a,b) -+ gf:(u‘b)

L'
I=| ;
Sh(a,) - Se(ab)
n'est pas nul.

Alors il existe une boule ouverte B(a,a) de IR el une boule ouverte B(b, §) de
IR? qui vérifient les deur asseriions suivantes :

1. Pour chague z dans la boule Bla,a) , le systéme défini par I'équation
flz,y)=0

et considéré en les variables yy,- -+ ,yp admel une solution unigue dans la
baule B(b,B) , nolée $(z) .
On peut alors définir

¢: Bla,a)CIR" - B(h§),
z ~+ ¢(z) tel que f(z,$(z)) =0.

2. La fonclion ¢ ainsi définie est de classe C* sur la boule B(a,c) .
10.3.3. Exemple
R.eprennns le cas de la courbe déterminée par l'intersection des deux surfaces

z—siny—coaz = 0,

zt+et+z-2 0.

]




Chapitre 6. 5

Cette courbe est donc définie implicitement par I'équation
I(zp,2)=0
ol
fr R = R,

x—siny—cosz
(z,3,2) ~ ( z4er+z—12 ) N

Le point (1,0,0) s situe sur cette courbe.
La malrice J en ce point vaut

-10

[
I

et son déterminant n'est pas nul,
Dés lors, il existe une fonction implicite unique

$: N—ea,l+af = B(0,8)C R,
z ~ (a(z), dal2)) tel que f(z, di(z), d2(=)) = 0.

Les deux composantes de ¢ ne sont fonctions que d’une peule variable réelle. Calculons
leur dérivée au point z=1.
En dérivant par rapporl & z les deux égalités

z —singi(z) —cosdy(z) = 0,
z 4 968 - po(z) -2 =0,

nous calculons que

]
<

1= cos (2} (2) + sin (x)43(=)
1+ e4964(2) + di(a)

]
-]

En tenant compte du fail que
#i{l) = (1) =0,
nous obtenons le systéme
[ - #(1) =0,
14+ +4() = 0.
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Par conséquent,
ALY
#3(1)

1]
—

-2.

11 Extrema sous contraintes

Supposong qu'un consommateur disposant dun revenu R désire acheter deux produils
dont les prix unitaires sont respectivement désignés par pet g . La satisfaction du consom-
mateur lorsqu’il achéte les quantités z et y de chaque produit est mesurée par une fonction
U(z,¥) , appelée fonclion d’ulilité. Le probléme du consommateur est alors de délerminer
les quantités z et y de sorle que sa satisfaction soit maximale et que sa contrainte de
budget soit respectée, Ce probléme peut se formaliser comme suit :

maximiser U(z,v)
sous la contrainte pr+qp=H.

C'est b ce type de probleéme que nous consacrerons ce paragraphe.

11.1 Définitione
Soient f:IR" — Met g: IR" — IA¥.

Un point a de " est appelé minémum (resp, mazimum) local de [ sous la contrainte
9(z) =0ai
1. le point « satisfait A la contrainte, i.e. gla)=0;
2.1l exis‘le une boule ouverte B de centre a dans laquelle
fla) € f(z) (resp. 2), Vztq g(z)=0.

Un point a est appelé extremum local de f sous lo controinte g(x) = 0 ai a est ua
minimum local ou un maximum Jacal de f sous la contrainte g(z) =0 .
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el
—Pr—14+/{Pr+ 1)2—4Pr(l -1}

oy = 5
©a consiante Pr éiant positive, st 7 < 1, Ies deux solutions oy et o3 sont négatives, Les solutions
correspondantes
85X (r) = SXpe™ et 8x (1) =0Xpe ™"
décroissent done exponcatiellement et fe systéme retourne progressivement vers son état de repos
g L' éeat x est alors qualifié de stable.

Par contre, on voit que oy devient positive dés que r est suptieur & 1. Dans ce eas, les solutions
correspondantes 85X (¢) = 5Xpe™ croissent exponentiellement et le systéme s'éloigne de son tat
de repos. On dit que I'état xg est instable.

La validité de la solution est évidemment limitée par {'approximation associée & In
lindarisation du systtme d’équations différentielies. Lorsque les termes non linéaires des équatioris
différenticlles ne sont pas négligeables, ¢’est-h-dire lorsque 85X, BY et 8Z cossent d"8tre petits,
la solution. du systeme linéarisé n’est pius valable. La linéasisation des équations diffsrenticlles
permet cependant d’obtenir des informations importantes suz le compariement initial des
perturbations (8%, 8¥,52). o

Dans le cas général, on pent également simplifier I'écriture de la formule de Taylor en
utilisant les notations

2
y _ Ao a‘? n a - —_—
F (t)g, i ““_:é“g; ax,]ax, (X)M!EAXH (:ZI Al[a—x,> f{x) = (A" V) fx) (3.94)
et plus généralement
P cr)l = (VISR (395)
=0
Des lors, 5
T \L
P DA
3.10 Fonctions implicites.
Une équation du type
0= f(x,) (3.97)

définit implicitement une fonction y{x) sur un 15015~ ensemble ECRsLVxek, l’équaswn )
(3.97) posstde une solution y unique. o B 1 i ¥
Dans ce cas, on est tenté d'écrive

Q== :'—f;if(xa )’(x))
: ” {3.98)
= 5L sl + S ey )
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ef done¢ of
= (x,3(%))
>f'(x)=—%i—— si g—f(x,y(x))-,io (3.99)
g;(x,y(x))

A priori, on ne dispose pas d'informations suffisantes pour &crire les expressions
précédentes. Rien ne nous assure en effet de P'existence de y(x), de sa continuité ou de sz
dérivabilité,

Le théoréme des fonctions implicites, cité ici sans démonstration, donne une réponse
lovale & ces questions :

@ (a,b) £ R™ x B" vérifie le systéme de n équations & n-+m inconnues \

Alxnxa, o Em¥LY2,000) =0
Falxda, o X Y1200 ) = 0

fn(xhxila oK Y5 Y2y e =)‘"} =0

si les fonctions. f; sont k fois continfiment dérivables dans un voisinage de
(a,b)etsi ¢4

it _a_(fl;f2|---afn)
A1 Y2, <3 Vn)

alors il existe n fonetions @ (%), 02(x),. .., @u(X) et nn voisinage ¥/ de a tels
que

SgEeCV) (=1,

- ¢yla) =2y (j=1,....n), )

( ﬁ‘(’('(ﬂl(x)»(m(x):-'»s‘Pu(x)):Ddaﬂﬁ'V {!':1,2,...,11). /

£0
(xy)=(,5)

L'expression
a(fl nf2sees sfrz)
a(}'l s Y2y s.yi'i)
apparaissant dans P’énoncé de ce théoréme est appelée le déterminant Jacobien, ou plus
simplement Ie Jacobien, des fonctions fi,f2...,f;. Le Jacobien est le déterminant de Ia
matrice Jacobienne

o
a},] w ayﬂ
QM) el 3 % § -
(a()’h}‘m---,yu) PR (3.100)

0 T oy
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HXEMPLE 3.31 Soii le systéme d'équations

!' Xzt =3
| Pyt —vi=2
On vénifie que [x,y,z,4,v) = (1,1,1,1,1) satisfait 2 ces équations. Rccherchons si o peht

définir des foretions u(x,y,z) et v(,\,y,z) #i voisinage du point (§,1,1). Dt
Soit dene

Flnyzuv) =2+ xau 4y -3
20,3, 514,V) = Xyz 2ay — 1 —2

1.a matrice Jacobienne de ces deux fonctions par sapport i ¢ et v est donnée par

Ona
a(f,z)
o, v)

(L1 1)
ce qui nous assure, via le théoréme des fonctions implicites, que le sysiéme ('équations proposé
peut &lre résolu par rapport & 1 et v, dans un cettain voisinage de (1,1, 1,1,1). De plus, les fonctions
£ et g étant continiment dérivables, if en est de méme des fonctions #(x,y,z) et v{x,y,2) et, par
dértvation implicite,

d . <
= =g (x5, 2):v(%,3,2))
af dfdu  dfov
= o % 3u ox +$§
0l av
=07 2) + ()57 + ()

et

d .
= —gmny #(x, 3, 2),v(x,32))
_9% 9% gg dg ov

T 1 ou ax+$§;

= (3tyz 4+ 20) + (—2m2) = oF

v
)5 + (2x— 22v) =

v
Ces deux équations peuvent étre résolues par rappost & = i et 52 afin d’obtenir |"expression
des dérivées partielles de et v, Ainsi, an poiat (x,,2) = (1, 1, 1), celles-ci vérifient les équations

a;sﬂgg —_
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et done
dof 3
gy 2
L
ox (hi1) 4

En procédant de ln méme fagon, on peut également calculer les dérivées partielles par rappost

;’1y et z. On trouye

du 1
Flary 2
w1
Ozl 2
Des lors, par la formule de Taylor, it vient!®

?};I- -7
dy (I.i,i}. 4
¥ 3
delgayy 4

W) =131+ 300+ 5 1) +o[le=1), 0= 1), (= 1]

W 32) = ke 2= 1) = 20 ~1) -

2= 1)+oltr—1), (- 1),z 1]

Remarquons que ["hypothése de non-annulation di Jacobien intervenant dams le
théoréme des fonctions implicites apparait natureilement lorsque Fon essaye d'dvaluer
les dérivées partielles des fonctions définies implicitement, On 4, en effet,

. Ex"]ﬂ(xl 01 (x}? Py (X)}

= a_ﬂ:(x,@l (X}a i ‘(p"{x}) +’,E£I

ox;

pouri=1,2,,..,netj=1,2,...,m.

%(x,m{x),...,%(ﬂ)—

dgy
3, (x)

Sous forme matricielle, cetie relation peut s’écrire (F = 1,2,...,m)

% O
dyi T Oy
\dn Ay

an o
ax J ox j
99u 9
ox J aJC 7

1. notation of (x — 1), {y~ 1}, (z~ 1)] est utilisée pour désigner les termes négligeables par rapport &

x—1,y—lonz—1
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oil les dérivées particiies sont évaludes en (3, b) ou a selon leur natuse. Ce systme posséde
une solution unique 4 condition que

Ia(fl,fz :fn

0
a(ylsst z}’n) 7

(a,b)
qui est précisément I"hypothése principate du théoréme. En utilisant la regle de Cramer,
on peut alors exprimer les solutions sous ta forme

0o a8)

duy 0001, 1%y -y V)
(a’c..')(a) a(.lh sfkv“sfn}
a(}’l} i ¥ksen u}'n.)

(2.b) (3.101)

{a.b)

EXEMPLE 3,32 En thermodynamique, I'équation d'état d’un gz
FRV.T)=0

ol B,V et T désignent respectivement la pression, le volume et la température implique que chaque
variable d'état P,V ou T peut &ire exprimée comme une fonction des deux autres. On écrira donc
selon les besoins

P=P{V,T) V =V{(AT) T=T(EYV)
Par la regle de dérivation des fonctions implicites, il vient

af af af
o _ gy v _ _gr 9T _ 9P
v~ of ar 9 f oF of
9P v aT

On en déduit que ces dérivées partiefles sont reliées par la relation

), (%)),

3.11 Changement de variables.

1l existe souvent plusieurs fagons de décrire un méme systéme qui different par les
variables utilisées pour représenter 1'état de ce systiéme. Tf est important de pouvoir passer
d'une représentation, d’un choix de variables d’état 3 un autre et de déterminer les regles
de transformation associées 4 un tel changentent de variables.



Annexe B

Le dispositif expérimental

B.1 Enoncé de la narration de recherche

Consignes

Chaque groupe devra rendre a Sebastian Xhonneux une « narration de recherche ». Dans ce type
de travail, il est demandé de ne pas vous contenter de donner la réponse mais de raconter en
détail tout ce que vous avez fait pour la trouver ou pour essayer de la trouver. Vous décrirez tous
les essais, toutes les pistes que vous avez essayées méme si elles n'ont pas abouti. Racontez sur
votre feuille les différentes étapes de votre recherche, les remarques, les aides, les observations que
vous avez pu faire et qui vous ont fait changer de méthode ou qui vous ont permis de progresser.

Le professeur du cours ne verra pas cette feuille!
Question 1 : courbes de niveaux
Soit la fonction suivante que 'on écrit z = F(z,y).

F : R? - 1R
(iE, y) ~t F(:}Z, y) = 31E2y - y3
La représentation graphique d’une fonction a deux variables est une surface qui est définie

par lensemble des points dont les coordonnées sont (z,y, F'(x,y)), avec (z,y) € R2. La
figure suivante montre la représentation graphique de la fonction F(x,y) deéfinie ci-dessus.
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Fra. 1 - Fla,y) = 3%y —¢°

Les courbes représentées dans le plan Ozy peuvent étre définies a partir de la fonction
F(x,y) et sont reprises sur la figure suivante :

F1G. 2 ~ Quelgues courbes définies A parsir de Fi(x,y)

Q.1. Donnez les équations analytiques de toutes les courbes représentées & la figure 2.

Question 2 : fonctions implicites

Considérons maintenant équation F(z,y) = 11. Ce qui importe désormais est I’ensemble
des couples (z,y) qui satisfont cette équation. Appelons T' I'ensemble de tous ces couples

= ) € IR? | 3z%y — ¢ = 11}.

Q.2.1. Ecrivez le plus précisément possible, I'équation de la tangente & la courbe d’équation
F(z,y) = 11 au(x) point(s) d’abscisse z = 2.

Q.2.2. Calculez les dérivées partielles de F(z,y) et évaluez-les au(x) point(s) d’abscisse
considéré(s) a la question précédente.
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FiG. 3 - F(zy) =11
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B.2 Travail de groupe réalisé par les étudiants du public Mathlyg /1o
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Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix Février 2010
17 Baccalauréat en Sciences Mathématiques

Travail de Groupe d'Analyse :
Le théoréme des fonctions implicites

Objectif

Dans le cadre des fonctions de plusients variables réelles, nous nous intéressons
dans ce travail 3 Uanalyse infinitésimale et au théoréme des fonctions impliciies plus
particuliérement.

Consignes

1 assistant. responsable dn travail de groupe est Sehastian Xhonneux (Départe-
ment de Mathématicue, Burean 131).

Lors de Iévaluntion de ce fravail. nons tiendrons compte de la rigneur et des
justifications dans les réponses aux questions ainsi que de la clarté de la rédaction.
~ L travail se divise en deux parties qui sont A remettre respectivement

1. pour le mardi 23 février an plus tard,
2. et ponr le vendredi 5 mars an plus tard,

. Deux consultations avee Sebastian Xhonneux sont obligatoires. La denxi¢éme anra
lien lors de la remise de la deuxiéme partic du travail. Ainsi, la premiére consnl-
tation est prévue pour la semaine du maxdi 16 au mardi 23 février, la deuxi
aura licu dés le début de la semaine du 8 mars. Une fenille suivea pour les horaives
précis.

Lors de la remise de la derniére partie du travail, des exercices seront prévues afin
d'evaluer la compréhension de chacun.

Chague groupe devra rendie a Sebastian Xhouneux pour chaque partie du travail
une “narration de techerche”. Tl est demandé de ne pas vous contenter de donner
la réponse mais de raconter en détail tout ce que vous aver fuit pour Ia trouver ou
pour essayer de la trouver. Vous déerirez tous les essais, toutes les pistes que vous
avez essaytes meme si elles n'ont pas abonti. Racontez sur votre feuille les differentes
étapes de votre vecherche, les remarques, les sides, les observations que vons aves pit
faire et qui vous ont fait chiznger de méthode on qui vous ont permis de progresser.




1 Analyse infinitésimale

BEn 1061 A, ROBINSON introduit ' Analyse non standard, une théorie mathématique
du caleul infinitésimal, qui rend rigourcus Pusage des infiniment petits et des infini-
ment grands introduit par G.W. LEIBNiZ (vers 1690) et largement utilisé par Euler.
Pour cela on étend le champ IR des réels pour obtenir une extension IR dont les
dléments sont appelés hyperréels et gui contient notamment des nombres infiniment
petits et grands possédunt les mémes propriétés que les éléments de R. Méme si
lu cousiruction de Pensemble IR nécessite le recours aux outils parmi les plus 50~
phistiqués de Ja logique mathématique, les définitions et les propriéés des nombres
byperziels sont ttés proches de lintuition. Dans ee travail, nous accepterons Uexis-
tence de ces nombres hyperriels (et ne montrerons pas leur existence) pour profiter
ddn gain en intuition que nous pouvens en tirer.

1.1 Trésentation intuitive de la droite numérigue hyperréelle

De nouveaux nombres (par rapport aux téels) seront, considéres. Iis sont appelés

hyperréels et forment Pensemble noté *IR. Leur introduction vise simultanément les

trois abjectifs suivants :

~ étenere les réels, en ce sens que IR est un sous-ensemble de "IR;

- pouvoir appliquer aux nombres hyperréels les mémes régles do caleud algébrique
que celles valables au scin de V’ensemble des réels;

- garantir Pexistence d'au moing un nombre hyperréel posilil mais inféieur A tout
nombre réel positil.

Gne premicze étape va livrer une représentasion géométrique de ces nouveanx nom-

bres an départ de la droile mnnérique réelle. Bien sir, les hyperréels non réels ne

sont pas diréctement repérables sur Ta droite mumérigue classique puisque les points

de cette droite correspondent exactement aux téels. Toutelois, tout se passe comime

si Putilisation d'un MICROSCOPE (VIRTUEL) “INFINIMENT PUISSANT” dont Iocu-

laire serait pointé sur Vorigine de la droite numérique permettait de découvrir des

nombres invisibles 3 I'oeil nu (ot done non réels), mais infiniment petits puisqu'ils

sont Sinfiniment proches” de 0; ils forment le “halo” de 0 et peuvent &tve inlérieurs

on supérieurs a 0 selon qu'ils sont vus & gauche ou & droite de Vorigine de la droite

nunérique (Figure 1).

2«1 0 1 2
F1g. 1 — Nombres infiziment petits

Cette manipulation peut étre recommencée en “translatant” le microscope virtuel
considéré ci-dessus pour le pointer sur un nommbre réel r quelconque : apparaissent
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ainsi une infinité de nombres nor: réels “infiniment proches” de v ; ils forment le “halo”
de r (Figure 2). Algebriquement, ces nombres peuvent ¢tre obtenus en ajoutant &
un réel un infiniment petit.

jnfiniment
proches

der

Fig. ¢ - Halo d’un réel non-nul

Dans le méme ordre d’idées peuveni étre introduits des nombres non véels “indini-
ment grands”, c'est-&-dire supérieurs A n'importe quel nombre véel : ils peuvent étre
construits algébriquement en prenant “Pinverse” dun infiniment petit positif.

11 existe en réalité de nombrenx nombres infiniment grands, qui peuvent &re positifs
{au sens donné ci-dessns) on négatifs (en ce sens que leur opposé est un infiniment
grand positif) ; ils ne peuvens pas étre “observés & Poetl i sur la droite numerique,
mais peavent éire imagings au moyen d'un “TELESCOPE INFINIMENT PUISSANT”
pointé vers la dreite on vers la gauche de maniére & vencontrer des nombres, force-
ment non réels, mais respectivement supérieurs ou inférieurs A tous les réels.

infiniment
proches
de r

. PR (LI R
0 Réels

FiG. & - La droile hyperréelle

Au total, le recows & des microscopes et télescopes infiniment puissants permel
d'imaginer les nombres hyperréels associés aux points d'une droite numérigue hy-
peridelle composée des points de la droite numérique réelle, chacun de ceux-ci étant
accompagné de tout un halo de points infiviment proches, en plus des points “infin-
iment éloignés” situés (sur les traits en pointilles) vers la droite cu vers la gauche.

1.2 Ordres de grandeur et définitions de base

Nous avons adjeint aux nombres réels classiques, encore appelés standurds, de nou-
veaux nombres qualifies de non standards, de naniére & former Vensemble *1R qui




inclut stricrement. IR. Ainsi, It se voit prolonge en *IR, mais de maniére & en conserver
les principales propriétés : par exemple, toutes les opérations algébriques valables
sur TR vont “s*étendre naturellement” sur *IR. Désormais, lout élement de *IR, gu’il
soit standard ou non standard, sera nommé rombre hyperréel. on phis shuplement
nombre. Pour éviter toute éventuelle confusion, nous veillerons, dans la mesure dn
possible, & noter les nombres non standards d'une autre fagon que les réels (stan-
dards). Ces derniers serout notés classiquentment par des letires : a,b,¢,. .. pour des
constantes et z,1, 2, £, 4,7, 1, P, - . - pour des variables on parametres. Tandis qu'on
désignera le plus souvent les nombres non stondards soit par une lettre grecque
o, 7,0, 8,8, 0, . . ., soit par une lettre latine précédée du signe T e

Les nombres hyperréels sont répartis dans trois “catégories” en fonction de leur ordre

de grandeur. Intuitivement, tes nombres sont

- “extrémemenl” petits au point d’étre trop petits pour étre effectivement distingnés
de 0,

- non nuls mais d’une grandeur “a Féchelle humaine”,

~ “extrémement” grands au poini d’étre trop grands pour dtre effectivement observeés
par I'homme.

En analyse non staudard, ces nombres sont respectivement qualifies d'infiniment

petits, appréciables et infiniment grands; ils se manipulent suivant des régles dif-

ferentes selon leur ordre de grandeur : par exemple, canformément 4 Pintuition, un

nowbre appréciable n'est (pratiquement) pas modifié si on i ajoute un infuiment

petit, mais fournit un infiniment grand quand on lui ajoute un infiniment grand.

Définition 1.1 (Infiniment petit)

~ Un nombre infinimenl potit (en abrégé, ip) est un hyperréel *x* non nul qui esl
plus proche de 0 que tout réel.

¢ estip siVre IRG,0< |l <.

¢ est alors un infiniment petit positif (en abrégd, ipp) ou un infiniment pelil négatif
(en abrégé, ipn) selon qu’il est posifif ou négatif.

~ Un nombre infiritésimal {en abrégé if ) est nul ouw infiniment pelil.

= Le halo de 0 est Uensemble, noté H{0), romposé de tous les nombres infiniment
petils,

Diéfinition 1.2 (Infiniment proche)
Deux hyperréels distincts “« et *y sont dits infiniment proches, ce gui s¢ note 'x =
“y, lorsque *x — 'y est infiniment petit.

Le halo de O contient. une infinité de nombres hypexrréels négatifs et nne infinité de
nombres hyperréels positifs; chacun de ses éléments est un nombre non standard
qui est infinimeni proche du véel standard (. De méme, il exisle des nombres non
standavds qui sont infiniment proches d’un réei arbitraire et dont ce dernier est,
pour ainsi dire, la partie effectiveraent observable.

L]} est encore courant de noter un infinhment petit par la lettre grecque £.

=S




Définition 1.3 (Halo d’un nombre hyperréel)

Sait r un réel quelconque.

- On eppelle halo de r, Pensemble, noté H (1), de tous les lryperréels non standards
qui sont infiniment proches de r.

-+ Un hyperréel standard ou non standard est qualific d*appréciable (cn abrégé, ap)
lorsqu’il est égal & ou infiniment proche d'un réel non nul; un tel pombre peut
atre positil (en abrégé, app) ou négatif (en abrége, apn).

Coomme ¢’¢tait le cas pour 4, le halo dun réel non nul ne contient aucun nombre réel,
mais une infinité de nombres non standards qui lui sont inférieurs ou supérieurs.

Etent. donmé quiun hyperréel infiniment petit positil est, par défiuition, non mnl
Imais strictement inféricur A tout réel standatd positif, il est possible den prendre
son inverse qui est alors toujours positif, mais plus grand que tout réel positil. Un
tel nombre est done non standard et est appelé un infiniment grand positif. Nous
pouvons procéder de méme en inversant un infiniment petit négatif, ce qui nous
conduit aux définitions :

Deéfinition 1.4 (Infiniment grand)

— Un nombre hyperiéel % qui est supérieur (resp. inférieur) & tout réel positif fresp.
négatif) est appelé un infiniment grand positif, en abrégé igp® (resp. wn infiniment
grand négatif, en abrégé ign).

w est igp (resp. ign) siVe € Riw > r(resp. w < 378

- Un infiniment grand (en abrégd iy) est soit un infiniment grand posilij, soit un
infiniment grand négatif.

Lensemble de tous les nombres infiniment grands est noté H(oo); de méme, on
éerit H{++oc) el H(—cc) pour désigner respectivement Uensemble de tous les hy-
perréels infiniment grands positifs el celui des infiniment grands ndéyotafs.

I

Un hyperréel infiniment grand est qualifié de non limité, tandis qu'un hyperréel est
dit fimité (noté Im) lorsqu'il n'est pas infiniment srand. Comme on peut aisément
vérifier, il existe un unique réel r qui est infiniment proche o égal & "x. Nous avons
la proposition suivante :

Proposition 1.1

Pour tout hyperréel “s limité, il existe un unique réel v qui est infiniment proche o
égal @ *u

Preuve : Procédons par Pabsurde et supposons qu'il exisle 1,8 € R, r # s tels
que ‘z &7 et “x = 5. Par définition, il existe £,% infinitésimanx tels que "z =+ €
et Y = s+ Déglors, omar—s=¢&-—1 Le premier membre étant réel, le
deuxiéme membre ne pent étre que unl, ce qui entraine v = s alors gue nous les
avions supposés différonts. C

7 1] est encore courant de noter un infiniment grand (positif ou négatif) par 1a letive greeque w.
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Définition 1.5 (Partie standard d’un hyperréel fimite)
Pour lout hyperréel = limité, Punigue réel v qui est infiniinent proche ou égal & %
est appelé la partie standard” de *a et se note st {*x).

Bien entendn, toul réel est sa propre partie standard. Far ailleurs,

- §i £ est un infiniment petit, sa partie standard coincide avec Ie nombre 0 ;

~ i *z est nn hyperréel appréciable, sa partic standard est un réel non nul;

Tnsistons encore sur ces deux points :

— seules les parties standards des hyperréels limites peuvent. dtre ohservées conciéte-
ment ;

— un hyperréel infinimerit grand ne posséde pus de partie standard puisgu'il n'est
infiniment proche d'aucun téel standard.

1.3 Qpérations et fonctions sur *R

L.es opérations algébriques traditionmelles permettent de construire de nouveaux
nombres en partant, d'un nembre non standard infisiment petit positif, noté par
excmple £; par exemple, les nombres tels que 2£,3=... Le2es L sont également
infiniment petits positils, tandis que £ + 2 est appréciable et que £ ost infiniment
grand positil.

Des réples répissent les ordres de grandeur pour les opérations arithméticues tradi-
tionnelles ;elles ont ¢1é découvertes par Leibniz et sont des lors appelées régles de
Leibniz Comme elles sont fort naturelles et trés faciles 4 illustrer & Iaide d'exernples
et bien qu'elles puissent toutes étre aisément démontrées rigourensement  partir des
définitions de base nous allons nous contenter de les énoncer :

ip ap ig X 0 ip ap ig

b ap ig 0|00 0o 0

iff ap ig ip |0 ip ip 7

ap Im g ap | 0 ip ap ig

ig ig ! g l0 7 g g
TaR. 1 - L'addition TAB. 2 - La multiplication

Disposant. d'une algébre sur los hyperréels, nous sommes en mesure Jérudier des
fonetions algébriques sur ¥R, ¢'est-d-dire des tois * f ¢ @ " f(2), qui, & cerlains
hyperréels ¥ appartenant & up ensemble *D, appel¢ le domaine de *f, associent
Vhyperréel *f(*x), o *f désigne une expression algébrique formée de sommes, de
différences, de produits, de quotients et de puissances de 'z ainsi que de nombres
constants. Par exemple, le polynéme

s 2 (F2) - 3% 42

3 Bien que 'appeliation pertic standurd soit 1 plus courante les mols partie pbseruable pourraient
aussi avantageusement remplacer ceite deénomination.




1
rz=1l

est défini sur tout *I, tandis gue la fraction rationnelle *a -+ est définie pour

tout hyperréel *z différent de 1.

11 nous sera encore wsile d’étendre les fonerions élémentaires clagsiques pour log
définir sur *IIt : par exemple, il conviendra, d*un point de vue théorique, de manipuler
Je sinus d’un infiniment petit ou encore le logarithme népérien d'un infiniment grand. ..

Ragle d’extension, Toute fonetion réelle f d"une vari-|
abie, définie sur un intervalie (ou une réunion d’inter-
valles) 7, admet une extension naturelle, notée (provi-
soirement) *f définie sur ~1, dong les valeurs sont des
hyperiéels et dont la restriction anx réels est f cette
darniére condition signific que si r désigne un réel quel-
conque, " f esl définie en r si et seulement si f est définie
en 7, auquel cas on doif avoir *f{r) = J(#); en résumé

Yf 0 - IR telle que “f(r) = flr) Vre L

Reprenons 'exemple de la fonction polynomiale § considérée dans le paragraphe
précedent eb définie par f{w) =« + & — 2 pour tout réel x. Son extension naturelle
*f est définte pour tout hyperréel *x par

)= () e =2

On a notamment fes proprictés suivantes de cette extension :
— “f(*3) = (o4 2)(*= — 1) pour tout ‘v € IR,
— *f{*x) = 0 si et seulement si = —2ou *r =13

-« *f() < 0 pour tout "2 € *[—1,2]:

— *f est strictement, croissante sut [~ 4ol

Ainsi, plusieuts propriétés verifises par le polynome f sur IR le sont ¢galement par
*f sur IR

Bien plus, il imporie de transtérer les propriétés classiques de toutes Jes fonetions
réelles 4 leurs extensions naturelles sur *IR. Plus généralement, toute “proposition
standard” qui est vraie dans les réels est égatement vraie dans les hiyperréels’.

Régle de transfert. Toute proposition standard qui
st vraie dans les réels est tgalement vraie dans les
hyperséels, pour autant que les variables hyperréelles
(*@.*y,...) soient mises & la place de leurs Tomologues
véelles (z, y,...) et que les fonctions réelles soient rem-
placées par leurs extensions naturelles, et toutes choses |
égales par ailleurs.

411 convient toutefois de rester vigilaut. En effet, la rogle de transfert, n’eat valable que pour
les propositions standards et certains résultats ne sont plus valables lorsque Pon travaille dans
I'ensemble ~TR. des hyperréels.
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1.4 Exercices
Résolvez les exercices snivants en utilisant les définition ot propriétés vues :
1. Solent ¢ un infiniment petit positif ef. w un infiniment grand positil. Placer snr
la droite hypervéelle les nombres suivants :

Lo 3, —--]n. V2t 3w, %+\/§
w

2. Trouver Pordre de grandeur des nombres suivants, on w désigie un infiniment
grand positif et £ un infiniment petit positif.

a) 1001 4 D VI-2 o) bt - l0wrd d) B2
e) 47 [) plptfeed gy uge h) =
iy =t K) 2 +107% 1) 5

3. Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse.
a) Entre denx hyperréels, il existe un yéel. it
b) Entre deux hyperréels, il existe un hyperréel. -
¢) La différence de deux hyperréels peut étre réelle. /
. Sachant que = et w désignent respectivement un infiniment petit et un infini-
ment grand arbitraires, repérer les propositions vraies parmi les suivantes :
a) ldeml ./ < T g e o
by 24107 =24+
¢) stwmw+t 3
d) 100 A w : : : )
. Sachant que r désigne un réel non nul et que & est un infiniment petit, Lmu'vc:r,' '
sous réserve d'existence, la partie standard des nombres suivants :
a) 3r 457 b) rle o) Do d) e VIR -2 Harda

[

€

1.5 Btude de courbes planes
Soit C une courbe située dans le plan rapporté & un repére orthonorné : ¢'est Pensem-
ble des points dont les coordonnées z et y vérifient une quation du type

Fa,y) =0,

oit I désigne une fonction & deux variables.

Nous allons faive appel & Pextension noturelle *C de la courbe C d’équation Fle,y) =
0 : i} s'agit de 'ensemble des points hyperréels “P = (%, *y) dont les coordonnées
hyperréelles vérifient 'équalion suivanle, qui est obtenue par les régles dextension
et de translert

F () =0,

8




ol *F désigne Vextension naturelle de la fouction F.

Nous éudierons le comporiement local de C an “voisinage” d'un de ses points
P = (r,8). A cet effet, nous considérerons les poinis *P = (*r, "y} qui sont situés sur
*( et qui sont infiniment proches de P en ce sens que leur distance & 7, égale &

est un hyperrée) infiniment petit positif. Ces points * P sont bien entendu indiscer-
nables de P 4 l'oeil nu. Clest pourquoi, 4 Vinstar d’un biologiste qui ubilise un mi-
croscope pour agrandir de minuscules microbes, nous recourerons & un niicroscope
“yirtuel” pour “zoomier” sur la courbe autour dir point P et ainsi pouvoir distinguer
des points infiniment proches. Nous verrons que, généralement, la courbe étudiée
sera vue sous la forme d'ane droite passant par Yorigine de Poculaire du microseope.

En gnise d’introduction, traitens deux exemples élémentaires. Considérons tout
d’abord la parabole d’squation y = .¢*; elle passe notammient par Norigiae G = (0.0).
Demaundons & un ordinateur (ou 4 une caleulatrice graphique) de représenter cotte
courbe lorsque Pabscisse o parcourt des intervalles de plug en plus vestreints centrés
sur 0. Travaillons, par exemple, sur les intervalles [-1, 1], [-6.2, 0.2], [-0.1, 0.1] et
[-0.01 , 0.01]; les graphiques obtenus sont, représentés sur la Figure 4.

-0.2 8.2 2.3

7.0

.08 Q.00

0.l G.i06

504 004

4,02 0.902]

[oiinsen I | il

0.1 -0.G5 ¢35 5.1 “6.9% -0.90% 0.005  9.13

FIG. 4 — Zooms suecessifs sur la parabole d’équation y = &* antonr de Porigine

Pracédons de méme avee la parabole d’équation y = 2z% au voisinage dn point
P = (1,2). Des zooms successifs antour de P donnens les résultats de la Figure 5.

Un examen de ces deux cas nous permet d’observer notaminent ce phénomeéne carac-
téristique : la courbe semble “se rectifler” progressivement pour se présenier finale-
ment sous la forme d"une droite qui ne sera plus modifiée par des zooms ultériewrs.

9
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}G. 5 — Zooms successifs sur la parabole d'équation y = 227 autour du poini
P=(2)

Pour bien comprendre ce phénoméne important, analysons d'nbord le mode de foug-
tionnement de “microscopes virtuels”.

1.5.1 Microscope virtuel

Placons-nous en premier lieu sur la droite numerique réelle et considérons un petit
intervalle symétrigue centré autour de Porigine, par exemple { = [-0.001,0.001] :
A Poeil mu, cet intervalle semble Téduit & un point. & savoir Vorigine de Paxe réel,
Par contre, si on multiplie par 1000 tout nombre de 1, les résultais obtenus, notés
X = 1000z, sont, compris entre —1 et 1 et forment dés tors i uouvel intervalle de
longueur 2. En d’aufres lermes,

@ € [~0.001,0.001] == X € [~1,1}

Nous ponvons nous ramenet “par translotion” & cette situation daps le cas d'an petit
intervalle symeélrique centré sur numbre autre que zéro. Par exemple, pour tout
nomabre z € J = [0.099,1.001], x — 1 € [, de sorte que X = 1000(x — 1) € [=1,1}.
Le processus d'agrandissement pent élre illustré par In Figure 6.

Jette idée peut étre adapice, dans le contexte des nombres hyperréels, de mauniére &
visnaliser des éléments du halo H(r) d'un réel . A cos effet, considérons un hyperréel
w infiniment grand positif. Imaginons un w-tnicroseape, c'est--dire un microscope
qui agrandit w fois chaque longueur sur la droite numérique réelle. En pointant ce
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Fici. 6 - Agrandigsernent d'in petit voisinage de r

w-microscope suv le point de la droite numérique représentatif du nombre r, certains
élements de H(r) corréspondent maintenant & des points visibles duns Voculaire et
distincts de 1. Par exemple, les nombres r — i et v+ -:;, qui se confondent avee r &

Poeil ms, sont vus distinctement dans Poculaire & une distance unitaire de .

Plus généralement, dans Poculaire d’un w-microscope pointé sur 7, un hyperrée} Fr
situé dans H(r) est observable si el senlement si w(tx — ) est limité, et * poss de
une image distincte de r si et seulement si w(*s — 1) est appréciable © dans ce cas,
I'image de *« dans Voculaire est éloignée de v d'une distance égale & la valeuz absolue
de la partic standard de ce nombre w{*x — ).

Nous notons A_(r} I'ensemble composé de tous les hyperréels distincts de r et dont
Fimage daps 1'oculaire 'un w-microscope pointé sur r est observable; en d'auires
termes,

My(r) = {'w € "R :w('s — 1) est iimité} .

I est facile de voir que AL(r) est strictement inclus dans H(r)U {r}; par exemple,

7 : et 7 L
w? Nz

sont dans f(r}, mais, dans Voculaire du w-microscope, r + :‘:; est indiscernable de
1 ear sa distance 4 1 est, dans le nouveau repére, Ggale & }J et est infiniment petite,
tandis gue 7 — 7‘: st “infiniment ¢loigné” de v el en constquence non visible puisque
sa distance, dans le nouveau repére, est alors égale & /w et est infinimont grande.
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Ajusi, grice au w-microscope, dans Loculaire pointé sue r, fout hyperréel ¥z de
M,,(r) est transformeé en

X =w(z-r)
ce nombre est toutefois vi 4 Iabscisse nouvelle X qui est la partie standard de *X.

Par exemple, le nombre ¥z = 1 - 277’, oft £ est un infiniment petit positif, est vy,
dans Poculaire, a deux unités de longueur portées sur Ia droite du point v,

Des congidérations semblables peuvent étre émises dans le plan en appliquant un
microscope infiniment puissant & chacune des deux coordonnées des points,

Fixons notre attention sur un poink standard, c'est-A-dire un point & coordonnées
standards, > = (r, ) et appelons hefo de P Vensemble, noté H(F), de tous les points
de *IR? qui sont infiniment proches de P i Poeil m, tous les points de H () se con-
fondent avec . Essayons d’en distinguer certains en utilisant un w-nicroscope pointé
sur P, avec w un hypercéel infiniment grand positii. Cet, w-microscope agrandit w
fois chaque longueur sur chacun des deux axes de coordonnées. Coancentrons notre
attention sur les points de ce que nous noterons M,,(P). & savoir Penseinble

M (r) % Ma(s);

en effot, le w-microscope pointé sur P fournira de tout point de Ad,(P) une image
ohservable.

D'un point de vue plus formel, Putilisation d'un w-microseope dirigé sur le point
P = (r,s) de R? consiste & transfoymer tout point hyperréel *P == (. “y) situd
dans AL (P) en un peint du plan muni d’un nouvean repére; de facon plus précise,
on introduit une application notée MPE (pour microscope de puissance w pointé sur
P), définie sur M, () par

ME : (5,%9) € MU(P) = (X,'Y) € 'R?

avec
K = wl(?

"y
V=wly-s) e y=84—;
,J,

dans les faits, on obgerve toutefois, comme image de "P = (*X,*Y), le point dont. les
nouvelles coordonnées X et ¥ sont des nombres réels égaux & Ja partic standard de
*X et de *Y respectivement. En guise d’exempie, prenons le point P = ( 1,2), ainsi
que le point *P = {1 4-};‘— 94 =) pour w infiniment grand positif et & infiriment

petit positif : on a évidemment P = P, de sorte que les deux points semblent &
premidre vus confondus; par contre, dans Poculaire du microscope AT, image de
P coincide avee Porigine du nouveau repére tandis que cetle de * P apparait au point
(2,1)

12
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1.6.2 Tangente i une courbe

Commie exetnple introductif, considérons & nouveau la parabole C d"égnation y = 20%
et observons son image dans Puculaire d’un microscope MFE, dirige vers le poinl
P =(1,2) el dont Ja puissance cst D'infiniment grand w. Par les régles d’extension
ot de transfert, on peut caractériser Fextension naturelle *C au moyen de 'égalité
sy = 2 ()%, L'application du microscope MPE correspond en pagsage des anciennes
coordonnées *x, “y aux nouvelles "X, ™Y définies par

"X:m("u:---l)«:::\‘n::1+;—\'m"Y:w[’y—z)w‘yﬁ"d—%.

On obtient de la soxte

"y ; g 2 . e

et :2(1 P XY sy eanmarn—,

W u.'} w
Bien entendu, les seuls points de cette courbe ui penvent &tye observés dans Poe-
wlaire du moicroscope ont des coordonnées X et *Y limitées; de plus, la partie
ohservable de cette courbe comprend les points de coordonnges X et ¥ qui sont

. . X% e *
respectivemnent les parties standards de *X et 'Y ; comme iT est, infiniment petit.
on obtient dés lors
Y o= 4X
on encore, en repassant aux coordonnées de depart,
y—2=d{x -1}

il s'agit en réalite de la tengenle d Ja parabole au poiné P considérée.

,'Ulll’("LISﬂ

Cos considérations nous aménent A donner uge définition a la fois générale, ri
et intuitive de Ja tungente A une courbe.

DéRnition 1.8 Une courbe €, admet une (demi-Jtangente en un point P={rus
s, quel que soit w anfiniment grand positif, la partic standard de Vimage de C dans
Poculaire de MY est une (demi-)droite doni une équotion s'érit

aX +bY =0,
ave X = si(*X) et YV = st{"Y). Dans ce cas, une équation de la tangente s dorit
a{z — 1)+ by —5) =0
llustrons celie défnition en considérant la lemniscate de Gerone C d'équation
7 - da? 4y = 0.

Pointons tout d'abord un microscope de puissance infiniment grande w sur le point
P = (1, %) qui appartient i cette courbe. VAimage de *C par ME est définie par

2
oy 2 f‘ v
(1+’—\_) +1 \i’,i,,..‘i = 0.
w 2 w

13




Développons le premier membre sachant que les termes indépendants vont g*éliminer
et que fos termes contenant en dénominateur une puissance de w d’exposant, au moins
égal 0 2 sont regroupés dans e reste .. 7 ; il suflit done de n’terire que les termes
en L, ce qui donne

43
+£j-z+...:0.

Ea multipliant les deux membres de cette égalité par w, puis en prenant la par-
tie standard. on chtient, avec des notations introduites antérieurement, la droite
d'écuation

—X +V3Y =0

le point Py est dit régulier pour ¢ : la tangente en ce point est unique et d’égnation

—(a:—l)Jr\/ﬁ(y---?) =q.

7

Dirigeons & présent un microseope de puissance w sar le point P = (0.0). L'image
de *C par le microscope M= gt fowrnie par I'égalité

a"\' a

n“"g
wl

=1

Partant, la courbe réeliement observée est définie par
X2 e V2

Le point Py est dit singuticr pour C : il s*agit d'un “neeud” on la courbe poss¢de deux
tangentes, @ savoir les deuy droites définies. dans le repére initial, par

y=gety=—2.

Fi. 7 - “Zooms” suceessifs sur la courbe d'équation 21— da? +4y* = 0 an point 1%
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1.6 Exercices
1. Que voit-on dans l'oeulsire d’un microscope inliniment puissant pointé sur un
point de la courbe dans les cas suivants :
(a) C =y =2+ 3z - 2 au point d'abscisse 1;
3 0 N T G
(b) C =y = ¥z an point d’abscisse V3;
{¢) € =2 +¢* = 1 oux points d'abscisse 42 (regp. 05 1);
Tour ces courbes, rechercher une équation de Ja (des) tangente(s) anx points
considérés (sous réserve d’existence).

9. On considére la courbe (lemniscate de Gexono) C d'quation
3 —da? =0

(a) Montrer que le poinl P = (Tii 3"3&) est. situé sur C,
(h) Rechercher une équation de la tangente 7 & C an point F.
3. On considére la courhe (appelte quartique piriforme) donnée par Péguation :
yr=a(2-1)

(n} Que voit-on de cette courbe dans V'oenlaire d'un microscope infiniment
puissant dirigé vers le point (0,0)7

(b) Meme question si le microscope est dirigé vers le point (2.0).

() Br quel(s) point(s) cette courbe admet-clle une tangente horizontale?

{d) En quel(s) point{s) cette courbe admet-¢lle une tangente paraléle & la
bissectrice du premier quadrant?

(e) Hn exploitant les résultats ci-dessus, tracer somumnairement cette courbe.

A SULVRE. ..




2  Le théoréme des fonctions implicites

Revenons 4 une courbe C située dans le plan rapporté & nu repére orthonormé. Nous
savons qu’il g'apit d'un ensemble de points dent les coordonnées 2 et ¥ vérifient une
équation du type

fle,y) =0,

oit f désigne une fonction 4 deux variables. Pent-on décrire Fensemble des couples
(e, y) satisfaisant cette équation ¥

Dontons un exemple. [applicaiion fz,y) = y — 10 sin(z) a pour représentation
graphique :

Fic. 8 - [(r.y) = y— 10sin{a) (—4 £ e <4 4 Sy <4)

Dans ce cas, la réponse & notre guesiion est affirmative car il est évident que
y — 10gin(x 0 pent s'éerire y = 10sin(2). On reconnait 14 une fonetion sinu-
sotdale. On constate done que les solutions de notre Gouation de départ fleu)y=0
peuvent étre décrites par une application y = @(x).

Cle premicr exemple w'est pas spécialement intéressant, Dans ceriains cas, J'équation
Sz, y) = 0 est tellement teompliquée” gu’on ne sait pas expliciter la fonction f*
comme le montre Pexemple suivant

Flayy) =al® + o) = 10(22 ~ 7).

En effel, & lont » on associe deus ¥ Inversernent, & un y on associe parfois deuxr
. 11 semble done que Péquation f(x, y) = 0 ne permeite pas, dans le cas présent,
de définir une fonetion, Cependant, cette éponse est inexacte. Supposous qu’on re-
streigne Fetude anx ¢ et y positifs. Dans ce cas, il est clair qu'on obtient bien une
fonction y == ¢z}

T 350it y = ¢l T
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1l est doue généralement difficile de dire si I'équation flx,y) = 0 cache une jonction
implicite. C'est ici que nous énoncons le théorome des fonctions implicites qui permet
@’affirmer que - sous certaines conditious - il existe une fonction implicite. Il s'agit
d'un théoréme d’exister i ne vaut que localement?. Ecrivons le théoréme des
fonctions implicites dans le cas des fonctions de deux variables :

Théoréme 2.1 (Théoréme des fonctions implicites)
Suit f1 B C IR — IR, une fanction de clusse cHB) {(k=1),

soit (a,b) € B tel que { g?ﬂht)');ud

Alors il existe |a — o+ af et b— 8,04 Bl tel que
1. Vz €la —a,a + ol , Uéquaticn en y S y) = 0, admet une solufion unigue
&(x) duns |b— 3,0+ 3] dont Peapression est danmde par

éiju—o,atel-fb- 3.0+ Bl 2 d{x) tel gue [, ala)) =0
(On a done ¢le) = b).

2, 0 V(z,y) €la—a.atalxh-3b+00 i,y # 0.
e e CFsurja—oat af et

)

My gle - a0+ al. (0
(x)) '
Démontrer la formule (1) en suivani la démarche suivante :

1. {a) Soit w un igp. Pointer un microscope de puissance infiniment grande o

sur Je poini {a,b).

Appliquer le théoréme de Taylor d’ordre 14 f au point (@, b) pour obtenir

[ o+ Z, b+ ).

(¢) Prendse la partic standard des deux membres de 'équation ainsi obtenne
et identifier le coeflicient angulaive de la tangente (non verticale) 4 la
courbe f(x,y) =0 au point (u,b).

9. (a) La premiére partic du théoréme des Tonctions implicites garantit Yexis-
tence d'une fonction ¢ telle que ¢la) = b (le grapbe de ¢ est un sous-
ensemble de la courbe f{z,y) = 0), Regarder le graphe de ¢ au vravers
d'un microseope de puissance infiniment grande w au point {a.b).

{b) Appliquer e théoréme de Taylor d’ordre 1 2 ¢ an point a pour obtenir
@ f(lr + %).
{c) Prendre la partie standard des deux membres dans Uéquation ainst obieuue.

3. Déduire des deux raisonnemeints précédents que

¢ = IPACTIG)]

Tyl (=)

fe. On ne sait pas quelle vat cette

(b

fouetion.
7La [onction existe dans un voisinage din poins. Ce volsinage est. parfois trés petit,
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2.1 Exercices
1. Montrer que Péquation ¢* +e¥ + 2 + 2 = 0 définit, au voisinage de Vorigine,
une fonction implicite @ de @ dout o donnera Péquation de la tangente cn
z=0.
9. Donner Vallure de ¢ = {(z, y) € IR? |a® +5° = 2} au voisinage du point 151
A Taide de trais méthodes différentes, calculer la pente dela tangente en {1,1).

2.2  Questions

Répondre de fagon individuelle anx ¢uestions suivantes :

1. Si vous deviez éludier une des deux prenves de la formnule de dérivation im-
plicite, laquetie choisiriez-vous ? Pourquoi ¥

2. Quels sont Jes plus grandes différences entre ces deux preuves? Quels sonl Jes
points communs?

3. Quapporte chacune des deux prenves 4 votre vision du théordme des fonctions
implicites 7

4. Expliguer en frangais ce que le théoréme des fonctions implicites peruet de
faire!

HBoN TRAVAIL!
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Tléments de solutions

1. Les différents nombres soul représentés sur la droite hyperréelle ci-dessous :

a)app h)app ¢)igp d)ign
2. eyipp ) app g)igp b} apn
Digp  Japp kyapp 1) ipn
3, a) Fauy (considérer un contre-exemple).
b) Vrai.
d) Vrai (donner un exomple)',
4. Solulions :
2) Vini b) Faux ¢) Vrai  d) Fanx
. a) 3r3b) 05¢) le nombre n'est pas Ymité et 'a done pas de partie standard )
0ze) |r].

[




B.3 Questionnaire distribué aux publics Math1gg/09 et Phylgs/og

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES

3éme Baccalauréat en Sciences Mathématiques & 3°™
Baccalauréat en Sciences Physiques

Deux ans plus tard... De quoi vous-souvenez vous 7

Il y a deux ans, votre cours d’analyse vous a menes a I’étude des fonctions de plusieurs variables
réelles. Vous vous étes alors penchés sur le théoréme des fonctions implicites que vous aviez in-
troduit par une narration de recherche.

Awourd’hui. je vous propose de répondre a quelques questions relatives aux souvenirs que vous
)
gardez de ce théoréme.

Le questionnaire qui suit est & compléter individuellement et anonymement. En outre, aucune
réponse ne sera considérée comme bonne ou mauvaise. Il vous est simplement demandé d’y ré-

pondre le plus consciencieusement possible.

Merci...
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Questionnaire

1.

ot

Selon vous, & quoi se référe le théoréme des fonctions implicites 7

Etes-vous en mesure de me donner les principaux éléments constituant 1'énonce de ce
théoréme ?
Si oui, quels sont-ils ?

Etes-vous capable de me donner les notions et outils utiles a la démonstration du théoréme 7
Si oui, quels sont-ils 7

D’aprés vous, quelle est I'utilité du théoréme des fonctions implicites (applications dans le
cours d’analyse ou dans d’autres cours,...) ”?

. Pensez-vous qu'il s’agisse d'un résultat important de analyse mathématique ? Pourquoi 7
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B.4 Questionnaire distribué au public Mathlgg;o

THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES
2¢me Baccalauréat en Sciences Mathématiques

Un an plus tard... De quoi vous-souvenez vous ?

Il y a un an, votre cours d’analyse vous a menés a létude des fonctions de plusieurs variables
réelles. Vous vous étes alors penchés sur le théoréme des fonctions implicites; théoréme ayant
fait 'objet d’un travail de groupe.

Awjourd’hui, plus de travail de groupe mais quelques guestions relatives aux souvenirs que vous
, P q q qi
gardez de celui-ci et du théoréme des fonctions implicites, en général.

Le questionnaire qui suit est & compléter individuellement et anonymement. En outre, aucune
réponse ne sera considérée comme bonne ou mauvaise. 1l vous est simplement demandé d’y ré-

pondre le plus consciencieusement possible.

Merci...
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Questionnaire

1. Selon vous, & quoi se référe le théoréme des fonctions implicites ?

9. Btes-vous en mesure de me donner les principaux éléments constituant 1'énoncé de ce
théoréme ?
Si oui, quels sont-ils 7

3. Etes-vous capable de me donner les notions et outils utiles & la démonstration du théoréme?
Si oui, quels sont-ils 7

4. D’aprés vous, quelle est L'utilité du théoreme des fonctions implicites (applications dans le
cours d’analyse ou dans d’autres cours,...) 7

5. Pensez-vous qu'il s’agisse d’'un résultat important de I'analyse mathématique ? Pourquoi 7

6. Vous avez dd étudier 2 preuves de la formule de dérivation implicite.
Globalement, quels souvenirs en gardez-vous ?

7. Quelles étaient les difficultés relatives & chacune de ces preuves ?
Pourquoi 7

8. Vous souvenez-vous des différences et points communs entre ces 2 preuves?
Si oui, pouvez-vous en citer quelques-uns?

9. Quel a été apport du travail de groupe réalisé I’année derniére quant a votre vision et
votre compréhension du théoréme des fonctions implicites %
Vous a-t-il semblé plus clair aprés ce travail 7 Pourquoi?
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Annexe C

(zlossaire

Nous présentons dans cette annexe certains résultats rencontrés dans les domaines d’appli-
cation des fonctions implicites!. La majorit¢ d’entre eux apparaissent dans le chapitre 3 de ce
mémoire Le théoréme des fonctions implicites, un savoir savant.

Enoncé du théoréme de P'inversion de Lagrange :

Si z est une fonction de x, y et d'une fonction [ telle que
z =z +yf(2).

Alors pour toute fonction g, on a

o) = o)+ 3 ¥ (%)H (F@*d @)
k=1

pour y petit. Si g est la fonction identité on obtient alors

00 k k—1
z:a:Jr;i—! (%) (f(a;)k).

Fonction uniforme (ou uniformément continue) :

Soit f, une fonction définie sur un intervalle 1. La fonction f est dite uniforme sur [ si et
seulement si

Ve > 0,36, > 0|Va,y € I, |z —y| < & = |f(y) — fz)]| <e.

Enoncé du théoréme d’inversion locale :

Soit f une application de U dans F', ot U est un ouvert d’un espace de Banach réel et F' un
espace de Banach et x € U. Si f est de classe CP avec p, un entier strictement positif et si
la différentielle de [ au point x est un isomorphisme bicontinu, alors il existe un voisinage

1. Nous avons trouvé ces définitions et ces énoncés sur les sites
http ://perso.univ-rennesl.fr/karim. bekka/CDHO/Week%20by%20week/CDHO7 . pdf et
http ://www.encyclopediaofmath.org/index.php/Gevrey_class.
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owvert V de x et un voisinage W de f(z) tels que [ se restreigne a une bijection de V' dans
W dont la réciproque est de classe CP.

Ce résultat indique que si f est contintment différentiable en un point, si sa différen-
tielle en ce point est une bijection bicontinue (ie. si la différentielle et sa réciproque sont
continues) alors f est localement inversible et son inverse est différentiable.

Classe de Gevrey :

Soient © C IR” et s > 1. La classe de Gevrey G*(Q) correspond & 'ensemble de toutes les
fonctions f € C®(£2) telle que pour chaque sous-ensemble K C Q, il existe une constante

C = Ck,t > 0 telle que
max |d% f(z)| < le'*'l(la!\)s
zeK

ol a € ZT, |a| = ay + ...+ an. Lorsque s = 1, I’espace obtenue correspond & l'espace des
fonctions analytiques réelles sur £2.
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