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Introduction

Durant toutes mes études secondaires, mes professeurs de Français n'ont eu
cesse de me répéter que, contrairement à ce que l'on pourrait croire, l'introduction
d'un travail se rédige toujours à la �n de celui-ci. Ils avaient tout à fait raison,
mais à l'heure de composer cette introduction, j'ai surtout envie de faire un bilan,
et de vous dire ce que ce mémoire m'a apporté. Mais ce serait une faute de goût
que de ne pas respecter le moindre sens de l'intrigue... Pourquoi, dès lors, ne pas
tenter de me rappeler quels étaient les objectifs de ce compte-rendu de mémoire ?

Ce travail de �n d'étude est consacré aux nanotubes de carbone. Ces molé-
cules présentent, à l'heure actuelle, un grand attrait technologique. Ils constituent
ainsi, par exemple, une des meilleures sources d'électrons connues actuellement,
et ils sont en bonne place pour succéder au silicium dans nos ordinateurs. Pour
développer au mieux ces deux applications et de nombreuses autres, il est né-
cessaire de pouvoir évaluer la réponse des nanotubes à des champs électriques
externes. Ce mémoire consiste à développer un modèle semi-empirique simple et
proche de l'expérience, qui permet de réaliser une telle modélisation. Mon ob-
jectif principal sera donc de partager et de démontrer l'intérêt des connaissances
scienti�ques acquises lors du développement et, de l'utilisation de ce modèle.

Outre l'aspect scienti�que, un mémoire a également une vertu formative. J'es-
sayerai donc de faire transparaître, à travers le résumé de mes recherches, ce que
j'ai appris au cours de cette année de travail, sur la démarche scienti�que.

En�n, rédiger cet exposé a été aussi une occasion, pour moi, d'apprendre com-
ment rendre un tel travail accessible à un lecteur plus ou moins éloigné du sujet. Il
faut, pour cela, prendre su�samment de recul sur les recherches e�ectuées, pour
développer un texte qui soit clair, cohérent et structuré.

Pour atteindre ces objectifs, j'ai subdivisé mon exposé en quatre chapitres.
Le premier, consacré aux nanotubes de carbone, dé�nit le cadre du mémoire, du
point de vue théorique � j'aborde les concepts nécessaires à sa compréhension,
ainsi que du point de vue scienti�que � je souligne son intérêt dans le cadre de
la recherche scienti�que et technologique actuelle.

Dans le deuxième chapitre, je présente le modèle théorique développé, tel
que je l'ai compris, généralisé, et implémenté numériquement. Je me concentre
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particulièrement sur l'intérêt de ce modèle, son principe, ainsi que sur la procédure
à suivre pour le mettre en oeuvre. On trouvera le détail des développements
mathématiques en annexe.

Nous avons bien sûr appliqué ce modèle, pour étudier les propriétés électro-
niques de diverses structures à base de nanotubes de carbone. Ces études sont
synthétisées dans le troisième chapitre. Je commence par motiver scienti�que-
ment celles-ci, je décris ensuite rigoureusement les situations étudiées, et, en�n,
je présente et commente les résultats obtenus.

Une recherche scienti�que est une entreprise qui n'est jamais réellement par-
achevée. Je termine donc par présenter brièvement, dans le dernier chapitre, les
perspectives envisagées à la �n de ce mémoire.

En attendant de vous retrouver dans quelques dizaines de pages pour conclure
ce travail, je ne vois pas de meilleure manière de terminer cette introduction que
de vous souhaiter une bonne lecture !



Chapitre 1

Les nanotubes de carbone

Ce premier chapitre est consacré aux nanotubes de carbone, dont l'étude
constitue le cadre scienti�que de ce travail. Nous ne chercherons pas ici à présenter
de manière exhaustive ces structures, mais bien à souligner l'intérêt scienti�que
du mémoire et à introduire brièvement les concepts théoriques nécessaires à sa
compréhension.

Après une présentation générale des nanotubes de carbone, nous discutons de
leur attrait scienti�que et technologique. Nous introduisons alors le sujet de ce
mémoire et précisons son intérêt pour l'étude des nanotubes de carbone. Nous
terminons par une description des propriétés géométriques et électroniques des
nanotubes, qui interviennent constamment dans la suite de ce travail. [1, 2, 3, 4, 5]

1.1 Présentation générale

L'existence des nanotubes de carbone a été mise en évidence en 1991 par le
japonais Sumio Iijima [6]. Ils peuvent se concevoir comme une feuille de graphène
� c'est-à-dire un réseau hexagonal plan d'atomes de carbone hybridés sp2 � que
l'on aurait enroulée sur elle-même pour former un cylindre creux (Figure 1.1).

Les nanotubes appartiennent à une famille de composés à base de carbone,
nommés fullerènes. On appelle fullerènes toutes les structures carbonées arran-
gées selon un réseau graphitique fermé. Les fullerènes se distinguent par leur
forme (Figure 1.1), les nanotubes ne sont ainsi rien d'autre que des fullerènes
cylindriques. Parmi les nombreux autres types de fullerènes existants, on retien-
dra la molécule de C60, qui présente une structure sphérique et qui se révélera
importante dans la suite de ce travail.
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Fig. 1.1 � Représentation schématique de quelques fullerènes.

Expérimentalement, on observe qu'il existe une très grande variété de nano-
tubes de carbone. Ils peuvent ainsi di�érer par leur taille, par la présence en leur
sein de défauts, d'impuretés, de coudes, de calottes de formes variées aux extrémi-
tés, et caetera. Il existe néanmoins certaines propriétés structurales intrinsèques
aux nanotubes qu'il est nécessaire de signaler :

� La taille des nanotubes se distingue par un rapport longueur-largeur
particulièrement élevé. Globalement, on considère que le diamètre moyen
d'un nanotube est de l'ordre du nanomètre, pour une longueur qui peut
atteindre une centaine de microns. Cette propriété est très intéressante car
elle fait des nanotubes de carbone une des premières structures quantiques
unidimensionnelles observées.

� A l'heure actuelle, on arrive di�cilement à produire des nanotubes isolés
mais plutôt des assemblages plus ou moins complexes de nanotubes. Les
deux principales structures rencontrées sont les nanotubes multiparois et
les fagots de nanotubes (Figure 1.2) :

• Les nanotubes multiparois � en anglais Multi-Walled NanoTubes ou
MWNT � sont composés de nanotubes emboîtés les uns dans les autres,
à la manière de poupées gigognes. Par opposition, on appelle les nano-
tubes isolés nanotubes monoparois � en anglais, Single-Walled Nano-
Tubes (SWNT). La distance entre deux parois d'un MWNT a été déter-
minée expérimentalement par di�raction et vaut 3,4 Å [6]. Elle est liée
aux interactions de type Van der Waals qui existent entre les parois.
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• Les fagots de nanotubes sont constitués d'un empilement de nanotubes
monoparois selon un arrangement périodique triangulaire compact. La
distance entre nanotubes adjacents a été mesurée égale à 3,15 Å [7], et
est également liée aux interactions de type Van der Waals entre les tubes.

Fig. 1.2 � (a), (b) et (c) Images haute résolution de nanotubes multiparois com-
portant respectivement 5, 2 et 7 parois [6]. (d) Représentation schématique d'un
nanotube multiparois comportant 3 parois. (e) Image en microscopie électronique
en transmission de la section d'un fagot contenant près de 150 nanotubes monopa-
rois (Rice University). (f) Représentation schématique d'un fagot de 7 nanotubes.

Poursuivons ce chapitre consacré aux nanotubes de carbone en essayant de com-
prendre en quoi ces � structures tubulaires � présentent un intérêt scienti�que
et technologique. Cela nous permettra de mettre en évidence leurs propriétés
physiques marquantes et l'avancée des recherches à leur sujet.
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1.2 Attrait scienti�que et technologique

Depuis leur découverte, les nanotubes de carbone ont suscité un grand in-
térêt. Plusieurs milliers d'articles scienti�ques et de nombreux articles dans la
presse leur sont ainsi consacrés. On peut citer deux raisons principales à cette
popularité. Tout d'abord, les nanotubes de carbone, de par leur taille, sont un
des premiers représentants sérieux des nanotechnologies. Ensuite, les propriétés
physiques remarquables des nanotubes, notamment au point de vue mécanique
et électronique, en font d'excellents candidats pour de nombreuses applications
industrielles. Étudions ces deux aspects plus en détail.

1.2.1 Nanotubes et nanotechnologies

On appelle nanotechnologie le développement d'applications aux phénomènes
observés spéci�quement dans des structures dont la taille s'exprime en nano-
mètres. Cette discipline fut fondée le 29 décembre 1959 par le célèbre physicien
américain Richard Feynman, lors d'un discours visionnaire devant l'American
Physical Society, intitulé � There is Plenty of Room at the Bottom � (� Il y a
beaucoup de place au fond �). Dans celui-ci, il avançait pour la première fois l'idée
de transformer la matière au niveau atomique, et de pro�ter des propriétés phy-
siques propres à l'échelle nanométrique, ouvrant ainsi la porte à de nombreuses
nouvelles applications.

A l'heure actuelle, beaucoup voient dans l'essor des nanotechnologies l'aube
d'une nouvelle révolution technologique, au même titre que le fut la révolution
industrielle ou le développement de la microélectronique. Les nanotechnologies
seraient ainsi le moyen incontournable pour l'homme de progresser sur le che-
min de la technique, de la communication, de la médecine et de bien d'autres
domaines.

Les nanotubes de carbone constituent une des premières applications promet-
teuses des nanotechnologies. Dans cette perspective, on peut voir l'étude des na-
notubes de carbone comme un pas signi�catif du monde scienti�que et industriel
dans l'ère des nanotechnologies. La recherche autour des nanotubes de carbone,
en plus des applications directes qu'elle induit, permet à l'homme de développer
et de perfectionner des outils et un savoir-faire, tant théorique qu'expérimental,
dans la science à l'échelle du nanomètre ; outils et savoir-faire qui pourraient se
révéler précieux pour le futur de la technologie humaine.
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1.2.2 Propriétés physiques marquantes des nanotubes de

carbone et applications industrielles induites

Propriétés mécaniques

Avec un module d'élasticité d'environ 1 TPa [8], soit le plus élévé parmi les
matériaux connus actuellement, et une tension de rupture mesurée jusqu'à 63
GPa [9], l'élasticité et la résistance des nanotubes sont plus qu'exceptionnelles.
De plus, l'atome de carbone est un élément relativement léger. De ce fait, les
nanotubes présentent une densité faible par rapport aux matériaux rigides uti-
lisés actuellement. Toutes ces caractéristiques font des nanotubes de carbone le
matériau présentant le meilleur ratio rigidité poids à l'heure actuelle.

Propriétés électroniques

La première propriété électronique marquante des nanotubes de carbone est
la possibilité d'être soit métalliques soit semi-conducteurs en fonction de leur
structure géométrique [10, 11, 12, 13].

Le second aspect intéressant est leur capacité à supporter le passage de den-
sités de courant très importantes [14], couplée à un très grand rapport longueur
largeur, favorisant l'e�et de pointe. Ces caractéristiques en font une des meilleures
sources d'électrons connues actuellement.

Autres propriétés intéressantes

Parmi les autres propriétés des nanotubes de carbone, on citera :

� leur très bonne conductivité thermique longitudinale (on estime qu'elle peut
atteindre jusqu'à 6600W.m−1.K−1 [15, 16])

� des propriétés chimiques tout aussi intéressantes, comme leur structure pré-
sentant une très grande surface externe et des cavités, une grande réactivité
chimique et une résistance thermique importante

� la possibilité d'améliorer et d'ajuster les nombreuses propriétés précédentes
par dopage chimique contrôlé [17]

Principales applications industrielles induites

Les scienti�ques ont imaginé aux propriétés physiques exceptionnelles des na-
notubes de carbone une véritable foison d'applications. Parmi celles-ci, beaucoup
ne verront probablement pas de concrétisation par la mise sur le marché d'un
produit. Nous nous ne intéressons donc qu'aux plus signi�catives d'entre elles,
celles qui ont ou vont, à court terme, donner lieu à un débouché industriel, ou
celles, toujours en phase d'étude, qui se révèlent très prometteuses :
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� Les nanotubes sont utilisés comme renfort de choix pour diversmatériaux
tels des polymères. En plus de renforcer mécaniquement ces matériaux,
ils en réduisent la densité et en augmentent la conductibilité électrique et
thermique [18].

� On emploie couramment des nanotubes comme pointes pour STM (mi-
croscope à e�et tunnel) et AFM (microscope à force atomique).
Les faibles dimensions des extrémités des nanotubes o�rent au microscope
une résolution accrue. De plus, les pointes à base de nanotubes présentent
une très bonne conductivité et une meilleure résistance aux crashes grâce à
leur élasticité.

� Les qualités des nanotubes en tant qu'émetteurs d'électrons leur o�rent de
nombreuses applications en émission de champ [19, 20, 21, 22]. On ci-
tera avant tout la possibilité d'utiliser les nanotubes pour créer des écrans
plats de très haute résolution, très brillants, et consommant peu d'électri-
cité [23, 24]. On peut également les utiliser comme ampli�cateurs de micro-
ondes (brevet Zhou-Lucent Technologies), sources haute brillance pour mi-
croscopes électroniques [25], lampes luminescentes sans mercure [26, 27],
sources portables de rayons X à faible consommation [28, 29, 30]...

� Les propriétés chimiques remarquables des nanotubes leur ont ouvert la voie
à de nombreuses applications en chimie. Citons notamment les �ltres ou
capteurs moléculaires [31, 32, 33, 34], les sondes chimiques [35], le domaine
des lubri�ants [36]...

� La bien connue loi de Moore, qui stipule que la puissance des circuits élec-
troniques double tous les deux ans, trouvera bientôt ses limites avec les
composants traditionnels en silicium. Pour sortir de l'impasse, des cher-
cheurs envisagent de développer une � électronique moléculaire �, dans
laquelle les fonctions remplies actuellement par des composants creusés dans
le silicium seraient remplies par des molécules. Les nanotubes possèdent à
la fois la taille adéquate et les propriétés électroniques (possibilité d'être
soit métallique, soit semi-conducteurs) idéales pour cela. L'étude théorique
et la mise au point de circuits logiques à base de nanotubes de carbone est
en cours, et a déjà rencontré plusieurs succès. Ainsi, ce 24 mars 2006, IBM
annonçait avoir développé le premier circuit intégré complet assemblé sur
un seul nanotube [37].

� Les MEMS (pour Micro Systèmes Electro-Mécaniques) sont des systèmes de
dimension micrométrique comprenant un ou plusieurs éléments mécaniques,
utilisant l'électricité comme source d'énergie, en vue de réaliser une fonction
de capteur et/ou d'actionneur. Le terme MEMS ne s'applique que lorsque
le bon fonctionnement du système est, au moins en partie, assuré par sa di-
mension micrométrique. Ils sont aujourd'hui très utilisés dans des domaines
aussi variés que l'automobile, l'aéronautique, la médecine, la biologie, les té-
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lécommunications, ainsi que dans certaines applications � de tous les jours �
telles que certains vidéoprojecteurs et téléviseurs haute-dé�nition.
Les scienti�ques rêvent, depuis quelques années, de répéter ce succès indus-
triel avec les NEMS (Nano Systèmes Electro-Mécaniques). Il s'agit
de systèmes semblables aux MEMS, mais de dimension nanométrique et
pro�tant des propriétés propres à cet ordre de grandeur (e�ets quantiques,
manipulation directe des atomes et molécules...). Les nanotubes de carbone
s'avèrent être un des premiers candidats sérieux pour ce genre d'applica-
tions. On envisage ainsi de les utiliser comme actuateurs [38], a�n de fabri-
quer des muscles arti�ciels [39], comme nanopipette, nanopince [40, 41] et
caetera.

� La quasi-unidimensionalité des nanotubes de carbone, ainsi que la diver-
sité de leur comportement électronique, en font d'excellents candidats pour
l' optoélectronique. On pourrait notamment utiliser les nanotubes pour
� doper � des polymères photoactifs [42], pour l'amélioration des caractéris-
tiques des diodes organiques émetteurs de lumière [43], pour la recti�cation
optique (protection des yeux d'un observateur attaqué par un faisceau laser)
[44, 45, 46] ...

1.2.3 Di�cultés rencontrées

Les nanotubes sont des molécules fascinantes tant par leurs performances
que par leur polyvalence. Néanmoins, plusieurs obstacles restent à franchir pour
utiliser ces structures dans le cadre d'une production industrielle intensive :

� Les coûts de production des nanotubes de carbone restent très élevés.
Ils atteignent aujourd'hui 100 euros le gramme pour les nanotubes � tout
venant � avec des impuretés, et dépassent 1000 euros/g lorsqu'ils sont puri-
�és. En comparaison, l'Osciètre Premium, un caviar iranien parmi les plus
chers du monde, coûte actuellement environ 4 euros le gramme...

� Le coût et le temps nécessaire au développement des nombreuses applica-
tions des nanotubes de carbone peuvent poser des problèmes quant à la
rentabilité de telles recherches.

� Plusieurs techniques de production de nanotubes de carbone existent à
l'heure actuelle. Une première méthode consiste à vaporiser du graphite en
le chau�ant à très haute température, via la production d'arcs électriques
[6] ou l'exposition à un laser [47]. La vaporisation puis la condensation du
graphite provoquent la formation de nanotubes multiparois, ou bien mono-
parois en présence d'un catalyseur métallique. Une deuxième méthode, dite
de dépôt en phase vapeur [48], consiste à décomposer des hydrocarbures
à la surface de particules métalliques, servant de catalyseur, dans un four
chau�é modérément. Suivant la température, on obtient des nanotubes mul-
tiparois ou monoparois. Néanmoins, beaucoup d'inconnues persistent dans
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la compréhension des phénomènes sous-jacents à ces mécanismes de
production, et l'on arrive di�cilement à contrôler la croissance, la lon-
gueur, le diamètre, et la cristallinité des nanotubes produits.

� En�n, on ne connaît pas encore les e�ets de l'utilisation courante de na-
noparticules sur l'environnement et la santé humaine. Des études
sanitaires sont en cours à ce sujet, a�n de limiter les risques avant une
exploitation industrielle intensive.

Précisons maintenant la place et l'intérêt de ce mémoire dans le cadre de la
recherche sur les nanotubes de carbone.

1.3 Sujet et intérêt scienti�que de ce mémoire

Le thème de ce mémoire est de modéliser la réponse des nanotubes à un champ
électrique macroscopique et au champ dû aux molécules environnantes. Dévelop-
per une telle modélisation est bien sûr fondamental pour utiliser les nanotubes
dans des applications telles que l'émission de champ ou l'électronique molécu-
laire. Elle se révèle également utile à nombre d'autres applications, comme, par
exemple, le développement de capteurs moléculaires.

Notre objectif est de développer un modèle qui soit simple, puissant, facile-
ment généralisable et proche de l'expérience. Si un tel modèle est utile pour l'étude
des nanotubes de carbone, c'est aussi, je pense, un outil théorique qui pourra se
révéler très performant dans la maîtrise des nanotechnologies en général.

Mais avant d'aborder formellement ce modèle, il est nécessaire de donner
un aperçu préalable des principales propriétés structurales et électroniques des
nanotubes.

1.4 Propriétés structurales et structure électro-
nique

1.4.1 Propriétés structurales

Nous avons dé�ni un nanotube comme une feuille de graphène enroulée et
refermée sur elle-même, formant ainsi un cylindre creux. Trois paramètres dé�-
nissent entièrement une telle structure : le rayon R du cylindre, sa longueur L,
et l'angle de chiralité θ, qui détermine l'orientation de la feuille de graphène par
rapport à l'axe autour duquel on l'enroule [6] (Figure 1.3). L'angle θ est, par
convention, le plus petit angle entre l'axe du nanotube et les liaisons carbone-
carbone (compris entre 0�et 30�).
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Fig. 1.3 � Vue intérieure d'un nanotube de carbone chaise et paramètres R, L et
θ.

Lorsqu'une série de liaisons carbone-carbone est perpendiculaire à l'axe du
nanotube, θ vaut 30�et la structure est appelée chaise (Figure 1.4 (a)). Si une
série de liaisons carbone-carbone est parallèle à l'axe du nanotube, θ est égal à 0�
et le nanotube est nommé zig-zag (Figure 1.4 (b)). Ces deux types d'enroulement
sont les seuls à ne pas être chiraux, c'est-à-dire qu'ils sont superposables à leur
image dans un miroir. La �gure 1.4 (c) montre un nanotube chiral.

Fig. 1.4 � Chiralité d'un nanotube en fonction de l'angle θ [2].

A cette description en terme de paramètres R, L et θ, on préfère souvent



1. Les nanotubes de carbone 12

un formalisme équivalent qui remplace les paramètres R et θ par deux autres
paramètres, les indices de Hamada l et m [10, 13, 49].

De la même manière que l'on a dé�ni un nanotube comme une feuille de
graphène enroulée, on peut � dérouler � un nanotube pour obtenir une feuille de
graphène ! La �gure 1.5 montre ce déroulement : la circonférence du cylindre, en
rouge, devient, une fois le nanotube déroulé, un segment de droite reliant deux
points cristallographiquement équivalents de la feuille de graphène [49].

Fig. 1.5 � � Déroulement � d'un nanotube pour obtenir une feuille de graphène.

Ce segment est donc un vecteur du réseau de Bravais hexagonal du graphène
� on l'appelle vecteur de chiralité ~Ch � et peut donc être écrit comme une
combinaison linéaire des vecteurs de base ~a1 et ~a2 du réseau :

~Ch = l ~a1 +m~a2. (1.1)

On dé�nit les indices de Hamada l et m comme les composantes du vecteur
de chiralité dans la base du réseau de Bravais du graphène. Le rayon du tube
R et l'angle chiral θ peuvent se calculer à partir des indices de Hamada via les
relations suivantes :

R =

√
3

2π
dC−C

√
l2 + lm+m2, (1.2)

θ = arctan

√
3m

2l +m
, (1.3)

où dC−C est la distance entre deux atomes de carbone et vaut 1,42 Å.

On montre aisément, à partir de ces deux équations, que :

� les nanotubes de type chaise sont ceux pour lesquels l = m
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� les nanotubes de type zig-zag sont ceux pour lesquels m = 0 quelque soit l

� les nanotubes chiraux sont ceux pour lesquels l 6= m 6= 0

Étant donné la symétrie du réseau hexagonal du graphène, tous les nanotubes
peuvent être représentés par un vecteur ~Ch compris dans un secteur d'ouverture
égale à 60�. Conventionnellement, on restreint donc l'ensemble des valeurs per-
mises de l aux entiers positifs, m pouvant prendre toutes les valeurs comprises
entre −l et +l.

Par convention, on utilise la notation � (l,m) � pour désigner un nanotube
monoparoi d'indices de Hamada l et m, et la notation � (l1,m1)@(l2,m2)@ . . .
@(lN ,mN) � pour un nanotube multiparoi résultant de l'emboîtement de N na-
notubes monoparois (l1,m1), (l2,m2) jusque (lN ,mN), les couples d'indices étant
rangés par rayon R croissant.

En�n, il est important de signaler que les nanotubes de carbone présentent
une symétrie de translation axiale, dont la période T peut s'exprimer en fonction
des indices de Hamada :

T =
3dC−C

√
l2 +m2 + lm

dr

, (1.4)

avec dr =

{
3PGCD (l,m) si l −m est multiple de 3
PGCD (l,m) sinon

, où PGCD (l,m) dé-

signe le plus grand commun diviseur de l et m.

Le tube de longueur T, répété périodiquement pour construire un nanotube,
est appelé � cellule unité �de celui-ci.

Remarquons que cette période T est de dimension réduite pour les nanotubes
pour lesquels l − m est multiple de 3 [50], c'est-à-dire, comme nous le verrons,
pour les nanotubes métalliques. Le nombre total d'atomes dans une cellule unité
est donné par :

Ncell =
4 (l2 +m2 + lm)

dr

. (1.5)

1.4.2 Structure électronique

Pour présenter les propriétés électroniques des nanotubes de carbone, nous
procédons par étapes. Nous partons de la structure électronique de l'atome de
carbone et observons ce qu'elle devient lorsque cet atome fait partie d'un réseau
de graphène. En�n, nous étudions ce qui arrive lorsque l'on enroule le réseau de
graphène pour former un nanotube.
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Structure électronique de l'atome de carbone et du graphène

La structure électronique d'un atome de carbone isolé est 1s22s22p2. Les
atomes de carbone possèdent donc deux électrons de coeur et quatre électrons
sur la couche externe.

Dans le plan de graphène, l'orbitale 2s s'hybride avec les orbitales 2px et 2py

pour former trois orbitales sp2, qui assurent autant de liaisons σ à 120�avec les
trois plus proches voisins de l'atome. Le quatrième électron de valence se retrouve
dans une orbitale 2pz perpendiculaire au plan de graphène et est susceptible de
participer à une double liaison (Figure 1.6). En fait, la conjugaison de ces doubles
liaisons sur toute la feuille de graphène conduit à la formation d'une orbitale
moléculaire π géante, délocalisée sur tout le plan.

Fig. 1.6 � Liaison entre deux atomes de carbone dans une feuille de graphène.
Dans le plan du graphène (plan x-y), les trois orbitales sp2 assurent trois liaisons
σ avec les voisins de l'atome. Perpendiculairement à ce plan (axe z), on observe
les orbitales 2pz. La conjugaison de celles-ci conduit à la formation d'une orbitale
moléculaire π géante délocalisée sur tout le plan (non représentée ici). [51]

Un calcul de la structure de bandes du graphène � qui peut se réaliser par la
méthode dite des liaisons fortes � montre qu'il s'agit d'un semi-métal, dont les
bandes de valence (bande π) et de conduction (bande π∗) se croisent aux points
K de la zone de Brillouin (Figure 1.7).

Fig. 1.7 � (a) Zone de Brillouin d'une feuille de graphène. (b) Structure de bande
au voisinage du niveau de Fermi d'une feuille de graphène. Les bandes de valence
et de conduction se croisent aux points K de la zone de Brillouin.
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Le modèle du feuillet graphitique

Une fois la feuille de graphène enroulée en tubule, sa structure électronique
est modi�ée par divers e�ets de courbure. Par exemple, les orbitales π et σ sont
plus ou moins hybridées. Pour des nanotubes de rayon su�samment grand, on
peut négliger ces e�ets de courbure. On considère alors qu'un électron dans un
nanotube est équivalent à un électron dans un plan de graphène in�ni, auquel on
aurait appliqué des conditions aux limites périodiques le long du vecteur circon-
férence ~Ch.

Cette méthode, appelée modèle du feuillet graphitique, est approximative,
mais a l'avantage d'être extrêmement simple et de donner un bon aperçu des
propriétés électroniques des nanotubes.

Structure électronique d'un nanotube de carbone

Pour calculer la structure de bande d'un nanotube, nous partons donc de
la fonction d'onde ψ~k (~r) d'un électron dans une feuille de graphène in�nie. Le
théorème de Bloch nous précise que cette fonction d'onde peut s'écrire sous la
forme :

ψ~k (~r) = ei~k.~ru~k (~r) avec u~k

(
~r + ~T

)
= u~k (~r) ∀ ~T , (1.6)

où ~T est un vecteur du réseau de Bravais hexagonal du graphène.
Imposons à cette fonction d'onde des conditions aux limites périodiques le

long du vecteur circonférence ~Ch :

ψ~k

(
~r + ~Ch

)
= ψ~k (~r) (1.7)

⇔ ei~k.(~r+ ~Ch)u~k

(
~r + ~Ch

)
= ei~k.~ru~k (~r) . (1.8)

Or u~k

(
~r + ~Ch

)
= u~k (~r) car ~Ch est un vecteur du réseau de Bravais du gra-

phène. On peut alors simpli�er u~k (~r) membre à membre, et on a :

ei~k.(~r+ ~Ch) = ei~k.~r (1.9)

⇔ ei~k.~r
(
ei~k. ~Ch − 1

)
= 0 (1.10)

⇔ ei~k. ~Ch = 1 (1.11)

⇔ ~k. ~Ch = 2πq ∀q ∈ Z. (1.12)

En terme de structure de bande, l'enroulement d'une feuille de graphène pour
former un nanotube correspond donc à un échantillonnage de sa zone de Brillouin.
Les valeurs permises de ~k sont celles qui satisfont à la relation 1.12. Notons
que cet échantillonnage, et les propriétés physiques qui en découlent, dépendent
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uniquement de la valeur du vecteur chiral ~Ch, c'est-à-dire des indices de Hamada
l et m du nanotube. Ce lien étroit entre paramètres structuraux et propriétés
électroniques est une particularité remarquable des nanotubes de carbone. Elle
est particulièrement frappante lorsqu'on étudie le caractère métallique ou semi-
conducteur des nanotubes.

Caractère métallique ou semi-conducteur d'un nanotube en fonction
de ses indices de Hamada

Les valeurs du vecteur d'onde ~k permises, dé�nies par l'équation 1.12, consti-
tuent dans l'espace réciproque une famille de droites parallèles. En fonction de la
valeur des indices de Hamada du nanotube, celles-ci peuvent ne pas intercepter
les points K de la zone de Brillouin, où se croisent les bandes de valence et de
conduction, entraînant l'apparition d'une bande interdite.

Une étude plus approfondie montre que les nanotubes de carbone peuvent
présenter trois types de comportement électronique en fonction de leurs indices
de Hamada l et m :

� Les nanotubes métalliques, pour lesquels l = m.

� Les nanotubes à faible gap, pour lesquels l−m = 3q ∀q ∈ N0. La largeur
de leur gap dépend de leur rayon et de leur chiralité et dépasse rarement
les 20 meV. Dans la pratique, ils sont donc considérés comme métalliques à
température ambiante.

� Les nanotubes semi-conducteurs, pour toutes les autres valeurs de l et
m. Ils présentent une bande interdite de l'ordre de l'eV pour un nanotube
de rayon proche du nanomètre, et celle-ci décroît avec le rayon.

La �gure 1.8 illustre ces résultats par les graphes de densité d'état de divers
nanotubes de carbone.

Les nanotubes pour lesquels l − m = 3q ∀q ∈ N présentent une densité
d'état constante et non nulle au niveau de Fermi. Cela permet aux électrons π de
se déplacer facilement sur d'autres sites atomiques, en réponse à un champ élec-
trique externe. C'est le principe de conduction d'électricité typique des matériaux
métalliques.

Les autres nanotubes présentent bien quant à eux un gap, qui empêche ce
mécanisme de conduction.
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Fig. 1.8 � Densités d'états π de nanotubes ouverts (5,5), (13,7) et (10,0) calculées
par R. Langlet à partir d'un code créé par Ph.Lambin.

Nous considérerons que les nanotubes assemblés en fagots ou en multipa-
rois conservent généralement, dans ces structures, leur caractère métallique ou
semi-conducteur. Précisons, tout de même, qu'il a été observé, par exemple, que
des nanotubes chaise (donc métalliques) deviennent semi-métalliques, voir semi-
conducteurs, dans des multiparois, pour certaines positions relatives des parois
[52].

En�n, signalons que la molécule de C60 présente un caractère métallique à
cause de la délocalisation des orbitales π.

Tableau récapitulatif

Le tableau de la page suivante reprend les principales propriétés structurales
et électroniques présentées dans cette section, et auxquelles nous nous référerons
souvent dans la suite de ce mémoire.
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Chapitre 2

Modèle semi-empirique de charges

et de dipôles

Dans ce chapitre, nous présentons le modèle semi-empirique, développé par
Alexandre Mayer [53, 54], utilisé pour étudier la réponse de nanotubes de carbone
à un champ électrique externe. Après une description de l'intérêt et du principe
de ce modèle, nous abordons, à travers un cas simple, son formalisme [55] et l'im-
plémentation numérique qui en est faite. Nous terminons par montrer comment
nous avons adapté ce modèle, a�n d'étudier certaines propriétés particulières des
nanotubes de carbone.

2.1 Intérêt et principe

Les phénomènes mis en jeu, lorsqu'un champ électrique agit sur des nano-
tubes, relèvent de la mécanique quantique. Il apparaît donc évident d'utiliser des
techniques basées sur celle-ci, lorsque l'on veut modéliser ces phénomènes. Néan-
moins, ces techniques peuvent manquer de souplesse et s'avérer extrêmement
gourmandes en temps de calcul, lorsqu'elles doivent s'accommoder aux condi-
tions expérimentales complexes, rencontrées dans les applications des nanotubes.

Devant ces di�cultés, il peut être intéressant d'utiliser un modèle semi-
empirique. Comme son nom l'indique, ce type de modèle fait intervenir des pa-
ramètres calibrés, de façon à reproduire des résultats expérimentaux admis. La
physique contenue dans ces paramètres est donc mise de côté, et l'on peut traiter
plus aisément les phénomènes physiques qui nous intéressent vraiment.

S'il est moins précis et moins rigoureux qu'un modèle basé sur la mécanique
quantique, un tel modèle est aussi plus souple et permet de considérer des sys-
tèmes plus grands, tout en nécessitant moins de ressources en calcul. De plus, le
modèle semi-empirique développé ici, permet de traiter directement des grandeurs
qui intéressent les expérimentateurs, comme la charge et la polarisation.

Ce modèle résume les e�ets d'un champ électrique sur un nanotube à deux
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phénomènes :

� La polarisation des atomes de carbone, c'est-à-dire une délocalisation
plus ou moins forte du nuage électronique σ, fortement lié au noyau de
l'atome, par rapport à ce noyau.

� Si le nanotube est métallique, un phénomène de conduction électrique appa-
raît. A l'équilibre, certains atomes de carbone possèdent ainsi une charge
nette.

Le principe du modèle est alors de décrire au mieux le nanotube, lorsque ces
deux phénomènes sont à l'équilibre. Pour cela, on en représente chaque atome i,
par la superposition d'une charge de valeur qi et d'un dipôle de moment dipo-
laire ~pi. Mathématiquement, il s'agit des deux premiers termes du développement
multipolaire de sa densité de charge.

Pour déterminer les valeurs des qi et des ~pi qui décrivent au mieux le nano-
tube, on calcule l'énergie électrostatique d'une telle distribution de charges et
de dipôles, soumis aux champs électriques externes considérés. Les valeurs des
qi et des ~pi sont alors celles qui minimisent cette énergie électrostatique totale,
puisqu'elles correspondent ainsi à une situation d'équilibre stable.

Ce modèle utilise donc une représentation purement électrostatique d'un na-
notube soumis à un champ électrique. Sa formulation est donc relativement simple
et peut s'adapter aisément à des con�gurations complexes.

Nous avons choisi de décrire chaque charge qi et les deux charges qui consti-
tuent chaque dipôle ~pi, par des distributions gaussiennes de charge. A l'heure de
débuter ce mémoire, nous ne disposions pas d'un formalisme capable de calculer
l'énergie électrostatique d'une telle distribution de charges et de dipôles gaus-
siens. Nous avons donc évalué l'énergie électrostatique de la distribution {qi, ~pi}
en représentant ces qi et ~pi par des charges et de dipôles ponctuels. Nous avons
ensuite corrigé l'expression trouvée, de manière à approcher la valeur de l'éner-
gie électrostatique d'une distribution de charges et de dipôles gaussiens. Avant
de décrire rigoureusement le formalisme du modèle et donc de calculer la valeur
de l'énergie électrostatique pour des charges et des dipôles ponctuels, précisons
comment la valeur de cette énergie devra être modi�ée pour approcher celle d'une
distribution de charges et de dipôles gaussiens.

2.2 Normalisation des distances

La méthode que nous avons utilisée pour corriger la valeur de l'énergie élec-
trostatique pour des charges et des dipôles ponctuels, a�n d'approcher celle d'une
distribution de charges et de dipôles gaussiens, est le schéma de normalisation
des distances développé par Jensen [56]. Nous présentons ici ce schéma de nor-
malisation des distances.
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Considérons donc que chaque charge qi et les charges +q~pi
et −q~pi

, qui consti-
tuent chaque dipôle ~pi, sont représentées par des densités gaussiennes de charges
de la forme :

ρi (~r) =
qi

π3/2R3
exp

(
− |~r − ~ri|2

R2

)
, (2.1)

où R est appelé rayon de ces gaussiennes.
Lorsque l'on évaluera l'énergie électrostatique totale de la distribution {qi, ~pi},

on calculera nécessairement l'énergie potentielle d'interaction entre deux de ces
distributions gaussiennes de charge. Celle-ci vaut [56] :

E =
1

4πε0

∫
<3

∫
<3

ρi (~r1) ρj (~r2)

|~r1 − ~r2|
d~r1d~r2

=
1

4πε0

qiqj

|~ri − ~rj| /erf
(
|~ri−~rj |√

2R

) . (2.2)

Comparons cette expression avec celle que l'on obtient si l'on calcule l'énergie
d'interaction entre deux charges ponctuelles qi et qj :

E =
1

4πε0

qiqj
|~ri − ~rj|

. (2.3)

Les expressions sont identiques à la seule di�érence que, dans le cas des gaus-
siennes, la distance a été normalisée par erf

(
|~ri−~rj |√

2R

)
.

Le schéma de normalisation proposé par Jensen consiste alors à calculer l'éner-
gie électrostatique totale de la distribution {qi, ~pi} en considérant des charges

ponctuelles, et en normalisant les distances interatomiques par erf
(
|~ri−~rj |√

2R

)
.

Ce formalisme hybride décrit donc de manière exacte l'interaction entre deux
charges gaussiennes. Mais insistons sur le fait que normaliser les distances ne
permet d'obtenir qu'une valeur approximative de l'énergie d'interaction entre
deux dipôles gaussiens, et entre un dipôle et une charge gaussienne.

Utiliser ce schéma de normalisation permet, en outre, de pro�ter de la formu-
lation mathématique simple des interactions entre charges ponctuelles, tout en
réduisant les divergences qui apparaissent en utilisant de telles distributions dis-
continues de charge. Par ailleurs, cela permettra également d'introduire la notion
de self-énergie des charges qi, associées aux atomes.

Par la suite, nous utilisons la notation suivante dans toutes les équations :
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rij = |~ri − ~rj| (2.4)

r̄ij =
|~ri − ~rj|

erf
(
|~ri − ~rj|√

2R

) . (2.5)

2.3 Description rigoureuse du formalisme pour un
nanotube métallique isolé

Nous décrivons maintenant l'utilisation concrète de notre modèle, en l'appli-
quant dans le cas simple de l'étude d'un nanotube métallique isolé dans le vide.
Quelle que soit la structure étudiée, la mise en oeuvre de ce modèle se réalise en
quatre parties :

1. On dé�nit la con�guration étudiée, c'est-à-dire la position des atomes
dans la structure considérée, le caractère métallique ou semi-conducteur des
nanotubes étudiés, et la valeur des champs électriques externes.

2. On exprime la valeur de l'énergie électrostatique de la distribution de
charges et de dipôles ponctuels associée, comme une fonction explicite des
valeurs des qi et ~pi. Dans l'expression trouvée, on normalise alors toutes les
distances interatomiques selon le schéma de normalisation de Jensen.

3. On détermine les valeurs des qi et ~pi comme étant celles qui mini-
misent la fonction énergie électrostatique normalisée. On peut imposer des
conditions supplémentaires au système, comme par exemple la neutra-
lité de la molécule considérée, en utilisant la méthode des multiplicateurs
de Lagrange.

4. A partir des valeurs des qi et ~pi ainsi établies, on peut calculer diverses
propriétés électroniques de la molécule étudiée, comme sa polarisabilité,
les champs électriques qu'elle produit...

Insistons sur le fait que ce modèle est semi-empirique et qu'il fait donc in-
tervenir des paramètres qui doivent être ajustés, a�n de reproduire des résultats
expérimentaux admis. Il faut donc, au préalable, utiliser le modèle avec des mo-
lécules dont les propriétés électroniques, comme la polarisabilité, sont connues
expérimentalement. On peut alors calibrer le modèle et l'utiliser pour étudier
d'autres molécules. Celles-ci doivent bien sûr posséder un comportement électro-
nique similaire à celui des molécules utilisées pour la calibration.

Appliquons donc cette procédure, partie par partie, au cas d'un nanotube
métallique isolé.
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2.3.1 Partie 1 : dé�nition de la con�guration étudiée

La première partie de l'application du modèle consiste à dé�nir rigoureuse-
ment la con�guration étudiée.

Nous nous intéressons à un nanotube métallique isolé dans le vide, formé de
N atomes de carbone, et baignant dans un champ électrique externe ~E (~r). Nous
dé�nissons un système d'axes orthonormé, dans lequel chaque atome i est repéré
par son vecteur position ~ri.

2.3.2 Partie 2 : calcul de l'expression de l'énergie électro-

statique totale

Écrivons maintenant l'énergie électrostatique totale Etot des charges et des
dipôles représentant le nanotube, comme une fonction explicite des qi et des ~pi.
Insistons sur le fait que ce calcul se réalise en considérant des charges et des
dipôles ponctuels, et appliquant ensuite la normalisation des distances décrite
par Jensen.

Principe de calcul

On considère que l'énergie électrostatique totale des charges et des dipôles est
nulle, lorsque les charges sont séparées les unes des autres d'une distance in�nie,
et que les deux charges opposées formant chaque dipôle sont superposées. Etot

correspond alors au travail qu'il faut fournir pour passer d'une telle situation à
celle qui décrit le nanotube. La seule force mise en jeu ici est la force de Coulomb,
qui est conservative. On peut donc décomposer le passage de la situation d'énergie
nulle, à celle qui décrit le nanotube, en une suite d'étapes successives, le travail
total à fournir étant la somme des travaux fournis à chaque étape. Ces étapes
sont les suivantes :

1. On calcule la self-énergie des charges, c'est-à-dire l'énergie nécessaire
pour les créer à partir de leurs composantes ponctuelles se trouvant à l'in�ni.
La notion de self-énergie n'a pas de sens pour une charge ponctuelle. Pour
cette étape, nous considérons donc exceptionnellement les charges directe-
ment comme des distributions gaussiennes, dont nous calculons l'énergie de
formation.

2. On amène une à une chaque charge de l'in�ni à sa position dans
le nanotube, en tenant compte du champ produit par les charges déjà
positionnées.

3. On porte ces charges au potentiel régnant dans le nanotube. Les
charges modélisent la présence d'électrons ou de trous de conduction sup-
plémentaires sur l'atome. Le potentiel agissant sur ces porteurs de charges
est à la fois dû au champ électrique externe, et à l'in�uence de l'atome qui
les accueille.
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4. On crée, un à un, chaque dipôle en séparant les deux charges superposées
qui le composent, et on le porte au potentiel dû au champ externe, au
champ produit par toutes les charges et par les dipôles créés avant lui.

Calculons maintenant les termes de Etot qui correspondent à chacune de ces
étapes.

Étape 1 - Self-énergie des charges

A�n de pouvoir calculer la self-énergie de la charge associée à chaque atome
i, nous la modélisons, comme nous l'avons fait pour présenter le schéma de nor-
malisation des distances utilisé, par une densité gaussienne de charge totale qi et
de rayon R, de la forme :

ρi (~r) =
qi

π3/2R3
exp

(
− |~r − ~ri|2

R2

)
. (2.6)

L'énergie de formation d'une distribution continue de charge, dé�nie par une
densité ρ (~r), est calculée en annexe (annexe 1 - relation A.7), et vaut :

1

2

∫
<3

ρ (~r)V (~r) d~r, (2.7)

où Vρ (~r) est le potentiel créé par la distribution de charge en ~r.
Dans le cas de la distribution gaussienne qui nous intéresse, cette énergie de

formation devient :

E1i
tot =

1

2

∫
<3

ρi (~r)Vρi
(~r) d~r

=
1

2

∫
<3

ρi (~r)

∫
~r′ 6=~r

ρi

(
~r′
)

4πε0

∣∣∣~r′ − ~r
∣∣∣d~r′

 d~r

=
1

2

∫
<3

ρi (~r)

 qi
4πε0

erf
(
|~r−~ri|

R

)
|~r − ~ri|

 d~r

=

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2

1√
2πR3

∫
<3

exp

(
− |~r − ~ri|

R

)2 erf
(
|~r−~ri|

R

)
|~r − ~ri| /R

d~r

=

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2
. (2.8)



2. Modèle semi-empirique de charges et de dipôles 25

Le premier terme de Etot est donc la somme des énergies de formation de
chaque charge et vaut :

E1
tot =

N∑
i=1

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2
. (2.9)

On remarque, au passage, que ce terme diverge si on en prend la limite pour
R→ 0. En d'autres termes, la self-énergie des charges diverge lorsque l'on consi-
dère des distributions gaussiennes de rayon nul, c'est-à-dire des charges ponc-
tuelles. Ceci montre l'intérêt de représenter exceptionnellement les charges par
des distributions gaussiennes pour le calcul de leur self-énergie.

Étape 2 - Positionnement des charges

L'énergie nécessaire pour amener les unes après les autres les charges ponc-
tuelles de l'in�ni à leur position dans le nanotube, correspond à l'énergie de
formation d'une distribution discrète de charges ponctuelles qi, positionnées à
l'endroit des atomes du nanotube. Cette énergie est calculée en annexe (annexe
1 - relation A.6) et vaut :

E2
tot =

1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiqj
4πε0r̄ji

. (2.10)

Remarquons l'utilisation de la valeur normalisée de la distance entre atomes
r̄ji.

Étape 3 - Potentiel ressenti par les charges dans le nanotube

Dans le nanotube, chaque charge qi est alors soumise au potentiel V qi . Il est
la somme du potentiel produit en ~ri par le champ externe, et du potentiel dû à
l'atome d'accueil. V qi vaut donc :

V qi = V i
ext + χi, (2.11)

où χi est l'énergie qu'il faut fournir pour ajouter un électron à un atome de
carbone neutre, soit son a�nité électronique.

Le troisième terme de Etot est le travail à fournir pour élever toutes les charges
qi au potentiel V qi , et vaut donc :

E3
tot =

N∑
i=1

qi
(
V i

ext + χi

)
. (2.12)
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Étape 4 - Création des dipôles

Dans cette dernière étape, nous créons, les uns à la suite des autres, chaque
dipôle, alors que toutes les charges sont déjà positionnées.

Dans la situation initiale, les deux charges composant le dipôle ~pi associé
à un atome i du nanotube sont superposées. Cela décrit parfaitement l'atome
lorsqu'il n'est soumis à aucun champ local. Les barycentres des charges positives
(noyau) et négatives (nuage électronique) sont superposés et l'atome ne présente
aucun dipôle permanent. Un fois soumis à un champ local, l'atome se polarise.
En première approximation, on peut admettre que le moment dipolaire induit ~pi

est proportionnel au champ local subi par l'atome :

~pi = α~Ei
local. (2.13)

Le paramètre α correspond à la polarisabilité de l'atome. Souvent, on choisit
une expression tensorielle pour α, a�n de rendre compte de son éventuelle aniso-
tropie. Ainsi, dans un plan de graphène, la polarisabilité de chaque atome est un
tenseur diagonal, dans le repère constitué de deux axes dans le plan du graphène,
et d'un axe perpendiculaire à ce plan :

α =

 α// 0 0
0 α// 0
0 0 α⊥

 . (2.14)

Dans les limites du modèle du feuillet graphitique (on néglige les e�ets de
courbure), on peut utiliser une polarisation similaire pour un atome dans un na-
notube de carbone. Les deux composantes α// y dé�nissent alors la polarisabilité
dans le plan tangent au nanotube et passant par l'atome, tandis que la compo-
sante α⊥ dé�nit la polarisabilité perpendiculairement à ce plan. Le tenseur de
polarisabilité de chaque atome n'est donc diagonal que dans un repère local as-
socié à l'atome. Dans le repère global que nous utilisons, chaque atome possède
donc un tenseur de polarisabilité αi symétrique, qui lui est propre.

L'énergie nécessaire à la création d'un dipôle est calculée en annexe (annexe 2
- équation A.12) et s'exprime en fonction de l'inverse du tenseur de polarisabilité
de l'atome qu'il décrit comme :

E41i
tot =

1

2
~pi · α−1

i ~pi. (2.15)

L'énergie de formation de tous les dipôles vaut alors :

E41
tot =

1

2

N∑
i=1

~pi · α−1
i ~pi, (2.16)
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Chaque fois qu'un des dipôles est créé, il faut alors le porter au potentiel dû à
la présence du champ externe, des charges, et des dipôles qui ont été créés avant
lui.

L'énergie potentielle d'un dipôle ~pi baignant dans un champ électrique est
simplement la somme des énergies potentielles des charges +q~pi

et −q~pi
qui le

composent.
De ce fait, l'énergie potentielle d'interaction du dipôle ~pi, avec le champ élec-

trique produit par la charge qi, associée au même atome, est nulle par symétrie.
On montre en annexe (annexe 3 - équation A.19) que l'énergie potentielle d'un

dipôle ~p baignant dans un champ électrique ~E vaut −~p · ~E. L'énergie du dipôle
~pi dans le champ produit par les autres charges, les dipôles créés avant lui et le
champ externe vaut donc :

E42i
tot = −~pi ·

(
~Eext (~ri) +

∑
j 6=i

~Eqj
(~ri) +

i−1∑
j=1

~E~pj
(~ri)

)
, (2.17)

où ~Eext (~ri) est la valeur du champ électrique externe sur l'atome i,

où ~E~qj
(~ri) =

1

4πε0

qj

(r̄ij)
2

~ri − ~rj

|~ri − ~rj|
est le champ électrique créé par la charge qj sur

l'atome i,

où ~E~pj
(~ri) =

1

4πε0

 −~pj

(r̄ij)
3 +

3
(
~pj · ~ri−~rj

|~ri−~rj |

)
~ri−~rj

|~ri−~rj |

(r̄ij)
3

 est le champ électrique créé

par le dipôle ~pj sur l'atome i.

Insistons sur le fait que les dipôles sont créés les uns à la suite des autres, le
dernier terme de E42i

tot représente donc l'énergie potentielle du dipôle ~pi, dans le
champ produit par les dipôles créés avant lui. On a supposé implicitement que les
dipôles étaient créés par ordre d'indice i croissant, ce qui explique que la somme
dans ce dernier terme se termine à i-1.

L'énergie potentielle totale des dipôles E42
tot est la somme des contributions

individuelles :

E42
tot = −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri)−
N∑

i=1

∑
j 6=i

~pi · ~Eqj
(~ri)

−
N∑

i=1

i−1∑
j=1

~pi · ~E~pj
(~ri) . (2.18)

De nouveau, la somme dans le dernier terme se termine à i-1, car on a supposé
implicitement que les dipôles étaient créés par ordre d'indice i croissant. En fait,



2. Modèle semi-empirique de charges et de dipôles 28

cette notation est ambiguë, car la valeur de ce dernier terme ne dépend pas
réellement de l'ordre dans lesquels les dipôles ont été créés. En e�et, l'énergie
potentielle emmagasinée, une fois tous les dipôles créés, ne peut dépendre de
l'ordre dans lesquels ces dipôles ont été créés. Un raisonnement similaire à celui
e�ectué avec les charges en annexe A, montre que l'on peut récrire ce terme de
façon à ce que l'expression de Etot ne dépende plus de l'ordre de création des
dipôles :

−
N∑

i=1

i−1∑
j=1

~pi · ~E~pj
(~ri) = −1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

~pi · ~E~pj
(~ri) . (2.19)

Finalement, l'énergie potentielle totale des dipôles E42
tot vaut :

E42
tot = −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri)−
N∑

i=1

∑
j 6=i

~pi · ~Eqj
(~ri)

−1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

~pi · ~E~pj
(~ri) . (2.20)

Expression de l'énergie totale du système

Tous les termes de Etot calculés, on peut �nalement écrire sa valeur comme
une fonction explicite des qi et ~pi :

Etot = Etot (q1, . . . , qN , p1x . . . , pNx, p1y, . . . , pNy, p1z, . . . , pNz) (2.21)

=
N∑

i=1

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2
+

1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiqj
4πε0r̄ij

+
N∑

i=1

qi (Vi + χi)

+
1

2

N∑
i=1

~pi · α−1
i ~pi −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri)−
N∑

i=1

∑
j 6=i

~pi · ~Eqj
(~ri)

−1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

~pi · ~E~pj
(~ri) (2.22)
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=
N∑

i=1

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2
+

1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiqj
4πε0r̄ij

+
N∑

i=1

qi (Vi + χi)

+
1

2

N∑
i=1

~pi · α−1
i ~pi −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri)−
N∑

i=1

∑
j 6=i

qj

4πε0 (r̄ij)
2

~pi · (~ri − ~rj)

|~ri − ~rj|

−1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

 1

4πε0

−~pi · ~pj

(r̄ij)
3 +

1

4πε0

3~pi ·
[(
~pj · ~ri−~rj

|~ri−~rj |

)
~ri−~rj

|~ri−~rj |

]
(r̄ij)

3

 . (2.23)

2.3.3 Partie 3 : calcul des valeurs des charges et des dipôles

Nous venons d'établir l'expression de l'énergie électrostatique totale du na-
notube métallique isolé, et pouvons maintenant aborder la troisième partie de
l'utilisation du modèle, le calcul des valeurs des charges qi et des dipôles ~pi.

Minimisation de l'énergie électrostatique totale

Les valeurs des qi et ~pi recherchées sont celles qui minimisent la valeur de
Etot. Comme Etot en est une fonction quadratique, la minimisation ne pose aucun
problème et se réalise par la méthode classique d'annulation des dérivées par-
tielles premières. Les valeurs des qi et ~pi sont donc celles qui satisfont au système
d'équations suivant :

∂Etot

∂qk
= 0

∂Etot

∂pkx

= 0

∂Etot

∂pky

= 0

∂Etot

∂pkz

= 0

∀ k tel que k = 1 . . . N. (2.24)

Pour plus de facilité, nous utilisons une notation vectorielle équivalente :
∂Etot

∂qk
= 0

∂Etot

∂~pk

= 0
∀ k tel que k = 1 . . . N. (2.25)

En remplaçant Etot par la valeur calculée à l'équation 2.23, ce système devient :
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(

1
4πε0

√
2
π

1
R

)
qk +

∑
i6=k

(
1

4πε0
1

r̄ik

)
qi −

∑
i6=k

(
1

4πε0
1

(r̄ik)2
(~ri−~rk)
|~ri−~rk|

)
· ~pi = −Vk − χk

−
∑

i6=k

(
1

4πε0
1

(r̄ik)2
~rk−~ri

|~rk−~ri|

)
qi + α−1

k ~pk −
∑

i6=k

(
1

4πε0
−1

(r̄ik)3
+ 1

4πε0

3

„
~ri−~rk
|~ri−~rk|

~ri−~rk
|~ri−~rk|

«
(r̄ik)3

)
~pi = ~Eext

∀ k tel que k = 1 . . . N. (2.26)

Les valeurs recherchées des qi et des ~pi correspondent donc à l'unique solution
de ce système de 4N équations linéaires, symétriques et non homogènes à 4N
inconnues.

Contrainte sur la charge totale du nanotube

Lorsque l'on étudie une molécule isolée, il est intéressant de pouvoir choisir
la valeur de la charge totale portée par la molécule. Cela permet par exemple
d'imposer la neutralité du nanotube étudié. On doit donc imposer que :

N∑
i=1

qi = Qtot (2.27)

⇔
N∑

i=1

qi −Qtot = 0. (2.28)

Pour tenir compte de cette contrainte supplémentaire, nous utilisons le prin-
cipe des multiplicateurs de Lagrange. Nous ne minimisons donc plus Etot, mais
bien une nouvelle fonction f dé�nie par :

f = Etot + λ

(
N∑

i=1

qi −Qtot

)
. (2.29)

Cette minimisation se réalise par rapport aux qi, ~pi et au multiplicateur de
Lagrange λ. On obtient un nouveau système d'équations avec une équation et
une inconnue supplémentaire :

∂f

∂qk
= 0

∂f

∂λ
= 0

∂f

∂~pk

= 0

∀ k tel que k = 1 . . . N. (2.30)

Qui donne, explicitement :



2. Modèle semi-empirique de charges et de dipôles 31



(
1

4πε0

√
2
π

1
R

)
qk +

∑
i6=k

(
1

4πε0
1

r̄ik

)
qi + λ−

∑
i6=k

(
1

4πε0
1

(r̄ik)2
(~ri−~rk)
|~ri−~rk|

)
· ~pi = −Vk − χk∑N

i=1 qi = Qtot

−
∑

i6=k

(
1

4πε0
1

(r̄ki)
2

~rk−~ri

|~rk−~ri|

)
qi + α−1

k ~pk −
∑

i6=k

(
1

4πε0
−1

(r̄ik)3
+ 1

4πε0

3

„
~ri−~rk
|~ri−~rk|

~ri−~rk
|~ri−~rk|

«
(r̄ik)3

)
~pi = ~Eext

∀ k tel que k = 1 . . . N. (2.31)

La signi�cation physique du multiplicateur de Lagrange λ se comprend en
développant la première des trois équations du système 2.30 :

∂f

∂qk
= 0 (2.32)

⇔
∂
(
Etot + λ

(∑N
i=1 qi −Qtot

))
∂qk

= 0 (2.33)

⇔ λ = −∂Etot

∂qk
(2.34)

⇔ λ =
∂Etot

∂ (−qk)
= µnanotube (2.35)

∀ k tel que k = 1 . . . N,

λmesure donc la variation d'énergie interne du nanotube pour une variation de
sa charge électronique. λ peut donc ici s'assimiler au potentiel chimique µnanotube

du nanotube.

2.3.4 Paramétrisation

Les coe�cients du système d'équation 2.31, qui permet de calculer les qi et
les ~pi, font intervenir non seulement des paramètres qui dépendent de la con�-
guration étudiée (position des atomes, champ électrique externe et charge totale
du nanotube), mais également deux autres paramètres R et α. Ces deux derniers
constituent les paramètres ajustables du modèle semi-emprique, et seront donc
calibrés pour reproduire divers résultats expérimentaux et théoriques admis.

Physique contenue dans les paramètres empiriques

L'attrait d'un modèle semi-empirique est de pouvoir � oublier � les parties de
la physique du problème qui ne nous intéressent pas directement, en les � ran-
geant � dans des paramètres ajustables expérimentalement. Jetons, tout de même,
un bref coup d'oeil à la physique cachée dans les paramètres R et α.
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Le paramètre R est le rayon des densités gaussiennes de charges, utilisées
pour calculer l'énergie de formation des charges. Il est inversement proportionnel
à cette énergie de formation, et détermine donc la facilité avec laquelle une charge
nette peut s'accumuler sur un atome. Plus R est petit, et plus il faudra d'énergie
pour associer une même charge qi à un atome.

La signi�cation du tenseur de polarisabilité α des atomes de carbone est bien
plus aisée à comprendre. α traduit l'aptitude que présente chaque atome considéré
à se polariser en présence d'un champ électrique externe.

Calibration du modèle semi-empirique

Pour calibrer le modèle, des structures proches de celles que nous désirons
étudier, pour lesquelles certaines propriétés électroniques ont déjà été établies
expérimentalement ou théoriquement, sont considérées. On utilise ainsi la po-
larisabilité des fullerènes de C60 et de C70 [57, 58, 59, 60, 61], la polarisabilité
transverse par unité de longueur de nanotubes métalliques et semi-conducteurs
[62], ainsi que le rapport entre champs électriques internes et externes ressentis
par toutes ces structures [62].

Les paramètres R et α sont ajustés a�n que le modèle reproduise au mieux
ces di�érentes valeurs. Les valeurs de R et α retenues ont été déterminées par
le docteur Alexandre Mayer, et sont synthétisées dans le tableau 2.1. Ce tableau
reprend également les valeurs de R et α pour des nanotubes semi-conducteurs.
Nous reparlerons de ces nanotubes par la suite, précisons simplement que leurs
atomes sont décrits uniquement par des dipôles, et que le paramètre R n'intervient
alors que dans la normalisation des distances.

Nanotube métallique Nanotube semi-conducteur
R 0,652467651367188 Å 0,6745751953125 Å
α// 0,859999847412109 Å3 0,9000046253204346 Å3

α⊥ 2,57000000000000 Å3 2,249994754791259 Å3

Tab. 2.1 � Valeurs des paramètres empiriques R et α

Les composantes de α sont bien sûr exprimées dans la base atomique où ce
tenseur est diagonal.

Abordons maintenant l'implémentation numérique du modèle qui vient d'être
présenté.

2.4 Implémentation numérique pour un nanotube
métallique isolé

Le programme que nous avons développé a�n de pouvoir appliquer le modèle
décrit précédemment procède en trois étapes :
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1. Le programme permet à l'utilisateur de dé�nir la con�guration qu'il désire
étudier. Dans le cas qui nous occupe, il s'agit uniquement du type et de la
charge totale du nanotube, ainsi que la valeur du champ externe. Pour des
con�gurations plus complexes, d'autres paramètres doivent être spéci�és.
Le programme peut alors initialiser les coe�cients du système d'équations
dont les qi et ~pi sont solutions.

2. Le programme résout le système d'équation ainsi initialisé, et obtient la
valeur des qi et ~pi.

3. En�n, le programme présente à l'utilisateur un résumé clair de la con�gu-
ration choisie et des résultats obtenus.

Étudions ces étapes plus en détail.

2.4.1 Initialisation de la con�guration étudiée

L'utilisateur fournit au programme la charge totale imposée, les indices de
Hamada l et m et le nombre de cellules unités N du nanotube qu'il désire étudier.
Ces trois dernières données dé�nissent entièrement le nombre et la position des
atomes dans le nanotube, qui sont alors calculés géométriquement.

L'utilisateur fournit également la forme de la dépendance spatiale du champ
électrique externe. Dans le cadre des applications étudiées, celui-ci sera toujours
considéré comme constant. La valeur de ses trois composantes sont dé�nies par
l'utilisateur au début du programme.

2.4.2 Résolution du système d'équations

Le système carré d'équations linéaires symétriques non homogènes dont les qi
et ~pi sont solutions, peut se récrire matriciellement sous la forme classique :

A~x = ~b. (2.36)

La matrice A et le vecteur ~b contiennent les données du problème, ils ne
dépendent que la con�guration et des paramètres empiriques choisis. Mathéma-
tiquement, A est une matrice carrée (4N + 1) × (4N + 1) remplie par les coe�-
cients des qi, λ et ~pi. ~b un vecteur dont les 4N+1 composantes spéci�ent le second
membre de chacune des 4N+1 équations du système à résoudre.

~x est l'inconnue à déterminer dans le cadre du problème. Il s'agit d'un vecteur
à 4N+1 composantes contenant les valeurs des charges qi, de λ, et des moments
dipolaires ~pi.

Le programme calcule la valeur du vecteur ~x à partir de la matrice A et
du vecteur ~b initialisés précédemment et détermine ainsi la valeur des qi et ~pi,
correspondant au problème dé�ni par l'utilisateur.
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Renormalisation préalable

Une fois la matrice A et le vecteur ~b initialisés, nous ne résolvons pas directe-
ment le système d'équations A~x = ~b, mais procédons d'abord à une renormalisa-
tion de celui-ci, a�n d'éviter les instabilités numériques. En e�et, l'écriture de ce
système en terme d'ordres de grandeur (Equation 2.37) montre que celui-ci fait
intervenir de nombreux coe�cients d'ordre de grandeur très di�érents, jusqu'à
un facteur 1050.

(2.37)

Cela pose de gros problèmes de représentation en mémoire, la précision ma-
chine étant limitée à un facteur 1016, ce qui rend cette formulation de l'algorithme
instable. Pour contourner cette di�culté, remarquons que le système :

A~x = ~b, (2.38)

est tout à fait équivalent à :

N1AN
−1
2 N2~x = N1

~b. (2.39)

En choisissant astucieusement les matrices N1 et N2, a�n que le nouveau
système

A′~x′ = ~b′, (2.40)

avec A′ = N1AN
−1
2 , ~x′ = N2~x et ~b′ = N1

~b, soit stable, on évitera l'instabilité en
résolvant d'abord ce système, puis en calculant ~x à partir de ~x′ via la relation
~x = N−1

2 ~x′.
En pratique nous utiliserons la renormalisation suivante (où N1 et N2 sont

diagonales) :

,
(2.41)
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qui se réduit au système suivant :

. (2.42)

Les ordres de grandeur sont ici bien plus homogènes, ce qui réduit drastique-
ment les instabilités.

Résolution

Le principe fondamental de résolution d'un système A~x = ~b est la � méthode
de substitution � bien connue, également appelée élimination de Gauss.

La formalisation de cette méthode, sous forme algorithmique exploitable nu-
mériquement, est relativement simple. Néanmoins, pour autant que l'on veuille
étudier des structures un tant soit peu complexes, le système a résoudre présente
rapidement plusieurs milliers d'inconnues et tout autant d'équations. Il s'avère
donc fondamental d'utiliser un algorithme e�cace, stable et minimisant l'utilisa-
tion mémoire. Au cours des années, de nombreuses méthodes ont été développées
à cette �n, tirant notamment parti d'éventuelles spéci�cités structurales de la
matrice des coe�cients A.

Nous utiliserons pour notre part la sous-routine DSYSV de LAPACK [63],
optimisée pour le traitement de systèmes dont la matrice des coe�cients A est
symétrique et réelle. Cette sous-routine reçoit en entrée la matrice des coe�cients
A et le vecteur des seconds membres ~b. Elle factorise ensuite la matrice A comme
A = UDUT , où U est le produit d'une matrice de permutation et d'une matrice
trangulaire, UT sa transposée, et D une matrice symétrique et diagonale par
blocs, d'ordre 1 ou 2. Elle résout d'abord le système (UD) ~y = ~b et fournit en�n
en sortie ~x en résolvant le système UT~x = ~y. Cette sous-routine assure la gestion
d'éventuelles erreurs comme un mauvais conditionnement ou la singularité de la
matrice A.

2.4.3 A�chage des résultats

Une fois le système résolu, un �chier de sortie est créé. Il reprend date et
heure de création, paramètres choisis par l'utilisateur, position de chaque atome
et valeur des qi et ~pi correspondants, ainsi que le potentiel chimique, la charge
et la polarisabilité moléculaire totale du nanotube. La structure de ces �chiers
est voulue la plus claire et la plus simple possible, a�n de permettre une gestion
aisée des résultats obtenus, et une réutilisation de ces �chiers pour des calculs
ultérieurs.
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2.5 Généralisations apportées

Dans le chapitre trois, nous utilisons le modèle, pour étudier diverses struc-
tures complexes à base de nanotubes de carbone. Nous présentons maintenant,
de manière synthétique, comment nous généralisons la formulation que nous ve-
nons d'établir, a�n de tenir compte des contraintes requises pour l'étude de ces
structures.

2.5.1 Présence d'une surface métallique

L'objectif du modèle développé est d'évaluer la réponse d'un nanotube à un
champ externe. Néanmoins, le champ qui nous préoccupe ne possède pas tou-
jours une expression mathématique simple, comme nous l'avons supposé jusqu'à
présent. C'est le cas lorsque l'on considère le champ produit par une surface mé-
tallique sur laquelle on dépose le nanotube. Considérer la présence d'une telle
surface, permet de reproduire les conditions d'utilisation d'un nanotube en émis-
sion de champ.

Supposons le demi-espace z ≤ 0 occupé par un matériau métallique de po-
tentiel nul, et le nanotube positionné de façon à ce que son axe soit parallèle à la
surface de ce métal. Comment modi�er l'expression de l'énergie électrostatique
totale, pour tenir compte, simplement, du champ électrique exercé par le métal,
sur les charges et les dipôles ? Il existe une réponse simple à cette question, il
s'agit de la méthode des images électriques que nous présentons maintenant.

La méthode des images

Formalisons le problème ainsi : quel est le potentiel ressenti à l'équilibre par
une charge ponctuelle q statique, placée au point P, à une distance d d'un demi-
espace conducteur mis à la terre ? La réponse est complexe : la charge q produit,
par in�uence sur la masse conductrice, des charges de signe opposé sur sa surface
z=0 avec une densité d'autant plus faible que la distance à q s'accroît. Les charges
de même signe que q s'écoulant vers la terre. La charge q et les charges induites
sur z=0 déterminent le potentiel V (~r) dans l'espace vide z>0 autour de q (Figure
2.1).
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Fig. 2.1 � Charge ponctuelle q et milieu conducteur

Pour répondre, il faut résoudre les équations de Maxwell dans l'espace vide au-
tour de q. Dans le cadre de la description électrostatique que nous avons adoptée,
elles s'y réduisent à l'équation de Laplace :

∆V (~r) = 0. (2.43)

Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles elliptique, dont la solution
dé�nit entièrement la valeur du potentiel V (~r), dans l'espace vide autour de q,
et, par continuité, sur q. Son caractère elliptique implique que, si l'on remplace le
métal par une distribution de charge qui ne modi�e pas la valeur du potentiel, sur
la surface z=0 (problème de Dirichlet), alors ce remplacement ne modi�era pas
non plus la valeur du potentiel V (~r), dans l'espace vide autour de q. En d'autre
termes, on peut remplacer le métal par cette distribution de charge, pour calculer
le potentiel qu'il induit sur q.

Trouver une distribution de charge qui répond à une telle condition est très
simple. Le conducteur étant à l'équilibre et relié à la terre, le potentiel est nul
sur la surface z=0. On peut donc remplacer le métal par une charge ponctuelle
-q positionnée comme l'image de q par un miroir, formé de la surface z=0. En
e�et, q et -q forment alors un dipôle dont le plan axial, de potentiel nul, n'est
autre que z=0 (Figure 2.2) !
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Fig. 2.2 � Image électrique de la charge +q

Ce raisonnement peut se généraliser à une distribution discrète de charges
comme celle qui décrit le nanotube. Pour tenir compte de la présence du métal
dans l'expression de l'énergie totale, il su�t donc de considérer, lors du calcul de
celle-ci, le potentiel créé par les images électrostatiques des charges et des dipôles.

On notera I (~ri) la position de l'image de l'atome i, avec I (~ri) =

 xi

yi

−zi

.
On notera I (qi) l'image de qi avec I(qi) = −qi.
Remarquons qu'un dipôle ~p n'est autre qu'un ensemble de deux charges +q et

-q. L'image électrique de ~p n'est donc rien d'autre que le dipôle formé des charges

images de +q et -q. On notera donc I (~pi) l'image de ~pi avec I (~pi) =

 −pxi

−pyi

pzi

.
Modi�cation de l'énergie électrostatique totale en présence de la sur-
face métallique

Précisons maintenant comment l'expression de l'énergie totale, trouvée précé-
demment, est modi�ée en présence du métal.

L'étape de création des charges, puisqu'elle a lieu à l'in�ni, n'est pas in�uen-
cée par la présence du métal. Le terme E1

tot n'est donc pas modi�é.

Le terme E2
tot, qui représente l'énergie pour transporter les charges, une à une,

de l'in�ni à leurs positions dans le nanotube, devient :
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E2
tot =

1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiqj
4πε0r̄ji

+
1

2

N∑
i=1

1

4πε0

qiI (qi)

r̄iI(i)

+
1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiI (qj)

4πε0r̄I(j)i

.(2.44)

Le premier terme est le terme présent en absence du métal.
Le deuxième terme tient compte de l'interaction de chaque charge avec son

image, qui se déplace en même temps qu'elle. Le travail à fournir pour déplacer
une charge en présence de son image est l'opposé du travail e�ectué par le champ
de l'image pendant le déplacement :

E
2iI(i)
tot = −

∫ ~ri

+∞
qi ~EI(qi) (~r) · d~r

=

∫ +∞

~ri

1

4πε0

qiI (qi)

(2z)2 ~ez · d~r

=

∫ +∞

zi

1

4πε0

qiI (qi)

(2z)2 dz

=
1

2

1

4πε0

qiI (qi)

riI(i)

. (2.45)

Une somme sur toutes les charges donne le résultat de la relation 2.44.
En�n, le troisième terme tient compte de l'interaction de chaque charge avec

l'image des charges déjà positionnées.

Le terme E3
tot ne change pas.

L'énergie E4
tot pour créer un à un les dipôles, et les porter au potentiel existant

dans le nanotube, est elle modi�ée et devient :

E4
tot =

1

2

N∑
i=1

~pi · α−1
i ~pi −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri)−
N∑

i=1

∑
j 6=i

~pi · ~Eqj
(~ri)

−1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

~pi · ~E~pj
(~ri)−

1

2

N∑
i=1

~pi · ~EI(~pi) (~ri)

−
N∑

i=1

N∑
k=1

~pi · ~EI(qk) (~ri)−
1

2

N∑
i=1

∑
k 6=i

~pi · ~EI(~pk) (~ri) . (2.46)

Les quatre premiers termes sont les termes présents en absence du métal.
Le cinquième terme tient compte du surplus d'énergie nécessaire pour créer

chaque dipôle, en présence du dipôle image, qui est créé en même temps que lui.
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Pour un dipôle, ce surplus E4iI(i)
tot est l'opposé du travail du champ produit, lors

de la création du dipôle, par le dipôle image et vaut :

E
4iI(i)
tot = −

∫ ~pi

~0

~EI(~p) (~ri) · d~p

=
1

4πε0

1(
r̄iI(i)

)3 ∫ ~pi

~0

I (~p) · d~p

− 3

4πε0

∫ ~pi

~0

I (~p) · d~p

(
~ri−~rI(i)

|~ri−~rI(i)|
~ri−~rI(i)

|~ri−~rI(i)|

)
(
r̄iI(i)

)3
=

1

4πε0

1(
r̄iI(i)

)3 ∫ ~pi

~0

(2 (~p · ~ez)~ez − ~p) · d~p

− 3

4πε0

∫ ~pi

~0

(2 (~p · ~ez)~ez − ~p) · d~p

(
~ri−~rI(i)

|~ri−~rI(i)|
~ri−~rI(i)

|~ri−~rI(i)|

)
(
r̄iI(i)

)3
= −1

2
~pi · ~EI(~pi) (~ri) . (2.47)

Une somme sur tous les dipôles donne le résultat de la relation 2.46.
Les deux derniers termes tiennent compte de l'interaction entre chaque dipôle,

et l'image des charges et des dipôles déjà créés.

Transfert de charge entre nanotube et métal

Lorsque métal et nanotube sont su�samment proches, il y a transfert de
charge entre eux. Ce mécanisme s'interprète en terme de potentiel chimique. La
notion de potentiel chimique peut se comprendre simplement par analogie avec
potentiel gravi�que. Un objet placé sur le bord d'une table, si on le pousse lé-
gèrement, aura tendance à tomber au sol, l'inverse, au contraire, ne se produira
jamais. Ce phénomène peut se concevoir par la tendance naturelle de l'objet a
vouloir minimiser son énergie potentielle, ce qui explique qu'il tombera naturel-
lement de la table, qui présente un potentiel gravi�que plus élevé que le sol, mais
qu'il ne quittera jamais spontanément le sol pour se poser sur la table. Si l'on
approche le nanotube d'une surface métallique dont le potentiel chimique µmetal

est supérieur à µnanotube, de la même manière, les électrons du métal auront ten-
dance à � tomber � dans le nanotube de potentiel chimique inférieur. Au fur et à
mesure que le nanotube se charge et que les états d'énergie les plus bas sont occu-
pés, il faut fournir de plus en plus d'énergie au nanotube pour y accommoder un
électron : le potentiel chimique µnanotube du nanotube augmente. Le phénomène
s'arrête bien sûr lorsque µnanotube = µmetal, on parle d'équilibration des potentiels
chimiques.
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Pour modéliser ce phénomène, nous supposons que le nanotube était neutre
avant d'être approché du métal et que toute la charge qu'il porte, à l'équilibre des
potentiels chimiques, a donc été extraite du métal. Il faut donc ajouter à l'énergie
électrostatique totale, l'énergie nécessaire pour arracher cette charge au métal.
Cette énergie vaut :

E5
tot = −

N∑
i=1

qiχmetal, (2.48)

où χmetal est le travail de sortie du métal, c'est-à-dire l'énergie nécessaire pour
lui arracher un électron et donc l'opposé de son potentiel chimique µmetal. Cette
grandeur dépend de la nature du métal utilisé.

Signalons, que dans le cas où il y a transfert de charge, il n'y a plus aucun
sens à imposer la charge totale portée par le nanotube.

Synthèse

Preuve de l'adaptabilité du modèle, la présence du métal nous conduit sim-
plement à modi�er l'expression de l'énergie totale, pour tenir compte des charges
et des dipôles images, et du transfert de charges. Le calcul des qi et ~pi se réalise
alors par la même méthode de minimisation que dans le cas d'un nanotube isolé.

2.5.2 Gestion simultanée de plusieurs molécules

A�n de pouvoir étudier des structures comme des nanotubes multiparois et
des fagots de nanotubes, nous avons modi�é le programme réalisé, pour gérer des
structures contenant plusieurs molécules. Si l'on suppose que les interactions entre
les molécules constituant ces structures sont su�samment faibles pour ne pas en
modi�er la structure électronique (voir �n du chapitre 1), on peut appliquer sans
aucun changement le modèle précédent à tous les atomes de la structure, comme
s'ils appartenaient à un seul nanotube. La seule di�culté consiste à pouvoir sépa-
rer les résultats pour chaque molécule constituant la structure, a�n de comprendre
comment les perturbations externes a�ectent individuellement celles-ci.

2.5.3 Gestion simultanée de tubes métalliques et

semi-conducteurs

Un nanotube semi-conducteur ne permet pas, contrairement à un nanotube
métallique, la conduction du courant électrique, et donc l'accumulation de charge
sur certains atomes. L'in�uence d'un champ électrique externe sur ceux-ci, se ré-
sume donc à la polarisation des atomes, auxquels on associe uniquement un dipôle
et plus de charge. La modélisation est donc identique à celle e�ectuée pour les
nanotubes métalliques, à la seule di�érence que seuls subsistent, dans l'expression
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de l'énergie électrostatique totale, les termes liés aux dipôles. Remarquons éga-
lement que les nanotubes semi-conducteurs ont un comportement électronique
di�érent des métalliques. Les valeurs des paramètres empiriques R et α doivent
donc être modi�ées et sont reprises dans tableau 2.1, page 32.

Pour considérer des structures où interviennent simultanément des nanotubes
métalliques et semi-conducteurs, on applique à nouveau le modèle à tous les
atomes de la structure, comme s'ils faisaient partie d'un seul nanotube. Il faut
juste veiller à utiliser les paramètres R et α adéquats pour chaque atome, et à
n'initialiser les termes de l'énergie totale liés aux charges, que pour les atomes de
nanotubes métalliques.

Remarquons néanmoins que la normalisation des distances, présentée au dé-
but de ce chapitre, a été conçue a�n de reproduire l'énergie d'interaction entre
deux distributions gaussiennes de charges de rayon R égal. Il faut donc modi�er
cette normalisation, pour traiter les interactions entre atomes semi-conducteurs
et métalliques, pour lesquels le rayon R n'est plus identique. Un calcul simple
montre qu'il su�t de remplacer R par la moyenne quadratique des deux rayons
[56] :

R =

√
R2

metal +R2
semi−conducteur

2
. (2.49)

2.5.4 Nanotubes in�nis

Les nanotubes se présentent généralement sous forme de structures très longues
(un nanomètre de diamètre et jusqu'à plusieurs centaines de microns de longueur)
contenant un grand nombre d'atomes, ce qui nécessite une grande puissance de
calcul. Nombre de leurs atomes, situés à distance su�samment élevée des extré-
mités, ont un comportement identique à celui qu'ils auraient dans un nanotube
in�ni. Considérer un nanotube comme in�ni peut sembler étrange, mais en ab-
sence de bords, toutes les cellules unités d'un nanotube sont équivalentes, ce dont
on peut tirer pro�t pour simpli�er les calculs.

Imaginons vouloir calculer les valeurs des qi et ~pi pour les atomes d'une cellule
unité d'un nanotube très long. Si l'on utilise simplement notre modèle, il faudra
résoudre un système de 4N+1 équations à 4N+1 inconnues, où N est le nombre
d'atomes dans ce nanotube.

Considérons maintenant que cette cellule unité fasse partie d'un nanotube
in�ni. Comme toutes les cellules unités sont équivalentes, on a, par symétrie, que
les qi et ~pi sont identiques entre atomes équivalents de chaque cellule unité. Si
Ncell est le nombre d'atomes dans une cellule unité du nanotube, il n'y a donc que
Ncell valeurs des qi et ~pi à déterminer et Ncell équations indépendantes pour les
déterminer. On constate une réduction drastique du nombre de calculs à e�ectuer,
par rapport au cas où l'on ne considère pas le nanotube comme in�ni.

Notons que lorsque l'on considère un nanotube in�ni, l'énergie électrostatique
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totale diverge. Elle reste néanmoins proportionnelle à celle des atomes d'une
cellule unité, qui conserve une valeur �nie. C'est par rapport à celle-ci que l'on
réalisera la minimisation.

Pour éviter les sommes in�nies, on peut considérer que les atomes de la cellule
étudiée, n'interagissent qu'avec les atomes des 100 cellules unités qui l'entourent
(50 de part et d'autre). Les autres étant trop éloignés, si bien que les interactions
sont négligeables physiquement et numériquement.

Il est très important de remarquer que tout le raisonnement est fondé sur
l'équivalence physique des cellules unités du nanotube. Il faut être extrêmement
attentif à ce que cette symétrie ne soit pas brisée, par exemple par un champ
électrique externe non homogène. Il est particulièrement nécessaire de veiller à
ce dernier point, lorsque l'on tente de généraliser cet algorithme à des structures
contenant plusieurs molécules. Par exemple, il n'est possible d'utiliser un tel rai-
sonnement avec des nanotubes multiparois, que lorsque les longueurs des cellules
unités des nanotubes mono-parois qui les composent sont commensurables.

Ces généralisations présentées, nous avons maintenant toutes les cartes en
main pour passer au chapitre suivant, où nous utilisons le modèle pour étudier
diverses propriétés électroniques des nanotubes de carbone.



Chapitre 3

Etude des e�ets de champs

électriques sur des nanotubes de

carbone

Dans ce chapitre, nous utilisons le modèle pour étudier la répartition de la
charge électrique sur des nanotubes proches d'une surface métallique, ainsi que
pour calculer la polarisation d'une molécule de C60 dans des nanotubes peapods.
Dans les deux cas, nous abordons d'abord l'intérêt scienti�que qui nous a mo-
tivé à mener ces études, nous explicitons ensuite rigoureusement les paramètres
des simulations réalisées, présentons les résultats obtenus et terminons par un
commentaire de ceux-ci.

3.1 Répartition de la charge électrique sur des na-
notubes de carbone proches d'une surface mé-
tallique

3.1.1 Motivation

Lors de la réalisation de ce mémoire, nous avons eu une discussion fructueuse
avec Monsieur Thierry Mélin, Chargé de Recherche à l'Institut d'Electronique et
de Microécelectronique et de Nanotechnologie de l'Université Lille 1. En quelques
mots, celui-ci étudie, par microscopie électronique, les propriétés électrostatiques
de nanotubes multiparois déposés sur un substrat [64, 65], dans l'optique de
mieux comprendre les phénomènes d'émission de champ par des nanotubes de
carbone. Ses mesures expérimentales sont notamment consacrées à la localisation
des charges sur de telles structures, et il nous a donc semblé intéressant de calculer
théoriquement la position de ces charges.
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3.1.2 Paramètres de la simulation

Techniquement, notre étude consiste à calculer la charge nette qi portée par
chaque atome de nanotubes métalliques multiparois in�nis, déposés sur un sub-
strat métallique. A l'aide des données obtenues, on tente alors de dégager des
tendances quant à la répartition spatiale de ces charges.

Pour ce faire, nous avons considéré un substrat de tungstène, dont le potentiel
chimique est de 0,18 eV [66, 67] supérieur à celui des atomes de carbone du
nanotube. Sa surface est positionnée parallèlement à l'axe du nanotube et à une
distance de 3,35 Å [68] de l'atome de carbone qui en est le plus proche.

Nous avons d'abord étudié l'évolution des résultats en fonction du nombre de
couches constituant le nanotube multiparois. Nous sommes partis des nanotubes
monoparoi (9,0) et (5,5) et avons ajouté des couches une à une, jusqu'à obtenir les
nanotubes multiparois (9,0)@(18,0)@(27,0)@(36,0)@(45,0)@(54,0)@(63,0)@
(72,0)@(81,0)@(90,0) et (5,5)@(10,10)@(15,15)@(20,20)@(25,25)@(30,30)@
(35,35)@(40,40)@(45,45)@(50,50). Ces nanotubes ont été choisis car leurs couches
sont toutes métalliques, distantes de 3,4 Å et présentent la même chiralité.

Nous avons ensuite observé l'in�uence de la présence de couches semi-
conductrices dans le nanotube. A cette �n, nous avons considéré le nanotube
(7,0)@(16,0)@(24,0)@(32,0)@(40,0)@(48,0)@(56,0)@(64,0)@(72,0)@(80,0), dans
lequel seules les couches (24,0), (48,0) et (72,0) sont métalliques (statistiquement,
deux nanotubes produits sur trois sont semi-conducteurs).

En�n, nous avons réalisé des calculs semblables sur des fagots de 3 et 7 nano-
tubes métalliques (5,5).

3.1.3 Résultats obtenus et commentaires

Mode de représentation de la distribution spatiale des charges

Avant de présenter les résultats proprement dit, quelques mots sur le mode
de représentation utilisé sont nécessaires.

Pour visualiser la distribution spatiale de la charge, nous utilisons un graphe
en niveaux de couleurs. Chaque point de l'espace y est d'autant plus rouge que
la charge qui s'y trouve est négative, et d'autant plus bleu qu'elle est positive.
Chaque atome i de la structure étudiée est représenté sur ce graphe par une
distribution gaussienne de charge de rayon R et de charge totale qi.

Nous avons choisi de projeter toute la charge d'une cellule unité du nanotube
in�ni étudié, sur un plan perpendiculaire à l'axe de celui-ci. Nous ne représentons
alors que le graphe en niveau de couleur du plan considéré, et non plus de l'espace
entier. Cela permet d'avoir une meilleure vision de la répartition transversale de
la charge. La �gure 3.1 présente un exemple de graphe en niveau de couleur en
trois dimensions, ainsi que le graphe projeté qui en découle.
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Fig. 3.1 � Modes de représentation de la répartition de la charge sur la cellule
unité d'un nanotube in�ni proche d'une surface métallique. A gauche, graphe en
niveaux de couleurs en trois dimensions, l'espace est d'autant plus rouge que la
charge qui s'y trouve est négative, et d'autant plus bleu qu'elle est positive. A
droite, projection de la charge par cellule unité sur un plan perpendiculaire à
l'axe du tube.

Nanotubes multiparois métalliques

L'étude du nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@(36,0)@(45,0)@(54,0)@(63,0)@(72,0)@-
(81,0)@(90,0), couche après couche, montre que la charge se concentre dans la
région proche du substrat, et reste localisée sur les première et deuxième couches
externes du nanotube (Figure 3.2).

Fig. 3.2 � Répartition de la charge - Nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@(36,0)@-
(45,0)@(54,0)@(63,0)@(72,0)@(81,0)@(90,0)
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Fig. 3.3 � Pourcentage de la charge totale emportée par chaque couche, en fonc-
tion du nombre de couches. En abscisse est reprise la dénomination de la couche
ajoutée à chaque étape.

Le graphe 3.3 nous donne accès à des données plus quantitatives. Il représente
le pourcentage de la charge totale emportée par chaque couche, en fonction du
nombre de couches considérées. On remarque une grande constance dans les ré-
sultats, puisque la première couche externe emporte toujours environ 90% de la
charge totale, et la deuxième environ 8%.

En�n, le graphe 3.4 représente la valeur de la charge par cellule unité emportée
par chaque couche, et de la charge totale par cellule unité du nanotube, en fonction
du nombre de couches considérées. On constate, tout d'abord, que ces grandeurs
sont de l'ordre du centième de la charge de l'électron. Sur un même nanotube,
on remarque que les charges emportées par toutes les couches sont du même
signe. De plus, à l'exception du nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@(36,0)@(45,0)@-
(54,0)@(63,0), elles sont toutes négatives. Cela correspond bien au fait que le
potentiel chimique du substrat est plus élevé que celui des atomes de carbone,
et lui cède donc des électrons. Nous n'avons pu, jusqu'à présent, expliquer le
brusque changement de signe observé pour le nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@-
(36,0)@(45,0)@(54,0)@(63,0).
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Fig. 3.4 � Charge totale par cellule unité emportée par chaque couche, en fonction
du nombre de couches. La courbe noire représente la charge totale emportée par le
nanotube. En abscisse est reprise la dénomination de la couche ajoutée à chaque
étape.

L'étude du nanotube (5,5)@(10,10)@(15,15)@(20,20)@(25,25)@(30,30)@(35,35)@-
(40,40)@(45,45)@(50,50) donne des résultats globalement similaires. A nouveau,
environ 98% de la charge totale se localise sur les deux couches externes (�gure
3.5) et les charges mises en jeu sont � sans exception ici � négatives et de l'ordre
du centième de la charge de l'électron (�gure 3.6).

Fig. 3.5 � Pourcentage de la charge totale emportée par chaque couche, en fonc-
tion du nombre de couches. En abscisse est reprise la dénomination de la couche
ajoutée à chaque étape.
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Fig. 3.6 � Charge totale emportée par chaque couche, en fonction du nombre de
couches. La courbe noire représente la charge totale emportée par le nanotube.
En abscisse est reprise la dénomination de la couche ajoutée à chaque étape.

La seule di�érence notable avec l'étude du nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@-
(36,0)@(45,0)@(54,0)@(63,0)@(72,0)@(81,0)@(90,0) est qu'ici, la charge ne se lo-
calise pas seulement dans la région proche du substrat, mais sur toute la surface
externe du nanotube (Figure 3.7).

Fig. 3.7 � Répartition de la charge - Nanotube (5,5)@(10,10)
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Fig. 3.8 � Répartition moyennée de la charge - Nanotube (5,5)@(10,10)

Nous avons, de ce fait, dé�ni des groupes de plusieurs atomes voisins, et en
avons calculé la moyenne des charges. Nous avons ensuite remplacé la charge
réelle des atomes de chaque groupe par cette charge moyenne. Cela nous permet
d'avoir une vue plus globale de répartition de la charge (Figure 3.8).

Ces nouveaux résultats montrent que la charge se localise principalement sur
les régions proches du substrat, et dissipe ainsi l'apparente contradiction avec les
résultats pour le nanotube (9,0)@(18,0)@(27,0)@(36,0)@(45,0)@(54,0)@(63,0)@-
(72,0)@(81,0)@(90,0).

Nanotubes multiparois avec couches semi-conductrices

Les résultats obtenus en présence de couches semi-conductrices, qui ne portent
pas de charges, sont assez confus. Nous pensons avoir atteint là les limites du
modèle utilisé. La seule tendance que nous pouvons dégager est que la première
couche métallique emporte toujours environ 98% des charges (Figure 3.9).
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Fig. 3.9 � Pourcentage de la charge totale emportée par chaque couche, en fonc-
tion du nombre de couches. En abscisse est reprise la dénomination de la couche
ajoutée à chaque étape.

Fagots de nanotubes (5,5)

Les �gures 3.10, 3.11 et 3.12 reprennent les graphes obtenus pour un nanotube
(5,5) seul, ainsi que pour un fagot de trois, puis de sept nanotubes (5,5). Au centre
de chaque tube est indiquée la charge nette qu'il porte par cellule unité.

Fig. 3.10 � Nanotube (5,5)
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Fig. 3.11 � Fagot de trois nanotubes (5,5)

Fig. 3.12 � Fagot de sept nanotubes (5,5)

On observe que la charge totale est à nouveau négative, et que les charges
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mises en jeu sont de l'ordre du millième de la charge de l'électron. On remarque
également que ce sont les nanotubes proches du substrat qui portent la majorité
de la charge, et qu'ils chargent par in�uence les nanotubes plus éloignés.

3.2 Polarisation d'une molécule de C60 dans des
nanotubes peapods

3.2.1 Motivation

Fig. 3.13 � Nanotube peapod

Un nanotube peapod [69] (littéralement nanotube � cosse de pois �) est un
nanotube à l'intérieur duquel sont enfermés des molécules de C60 (Figure 3.13).
Ce sont des structures intéressantes à de nombreux titres, notamment du point
de vue de leurs propriétés électroniques, ce qui a motivé notre étude.

Insérer des molécules de C60 dans un nanotube permet notamment de mieux
en contrôler les propriétés électroniques [70] et de fabriquer des nanotubes à deux
parois [71]. On envisage également, par exemple, d'utiliser ce type de structure
comme mémoire informatique [72].

3.2.2 Paramètres de la simulation

Lorsqu'une molécule de C60 isolée est soumise à un champ électrique externe
~Eext, les atomes qui la constituent se polarisent, et les électrons et trous de conduc-
tion se déplacent pour former un dipôle au niveau moléculaire. Sa polarisation
~P est alors dé�nie comme la somme du moment dipolaire moléculaire et des
moments dipolaires atomiques :
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N
, (3.1)

où QC60
tot représente la charge totale portée par la molécule de C60. Le dernier

terme est donc nul lorsque le C60 est neutre, et permet de ne pas tenir compte de
sa charge nette lors du calcul de sa polarisation (la charge totale d'un dipôle est
nulle).

La polarisabilité de la molécule de C60 αC60 est alors dé�nie par la relation :

~P = αC60
~Eext (3.2)

Lorsque la molécule de C60 est enfermée dans un nanotube peapod, elle est
soumise aux champs électriques produits par les atomes du nanotube qui l'en-
toure, et cela modi�e sa polarisabilité. Nous étudions ici la variation de la po-
larisabilité d'une molécule de C60, en fonction des caractéristiques du nanotube
dans laquelle elle est enfermée.

Tout d'abord, nous considérons une molécule de C60 centrée dans un nanotube
(10,10), soumis à un champ électrique externe axial d'1 V/nm. Nous examinons
alors la variation de la polarisabilité axiale du C60 en fonction de la longueur du
nanotube.

Ensuite, nous étudions un nanotube peapod multiparoi in�ni, dans lequel les
molécules de C60 sont équidistantes de 5,6 Å(valeur choisie a�n que la période
axiale à laquelle se répètent les molécules C60 soit commensurable avec celle du
nanotube qui l'entoure). Une fois la structure soumise à un champ électrique
externe transverse d'1 V/nm, nous calculons la polarisabilité transverse du C60,
en fonction du nombre de couches constituant le nanotube.

3.2.3 Résultats obtenus et commentaires

Polarisabilité axiale d'un C60 centré dans un nanotube (10,10) en fonc-
tion de la longueur de celui-ci

La �gure 3.14 présente la variation de la polarisabilité axiale de la molécule
de C60, en fonction du nombre de cellules unités constituant le nanotube (10,10)
qui l'entoure. La longueur d'une de ces cellules unités est de 2,46 Å.
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Fig. 3.14 � Polarisabilité axiale en Å3 d'un C60 centré dans un nanotube (10,10),
en fonction du nombre de cellules unités constituant celui-ci

On observe tout d'abord une atténuation très rapide de la polarisabilité axiale
du C60 avec la longueur du nanotube. Elle est ainsi divisée par dix, lorsque l'on
passe d'un C60 isolé, à un C60 enfermé dans un nanotube constitué de 4 cellules
unités. Cette décroissance ralentit ensuite, et pour une longueur su�sante du
nanotube (environ 12 cellules unités), l'allongement du tube in�uence de manière
beaucoup plus faible la polarisabilité du C60.

Le graphe 3.15 est identique au précédent mais la polarisabilté y est repré-
sentée de manière logarithmique. On observe que la courbe de polarisabilité peut
s'assimiler à une décroissance exponentielle avec changement de pente qui peut
être � �ttée � par une courbe de la forme :

αax
C60

= 75, 7611 exp

(
− n

1, 8968

)
+ 1, 4307 exp

(
− n

132, 8

)
, (3.3)

où n représente le nombre de cellules unités.



3. E�ets de champs électriques sur des nanotubes de carbone 56

0 10 20 30 40
1

10

100

P
ol

ar
is

ab
ili

té
 d

u 
C

60

Nombre de cellules unités

Fig. 3.15 � Polarisabilité axiale en Å3 d'un C60 centré dans un nanotube (10,10),
en fonction du nombre de cellules unités constituant celui-ci - Graphe logarith-
mique.

Nous pensons que ce changement de pente est dû aux e�ets de bord. Rajouter
des atomes aux extrémités d'un nanotube court, modi�e de manière importante la
composante transverse du champ électrique ressenti par le C60 ; ce qui diminue de
manière conséquente sa polarisabilité axiale. Pour de longs nanotubes, le champ
produit par des atomes rajoutés aux extrémités est quasi axial, et son in�uence
est donc négligeable sur la composante transverse du champ ressenti par le C60

(Figure 3.16).

Fig. 3.16 � Direction du champ électrique produit, sur le C60, par des atomes
situés aux extrémités du nanotube. Rajouter des atomes aux extrémités d'un na-
notube court, modi�e de manière importante la composante transverse du champ
électrique ressenti par le C60, ce qui n'est pas le cas lorsque l'on rajoute des atomes
aux extrémités d'un long nanotube.
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Polarisabilité transverse d'un C60 dans un nanotube peapod multiparoi
in�ni en fonction du nombre de parois

Nous avons calculé la polarisabilité d'une molécule de C60 seule, puis entourée
d'autres molécules de C60 arrangées périodiquement, selon un réseau unidimen-
sionnel, et en�n dans les nanotubes peapods C60@(10,10), C60@(10,10)@(15,15) et
C60@(10,10)@(15,15)@(20,20). Les valeurs obtenues sont reprises dans le tableau
3.1.

Structure considérée αtr
C60

C60 isolé 76,5 Å3

C60 périodisé 69,7 Å3

Peapod (10,10) 8,4 Å3

Peapod (10,10)@(15,15) 1,1 Å3

Peapod (10,10)@(15,15)@(20,20) 0.14 Å3

Tab. 3.1 � Polarisabilité transverse d'un C60 dans un nanotube peapod multipa-
rois in�ni, en fonction du nombre de parois.

Il est délicat de � �tter � ces valeurs, vu le nombre restreint de points dis-
ponibles. Remarquons tout de même qu'elles correspondent remarquablement à
une décroissance exponentielle (Figure 3.17) de la forme :

αtr
C60

= 69, 7 exp (−2, 12n) . (3.4)

où n est le nombre de parois.
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Fig. 3.17 � Polarisabilité transverse en Å3 d'un C60 dans un nanotube peapod
multiparoi in�ni, en fonction du nombre de parois - Fitting.



Chapitre 4

Perspectives

Dans ce chapitre, nous abordons les perspectives ouvertes par le travail ef-
fectué dans le cadre de ce mémoire. Elles concernent autant l'amélioration du
modèle semi-empirique utilisé, que l'utilisation de celui-ci pour étudier de nou-
velles con�gurations intéressantes.

Au chapitre deux, nous avons relevé l'approximation introduite par la nor-
malisation des distances appliquée. Dans le chapitre trois, plusieurs résultats in-
cohérents ont mis en exergue les limites du modèle utilisé. Celui-ci devait donc
être amélioré, ce qui a été récemment e�ectué par le Docteur Alexandre Mayer
[73, 74]. Nous présentons brièvement, dans la première section de ce chapitre, le
nouveau formalisme qu'il a développé. Il serait particulièrement intéressant, dans
un travail futur, d'utiliser ce nouveau modèle pour recalculer les résultats obtenus
dans ce mémoire. Cela permettrait notamment d'observer comment le nouveau
modèle s'accommode des problèmes rencontrés par l'ancien.

Parmi les nombreuses applications envisageables du modèle développé, l'une
d'entre elles a particulièrement retenu notre attention. Il s'agit d'étudier les na-
notubes de nitrure de bore, qui sont des structures semblables aux nanotubes de
carbone, dans lesquelles les atomes de carbone sont remplacés par une alternance
d'atomes de bore et d'azote. Si leurs propriétés sont relativement proches de celles
des nanotubes de carbone, elles présentent tout de même des spéci�cités particu-
lièrement prometteuses. Nous discutons brièvement, dans la seconde section de
ce chapitre, de l'intérêt [4, 5] et de la mise en oeuvre d'une telle étude.
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4.1 Nouveau formalisme pour le modèle
semi-empirique de charges et de dipôles

4.1.1 Expression exacte de l'énergie électrostatique d'une

distribution de charges et de dipôles gaussiens

Précédemment, nous décrivions les charges et les dipôles atomiques par des
charges ponctuelles, et appliquions une normalisation des distances, inspirée de
l'énergie d'interaction entre deux distributions de charges gaussiennes. Cette for-
mulation est approximative et également un peu confuse, car on considère tantôt
des charges ponctuelles, tantôt des distributions gaussiennes. Dans le cadre d'un
nouveau modèle, il est nécessaire d'établir une formulation qui soit cohérente et
exacte.

Pour ce faire, nous décrivons les charges et les dipôles atomiques par des
distributions gaussiennes de charge de la forme ρ (~r) = q

π3/2R3 exp
(
−|~r−~rq |2

R2

)
, et

calculons la valeur exacte de l'énergie électrostatique du système formé par ces
distributions gaussiennes. En�n, comme auparavant, nous cherchons la valeur des
qi et ~pi, par minimisation de l'énergie électrostatique ainsi déterminée.

Partons à nouveau de l'énergie d'interaction entre deux charges atomiques qi
et qj représentées par des distributions gaussiennes de charges :

Eqiqj
=

1

4πε0

qiqj

|~ri − ~rj|/erf
(
|~ri−~rj |√

2R

) , (4.1)

que l'on peut récrire :

Eqiqj
= qi

 1

4πε0

erf
(
|~ri − ~rj|√

2R

)
|~ri − ~rj|


︸ ︷︷ ︸

Tq−q(~rij)

qj

= qiTq−q

(
~rij
)
qj. (4.2)

Un dipôle atomique ~pi, n'est rien d'autre que deux distributions gaussiennes de
charges +q~pi

et −q~pi
placées côte à côte. Son énergie d'interaction avec une charge

atomique gaussienne qj est donc égale à la somme des énergies d'interaction de
+q~pi

et −q~pi
avec qj :

E~piqj
= q~pi

Tq−q

(
~rij +

~pi

2q~pi

)
qj − q~pi

Tq−q

(
~rij − ~pi

2q~pi

)
qj

= q~pi

[
Tq−q

(
~rij +

~pi

2q~pi

)
− Tq−q

(
~rij − ~pi

2q~pi

)]
qj. (4.3)
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Un développement en série au premier ordre de Tq−q

(
~rij + ~pi

2q~pi

)
et Tq−q

(
~rij − ~pi

2q~pi

)
donne alors :

E~piqj
= q~pi

[
~pi

q~pi

~∇~ri
Tq−q (~r)

]
qj

= −~pi

(
−~∇~ri

Tq−q (~r)
)

︸ ︷︷ ︸
T~p−q(~rij)

qj

= −~piT~p−q

(
~rij
)
qj. (4.4)

En�n, l'énergie d'interaction entre deux dipôles atomiques gaussiens ~pj et ~pi,
n'est autre que la somme des interactions des gaussiennes +q ~pj

et −q ~pj
avec ~pi.

En procédant comme précédemment, on a :

E~pi ~pj
= −~pi

(
−~∇~rj

⊗ T~p−q (~r)
)

︸ ︷︷ ︸
T~p−~p(~rij)

~pj

= ~piT~p−~p

(
~rij
)
~pj. (4.5)

Ces relations permettent d'exprimer de manière simple, la valeur exacte de
l'énergie électrostatique totale d'une distribution de charges et de dipôles gaus-
siens, représentant le nanotube :

Etot =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

qiTq−q

(
~rij
)
qj +

N∑
i=1

qi (Vi + χi)−
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

~piT~p−~p

(
~rij
)
~pj

−
N∑

i=1

N∑
j=1

~piT~p−q

(
~rij
)
qj −

N∑
i=1

~pi · ~Eext (~ri) . (4.6)

Les deux premiers termes correspondent à la création à l'in�ni des charges
et à leur positionnement dans le nanotube, les trois derniers termes représentent
la formation des dipôles, un à un, en présence des charges et du champ externe.
Il su�t, comme auparavant, de minimiser cette énergie totale, pour trouver les
valeurs des qi et ~pi qui décrivent au mieux le nanotube à l'équilibre.

On peut véri�er que :

lim
~rij→0

T~p−q

(
~rij
)

= 0; (4.7)

l'énergie d'interaction entre dipôle et charge associée à un même atome est donc,
comme attendu, nulle par symétrie. De plus :
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lim
~rij→0

Tq−q

(
~rij
) q2

i

2
=

√
2
π

4πε0

1

R

q2
i

2
, (4.8)

et on retrouve bien l'énergie de formation d'une distribution gaussienne de charge
établie au chapitre deux. En�n, l'énergie de création d'un dipôle s'exprime :

lim
~rij→0

−1

2
~pi · T~p−~p

(
~rij
)
~pi =

1

2
~pi ·

 1

4πε0

√
2
π

3R3
11

 ~pi, (4.9)

où 11 est le tenseur identité.
Dans ce nouveau modèle, le tenseur de polarisabilité d'un atome de carbone

α, est donc donné par un tenseur isotrope dépendant du paramètre R :

α =
1

4πε0

√
2
π

3R3
11. (4.10)

Le nouveau modèle ne fait donc plus intervenir qu'un seul paramètre ajustable,
le rayon des gaussiennes R. Néanmoins, comme le modèle décrit deux phénomènes
distincts, la polarisation des atomes et l'accumulation de charge sur ceux-ci, il
est intéressant d'avoir, comme précédemment, deux paramètres distincts associés
respectivement à chacun de ces deux phénomènes. Pour ce faire, on modi�e le
modèle pour représenter charges et dipôles par des gaussiennes de rayons dif-
férents. De plus, on peut améliorer celui-ci, en réinsérant une anisotropie dans
l'expression du tenseur de polarisablilité des atomes de carbone.

4.1.2 Apports de ce nouveau formalisme

Outre sa plus grande cohérence théorique et sa formulation plus simple, les
premiers calculs réalisés par le docteur Alexandre Mayer, à l'aide de ce modèle,
ont déjà mis en avant ses apports. Il constate ainsi une meilleure stabilité numé-
rique de l'algorithme développé sur base de ce modèle. En�n, les résultats obtenus
présentent une concordance excellente avec les valeurs théoriques et expérimen-
tales de référence.
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4.2 Étude des nanotubes de nitrure de bore

4.2.1 Description et intérêt

Fig. 4.1 � Vue d'ensemble en microscopie électronique, à bas grandissement, des
nanotubes de nitrure de bore (cliché R. Arenal, LEM, ONERA)

Le nitrure de bore (BN) n'existe pas dans la nature et a été synthétisé pour
la première fois en 1842 par Balmain et Prakt [75, 76]. Du fait de la proximité du
bore et de l'azote avec le carbone dans le tableau périodique (ce dernier s'intercale
entre les deux autres sur la même rangée), le nitrure de bore et le carbone sont des
systèmes isoélectroniques, et on a rapidement envisagé, après la découverte des
nanotubes de carbone, l'existence de nanotubes de nitrure de bore. La stabilité
de telles structures est ainsi prédite théoriquement en 1994 [77], et la première
synthèse intervient dès 1995 [78].

Fig. 4.2 � Nanotubes de BN chaise et zig-zag

Géométriquement, les nanotubes BN possèdent une structure identique à celle
des nanotubes de carbone. Les atomes de carbone sont simplement remplacés
par une succession d'atomes de bore et d'azote (Figure 4.2). La plupart de leurs
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propriétés physiques sont d'ailleurs relativement proches, on citera par exemple
l'excellente rigidité mécanique, une grande conductivité thermique et de bonnes
propriétés d'émission de champ.

La grande di�érence entre nanotubes de carbone et nanotubes de nitrure
de bore est le caractère isolant de ces derniers, quels que soient la chiralité et le
nombre de parois des tubes. La largeur de leur bande interdite est ainsi considérée
comme supérieure à 5,5 eV, pour des nanotubes de diamètre supérieur à 9,5 Å
[79]. Un tel gap est très intéressant en soi, car il correspond à une émission dans
l'ultraviolet, longueur d'onde où les sources et les détecteurs sont rares. De plus,
ce caractère isolant est parfaitement complémentaire à celui, métallique ou semi-
conducteur, des nanotubes de carbone. On a ainsi montré qu'il était possible de
réaliser des dispositifs avec une large gamme de gaps, en joignant nanotubes de
carbone et de nitrure de bore. Ces structures présentent même une polarisation
spontanée, qui peut augmenter de manière importante les propriétés d'émission
de champ des nanotubes considérés [80].

4.2.2 Mise en oeuvre et di�cultés

Dans un travail futur, il serait donc très intéressant de généraliser notre mo-
dèle pour traiter également des nanotubes de nitrure de bore. Comme ces struc-
tures sont isolantes, il faudra considérer un modèle de dipôles uniquement. Nous
devrons également tenir compte du caractère partiellement ionique de la liaison
entre bore et azote, qui entraîne l'apparition de charges nettes sur les atomes.

Une des di�cultés que nous pensons rencontrer consiste à trouver des données
expérimentales, pour ajuster les paramètres empiriques du modèle, ces structures
étant tout de même bien moins étudiées que les nanotubes de carbone.



Conclusion

A l'heure d'introduire ce compte-rendu de mémoire, j'avais dé�ni trois objec-
tifs. Montrer l'intérêt des recherches e�ectuées dans ce mémoire, faire transpa-
raître dans le texte mon apprentissage de la démarche scienti�que, et apprendre à
partager au mieux les connaissances acquises, en rédigeant un exposé clair, cohé-
rent et structuré. Voyons maintenant dans quelle mesure ceux-ci ont été atteints.

D'un point de vue scienti�que, le bilan me semble globalement positif. Le
modèle utilisé est un très bon outil théorique pour la description des propriétés
des nanotubes de carbone. Ce mémoire a été l'occasion de le généraliser et de le
confronter à l'étude de diverses structures d'intérêt expérimental.

Les résultats obtenus donnent des informations intéressantes, concernant la
répartition de la charge sur des nanotubes proches d'une surface métallique, et la
polarisabilité d'une molécule de C60 dans un nanotube � peapod �. Ces informa-
tions ont un intérêt scienti�que non négligeable, dans le cadre du développement
des applications des nanotubes de carbone. Elles ont d'ailleurs été l'objet de
contacts fructueux avec des physiciens expérimentateurs.

La qualité de ces résultats nous pousse à vouloir, dans le futur, généraliser
le modèle à l'étude des nanotubes de nitrure de bore, qui nous semblent par-
ticulièrement intéressants. Paradoxalement, ces résultats ont également montré
les limites du modèle, et, alors que celui-ci a été perfectionné, il nous tarde de
pouvoir mettre à l'épreuve les améliorations apportées.

Durant mes quatre années d'étude, on m'a principalement demandé de com-
prendre de la science. Avec ce mémoire, on me demande pour la première fois
d'en faire. J'ai vécu cette expérience comme un � rite de passage �, où j'ai pu uti-
liser les connaissances longuement a�ûtées, a�n de traverser pour la première fois
les épreuves qui rythment la vie d'un chercheur, et être accepté dans la commu-
nauté scienti�que. Les quatre chapitres de l'exposé re�ètent chacun une facette
de l'apprentissage ainsi acquis.

Le premier chapitre, consacré aux nanotubes, est un compte rendu de l'étude
de bibliographie réalisée au début de ce mémoire. Cette étape, fondamentale
dans toute recherche scienti�que, avait pour objectif de dé�nir, au mieux, le
cadre scienti�que et théorique du mémoire. Dans l'exposé, j'ai cherché également
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à laisser transparaître l'intérêt que j'ai eu à découvrir l'attrait scienti�que des
nanotubes de carbone.

Dans le deuxième chapitre, je souligne ce que j'ai découvert d'un procédé fon-
damental en physique, le développement d'un modèle. Très loin de vouloir être une
description la plus rigoureuse et la plus complète d'un phénomène, en partant par
exemple des fondements de la physique pour l'expliquer de manière exhaustive,
un modèle est souvent le fruit d'une volonté de simpli�cation et d'approximation,
a�n de mettre en évidence certains aspects du phénomène. La réalisation d'un
modèle débute donc par un parti pris, puis par la dé�nition d'un principe simpli�-
cateur, pour en�n arriver à la formalisation mathématique. Dans un registre plus
terre à terre, le travail réalisé m'a permis de créer et de gérer, pour la première
fois, un programme informatique réellement important, m'obligeant à toujours
veiller à programmer de manière claire, modulaire et avec un contrôle constant
de la qualité.

Le calcul et l'interprétation des résultats ont dû se réaliser avec la rigueur,
l'objectivité et de la bonne foi qui font la force de la science.

Le dernier chapitre, qui présente les perspectives ouvertes à la �n de ce mé-
moire, consacre l'attitude qu'il faut avoir envers ses recherches, mêlée d'enthou-
siasme et de remise en question perpétuelle.

En�n, concernant le dernier objectif � la clarté de l'exposé, je pense que
vous, lecteurs, êtes les seuls et meilleurs juges. Pour ma part, l'e�ort entrepris
pour rédiger ce mémoire a été enrichissant, en me permettant de clari�er le regard
que je porte sur le travail e�ectué, et d'entraîner mon esprit à mieux structurer,
synthétiser et simpli�er des idées parfois complexes. Ce dernier apprentissage,
me semble, à posteriori, extrêmement important. En e�et, au delà de quelques
grandes personnalités emblématiques, comme Newton ou Einstein, la science est
avant tout une ÷uvre communautaire, où chaque personne, chaque génération,
apporte sa petite pierre à un édi�ce qui les dépasse. Preuve en est le système des
publications, qui rythme la vie d'un scienti�que. De plus, la science, si elle est
utilisée avec raison, est un formidable moteur de développement pour l'humanité.
Pour ces deux raisons, une recherche scienti�que, quelle que soit sa qualité, n'a
aucune valeur, si la connaissance qu'elle apporte n'est pas disponible et compré-
hensible par la communauté scienti�que entière. Apprendre à faire de la science,
c'est donc aussi apprendre à expliquer au mieux ses recherches à d'autres scien-
ti�ques.



Annexes

A.1 Énergie de formation d'une distribution quel-
conque de charge

Dans cette première annexe, nous calculons, en toute généralité, l'énergie né-
cessaire pour former une distribution quelconque de charge, d'abord discrète puis
continue, à partir de ses composantes ponctuelles, placées à l'in�ni.

A.1.1 Distribution discrète de charge

Débutons par calculer l'énergie de formation d'une distribution discrète de
charge {qi}, avec i = 1 . . . N .

Le travail de l'expérimentateur pour amener la première charge ponctuelle q1,
de l'in�ni à sa place dans la distribution, est bien sûr nul. Pour amener q2 à sa
place, le travail de l'expérimentateur (opposé au travail de la force de Coulomb
de q1 sur q2) vaut :

T1 = −
∫ r12

+∞

1

4πε0

q1q2

r2
dr =

1

4πε0

q1q2

r12
. (A.1)

Pour amener q3 à sa place, le travail de l'expérimentateur est la somme de
deux travaux, car à présent deux charges q1 et q2 exercent une force de Coulomb
sur q3 :

T2 =
1

4πε0

q1q3

r13
+

1

4πε0

q2q3

r23
. (A.2)

Le travail total Ttot à fournir pour créer la distribution, est la somme des
travaux nécessaires pour amener chacune des N charges qui la constituent. On
peut alors exprimer Ttot de manière intéressante comme suit :
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Ttot =
q1

4πε0
(0 + 0 + . . .+ 0)

+
q2

4πε0

(
q1

r12
+ 0 + . . .+ 0

)
+

q3

4πε0

(
q1

r13
+
q2

r23
+ . . .+ 0

)
...

+
qN

4πε0

(
q1

r1N

+
q2

r2N

+ . . .+
qN−1

r(N−1)N

+ 0

)
. (A.3)

La force de Coulomb étant conservative, on trouvera la même valeur de Ttot,
si l'on forme la distribution en amenant d'abord la charge qN , puis la charge qN−1

et ainsi de suite jusqu'à la charge q1 :

Ttot =
qN

4πε0
(0 + . . .+ 0 + 0 + 0) +

...

+
q3

4πε0

(
0 + 0 + 0 +

q4

r43
+ . . .+

qN

rN3

)
+

q2

4πε0

(
0 + 0 +

q3

r32
+ . . .+

qN

rN2

)
+

q1

4πε0

(
0 +

q2

r21
+ . . .+

qN

rN1

)
. (A.4)

En additionnant membre à membre les relations A.3 et A.4, on peut obtenir
une expression simple de Ttot :

2Ttot =
q1

4πε0

(
0 +

q2

r21
+ . . .+

qN

rN1

)
+

q2

4πε0

(
q1

r12

+ 0 +
q3

r32
+ . . .+

qN

rN2

)
+

q3

4πε0

(
q1

r13

+
q2

r23
+ 0 +

q4

r43
+ . . .+

qN

rN3

)
...

+
qN

4πε0

(
q1

r1N

+
q2

r2N

+ . . .+
qN−1

r(N−1)N

+ 0

)
, (A.5)

c'est-à-dire :
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Ttot =
1

2

N∑
i=1

∑
j 6=i

qiqj

4πε0rji

=
1

2

N∑
i=1

qi

(∑
j 6=i

qj

4πε0rji

)
=

1

2

N∑
i=1

qiVi, (A.6)

où Vi est le potentiel créé à l'endroit de qi par toutes les autres charges.

A.1.2 Distribution continue de charge

On peut généraliser le résultat de l'équation A.6 dans le cas d'une distribu-
tion continue de charge, dé�nie par une densité ρ (~r). Les sommes deviennent
simplement des intégrales, et l'énergie de formation vaut :

Ttot =
1

2

∫
<3

∫
~r′ 6=~r

ρ (~r) ρ
(
~r′
)

4πε0

∣∣∣~r′ − ~r
∣∣∣d~r′d~r

=
1

2

∫
<3

ρ (~r)

∫
~r′ 6=~r

ρ
(
~r′
)

4πε0

∣∣∣~r′ − ~r
∣∣∣d~r′

 d~r

=
1

2

∫
<3

ρ (~r)V (~r) d~r, (A.7)

où Vρ (~r) est le potentiel créé en ~r par la distribution de charge.
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A.2 Énergie de création d'un dipôle atomique

Fig. A.1 � Création d'un dipôle.

Nous calculons ici l'énergie nécessaire pour créer un dipôle atomique ponctuel
~pi, à partir de la situation où les deux charges +q~pi

et −q~pi
qui le constituant sont

superposées.
Cette énergie n'est autre que le travail du champ polarisant ~Epolarisant, agissant

sur l'atome i de polarisabilité αi, pour séparer +q~pi
et −q~pi

le long du vecteur
~pi

q~pi

(Figure A.1) :

E41i
tot =

∫ ~pi/2q~pi

~0

(+q~pi
) ~Epolarisant · d~d

+

∫ ~pi/2q~pi

~0

(−q~pi
) ~Epolarisant ·

(
−d~d

)
= 2

∫ ~pi/2q~pi

~0

q~pi
~Epolarisant · d~d. (A.8)

A chaque instant, on peut exprimer le champ polarisant en fonction de la
valeur du dipôle à cet instant :

~p = αi
~Epolarisant (A.9)

⇔ ~Epolarisant = α−1
i ~p (A.10)

⇔ ~Epolarisant = α−1
i q~pi

(
2~d
)
. (A.11)
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L'énergie de création du dipôle s'écrit alors :

E41i
tot = 2

∫ ~pi/2q~pi

~0

(q~pi
)2
(
α−1

i 2~d
)
· d~d

=
1

2
~pi · α−1

i ~pi, (A.12)

Notons que le résultat ne dépend pas des valeurs particulières des +q~pi
et −q~pi

choisies.
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A.3 Énergie potentielle d'un dipôle atomique dans
le champ électrique régnant dans le nanotube
au moment de sa création

L'énergie potentielle d'un dipôle atomique ponctuel ~pi baignant dans un champ
électrique est simplement la somme des énergies potentielles des charges +q~pi

et
−q~pi

qui le composent.
De ce fait, l'énergie potentielle d'interaction du dipôle ~pi, avec le champ élec-

trique produit par la charge qi, associée au même atome, est nulle par symétrie.
Soit V ~pi (~r) le potentiel dû au champ électrique externe et à celui produit par

les autres charges et par les dipôles créés avant ~pi. L'énergie potentielle de ~pi vaut
alors :

E42i
tot = (+q~pi

)V ~pi

(
~r(+q~pi)

)
+ (−q~pi

)V ~pi

(
~r(−q~pi)

)
. (A.13)

La position ~r(+q~pi)
et ~r(−q~pi)

des charges consitutives du dipôle peut se récrire
en fonction de la position de l'atome correspondant ~ri, qui n'est autre que la
position du centre du dipôle :

~r(+q~pi)
= ~ri +

~pi

2q~pi

(A.14)

~r(−q~pi)
= ~ri −

~pi

2q~pi

. (A.15)

On a alors :

E42i
tot = (+q~pi

)V ~pi

(
~ri +

~pi

2q~pi

)
+ (−q~pi

)V ~pi

(
~ri −

~pi

2q~pi

)
. (A.16)

On peut maintenant développer V ~pi

(
~ri + ~pi

2q~pi

)
et V ~pi

(
~ri − ~pi

2q~pi

)
au premier

ordre autour de ~ri :

E42i
tot = (+q~pi

)

(
V ~pi (~ri) +

~pi

2q~pi

· ~∇V ~pi

∣∣∣
~r=~ri

+ 0

(
~pi

2q~pi

))
+ (−q~pi

)

(
V ~pi (~ri)−

~pi

2q~pi

· ~∇V ~pi

∣∣∣
~r=~ri

+ 0

(
~pi

2q~pi

))
(A.17)

≈ ~pi · ~∇V ~pi

∣∣∣
~r=~ri

(A.18)

= −~pi ·

(
~Eext (~ri) +

∑
j 6=i

~Eqj
(~ri) +

i−1∑
j=1

~E~pj
(~ri)

)
, (A.19)
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par dé�nition du potentiel V ~pi (~r). Dans cette expression,
~Eext (~ri) est la valeur du champ électrique externe sur l'atome i,

~E~qj
(~ri) =

1

4πε0

qj

(r̄ij)
2

~ri − ~rj

|~ri − ~rj|
est le champ électrique créé par la charge qj sur

l'atome i,

~E~pj
(~ri) =

1

4πε0

 −~pj

(r̄ij)
3 +

3
(
~pj · ~ri−~rj

|~ri−~rj |

)
~ri−~rj

|~ri−~rj |

(r̄ij)
3

 est le champ électrique créé par

le dipôle ~pj sur l'atome i.
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