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Chapitre 1

Introduction

De nos jours, les satellites artificiels modifient la vie sur la Terre et I’y organisent :
satellites de communication pour les échanges de sons et d’images, satellites météo-
rologiques pour la prévision du temps, satellites de navigation pour le guidage précis
de navires sur toutes les mers du monde, satellites scientifiques & missions hautement
spécialisées, satellites militaires aux applications publiques ou secrétes multiples, etc.
Depuis Spoutnik 1, lancé en 1957, plus de 4000 engins ont été expédiés dans l'espace
par les diverses nations de la planéte. Il s’agit autant de satellites placés sur I'une ou
I’autre orbite terrestre que de sondes qui ont quitté I’environnement immeédiat de la
Terre pour explorer la Lune ou les autres planétes. Lors de chacune de ces missions,
un grand nombre de débris sont générés. Ces débris sont de différentes origines :
citons d’abord les gros débris, ceux-ci peuvent provenir de morceaux du lanceur lui-
méme, ou d’objets perdus par les astronautes, ou encore de vieux satellites inutilisés,
etc. Le catalogue du NORAD (North American Aerospace Defense) - sans doute le
plus complet qui existe au monde - fait état de plus de 8500 objets de plus de 10
cm en orbite autour de la Terre. Si 'on s’intéresse maintenant aux débris plus petits,
de l'ordre du centimeétre, on arrive déja & plus de 100.000 objets répertoriés et on
dépasse le million pour des débris de type particule de ’ordre du millimétre. Les
temps de vie de ces débris sont également trés différents, de 'ordre d’un an, d’une
dizaine d’années, méme de siécles pour les orbites les plus hautes.

Dans le but d’éviter toute collision avec un satellite ou une station en activité, il
est donc nécessaire de déterminer l'orbite de ces débris et ceci en particulier pour
les plus gros. On pourait dés lors penser & l'intégration purement numérique des
équations différentielles du mouvement ; en effet, la mise en oeuvre d’une telle mé-
thode est beaucoup moins lourde que celle des méthodes analytiques. Cependant,
ces méthodes ne permettent pas d’obtenir, comme pour les théories analytiques, des
informations qualitatives sur le comportement du systéme. Elles sont également trés
coliteuses en temps de calcul et d’autant plus que l'intervalle d’intégration est grand.
Signalons encore que la précision obtenue dépend fortement de l'intervalle d’inté-
gration et se dégrade rapidement lorsque cette longueur croit. Dans le cadre de ce
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mémoire, nous choisirons une méthode dite mixte. Dans une telle méthode, on in-
tégre numériquement un systéme différentiel moyennisé sur les courtes périodes. Ce
systéme différentiel est construit & partir du systéme différentiel initial & I’aide d’une
théorie analytique et éventuellement complétée par des quadratures numériques pour
certaines perturbations. Le fait d’éliminer les variations & courtes périodes du sys-
téme différentiel permet en fait d’utiliser un pas d’intégration plus grand et réduit
ainsi le temps de calcul nécessaire et les effets d’erreurs.

Ce mémoire consiste & analyser un algorithme basé sur un mapping symplectique,
mis au point par S. Breiter et G. Metris et contenant différentes contributions gra-
vitationelles, comme les perturbations luni-solaires, ou non gravitationelles, comme
le drag atmosphérique et la pression de radiation solaire. Ce mapping est construit
a partir des équations du probléme du satellite artificiel, moyennisées sur les courtes
périodes, de fagon analytique. Les termes zonaux et tesseraux du géopotentiel y sont
présents jusqu’a l’ordre 6.

Je procéderai en deux étapes. Premiérement, je présenterai différents concepts théo-
riques nécessaires & la compréhension générale de l’algorithme. Au Chapitre 2, je
montrerai, de maniére assez détaillée, comment le potentiel terrestre, influencé par
différentes perturbations, peut étre exprimé sous la forme d’un développement en
série et plus précisément, un développement en harmoniques sphériques. Je donnerai
ensuite, dans le contexte de notre algorithme, une forme plus adéquate a ce dévelop-
pement. Le Chapitre 3, pour sa part, s’attachera & décrire la perturbation due & la
pression de radiation solaire et la perturbation luni-solaire ainsi qu’a montrer com-
ment l'on peut exprimer ces perturbations sous une forme hamiltonienne. Enfin, Le
Chapitre 4 nous permettra de déterminer 'influence d’une force non conservative sur
les équations différentielles du mouvement. Nous appliquerons alors ce résultat dans
le cas qui nous intéresse ici; a savoir, I'influence d'une force de drag atmosphérique.

La seconde partie concerne I’algorithme proprement dit. Au Chapitre 5, de maniére
analogue a Darticle de référence (c.f [6]), je présenterai les grandes lignes de 1'algo-
rithme, basées pour la plupart sur les concepts théoriques que j’aurai développés dans
les chapitres précédents, ainsi que différents détails techniques. Finalement, Le der-
nier chapitre de ce mémoire consistera en une application du programme SYMPSAT2
correspondant & 1’algorithme. Je développerai une analyse de la fiabilité et de la préci-
sion de ce programme en comparant différents résultats avec un ensemble de données
relatives & certains satellites artificiels. A 1’aide de ce programme, je m’intéresserai
également a 'analyse des effets respectifs de chacune des perturbations. Comme der-
nier point, je commenterai le code source principale de cette algorithme de maniére
4 mieux cerner son implémentation.
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Développement en harmoniques
sphériques
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2.1 Potentiel créé par la Terre en un point extérieur

Notre objectif est ici de déterminer 1’expression analytique du potentiel terrestre en
un point extérieur a la terre en tenant compte de diverses pertubations telles que
celles dues a la non sphéricité et la non homogénéité de la Terre.

élément de volume

/ dv N Satellite
A

=
=

. Terre (Volume V)
el

Nous savons que la force gravitationnelle est conservative, elle dérive donc d’un po-
tentiel V.
F conservative & F = —-VV

Dans le cas d’une force centrale, nous avons :

F = —r " 7= [—r "|[zwe) + y& + 263]
OF, n-l-laT —-n
o (—n)r ax-i-( T)
_m or 1
T pniiggt  gm
_n 2 1 _on 5 1
T ol pn T pe2® T
De méme, on a :
OF, _ n 2 1
dy —n2¥ T
OFy _ m o 1
or 2 T
= o n ) 2 2 _'n/—3
V.F—rn+2(x +y —i—z)—r—n_ s



CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENT EN HARMONIQUES SPHERIQUES 5

or, dans le cas gravitionnel, n = 3
n=3—V.F=0
ie
V2V =V.(=VV) =0 (2.1)
Le potentiel est donc solution de 1’équation de Laplace

Considérons les coordonnées sphériques classiques

= TCOoS¢CcosA
= 7rCos¢sin

z = rsing
Le Laplacien s’exprime dés lors sous la forme : (c.f Annexe A.1)

1 9

1[0,,0, 1 8 &
cos? ¢ ON?

2 _ 9 “
v (r Br)+cos¢8¢

(cos ¢%) +

Nous allons résoudre l'équation différentielle (2.1) par la méthode de séparation des
variables. On propose donc comme solution :

r2 | or

V(r,\, ¢) = R(r).S(\).F(¢)

On obtient ainsi une nouvelle équation différentielle

d, 5., 1 1 d n 1 1 s”

—(r*R)—= + —(cos¢pF' )=+ ————=0 2.2

dr( )R cos¢d¢( ¢ )F cos2¢ S (2:2)
dépend de v uniquement - dépend de A\ et}? uniquement -

Dans la mesure ou le premier membre ne dépend que de r et le second ne dépend que
de X et ¢, on peut égaler ces deux membres & une méme constante (au signe prés)
11 nous reste alors & résoudre les deux équations différentielles suivantes :

d 9.1

dT(r R)R =a (2.3)
1 d RS T

COSQS%(cosqﬁF)F + o?g 5 -« (2.4)
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Réécrivons (2.3) r?R"+2rR'—aR =10

Pour résoudre cette équation, on propose une solution de la forme :

R(r)y=r?*

On obtient ainsi deux solutions :
Ry(r) =7
Ry(r)=rt1

Par le principe de superposition, nous savons que toute combinaison linéaire de so-
lutions d’une équation différentielle linéaire homogene est encore une solution.
On considére ainsi comme nouvelle solution :

R(r) = Ayrt + Agr=(H1)
Cependant, on désirerait obtenir un potentiel qui s’annule & ’infini, i.e t.q

lim R(r)=0
r—+00
Suivant que [ < 0 ou [ > 0, on éliminera donc une des deux fonctions ( i.e A; =0 ou
A9 =0). S.p.d.g supposons que [ > 0
La solution de (2.3) est donc :

R(r) = Agr—(+1) (2.5)

Passaons maintenant & la résolution de 1’équation (2.4), On a :

1 4, ¢F) LS 41 =0
cos ¢ do cos 032¢ S
o
9 S
COS¢ (COS¢F ) + (I + 1) cos” ¢) + 5 =0
dé -~ _ ~~
¢ uniquement A uniquement

Par un raisonement analogue a la résolution de I’équation (2.2), on obtient les deux
E.D.O suivantes :

SII
5= B (2.6)
cos ¢ ¢(cos¢F') +1(l+1)cos’¢p = —p3 (2.7)

L’équation (2.6) nous donne comme solution

S(A\) = By cosmA + By sinmA avec B=-m? <0 (2.8)
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La résolution de ’équation différentielle (2.7) est beaucoup plus compliquée a ef-
fectuer que celle des équations précédentes.

Résumons briévement la méthode utilisée :
Considérons un changement de variable :
F=Q0-p>)™2V(y) avec p=sing
Nous obtenons alors ’équation suivante :
(1 —p®)V" —2uV'(m +1) + [(1 + 1) —m(m +1)]V =0 (2.9)

La solution de cette équation différentielle est un polynéme V., ()

“+o0
Vl,m(/‘) = Zakﬂk
k=0

Les coefficients de ce polyndme peuvent étre déterminés par récurrence en insérant
I'expression de V; ,,, dans I'équation (2.9).
On obtient finalement :

Fuy = (1—sin? )™V, m(p)

“+o00
= (s ™Y apt
k=0

K
I —
= (cosp)™ ZTl,m,s(sin P)l—m2s avec K = F (Tm) et m <1
s=0

La condition sur m apparait explicitement lors de la détermination des coefficients.
F ;, est connu sous le nom de polyndme de Legendre associé et est en général noté

Pim
On a:
d, o, 1
P(z) = @(Z -1) 201 (2.10)
dm
Pm(2) = (1 = 22 Z_py(2) (2.11)
) dzm
Le potentiel peut maintenant s’exprimer sous la forme désirée :
+oo 1 1
Vir,\ ¢) = lz; 2:0 ey [Clm cos mA + Sp , sinmA] Py, (sin ¢b) (2.12)
=0 m=
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Les expressions analytiques des coefficients Cj,, et S, sont connues et sont indé-
pendantes du satellite étudié.

Cim = 2= fl":’l)?(?i)? m)! /V r”Pl,m(sin #') cos mX p(7)dV (2.13)
Sim = 2= ZOZ)T(:L)T m)! /V rllPl,m (sin ¢") sin m\ p(7)dV (2.14)

ou X et ¢ sont les coordonnées sphériques de 1’élément de masse dV, et ou p(7)
représente la densité de I’élément de masse situé en 7'

Remarquons que pour m = 0, la perturbation correspondante est indépendante de la
longitude A. Sj est nul et Cj o est appelé coefficient de I’harmonique zonale de degré
[ du potentiel. Dans le cas ou m # 0, C ,, et Sy, représente les coefficients des har-
moniques tessérales de degré [ et d’ordre m. Bien que les expressions des coefficients
Cim et Spm soient connues, on ne peut pas les déterminer & partir de (2.13) et (2.14)
car nous ne connaissons pas la répartition exacte de la densité au sein de la Terre.
Dans la pratique, on détermine les valeurs des coefficients suite & l'observation des
trajectoires de satellites connus; ensuite, on peut réutiliser les valeurs obtenues pour
de futurs satellites.

2.2 Propriétés des harmoniques sphériques

La formule (2.12) peut étre réexprimée sous la forme :

+00 1 )
V2 e) =) —gdim
lmi

ol ¢f,m sont appelés les harmoniques sphériques.

i =1 correspond aux termes de la forme Cj,,, cosmA P, (sin ) et 4 = 2 aux termes
de la forme S; , sinmA Py, (sin ).

— Les harmoniques sphériques possédent la propriété d’orthogonalité :

27 z . ,
/ A\ [ dpi b =0 sil#1 oui#i oum#£m
0 _

B}

Cette propriété fait des harmoniques sphériques un moyen naturel pour la re-
présentation générale de fonctions définies sur une surface sphérique comme
I’étaient les séries de Fourier pour une fonction définie dans un espace carté-
sien.



CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENT EN HARMONIQUES SPHERIQUES

on a donc :
us
2

2 . .
| [ i vimasir
)

ClQm S cosZ m 5 .
- {Sl2,m /0 /_ d)\qs Sin2m)\ Pl,m(sul(ﬁ)

s
2

dom étant le symbole de Kronecker égal & 1 si m = 0 et & 0 sinon.

— Un moyen facile pour caractériser différentes harmoniques sphériques U] est
)

de s’intéresser a leurs zéros. (c.f Figure 2.1)

2.3 Normalisation des harmoniques sphériques

L’expression (2.12) posséde plusieurs inconvénients :

— Les polynomes P, ;, ne sont pas normés
— Les coefficients Cj, et S, ne sont pas sans dimension
— Certains termes dépendent de la longitude A et d’autres pas (ceux, pour lesquels

m = 0)
On préférera alors I’expression :
R\ . .
v o= LoES (B angting) (2.15)
T NT

RV . o
+% Z (Te) Z Py (5in ¢) [Cy 4 cOs A + S) 4, SINTA]

1>2 m=1
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i
AT
LY

VA

Figure 2.1 — Une harmonique \Ilf m Dbosseéde [ —m zéros sur une distance 7 le long
d’un méridien et m zéros sur la méme distance le long d’un paralléle.(Kaula)

avec
—(20+1)71/2

3= G

Pio(sing) = (21 +1)71/2 Py,

_ [2(21 + 1)(1 — m)!] /2 ,

_ . ' 1/2

Oy, = (I +m)! 1 i
mT 2@l + )1 —m)!| MR, "

_ r ! 1/2

5. = (I +m)! 1 S,
m= 2@+ )1 —m)!| MR.,"
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2.4 Expression en fonction des éléments elliptiques

L’expression analytique du potentiel perturbateur (2.12) n’est pas utilisable dans sa
forme actuelle. En effet, pour écrire ultérieurement les équations différentielles du
mouvement du satellite artificiel, nous devons étre en mesure d’exprimer le potentiel
perturbateur en termes des coordonnées et vitesses du satellite, ou encore mieux, en
termes des eléménts elliptiques qui leurs sont équivalents.

Orbite du satellite

Greenwich

o

v = ZZ l+1leSln¢)(ClmCOSm)\+Slmsmm)\)
=0 m=0

+oo
n:ot Z Z Vl,m

=0 m=0

7 +00
= o+ Z Vi (2.16)
=2

A = longitude géographique (A = 0 correspond & la longitude de Greenwich)
¢ = latitude géographique

Considérons une origine O définie sur 1’équateur ainsi que h la longitude du noeud
ascendant calculée a partir de cette origine.
Appelons 6 la longitude de Greenwich calculée par rapport a O

a =0+
not
A=a—-0=(a—h)+(h—0)

Considérons le systéme d’axes F = (€1, €3, €3) orthonormé droitier, €], €5 étant deux
axes dans le plan équatorial, avec €] dans la direction du noeud ascendant.
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Considérons également un autre repére orthonormal droitier F = ( fi, fa, f_é) dans le
plan de l'orbite du satellite, f1 coincidant avec €1
Le vecteur position 7 du satellite dans le repére F est alors :

—
Direction du péricentre

f Direction du noeud acendant cos(g + f)
1 [ = sin(g+ f)
0

De méme, ce vecteur a pour composantes dans le repére F :

1 0 0 cos(g + f)
[7]¢ = [Zd]jc[f]f = 0 cosI —sinl sin(g + f)
0 sinI cosl 0

rotation d'angle I autour de €i

on en déduit :

cos(g + f) cos(a — h) cos ¢
cosIsin(g+ f) | = | sin(a—h)cos¢
sinI'sin(g + f) sin ¢

On a donc les relations suivantes :

cos(g + f) = cos(a — h) cos ¢
cos I'sin(g + f) = sin(a — h) cos ¢
sin I'sin(g + f) = sin¢

cos(a — h) = Coé(p cos(g + f)
sin(a — h) = Coéq& sin(g + f)cos I

sin¢ = sin(g + f)sinI
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Remarquons que, de maniére générale, on a :
cosmB = Re(e™?)
= Re((e”)™)
= Re[(cos B+ isinB)™]

Zz’k sin® B (cos B)™ * ( 7; )]
k=0

= Re

De maniére analogue, on a :

sinmfB = Re(—ie™?)
m
= Re Zz’kil sin®g3 (cos B)™ ¥ ( TIZ )]
k=0
Nous pouvons montrer que :
. s t
. —1)8 1 $ S t ) o _on
sing) s ) = LS (3 ) (4 ) g
1=07=0 cos(s-Ht—21—21")B+i sin(s+t—21—21)B

(2.17)

Sachant que :

cosmA = cosm(a — h) cosm(h — 0) — sinm(a — h) sinm(h — 6)
sinm\ = sinm(a — h) cosm(h — ) + cosm(a — h) sinm(h — 0)

On a alors :
m 1 m
cos mA\ = Re ik sink + coski cos™k + ( ) X
(cosm(h — 0) + isinm(h — 6))
m 1 m
sinm\ = Re ik sinf(g + f) cos®i cos™ *(g + ( ) X
2 (oo gm0+ 1) 9+ %

(—icosm(h — 0) + sinm(h — 0))
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Vim = Mllflle(squ)(Clmcosm)\+Slmsmm)\)

puRL &
= o Zle (sin g)" "7 %

CimRe( --)cosm(h — 0) + isinm(h — )]

Socr

+SimBe() ) [—icosm(h — 6) + sinm(h - 9)]]

k

0

RLE
— MH_lZTlmJ smI)l m— QJSlIll m— 2](g+f)

7=0
Re [(Ciym — iS1,m) cosm(h — 0) + (S;;m +iCy ) sinm(h — 0)] X

Z i*sin¥(g + f) cos®icos™ Kg + f) ( 7: )

k=0

Rl
= MH—I ZTlmaJ (sin D)% x
7=0

DS ety () sty ) o4 1)

En utilisant la relation ( 17) on a

K m k+l—-m—2j m—k
pR. m, k+1-— m 2j m—k :
Vl,m = rl+1 - sz COSI)kAk lj Z Z ( J ) ( l” ) (_1)11
J=0 k=0 =0 1"=0
x[cos(l —2j — 2" = 21")(g + f) +isin(l — 25 — 21 — 21")(g + f)]
avec
myj k+l—m—2j gFtlmm=2j
Ay =(=1) 91—2j

Deux cas sont & envisager selon que [ — m est pair ou impair.

En effet, nous avons que pour | — m pair, 12¥t72m=2] est toujours réel. D’autre
part, pour [ — m impair, i2¥*t4=2m=2 est toujours imaginaire.

Posons dés lors :

Clm:

)

{Cl,m sil — m est pair

—S;m sil—m est impair
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Slm:

)

Sim  sil —m est pair
Cim sil—m est impair

De trés longs calculs, basés sur des changements dans les indices de sommation et
Iintroduction de ’anomalie moyenne £ ainsi que le demi grand axe a dans ’expres-
sion du potentiel permettent d’écrire :

11
Vim= (%) X D) Cumoos( — 20)(g + 1)+ m(h — 0)
p=0

+81msin((l — 2p)(g + f) +m(h - 0))]

ainsi que :
—+00
1 1 -
RN AN Z Gipq(€)Simpg
g=—00

Les fonctions Fj, et Gy, sont des fonctions de l'inclinaison I et de ’excentricité e
respectivement. Les Gip, étant développées en série entiére de e mais les Fyp,q étant
des fonctions de I sous forme finies. On peut fournir des expressions explicites pour
ces fonctions. Ces expressions sont compliquées et peu parlantes.

Finalement, on peut donner au développement de la fonction perturbatrice compléte
d’un satellite la forme suivante :

l l [’}
KR, G Not
’CZ + ICT — a”i Z ZEmp(I) Z Glpq(e)Slmpq(ga h,é, 9) :O P (2'18)
=2 m=0 p=0 q=—00
_ C I —m pair S | — m pair
Slmpq = |: tm :| COS ‘Ijlmpq + |: Jlm :| sin \Ijlmpq (219)
—Sim 1 — m impair Cim 1 — m impair
Wimpq = (I = 2p)g + (I = 2p + q)¢ + m(h — 0) (2.20)

ol Fymp(I) est la fonction d’inclinaison (c.f Annexe A.4), Gyyq(e) la fonction d’excen-
tricité (c.f Annexe A.5), C,;, et Sy, sont les coefficients normalisés du développement
en harmoniques sphériques.

Remarquons que dans le cas zonal (m = 0), le potentiel est indépendant de h et
de 6 i.e dela longitude du noeud ascendant et du temps sidéral.
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2.5 Classification des harmoniques

Cette premiére formulation (2.18) du potentiel perturbateur en fonction des eléments
elliptiques permet de déterminer les équations de Lagrange correspondant & l’in-
fluence de la perturbation sur ces mémes éléments (a,e,I,h,g,£). On a: (c.f[2])

. 20P
“ T o
s = _\/1—628_P 1—62(9_73
nale dg  mnale Of
i - _ 1 8_7?+ cos I 8_73
na?v/1 —e2sinl Oh  na2y/1 — e2sinl Og
ho= ! or
na2v/1 — e2sin 01
. V1-¢e20P cos I oP
g = W%_ncﬁm&n]ﬁ
j = p_20P 1-€0P (2.21)

na Oa naZe Oe

Dans le cas du mouvement d'un satellite autour de la Terre, les périodes relatives
aux angles sont de 1 jour pour 6 et de quelques heures pour ’anomalie vraie £. Sur
base des équations différentielles (2.21), on montre que les périodes reliées aux angles
g et h sont de quelques dizaines & quelques milliers de jours, suivants les valeurs de
a,eet I.

On peut classer les harmoniques sphériques suivant les effets qu’elles produisent :

— Les harmoniques zonales de degré pair engendrent des variations & courtes
périodes (arguments j£+ kg) et & longues périodes (arguments kg) sur tous les
éléments elliptiques. On observe également des effets séculaires sur les angles
£, g et h de plusieurs dizaines de kilométres par jour.

— Les harmoniques zonales de degré impair engendrent des variations & courtes
périodes (arguments j£+ kg) et & longues périodes (arguments kg) et des effets
séculaires trés faibles sur les angles.

— Les harmoniques tessérales engendrent des variations a courtes périodes (argu-
ments j£+ kg + ih + s0) sauf dans le cas de résonance (m #£0 et ¥y < 0) ou
les périodes correspondantes peuvent alors atteindre plusieurs années.
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2.6 Formule alternative pour le potentiel

Bien qu’a présent, nous ayons & notre disposition une expression analytique du po-
tentiel perturbateur exprimé en termes des éléments elliptiques, "application de la
formule (2.18) est limitée pour des raisons liées & la complexité et au temps de calcul
qui augmentent rapidement avec 1’ordre m et le degré [ des harmoniques. Il n’est
donc pas inutile de vouloir déterminer une expression plus concise que nous utilise-
rons ultérieurement dans la construction de notre mapping. Cette expression n’étant
que citée dans l'article de référence (c.f [6]), je décris ci-dessous les grandes lignes
menant & la détermination de cette expression. (c.f [8])

La formule (2.19) peut étre réécrite de maniére équivalente sous la forme :

S’lmpq = Yim {C’lm cos [\I!lmpq + (I — m)g] + S}, sin [\Illmpq + (1 — m)g] }

ol Yim = (_1)E[(l—m+1)/2]

Au lieu d’utiliser la fonction d’inclinaison Fjy,(I), nous allons définir une nouvelle
fonction

A (D) = F i) Fimp(I) = AL, (1)

Vi,m devient alors :

! )
R ! - _
W,m = % (f ) Z A{cm Z Gl,(l—k)/Q,qSlmpq

k=1 g=—00
ou
7
5 correspond & une somme de pas 2.

Slmpq(ga h,Z, 9) = ’)’km(c_'l,m cos ¥ + gl,m sin \I/)
U =kg+ (k+q)l+m(h—0)+ (k—m)=

2
On peut dés lors réexprimer le potentiel sous la forme :
noH Al <
~k gkq o
V=" Y3 S Yum(CElcos U + 8 sin ) (2.22)
m=0k=—N q¢=—Q

avec
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Qi = Qjmlas e, 1) = (%) A5, (G -k 2.4(e)
ainsi que :

ji = max [k, by + 2B | =5t |
k1 = |k| + 2(6ok + 01x)

N = maxl

Q = max |q|

La séquence de sommation est telle que les termes de méme fréquence ont été re-
groupés entre eux. Le point fort de cette formule est qu’elle posséde la méme forme
quelle que soit la parité de | — m.
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Dans le but de tenir compte ultérieurement des perturbations liées a la pression de
radiation solaire ainsi qu’a la présence d’un troisiéme corps perturbateur, je décris
dans ce chapitre la maniére d’obtenir les expressions analytiques des fonctions ha-
miltoniennes correpondant & ces perturbations.

3.1 Perturbation due a la pression de radiation solaire

La pression de radiation solaire est une conséquence directe des lois de Newton. Nous
savons en effet qu’un rayonnement électromagnétique posséde une certaine quan-
tité de mouvement; plus précisément, chaque particule élémentaire constituant ce
rayonnement électromagnétique, & savoir un photon, posséde une quantité de mou-
vement proportionnel & 1’énergie qu’elle emporte. D’autre part, nous savons que la
variation de la quantité de mouvement par unité de temps lors d’une interaction
photon-particule est équivalente a la force excercée sur cette méme particule (c.f [7]).

Satellite

Passons a la détermination de la fonction hamiltonienne correspondant & cet effet :

On fait I’hypothése selon laquelle tous les photons solaires rencontrant la paroi du
satellite subissent une réflexion spéculaire. D’autre part, on suppose que le satellite
est de forme sphérique.

Nous traiterons également le probléme uniquement dans le cas d’un satellite éclairé
continuellement i.e ne passant a aucun moment dans le céne d’ombre de la Terre.

Sous ces hypothéses, on peut montrer que 1’accélération du satellite due & la pression
de radiation solaire est : (c.f [2])

7=anX(3)'
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avec

a coefficient de réflectivité

3 surface efficace perpendiculaire au rayonnement (exprimé en m?)
m masse du satellite en kg

X constante solaire en W/m?

c vitesse de la lumiére en m/s

as distance de référence égale a une U.A

A distance Soleil-satellite

i vecteur unitaire Soleil-satellite

on pose

on a donc

On fait ensuite deux approximations : on assimile la distance Soleil-satellite A & la
distance Soleil-Terre r; ainsi que le vecteur @ au vecteur Soleil-Terre —7. L’erreur
commise sur la norme et la direction de 'accélération est de I'ordre de 1074, ce qui
est relativement négligeable sachant d’autre part que 'on a un certain degré d’incer-
titude sur différents parameétres du modéle comme le coefficient de réflectivité et la
constante solaire.

Dans le cadre de ces approximations, la force que subit le satellite dérive d’un poten-
tiel :

Sachant que :

r1 = r[cos hcos(f + g) — sinhsin(f + g) cos I]
ro = r[sinhcos(f + g) + cos hsin(f + g) cos I]
r3 = r[sin(f + g) sin I]

ainsi que
7.7's = 115 cos ¥
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ol U est ’angle géocentrique entre le satllite et le corps pertubateur, .e le soleil.
Nous pouvons écrire :

cos ¥ = Agfcoshcos(f + g) —sinhsin(f + g) cos I] +

Bg[sinhcos(f + g) + coshsin(f + g) cos I| +
Cs[sin(f + g) sin I]
A, B, C; représentant les trois composantes du vecteur normés %

Nous pouvons ainsi réexprimer ’hamiltonien sous la forme :

0\ 2
Hr =0 (—8> *
Ts
(As[cos hcos(f + g) — sinhsin(f + g) cos I+

Bg[sinhcos(f + g) + coshsin(f + g) cos I| +
Cs[sin(f + g) sin 1))

De fagon & moyenniserr cet hamiltonien, nous devons utiliser les relations générales

suivantes

T 3 9
<Ecosf >p= 2e—FO(e)
< gsinf >p= 04 O(e?)

on en déduit 'hamiltonien moyennisé :

3 (as)2
Kr=—z0(—) aex
2 Tg
(As[cos hcos g — sinh sin g cos I]+

Bg[sin hcos g + cos hsing cos I] +
Cs[singsin I])
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3.2 Perturbation luni-solaire

Considérons tout d’abord le probléme des trois corps représenté a la Figure 3.1 avec
les notations suivantes :

e = Gm' i.e le produit de la constante de la gravitation par la masse du troi-
siéme corps

r est la distance du satellite prise par rapport a la Terre

T est la distance du corps perturbateur par rapport & la Terre

U est ’angle géocentrique entre le satellite et le corps perturbateur

m’

m

Figure 3.1 — Les rayons vecteurs r et re (r < 7.) de deux masses m (Satellite) et
m' (Lune ou Soleil) par rapport au corps central M (Terre). L’angle entre les deux
rayons vecteurs est 1.

Avec ces notation, ’équation du mouvement pour la masse m est :

.. r yf Te—T ¢

La fonction perturbatrice peut alors s’exprimer comme

Ue _Trc
e —x]] 73

R =

Par la régle du cosinus, on a :

Ite — || = r2 + 7' — 2r¢’ cos

1 1 ?
—_— = — 1—2Lcos¢+(1>
||rC - r” Te Tc Te

Dés lors,
—1/2
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qui peut étre développé en série entiére dont les coefficients sont les polynomes de

Legendre.
L _ 15 (m\"p
el e 2 ) Toleos?)

c n=0 Cc

olt, Py(costp) = 1, Py(costp) = cos(vh), Py(costp) = 5(3cos?9p — 1).

Puisque r.r. = rr.cos, la fonction perturbatrice peut se réécrire

R = fj (1>nPn(cos¢)

T
¢ =2 c

ou le terme en Py(cos 1)) a été omis puisqu’il ne dépend pas de r.
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Contrairement au cas de la perturbation due & la pression de radiation solaire ou de
celle liée a la présence d’'un troisiéme corps, la perturbation correspondant & une force
de drag atmosphérique ne peut s’exprimer analytiquement sous forme hamiltonienne.
Nous devons alors procéder autrement :

4.1 Influence du drag atmosphérique sur les variables de
Delaunay

Considérons le systéme hamiltonien :

q9 = p
q = (z1,z2, xg)T, le vecteur position en coordonnées cartésiennes.

ol Y est une force non conservative. Remarquons que ce systéme hamiltonien est
assimilable au systéme hamiltonien dont il sera question dans le cadre de ce mémoire
et ot la force non conservative sera la force de drag.

La théorie des systémes hamiltoniens perturbés par une force non conservative (c.f
[9]) nous permet de déterminer ’expression analytique des influences de cette force
sur les variables de Delaunay.

Ona:
. 1
Ly = =[(—ausinu)Y; + anuYs] (4.1)
n
Gy = (—ansinu)Yi 4 a(cosu — €)Yy (4.2)
Hy = (—ansinucosI)Y] + a(cosu — e)cos IV,
+asinI(nsinusinw — (cosu — e) cosw)Y3 (4.3)
. 2a . G,. H.
lg = I [(cosu —e)Y] + nsinuYs] — f(gd + Ehd) (4.4)
. a )
g = g [-n(1 — ecosu +sin” u)Y;
. H,
+sinu(cosu — e)Ys] — Ehd (4.5)
ha = alsinucosw + (cosu — ¢) sinw)Y (4.6
i = Gappolnsinucosw + (cosu —e)sinw)Ys .

ou Y7,Y5, Y3 sont les composantes de la force non conservative et n = /1 — e2 = %
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4.2 Changement de repére et vitesse relative

Appliquons les résultats de la section précédente & notre cas i.e lorsque la force non
conservative est la force de drag et a pour expression :

—

F = ap(f)vjid = ap(f)or (7 - ')

avec a = —%%CD, v, est la vitesse relative du satellite par rapport & ’atmosphére
supposée tourner avec la méme vitesse angulaire que celle de la Terre, v’ la vitesse
d’une particule de l’atmosphére et i un vecteur unité dans la direction du mouve-
ment. Le paramétre Cp est le coefficient de frottement aérodynamique et le rapport
A/m correspond au rapport de la surface efficace de 1'objet étudié sur sa masse. Le
terme p(f) correspond quant & lui & la densité atmosphérique dépendant implicite-

ment de ’altitude au travers de ’anomalie vraie f.

Dans le but de simplifier les équations, considérons un changement de repére de
sorte & nous ramener dans le plan de 'orbite du satellite (¢€1,€3). €3 étant un vecteur
perpendiculaire & ce plan. Ceci peut étre fait puisque les relations (4.1) a (4.6) sont
obtenues & partie de produits scalaires (non démontré ici) et sachant que le produit
scalaire est invariant par rapport & tout changement othonormé de repére.

Rappelons que les coordonnées dans le plan de 'orbite du satellite sont :

Not
zi = rcosf = alcosu—e) = ¢
. . Not
zh = rsinf = ansinu = (
zh = 0
Nous avons :
€1 = coswé] +sinw cosIé; + sinwsinle3
€9 = —sinwe] + coswcosles + coswsinles
€3 = —sinlés + cosle;

La matrice correspondant au changement de repére est alors :

CcoS w —sinw 0
[id]¢ = | sinwcosI coswcosI —sinl
sinwsinl coswsinl cosI
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Nous pouvons dés a présent déterminer :

[,,—.’]C = [id]z[fjsz(w17$25$3)T
[ = Ld; []°
(cosw sinwcosI sinwsinl Rcosf
= —sinw coswcosI coswsinl Rsinf
0 —sinl cos I T3
( cosw sinwcosl sinwsinl —Rsinf0
[7]° = —sinw coswcos] coswsinl Rcos 00
0 —sin’ cos T 0
(cosw(—RsinH)é—I—sinwcosI(RcosHé)
= sinwR sin 80 + cos w cos I R cos 60 (4.7)
—Rcosfsin 10
Sachant que :
r1 = €cosw — (sinw = Rcosf
o = ¢Esinwcosl+ (coswecosI = Rsinf

et par (4.7), nous pouvons déterminer chacune des composantes de v’.

Nous avons :

v, = —(ésinw+ ¢ cosw)costcoswd + (€ cosw — ¢ sinw) sinw cos 16
= —CcosIé

vy = (£sinw + ¢ cosw)cosIsinwd + (€ cosw — ¢ sinw) cos I cos wh
= §cosIé

vy = —(£cosw — (sinw)sinlf

= (¢sinw — € cosw)sin 16

v? = 6 [(¢% + &%) cos® T + (¢?sin® w + €% cos® w — 2£¢ sinw cos w) sin” |

0(d?) avec d ¥ b cos I

Q

n
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3N

= <T-F|7-7 >

= 2 —2<d > +72

2 2

v? = a®sin?

uts + a® cos® un?u
2,2
a*n )

= —2(s1n2 u + cos? —e? cos?)

(1 —ecosu)

n?a?

= ———(1+ecosu)

1—ecosu

n2a2'y2

,,72

! / !
U > = v{V] + U2Uy + U3V3

= (—asinui)(—( cos I0) + (a cos uni) (£ cos I6)
2 .
= 4" os I6(nsin® u + 7 cos
1—-ecosu

24 — necos u)

= a’ncos Iﬁh

Inf
o228 M

n
= a?n?d
On a dés lors :
v = 2 —2< > +0(d?)

2 2.2

- I a; — 2a*n2d + O(d?)
n

72
= a*n? (? - 2d> + O(d?) (4.8)

4.3 Moyennisation

Etant en mesure de calculer la dérivée des variables de Delaunay correspondant a
I'influence du freinage atmosphérique, nous devons éliminer les courtes périodes. La
moyennisation se faisant par rapport a ’anomalie moyenne, et les expressions pré-
sentes dans l'article de référence (c.f [6]) étant des intégrales par rapport a I’anomalie
vraie, nous devons effectuer le changement de variable bien connu :

3
7 1 /7r\2
== (1) d
(1+ecosf)2f n \a f
Nous savons déja que les coordonnées dans le plan de ’orbite du satellite sont :
zi = rcosf = a(cosE —e) Mot 13
zh = rsinf = ansinE et ¢

-
z3 = 0
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Nous pouvons en déduire que :

,'72

T
Z—-1_ E—=—_— 1
a ccos 1+ ecosf
ainsi que :

l+ecosE 72

1—ecosE 72

otl, par définition : v = /1 + 2ecos f + €2

Déterminons dés & présent sur deux exemples, les expressions dont nous aurons besoin

ultérieurement dans la construction du mapping.

4.3.1 Moyennisation de ha

L’équation (4.6) nous donne :

. 1
hg = a(nsin Ecosw + (cos E — e) sinw) apv,(—v})

Gsinl

— ;:spiflr[ [nsin E cosw + (cos E — e) sin w] OsinI

x (€ cosw — ¢ sinw)

2apv,0
= aczﬂ (nsin E cosw + (cos E — e) sinw)
n

X ((cos E — e) cosw — nsin E'sinw)

a2ava9

= —L" [nsinE(cos E — ¢) cos 2w — n* sin® E cos w sinw

Ln

+(cos? E + €* — 2ecos E) sinw cos w]

) .
= %pvrﬁ [ cos2wn sin E(cos E — e)
1

sin 2w

(cos? E + ¢ — 2ecos E — sin? E + €? sin® E)]

1)3:0
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On peut dés lors calculer 1’élément moyennisé correspondant :

. 1 [,
<hg> = — hadt
2T 0
1 a2af [27 T T n3
= — —sin f— 2w————=d
o Ln /0 puman smfacosf X COS w(l—l—ecosf)2
+ia2a9 /27r y sin2w( n3
2 Ly Jo Pir—y —~ (1 +ecos f)?
ngtA
1 a?ad [*™ 1 /r\4sin2f
= — — |- 2wd,
2n Ln /0 pvrn (a) g wf
1 a20f (¥  sin2w 1 /7\2
— e )=(=) g 4.9
+27r Ln /0 Pir—y ( )77 (a) f (4.9)

2
ot A=cos’E+ e —2ecos E—sin? E+e’sin’ E = (f) cos 2f
~ s N e’ a

-~

(cos E—e)zz(i)2 cos? f (2)2%
()7 cosf +(2)*E(e2=1)=(£)” cos! +(2)*(-1)

Remarquons que sin2f est une fonction impaire et que par conséquent, le premier
terme du second membre de 'expression (4.9) s’annule.

. 1 a2af1 [27 sin 2w r\4
<hg> = % In 5/0 o(f) 5 ’UT(E) cos 2fdf

2 1/2
Sachant que par (4.8), v, = [a2n2 (% — 2d>] , ona:

1 a?af 1 [?7 1. .n° sin2w /7\4
= ———an— 1—=2d—= - 2
2w Ln? a’nn/o A(f) [ 2 d'yz] v 2 (a) cos 2fdf

Ceci étant obtenu en considérant le développement en série de Taylor

de v,(d) en d = 0 et en négligeant les termes O(d?)

Il reste alors :

B 1 oba . & r\4 772
= %n—g)sm%}/o o(f) (a) cos 2f~y [1—d?] df
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4.3.2 Moyennisation de Lq

L’équation (4.1) nous donne :

. 1 } }
fg = - [(—aE sin E)Y; + an cos EEYQ]
n

E
= a—apvr [—sin E(v1 — v}) + ncos E(vy — v5)]
n

Rappelons que :

v; = —asin EE v} = —ansin E cos I
vy = acos EnE vy = —(cos E — e) cos I
v3 =0 vy = (ansin Esinw — a(cos E — e) cos w) sin 10
L a’n [ sin’? E(—E? + ncos 16)
= ————————apv, |—sin” E(—
d n(l —ecos E) por K

+ncos E (En cos E — (cos E — e) cos IH)]

. n
Ceci sachant E=——
eci sachant que e~
a’n . 2 2 2 . .2
= mapfur(sm E +cos” E — e” cos” E)
— ecos
2 -
+(1_‘;ZWapwn cos I6(—sin? E — cos’ E 4+ ecos E)
a’n

= mam}r(l + ecos E) — a’n cos Ifapv,
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L’élément moyennisé associé est alors :

<Lg>

1, T 1+4ecosE
— —=d/
27ra na/o pvrl—ecosE

1 . 2T
— —aa’ncos I9/ purdl
27 0

1 ) 27 v ,'72 721 ry 2
— —(1-d= | =—-(-) 4
or " ”a/o o ( v ) m?n (a) d
1,1 . [Ty 72\ 1 /r\2
——aa”“— cos 10 —(1-d=|-(-) d
2 ¢ 7 °° /0 & ( ) n <a> /
1 a®*n’a [P [~? 2
— — —d -] d
2r /0 7(772 >p(a) /
1 I. 2 2 2
——aazﬂeﬁ/ an2’ (l—dn—2>p(f) df
2 n nJy 7 v a
2

1 a®n?a [P 42 7\ 2
L [0 (1)
DR— /0 7(772 () &

2 45345d [T dn? 7\ 2
_%QanE/ofy(l—72 p(a) df

En négligeant de nouveau les termes O(d?), on obtient :

Lo [T, (7-2 - 2d) o) (Z) dr

T Jo " \n a
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5.1 Les mappings symplectiques

Les mappings symplectiques sont des méthodes d’intégration numérique utilisées dans
le cadre des systémes hamiltoniens.

Dans le cadre des systémes hamiltoniens, nous savons que la valeur de ’énergie est
en général conservée. Nous savons également que le mapping (¢, p)t—0 ~ (¢',p')t=r
le long de la solution est symplectique. En d’autres termes, le flot hamiltonien peut
étre considéré comme une transformation complétement canonique.

Lorsque nous appliquons une méthode d’intégration numeérique conventionnelle &
un systéme hamiltonien, on observe une amplification systématique de la constante
d’énergie et de ce fait, une excitation de la solution. Cette excitation artificielle
rend l’intégration sur de longues périodes peu fiable.

Suite & ces deux constatations, il est tout naturelle de désirer avoir & notre dis-
position des méthodes d’intégration qui vérifient ces propriétés. Malheureusement,
il ne peut exister de telles méthodes dans le cas général de systémes hamiltoniens
non-intégrables'. Comme compromis, on s’intéressera alors aux mappings conservant
uniquement la structure canonique exactement comme le flot hamiltonien de départ.
Ce type de mappings est dit symplectique.

Malgré le fait que de maniére générale I’énergie du systéme n’est pas conservée, les
mappings symplectiques possédent quand méme un avantage. En effet, on peut mon-
trer que, contrairement aux méthodes d’intégration traditionnelles, 'erreur commise
sur I’énergie n’a pas d’accroissement séculaire. De méme, ’erreur commise sur les
positions s’accroit linéairement par rapport au temps alors que ’on observe un ac-
croisement quadratique pour des méthodes classiques! (c.f [1],[3],[4])

5.2 Le choix du mapping

Le coeur de l'algorithme SYMPSAT 2 est basé sur le mapping implicite du second
ordre “midpoint method” (c.f Annexe A.2), connu également comme l'intégrateur de
“Gauss-Legendre a un étage” ainsi que sous le nom d’intégrateur “Leap frog”.

t(n+1) = t(n) + T

Le pas du mapping 7 est pris, par défaut, égal & la période orbitale du satellite. On
pourrait également choisir le temps sidéral § comme pas d’intégration. Les compo-
santes du vecteur q sont les variables non singuliéres et canoniques de Poincaré reliées
aux variables de Delaunay (L, G, H, ¢, g,h) par les relations :

q = 1 = L+g+h g = X3 = L
G = x2 = —/2(L—G)sin(g+h) ¢ = Xo = +/2(L—G)cos(g+h)
g3 = 3 = —+/2(G— H)sinh g6 = X3 = +/2(G—H)cosh

1Ge & Marsden, 1988
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ou, rappelons le, ¢ désigne ’anomalie moyenne, g 'argument du périgée et h la
longitude du noeud ascendant alors que L,G, H correspondent respectivement aux
moments conjugués. On a L = /ua, G = y/pa(l —€?) et H = GcosI. Il est égale-
ment utile de ramarquer que L — G est proportionnel & e et G — H au sin® /2.

Ce choix de variables canoniques cartésiennes permet d’éviter les problémes liés aux
petites excentricités et petites inclinaisons. La fonction f(q,t) est la somme d’une
partie hamiltonienne H indépendante du temps et d’une partie D liée au frottement
que provoque l'atmosphére sur le satellite.

La partie hamiltonienne est
g—)’g pour 1 < <3
H; =

—agfg pour 4 <i <6

ou K est la fonction hamiltonienne moyennée pour enlever les termes de courtes pé-
riodes. On ne veut, en effet, intégrer numériquement que les variations séculaires et
a longues périodes. Il faut donc construire un systéme différentiel ne contenant plus
aucune variation & courte période. Cette méthode est classique lorsque ’on veut étu-
dier le comportement & long terme d'un systéme, ce qui est bien notre cas. Ce qui
justifie le choix du pas d’intégration du mapping.

Dans le cas particulier oi I'on ne considére que la partie hamiltonienne, on peut
montrer que le mapping considéré est symplectique (c.f Annexe A.3) et satisfait donc
& nos exigences en ce qui concerne l'intégration sur de longues périodes.

Bien que nous utilisons les variables de Poincaré, il est plus facile d’exprimer les
membres de droite des équations différentielles en terme de variables de Delaunay.
Dans la pratique, on évaluera d’abord les quantités L,é, --- etc, et on utilisera les
relations suivantes pour reconstruire le ¢; :

G=fi = i+g+h

. $2 . . . -
= = — (L — — X h

go = fo x§+X22( G) 2(g+h)

. x3 . . .
—fs = (G —H) = Xsh

g3 = f3 x§+X§(G ) 3

Gu=fi = L

=1 22 (h - )+ malg + )
e ol B — — _’E

g5 5 m%—irX% 29

. X3 .. )

ge = fo = (G —H) + z3h (5.1)

3+ X2
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5.3 Perturbation due au potentiel terrestre

Comme je I’ai rappeler au Chapitre 2, I'influence du géopotentiel découle d’une fonc-
tion hamiltonienne Kqg. Cette fonction est une somme de trois fonctions :

Keg=Ko+Kz+Kr

ou K, = —%MZL_Z est la fonction hamiltonienne du probléme des deux corps, Kr la
partie tesserale, et Kz la partie zonale.

5.3.1 La partie zonale

La partie zonale Kz est de la forme
Kz =Ky, +ICJ22 +K5+ Ky,

De maniére a obtenir des résultats satisfaisants au niveau qualitatif, nous considé-
rerons les harmoniques Jo,Js et J; dans 'hamiltonien de départ. Il est également
important de ne pas oublier les termes en J2 dans I’hamitonien moyenné. Nous sa-
vons en effet que le coefficient Jo est relativement grand dans le cas du potentiel
terrestre. L’algorithme tiendra donc compte de ces principales harmoniques et on
considérera également les termes en Jo, J3 et Jy; dans I’hamiltonien moyenné.

Table 5.1 — Les coefficients zonaux

Coefficients Valeur
Jo 0.00108263
J3 —2.5321530 x 10~6
Jy —1.6109877 x 10~7
Js —2.3578565 x 107
Js 5.4316985 x 107
J7 —3.3237637 x 10~7

Chaque membre de I'hamiltonien moyenné Kz est obtenu par 1’algorithme de Lie
appliqué au systéme hamilonien. Cet algorithme a été légérement modifié pour 'oc-
casion : nous savons en effet que la fonction génératrice qui apparrait dans l’algo-
rithme de Lie résulte toujours d’une intégration par rapport & ’anomalie moyenne
et est donc définie & une constante d’intégration w(—, g, h, L, G, H) prés. Cela signi-
fie donc qu’il existe une infinité de transformations permettant d’éliminer ’anomalie
moyenne. Les éléments moyennisés sont donc quant & eux définis & des variations a
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longue période prés. Si on considére deux de ces transformations, 'une de fonction
génératrice Wi et l'autre de fonction génératrice W = Wi + w & l'ordre 1, il n’en
résultera pas le méme hamiltonien aux ordre suivants. Cela implique que, suivant le
choix du générateur, certaines longues périodes seront soit conservées dans le nou-
veau systéme différentielle (donc dans les nouvelles variables) soit abandonnées dans
le changement de variables. Dans le cadre d’une méthode semi-analytique, ce qui est
bien notre cas, notre but n’est pas une intégration compléte mais bien un filtrage
des courtes périodes sans perte d’information coincernant les longues périodes. La
différence entre nouvelles et anciennes variables ne doit donc contenir que des termes
a courtes périodes (c.f [2]). C’est donc dans cette optique que l’algorithme de Lie a
été modifié.

Citons par exemple la fonction hamiltonienne K 72 obtenue par cette méthode :

3ubR:
K:JZZ:m[—5—2n+n2+32(10+67’]—7’]2)

(359, 0
g 21T g

15 35 2
+52¢2 <? _ ZSQ — (4 -5 [#] ) cos Zg]

oun = %,s correspond au sinus de l'inclinaison et R, est le rayon équatorial de la
Terre. Les expressions de Ky, et K, peuvent étre trouvée dans [2].

5.3.2 La partie tesserale

Bien que tous les termes dans la fonction hamiltonienne relative & la partie tesse-
rale dépendent de 'anomalie moyenne £ en tant qu’argument, les résonances entre le
moyen mouvement du satellite et la rotation de la Terre peuvent induire des effets
périodiques de longue période. Dés lors, avant de commencer 'intégration d’un objet
particulier, on vérifie 'ensemble des fréquences de tous les termes tesseraux, et pour
celles inférieures & une valeur critique (fixée a 0.05|n| ou n est le moyen mouvement),
on stocke en mémoire les indices mkq correspondant de sorte & ne plus les considé-
rer ultérieurement. On intégrera donc numériquement uniquement les harmoniques
résonantes, les autres étant de moyenne nulle par rapport & ’anomalie moyenne £.
A ce niveau, les fréquences sont déterminées au moyen des expressions de Brouwer
relatives & un hamiltonien de départ ne contenant que la perturbation en Js.
Utilisons & présent ’expression du potentiel développée a la section 2.6 :

2 N N Q
Kz = % Z Z Z Yim (CF4 cos T 4 Sk sin ¥)
m=1k=—N q=—Q

ou



CHAPITRE 5. LES GRANDES LIGNES DE L’ALGORITHME 39

U=kg+(k+q)l+mh—0)+(k—m)5
o = (1) /2

Remarquons que contrairement a ’expression (2.22), la sommation sur m commence
& 1 puisque le cas zonal est traité séparément.

Rappelons que 0 est le temps sidéral, N est le degré et 'ordre maximum des harmo-
niques dont on tient compte dans le développement, et () est la plus grande puissance
de I’excentricité retenue dans le développement. Les amplitudes CF9 et S¥ sont les
coefficients généralisés, ils dépendent des coefficients normalisés C‘l,m ou Sl,m res-
pectivement, ainsi que des fonctions d’inclinaison et d’excentricité F(I) et G(e) (c.f
section 2.6).

Les coefficients généralisés doivent étre calculés a chaque itération de 1’algorithme,
ce qui rend la partie tesserale la plus cofiteuse en temps de calcul. Les fonctions d’in-
clinaison et leurs dérivées peuvent étre déterminées par des formules de récurrence?.
En ce qui concerne les fonctions d’excentricité et leurs dérivées, on doit avoir re-
cours & une méthode d’approximation cubique (cubic spline approximation). D’autre
part, certaines fonctions, principalement pour Gjnq(e) avec ¢ # 0, et pour G;mq(e)
avec ¢ # 1, admettent l'approximation “quasi-quadratique” suivante sur l'intervalle
0<e<0.1:

Gimg(e) ~ (A + Be?)

ou A et B sont deux constantes & ajuster. On peut montrer que cette approximation
se comporte bien mieux que ’approximation cubique utilisée auparavant (Métris &
Breiter). L’erreur commise sur I’évaluation des fonctions et de leur dérivée n’excede
pas 1074 pour e < 0.1, ou 102 pour e < 0.9.

Si l'orbite & intégrer posséde une faible excentricité, on peut améliorer 1’algorithme
en modifiant la valeur critique de sélection des termes résonnants. Nous savons en
effet q’une orbite faiblement excentrique est moins susceptible d’étre en résonance.
On considére alors la nouvelle valeur critique :

|\i1mkq| < 0.05me7

cette valeur étant inférieure & celle définie précédemment, une fréquence sera moins
vite considérée comme résonante. On conservera donc moins d’harmoniques dans la
partie tessérale.

Remarquons que ’algorithme n’est pas limité par le nombre d’harmoniques dont on
peut tenir compte. Cependant, on ne considérera que les harmoniques jusqu’au degré
6 qui représentent la plupart des résonances.

2Gooding, 1971 ; Wnuk, 1986
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5.4 Pression de radiation solaire

Sous plusieurs hypothéses simplificatrices concernant notamment la forme du satel-
lite, la parallaxe ainsi que la surface efficace du satellite, on a pu déduire au Chapitre
3.1 'hamiltonien moyennisé correspondant aux effets de pression de radiation solaire

sur le satellite. On a :
3 2
’CR = —350 (%) aex
2 T

(As[cos hcos g — sin hsin g cos I+
Bg[sinhcos g + cos hsing cos I] +
Cs[singsin I])

ou

a coefficient de réflectivité

> surface efficace perpendiculaire au rayonnement (exprimé en m?)
m masse du satellite en kg

X constante solaire en W/ m?

c vitesse de la lumiére en m/s

Nous allons voir ultérieurement que la pression de radiation solaire produit essen-
tiellement des variations & courtes et & longues périodes.

5.5 Pertubation Luni-solaire

Dans la section 3.2, nous avons déterminer la fonction hamiltonienne correspondant
a la perturbation luni-solaire.

R= —l:—ccz (TL) P, (cos )

n=2 ¢

De ce développement en série, nous ne conserverons que le terme en n. = 2. Nous avons
en effet que les termes pour n > 3 sont relativement petits du fait de la différence
importante entre la distance géocentrique du satellite et la distance géocentrique du
corps perturbateur. D’autre part, il est facile de voir que I'erreur commise suite &
cette troncature est du méme ordre de grandeur dans le cas de la Lune et dans le
cas du Soleil. Nous avons en effet que les rapport p./r> dans le cas de la Lune et du
Soleil sont du méme ordre de grandeur.

Une particularité importante de cette perturbation par rapport aux autres pertur-
bations dont on a déja tenu compte précédemment est 'introduction du temps dans
I’hamiltonien. Nous savons en effet que la position du corps perturbateur varie avec
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le temps. Dés lors, dans le but de contourner cette difficulté, nous considérerons les
coordonnées du corps perturbateur comme constantes & chaque itération du map-
ping; ces coordonnées sont obtenues par des tables d’éphémeérides. D’autre part, la
procédure de moyennisation se fera par une quadrature numérique pour ne pas se
compliquer la tache par de longs calculs analytiques.

L’hamiltonien moyennisé est donc :

H o 2
Krs=-— c/ r°Py(cos ¥)d¢
LS 2mrd Jo 2( )

Puisque les coordonnées du satellite sont explicites en ’anomalie excentrique u, ef-
fectuons la quadrature par rapport & cette variable. Sachant que £ = u — e sinu, nous
avons d¢ = (1 — ecosu)du. D’autre part, r = a(1l — ecosu), ce qui nous donne la

forme finale de I’hamiltonien moyennisé :

21
Ky g = e / T3P2(w1:v+y1y+zlz)du
0

’ 2n L2, e

ou re = (z1,x2,x3) est le vecteur de coordonnées du corps perturbateur. Rappelons
que cette expression découle également du fait que cos ¥ = %

Remarquons que la norme du rayon vecteur r. est en dehors de l'intégrale, déno-
tant bien le fait que les coordonnées du corps perturbateur sont considérées comme
constantes dans la quadrature. Il reste encore & préciser qu’il est possible de simplifié
le modéle en considérant 'orbite du troisiéme corps comme étant circulaire.

5.6 Effet de trainée

Modéliser les effets de 'atmosphére sur le mouvement d’un satellite est assez com-
pliqué. Les difficultés sont diverses : la répartition de densité de ’atmosphére n’est
ni une fonction réguliére de I’altitude ni du temps, la vitesse du satellite par rapport
& l'atmospheére dépend fortement des vents présents dans la haute atmosphére, la
forme du satellite doit également étre prise en compte, etc... En plus de dépendre de
I’altitude, la densité peut également dépendre de la position exacte du satellite. Dés
lors, introduire les effets de trainée dans notre mapping devient une tache difficile en
ce qui concerne le choix entre simplicité et précision. Les modéles les plus précis sont
des modéles dynamiques i.e que la densité atmosphérique est fonction non seulement
de laltitude mais également de la date et de différents parameétres physiques. On
pourrait par exemple tenir compte de la périodicité de 11 ans concernant le cycle
d’activité solaire. Nous savons en effet que lors de son activité maximum, le Soleil
émet beaucoup plus d’énergie, la haute atmosphére devient alors plus dense et in-
fluence d’autant plus les satellites possédant une orbite basse.

Disons déja que l'effet principal du freinage atmosphérique sera une décroissance
séculaire du demi-grand axe.
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5.6.1 Le modéle atmosphérique

Dans notre cas, on considérera un modéle statique tel que la fonction de densité ne
dépende que de laltitude. Il s’agit du modéle isotrope de Jacchia (Zarouatti, 1987)
appliqué dans le cas To, = 1000 K. On utilise le fait que le graphe du logarithme de la
densité par rapport a 'inverse de ’altitude, parmi beaucoup de graphes possibles, a
la forme la plus intéressante. Par conséquent, on déduit I’approximation polynomiale
suivante :

(5.2)

6
p = exp [Z thk]
k=0

pour quatre ensembles de coefficients p; correspondant & différents niveaux d’altitude
donnés dans la table 5.2. L’altitude h doit étre exprimée en rayon terrestre et la
densité p en kg/m3. Pour éviter une discontinuité dans la fonction de densité définie
par le modéle, il est utile de rajouter une extension artificielle au dela de 2500 km
d’altitude :

prexp [ —40.286079738 + 1.1257144646 h=' +

0.0366986362597 h ] (5.3)

Cette fonction extrapole le dernier intervalle de la Table 5.2. L’approximation (5.2)
garantit une erreur relative sur p inférieure a 0.006. La figure (5.1) permet de nous
faire une idée de la décroissance de la densité par rapport a l’altitude.

90 km < h < 106 km 106 km < h < 145 km

—1.3406434381 x 10~7

—9.1686224796 x 10~

Po

p1  —4.37708065323 x 1076 —1.57383032232 x 102

p2  —1.14409034942 x 10~* —1.62264695031 x 10~!

p3  —1.86957995044 x 103 9.3650399543 x 103

ps  6.85875643618 x 1075 —2.23242896163 x 10~*

ps —8.6911137319 x 1077 2.50404424431 x 10~

pe  3.76518174127 x 10~ —1.08704193356 x 108
145 km < h <625 km 625 km < h < 2500 km

po  —50.0791319917 —35.8942971702

p1 3.67281331277 —4.85833833795

p2  —2.49949862235 x 101 3.14530525606

p3  1.01503611347 x 1072 —7.68338977510 x 10~}

pa —2.38539888164 x 10~*  9.3678079868 x 102

ps  3.00295970954 x 1075 —5.5908801362 x 1073

ps  —1.55976696939 x 108  1.30299481588 x 10~*

Table 5.2 — Coefficients du modeéle atmosphérique approximé par 1’équation (5.2)
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Figure 5.1 — Graphique du logarithme (en base 10) de la densité atmosphérique
(kg/m3) en fonction de l'altitude (km).

5.6.2 Moyennisation des équations de Gauss

Moyenniser les équations de Gauss relatives aux effets de trainée atmosphérique est
une tache pratiquement impossible par des méthodes purement analytiques qui se-
raient valides & la fois pour de petites et grandes excentricités. L’utilisation de qua-
dratures numériques est alors le seul moyen de donner suffisament de généralité a
l'algorithme (Hoots & France, 1987), mais le temps de calcul nécessaire devient re-
lativement élevé. Dés lors, en admettant une certaine perte de précision, on utilise
une procédure combinée d’approximation basée sur des quadratures numériques dans
le cas de faibles excentricités et sur une méthode d’estimation analytique pour de
grandes excentricités.

Sous les hypothéses d’un satellite de forme sphérique en mouvement dans une at-
mospheére isotrope en rotation avec une vitesse angulaire égale a celle de la Terre,
nous avons montré au Chapitre 4 que lorque I’on néglige tous les termes en O(d?),
on obtient les équations de Gauss suivantes, relatives a l'influence sur les variables
de Delaunay des effets de trainée :
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. apl (7
G = %= [ oneuna
G = 2 [ aneetna
- . « '32 ™
(i) = clGa) = S [ o) Qu(1) + 2c0s20Pu ()
{lay = 0 .
(9a) = —C'<hd)
aba 4
) = gogsinzg [ o) Pu(T)af (5.4

ou

Qu(f) = 7(7—2—261) (5)2

2 2 .
Qalf) = v[l—d(%+a§n2)] (Y’
Qu(f) = 7(2)4
Pu(f) = 7(5) cos2s
Py(f) = (1—d;772> (—)4cos2f
v = /14 2ecos f + €2
4,
2m

ou Cp est le coefficient de frottement aérodynamique, il est sans dimension et sup-
posé constant. La densité p dépend implicitement de I’anomalie vraie f au travers de
I’altitude h.

Tous les intégrands pQ et pP sont des fonctions paires de ’anomalie vraie f sur
I'intervalle —m < f < w. Remarquons que P(n/4) = P(3w/4) = 0 alors que Q(f)
ne change pas de signe. Pour de petites excentricités, pP est presque constant et pP
se comporte comme cos2f. A de basses altitudes, méme une faible augmentation de
I’excentricité intensifie ’action de la variation de densité atmosphérique. Dés lors, on
observe un pic en f = 0 pour les valeurs des intégrands, voir Figure 5.2. De sorte
& distinguer le cas “régulier” du cas “avec pic”, on détermine le rapport des inté-
grands évalués au périgée et a ’apogée respectivement. On suppose que les valeurs
caractéristiques de ces rapports sont :

‘pm)cz(m _

(1)Q() =300
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a) b)

A oor) A ooir)
f f
—— -
© w2 n ° o2 x
d)
9 oP(f) A orir)
/Lf,
r
f
N Y T

w2 b1

Figure 5.2 — Comportement des intégrands p@ (en haut) et pP (en bas) dans le cas
régulier et “avec pic” (& gauche et a droite respectivement). (c.f [6])

1. Cas régulier pour p@ :
L’estimation est basée sur la regle du trapéze.
Les valeurs suivantes des intégrands sont nécessaires :

Qr(0) = 7*[1+e—2d(1—e) (5.5)
QL(g) = 12V1+ e[l + e — 2dy?]

Qr(m) = 772[1—6—2d(1-|—e)]

etona:
[ on@utndr =5 [p0@u0) +20 (3) i (3) + otmQum]

Remarquons que 'approximation est exacte lorsque e =0
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2. Cas régulier pour pP :

P(0) = (1—e)'[l+e—d(1—e)]
Pi(3) = n*(1+e) 7 -1- ¢ +dy]
Py(r) = (1+4+e€)* 1 —e—d1+e)

etona:
4 ™ T ™
| onpunar ~ 5 [o0R0) +20 (5) P (5) + ol Pa()]
Comme dans le cas précédent, ’approximation est exacte lorsque e = 0

3. Cas “avec pic” :
Aucune distinction ne doit étre faite entre pQ et pP, puisque la valeur de
I'intégrale est conditionnée essentiellement par la partie proche du pic comme
le montre la Figure 5.2.
L’approximation de l'intégrale d’une fonction y(z) ne possédant qu’un seul pic
peut étre donnée par? :

* ~ wulz ‘y(mm)l
/wm ydz = wy(zm,) o (@) (5.6)

Cette approximation est basée sur la courbure de la fonction y(z) au point z,
ou la fonction atteint son maximum ou minimum. Cette formule peut étre cali-
brée pour différents types de fonctions et si w = y/7/2, ’équation (5.6) devient
exacte pour une courbe de Gauss y = Cexp(—kz?). Cette méthode s’avére as-
sez utile dans notre contexte. Pour pQ)r,, nous avons uniquement besoin de la
valeur p(0)Qr(0) (c.f Equ. 5.5) ainsi que de la dérivée seconde :

? — €
% o —p(0)e G n e) [(1+e)(1 —2e) (5.7)

+2d(1 — e)(1 + 2¢) + Qr(0)P*ahy?]

ol Ay, est altitude au périgée (exprimée en rayons terrestres), P* est la dérivée
logarithmique de la densité p prise par rapport & I'inverse de l'altitude et évaluée
au périgée. Finalement, on trouve :

p(0)Q1(0)
P(pQn) 4] g

JREGEEGE @p«»m

ou l'on peut éventuellement simplifier p(0) a 'intérieur de la racine carrée aprés
substitution de (5.7).

3Zeldovich & Myskis 1976



Chapitre 6

L’algorithme - Applications

Sommaire

6.1 Les données numériques . . . . . . ..« ot v
6.2 Analyse de la précision et de la fiabilité de I’algorithme
6.3 Effets des différentes perturbations . . . . ... ... ...
6.4 le drag atmosphérique ... .. ...............
6.5 Conservation de I’énergie. . . . ... ... ... ......
6.6 Code source et commentaires sur SYMPSAT 2 . ... ...

6.6.1 MAP410.FOR . .. .. ... ... . . . . ........

50




CHAPITRE 6. L’ALGORITHME - APPLICATIONS 48

Ayant & ma disposition les grandes lignes de ’algorithme ainsi que ’ensemble des
concepts théoriques nécessaires & sa compréhension, il me semblait judicieux de vou-
loir disposer d’un tel programme dans le but de tester son efficacité, sa précision ainsi
que sa fiabilité. D’autre part, il serait alors possible d’utiliser celui-ci afin de retrouver
les résultats donnés a titre d’exemple dans l’article de référence ([6]). Nous avons alors
fait la démarche de prendre contact avec les auteurs mémes du programme SYMPSAT
2 dont il est question dans cet article afin de pouvoir acquérir le code source relatif
a celui-ci. Le code source correspondant & la sous-routine principale du programme
se trouve & la section 6.6 de ce méme chapitre. J’y ai rajouté une série de commen-
taires personnels permettant de se faire une idée de 'implémentation de la structure
principale de l'algorithme.

6.1 Les données numériques

De sorte a vérifier la précision et la fiabilité de ’algorithme (et par conséquent son
implémentation informatique), nous allons comparer les résultats de SYMPSAT 2 avec
deux ensembles de données TLE (NORAD '"Two Line Elements’). Ces données sont
directement issues du site Internet du NORAD! (North American Aerospace De-
fense). Les fichiers de données sont, comme leur nom l’indique, constitués de deux
lignes par élément de données. La premiére ligne contient essentiellement des données
relatives au satellite en tant que tel (Numéro du satellite, identifiant international,
etc) ainsi que le moment précis de la prise de données de cet élément alors que la
deuxiéme ligne contient les données relatives & la position du satellite a cet instant
(excentricité, inclinaison, anomalie moyenne, etc). Le format des fichiers est présenté
dans a la Figure 6.1 pour la premiére ligne & la Figure 6.2 pour la seconde.

A titre d’exemple, voici un extrait d’un fichier de données contenant quatre éléments :

141290 83 58 B 86227.98835107 .00000023 00000-0 00000+0 O 2589
14129 26.7434 64.6760 6027703 135.9438 292.2412 2.05873278 27173
14129V 83 58 B 86247.89144679 .00000031 00000-0 00000+0 O 2598
14129 26.8464 61.4403 6028535 141.3397 283.1351 2.05872549 27581
14129V 83 58 B 86254.20176238 .00000034 00000-0 99999-4 0 2602
14129 26.8407 60.4025 6029624 143.0696 279.9368 2.056871302 27710
14129V 83 58 B 86257.59954117 .00000034 00000-0 99999-4 0 2629
14129 26.7785 59.9374 6034435 143.7350 278.8251 2.05879446 27781

NP, NFPE NP NP

Comme on peut le voir, le premier élément de données date du 227¢™¢ jour de ’année
1986. Le satellite correspondant & ces éléments de données possédait une inclinaison
de 26.7434° ainsi qu'une excentricité de 0.6027703 lors de la premiére prise de don-
nées.

1h‘l:'l:p ://celestrak.com/NORAD/elements/
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Colonne | Description

01 Numéro de la ligne de I’élément de données
03-07 | Numéro de satellite

08 Classification (U=non classifié)
10-11 | Identifiant international (deux derniers chiffres de ’année)
12-14 | Identifiant international (numéro de lancement de ’année)
15-17 | Identifiant international (Piece of the launch)
19-20 | Année (deux derniers chiffres de I’année)
21-32 | Jour de ’année et partie fractionnaire du jour
34-43 | Dérivée premiére du moyen mouvement
45-52 | Dérivée seconde du moyen mouvement
54-61 | Terme de drag BSTAR

63 Type d’éphéméride
65-68 | Numéro de I’élément

69 Checksum (Modulo 10)

Figure 6.1 — Format des données TLE - Ligne 1
Colonne | Description

01 Numéro de la ligne de I’élément de données
03-07 | Numéro du satellite
09-16 | Inclinaison [degrés|
18-25 | Ascension droite du noeud ascendant
27-33 | Excentricité
35-42 | Argument du périgée [degres|
44-51 | Anomalie moyenne [degrés|
53-63 | Moyen mouvement [Nb de révolutions par jour]
64-68 | Nombre de révolutions jusqu’a présent

69 Checksum (Modulo 10)

Figure 6.2 — Format des données TLE - Ligne 2
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6.2 Analyse de la précision et de la fiabilité de 1’algo-
rithme

Le premier satellite étudié est AO-10 (14129/8358B), un satellite radio hautement
elliptique. Le second est le satellite Cosmos 398 (4966,/7116A), un satellite possédant
un faible périgée ainsi qu’une orbite excentrique et qui se désintégra dans 1’atmo-
sphére fin de ’année 1995. Ces deux satellites ont été choisis parce que le premier
permet d’effectuer une comparaison sur un intervalle de temps relativement long (10
ans), alors que le second est un bon exemple pour tester 'effet du drag atmosphérique
sur celui-ci.

Lors de la comparaison, la valeur du coefficient A/m m’était inconnue? ; pour le
satellite AO-10, j’ai considéré également? A/m = 0.1 m2/kg alors que pour le satel-
lite Cosmos 398, il s’est avéré que, contrairement & la valeur utilisée par G. Métris
& S. Breiter, les meilleurs résultats étaient obtenus dans mon cas avec la valeur
A/m = 0.00261. Cette différence étant certainement liée au fait que je n’avais pas a
ma disposition les valeurs des autres coefficients tels que le coefficient de réflectivité
pour lesquels j’ai di également effectuer une estimation quelque peu arbitraire.

Pour les deux satellites, les valeurs du premier élément de données TLE ont été
considérées comme les conditions initiales pour le lancement de 1’algorithme. Les fi-
gures (6.3) correspondent & la comparaison des résultats de 1'algorithme avec la prise
de données TLE pour l’excentricité et 'inclinaison respectivement dans le cas du
satellite AO-10. Ces deux figures permettent de se rendre compte de la précision de
I’algorithme ; dans le cas de l'inclinaison, on constate que la précision de SYMPSAT2
est du méme niveau que ’erreur commise lors de la prise de données. Les différences
périodiques observées dans le cas de l’excentricité sont dues au fait que certains
termes de longue période et d’origine solaire sont enlevés lors de la prise de données
TLE. Dans le cas du satellite Cosmos 398 (Figure 6.4), la situation est inversée. En
effet, on constate que des variations périodiques sont absentes des résultats donnés
par l'algorithme. Cette différence est certainement liée au fait que l'on a considéré
un modéle atmosphérique relativement simplifié dans la construction de ’algorithme.

D’autre part, contrairement & ce qui a été fait dans l'article de référence (c.f [6]), j'ai
également effectué l'intégration sur une période relativement longue puisque j’avais
4 ma disposition les données TLE correspondant & cette période. On observe alors
une légere différence supplémentaire (bien visible sur le premier graphe de la Figure
6.4 dans l'intervalle de temps 500-3000 jours) entre les données TLE et les résultats
fournis par ’algorithme. Cette différence pouvant peut-étre étre expliquée par une
éventuelle correction (rehaussement) de l'orbite du satellite par des moteurs d’atti-
tude; ce qui est chose courante dans le domaine des satellites artificiels.

*Pour rappel, il s’agit du rapport de la surface efficace du satellite sur sa masse (m?/kg)
3Métris & Breiter (c.f [6])
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Figure 6.3 — Comparaison des résultats de SYMPSAT 2 (ligne continue) et des données
TLE (points) concernant 1’excentricité e et l'inclinaison 4 du satellite AO-10
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Figure 6.4 — Comparaison des résultats de SYMPSAT 2 (ligne continue) et des données
TLE (points) concernant le demi-grand axe a et 'inclinaison ¢ du satellite Cosmos

398.
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6.3 Effets des différentes perturbations

L’analyse des résultats donnés par 1’algorithme nous permet également de nous faire
une meilleure idée des effets respectifs de chacune des perturbations. Dans cette op-
tique, j’ai appliqué 'algorithme plusieurs fois avec les mémes conditions initiales en
ajoutant successivement les différentes perturbations dont 1’algorithme peut tenir
compte. Ici, j’ai considéré ’excentricité du satellite AO-10 comme variable test.

Si on lance I'algorithme en ne tenant compte que des hormoniques zonales (Ji,
g pte q

Ja, J3, Jy), on observe une variation périodique de type sinusoidale (Figure 6.5).
L’introduction des 6 premiéres harmoniques tessérales fait apparaitre de petites va-

0.60285 T T T T T T T

0.6028 |- A /\ .
\ / \

0.60275 |

T
]

06027 | / : .

excentricite (e)

0.60265

0.6026

0.60255 ] ' ' ' ' ' '
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

temps (nb jours)

Figure 6.5 — Introduction des harmoniques zonales

riations supplémentaires a courte période (Figure 6.6). On aurait pu cependant s’at-
tendre & observer certaines variations & longue période dues aux harmoniques réso-
nantes. Pour cela, il faut considérer une autre variable; a savoir le demi-grand axe
du satellite AO-10. Dans ce cas (Figure 6.7), on observe facilement la superposition
de variations périodiques & courte et & longue période qui étaient absentes avant
I'introduction des harmoniques tesserales. Avant l’introduction de ces harmoniques
nous avions en effet I = 0 car ’hamiltonien contenant uniquement les harmoniques
zonales est de moyenne nulle par rapport & I’anomalie moyenne ¢ par application de
I’algorithme de Lie.

Il faut attendre I'introduction des perturbations dues a I’influence du Soleil et puis de
la Lune (en considérant une orbite circulaire du troisiéme corps) pour voir apparaitre
une courbe se rapprochant de trés prés de celle correspondant au graphe des données
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Figure 6.6 — Introduction des harmoniques tesserales
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Figure 6.7 — Comportement du demi-grand axe a du satellite AO-10 suite & ’intro-

duction des harmoniques tesserales
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TLE (Figure 6.8). Dans le cas de I’excentricité, il n’y a pratiquement pas de différence
entre les résultats de ’algorithme et les données TLE. Ceci étant dd au fait, comme
on I’a déja fait remarquer, que la perturbation due & la pression de radiation solaire
dont on n’a pas encore tenu compte engendre des variations périodiques qui ne se

trouvent pas dans les données TLE.

0.61 T T T T T T T
'mapl23.dat’ using 3
‘ao.dat’ -+

0.608

0.606

0.604

n
e TET e
T

0.602

excentricite (e)

0.6 [

0.598

0.596 -

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
temps (nb jours)

0.594
0

Figure 6.8 — Introduction de la perturbation luni-solaire (orbite circulaire du troisiéme
corps). J’y ai superposé le graphe des données TLE correspondant (points).

L’introduction de la perturbation due a la pression de radiation solaire fait apparaitre
essentiellement des variations a longues périodes (Figure 6.9). Cette perturbation est
donc capitale dans le cadre d’une intégration a long terme. Et finalement, ’intro-
duction de la perturbation luni-solaire en ne considérant plus cette fois-ci une orbite
circulaire du troisiéme corps fait apparaitre des variations a courtes périodes d’inté-
rét moyen dans le cadre d’une intégration & long terme mais montrant cependant le
degré maximum de précision de l’algorithme.
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Figure 6.9 — Introduction de la perturbation due & la pression de radiation
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Figure 6.10 — Amélioration de la perturbation luni-solaire (orbite non-circulaire)
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6.4 le drag atmosphérique

Dans notre cas, le drag atmosphérique n’a que trés peu d’influence da & la haute
altitude du satellite considéré. Pour ce faire une idée de 'effet du drag sur un satellite,
il suffit de regarder rapidement les graphes relatifs au satellite Cosmos 398 dans la
section Analyse de la précision et de la fiabilité de l’algorithme (Figure 6.4) pour se
rendre compte de la décroissance séculaire du demi-grand axe ainsi que de l'inclinaison
jusqu’au moment ol le satellite se désintégre ou se “crashe”. D’autre part, la Figure
6.11 nous donne une bonne idée de l'influence du coefficient A/m. Le graphique
montre la décroissance séculaire du demi-grand axe du satellite AO-10 pour deux
valeurs du coefficient A/m & savoir A;/m; = 0.00261 et Ay/mo = 0.0522. Pour la
plus grande valeur du coefficient (deux fois supérieur & la premiére), on constate que
la durée de vie du satellite est approximativement deux fois inférieure a la durée de
vie du satellite relative a la plus petite valeur du coefficient.

10000 T T T T T T T T

9500 - E

9000 - 1

8500 - E

a (km)

8000 - E

7500 - 1

7000 - E

6500 1 1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

temps (nb jours)

Figure 6.11 — Influence du coefficient A/m dans le cadre du drag atmosphérique

6.5 Conservation de I’énergie

Comme nous l'avons déja dit, le coeur de ’algorithme est basé sur un mapping sym-
plectique. Dans le cas ol leffet du drag atmosphérique n’est pas pris en compte, on
devrait donc s’attendre & ce que ’énergie du systéme ne soit certes pas conservée mais
ne posséde pas d’accroissement séculaire au cours du temps. Dans le but de vérifier
ceci, considérons l'expression approchée de I’énergie du systéme & savoir I’hamiltonien
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du premier ordre ne contenant que la premiére harmonique zonale Jo et déterminons
la valeur numérique de cette fonction & chaque itération de I’algorithme. Bien str, de
sorte & rester cohérent, nous ne considérerons que la perturbation due & ’harmonique
zonale en Jo lors de ’exécution de l'algorithme. Nous intégrerons le systéme sur une
période suffisament longue de sorte & observer une quelconque variation de I’énergie.

2 4 p2
[ MRe 2
ExH=_— 1-—
H 2L2+J24G3L3( 3c?)

Dans un tel cas, on observe bien des variations de ’énergie au cours du temps mais
pas de variations séculaires (Figure 6.12). Par contre, si I’on tient compte de la pertur-
bation due au drag atmosphérique, nous savons que le mapping perd son caractére
symplectique et dans ce cas, comme le montre le graphique de la Figure 6.13, on
observe une variation séculaire de ’énergie au cours du temps; ce & quoi on devait
s’attendre.

1.45315e+06

1.4531e+06 |- 3

Energie

1.45305e+06 -

1.453e+06 |-

1.45295e+06

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000
temps (nb jours)

Figure 6.12 — Approximation de ’énergie E au cours des itérations de ’algorithme
sans l’effet du drag atmosphérique
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Figure 6.13 — Approximation de ’énergie E au cours des itérations de ’algorithme
avec l’effet du drag atmosphérique

6.6 Code source et commentaires SYMPSAT 2

L’implémentaion compléte du programme SYMPSAT 2 se compose en fait de trois
fichiers. Le premier fichier MAP410.F0OR, correspondant au corps principal de 1’al-
gorithme, auquel j’ai rajouté plusieurs commentaires, est présenté dans la section
suivante. Les deux autres fichiers, non présentés ici, contiennent les sous-routines
contenant par exemple l'implémentation du modéle atmosphérique et permettant
entre autres de déterminer les dériveés des variables de Delaunay par rapport au
temps correspondant & chacune des perturbations ainsi que d’évaluer les fonctions
d’excentricité et d’inclinaison.

6.6.1 MAP410.FOR

CXXXX XXX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XXX XX XX XXX XXX XX XX XX X XX XXX XX XXX XX XXX XX
C MAP410.FOR
CXXXX XXX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XXX XX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX

CXXXX XXX XX XXX XXX XX XXX XXX XX XXX XX XX XXX XXX XX XX XXX XXX X XXX XXX XX XXX XXX
CX This is version 4.1 of the artificial satellite mapping X
CX SYMPSAT 2. X
CX Its purpose is to generate a single trajectory for a given X
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CX time-span and with a specified number of output points.
CX Essentially it is MAP3.1, but the integrator is implicit
CX midpoint and NOT the generating function method.

CX Entire program consists of three files:

CX 1) MAP410: main program, etc.

CX 2) MAP411 ( = MAP31 ), 3) MAP412 ( modified MAP32)

CX

CX S. Breiter & G. Metris, 13.08.1997

CXX XXX XXX XX XX XXX XX XXX XX XXX X XXX X XXX X X XX X XXX X X XX X X XXX X XXX X XXX XX XXX
\\

Déclarations des variables. Initialisation des constantes mathématiques et
physiques. On trouve entre autres, la défifnition des coefficients du déve-
loppement en harmoniques sphériques, la définition du rayon équatorial
R, etc.

P4 P4 P P 4 P e e

\\
implicit real*8 (a-h,o0-z)
parameter (maxzon=4,maxtes=6,nrezo=50)
dimension VLGH(6) ,VHP(6),vd1(6),vpl(6),ntr(nrezo,3)
common /maxis/ nz,nt,nq,nsun,moon,npra
common/STALE/ PI,PI2,RD,GM,AE,FM,tetl
COMMON/STALE2/ au, ceps,seps, solcon, smrat,cref,isac,nvoa
COMMON/ BANG/ KRASH,nvob
common/COFPOT/ czon(2:maxzon),ctess(2:maxtes,1:maxtes)
2 ,stess(2:maxtes,1:maxtes)
call stalgem2 ! Loading commons STALE, STALE2
call loadcs ! Loading common COFPOT - GEM T1 potential
\\

Lecture du fichier input mapdatj1.txt devant contenir les conditions ini-
tiales du satellite considéré, les différents paramétres ajustables du mo-
déle ainsi que les options relatives aux perturbations dont on désire tenir
compte.

\\

¢ Input initial conditions, parameters and options

open(30, file=’mapdat4l.txt’,status=’0ld’)
read(30,*) tinit ! initial epoch - (JD-J.2000)

read(30,*) a ! semiaxis in Re
read(30,*) e ! eccentricity
read(30,*) aincl ! inclination (deg)
read(30,*) pl ! mean anomaly (deg)

read(30,*) pg ! argument of perigee (deg)
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read(30,*) ph ! R.A. of the node (deg)
read(30,*) delti ! time span for integration (in days)
read(30,*) nsp ! number of evenly spaced output points
read(30,*) mult ! step multiplier
read(30,*) nz ! zonal harmonics degree
read(30,*) nt ! tesseral harmonics degree&order
read(30,*) nsun ! the code for Solar perturbations

! nsun=0 - off , nsun=1 - Circular,secular

! nsun=2 - "Low-precison" ephemeris
read(30,*) moon ! the code for Lunar perturbations

! 0 - off , 1 - Circular,secular,

! 2 - "Low-precision" ephemeris
read(30,*) npra ! the code for radiation pressure

! 0 -off , 1 - direct, no shadow
read(30,*) isac ! the code for drag:

! 0 -off , 1 - on
read(30,*) nq ! limiting value for the eccentricity functions
read(30,*) smrat ! surface/mass ratio (in m~2/kg)
read(30,*) cref ! reflectivity coefficient
read(30,*) tres
close(30)

ageo = 6.610707798d0
\\

Calcul des variables de Delaunay et de Poincaré correspondant aux condi-
tions initiales. Certains artifices de calculs apparaissent pour éviter d’éva-
luer les soustractions G — H et L — G. Par exemple, on a :

[ 2 2.(L% — G2
amp34d = L+GeL:\/2(L—G): %

\\

c

¢ Computing Delaunay and Poincare variables

Cm m m m o e
gl = dsqrt(fm*a) ! L = sqrt(mu*a)
eta= dsqrt(1d0-exe)
gg = glxeta ! G = Lxeta
¢ = dcos(aincl/rd)
s = dsin(aincl/rd)
gh = gg*c ! H = G*cos(i)

Cmm m mm e e

c Delaunay -> VLGH

Cmm m mm e e
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vigh(2) = gg ''2)G
vigh(3) = gh ! 3) H
vlgh(4) = pl/rd 1 4) 1
vlgh(5) = pg/rd !'5) g
vlgh(6) = ph/rd ' 6) h
€ m o o
c Poincare -> VHP
€ m o o
vhp(1) = gl '1) L
vhp(2) = dmod(vlgh(4)+vlgh(5)+vligh(6),pi2) ! 2) lambda=l+g+h
c x10=vhp(2)
€ m o
c Below - a trick to avoid subtraction
c sqrt (L-G) -> exL/sqrt (L+G)
Cm m o e e
amp34 = dsqrt(2d0/(gl+gg))*gl*e
vhp(3)= amp34*dcos(vligh(5)+vigh(6)) ! 3) sqrt[2(L-G)]*cos(g+h)
vhp(4)= -amp34*dsin(vligh(5)+vligh(6)) ! 4) -sqrt[2(L-G)]*sin(g+h)
c xghO=dmod (v1gh(5)+vlgh(6) ,pi2)
Cm m o e e
¢ Another trick to avoid subtraction
c sqrt (G-H) -> sin(i)*G/sqrt (G+H)
€ o o e
amp56 = dsqrt(2d0/(gg+gh))*gg*s
vhp(5)= ampb56*dcos(vligh(6)) ! 5) sqrt[2(G-H)]*cos(h)
vhp(6)= -amp56+*dsin(vlgh(6)) ! 6) -sqrt[2(G-H)]*sin(h)
c xh0=dmod (v1lgh(6) ,pi2)
\\

Evaluation de la période orbitale du satellite de sorte a initialisé le pas
d’intégration du mapping.
J2M4 3 9

(5+3%)

Le temps sidéral 6 peut également étre choisis comme pas d’intégration.

\\

Mean motion in "1" with first order contribution of J2.

Even if J2 is neglected by options, we hold this value determining
the mapping step for the reason of consistency in computing
residual effects.

O 0O 0 00

xn0 = dsqrt(fm/a/a/a)
xn = xn0 - Czon(2)* (fm**(4))*(gl**(-7))*
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& ((gg/gl)**(-3)) * (-0.15d1+0.225d1*s*s)

O o0

We have a choice of assuming step equal to orbital period or to
¢ one sidereal day

C ____________________________________________________________________
step= mult*pi2/xn ! one orbital period

c step= pi2/tetl ! one sidereal day
print*,’Mapping step :’,step

\\

Sur base du nombre de points voulus en output (nsp) et de I'intervalle de
temps sur lequel on désire effectuer ’intégration (delti), on détermine la
longueur du pas principal sepin.

\\
sepin = delti/dble(nsp)
numstot= delti/step+l ! number of main (output) steps without
! a final, fractiomal
print*,’n/theta - 1 = ’,xn/tet1-1d0
\\

Si la partie tesserale doit étre considérée, on recherche les indices mkq
relatifs aux harmoniques résonantes. On évalue ensuite les fonctions d’ex-
centricités G(e) ainsi que leurs dérivées. Dans le cas ou le nombre de
résonances est supérieur 4 un paramétre nrezo (fixé par défaut a 50),
I’exécution du programme est stoppée.

\\
¢ The most important branching: tesserals included or neglected...
Clm m e e e
if(nt.gt.0) then
call binoew ! Binomial coefficients for tesserals
rezlim = xn*tres ! resonant frequency treshold
nofr = nombrez(vlgh,rezlim,ntr) ! The quest for rezonances
print*, nofr, rezlim
if (nofr.gt.nrezo) STOP ’Too many rezonant terms ... ’
call tabula(ntr,nofr) ! Tabulating the values of G,G’,G"
else
nofr=0
endif
\\
Boucle principale
\\
c

¢ Mapping loop and data output.



CHAPITRE 6. L’ALGORITHME - APPLICATIONS 64

c

tsid=dmod (pi+1.753368559233d0+tet1*tinit,pi2) ! Initial GST from
! "Con. des Temps",1986

open(31,file=’mapl123.dat’,status=’unknown’)
open(32,file="map456.dat’,status=’unknown’)
open(33,file=’energy.dat’,status=’unknown’) ! (Valk Stéphane)
ttt=tinit
npp=1
niter=0
niter1=0

\\

A chaque itération (npp=1,2,3,...), on détermine le temps suivants (future

= tinit+npp*sepin) ainsi que le nombre entier nmp (entier par déclaration
implicite) de pas d’intégration nécessaires pour ’atteindre. Si I’on dépasse
le temps final fixé par 1’utilisateur, 1’éxécution du programme est inter-
rompue.

\\
10 continue
future = tinit+npp*sepin ! Establish next endpoint
if ( npp*sepin.gt.delti ) goto 25
nmp = (future-ttt)/step ! .. and number of steps to reach it
write(*,100) ’+4°,delti-(ttt-tinit),niter,niterl
\\

On utilise alors la sous-routine mappot2() pour effectuer les nmp intégrations
de pas step. La spécification de cette sous-routine est détaillée plus loin.
Il est cependant important de noter dés a présent que les variables ttt et
tsid) sont mises a jour a l’intérieure méme de mappot2().

\\

CH++++++++++++H++HH b
call mappot2(nmp,step,nofr,ntr,vlgh,vhp,tsid,ttt,niter)
cH+++++++++++++H++HH

\\

Dans le cas ot le satellite ne s’est pas “crasher”, il reste encore a effectuer
UNE intégration supplémentaire de pas tcr de sorte a atteindre exacte-
ment le temps suivant. Rien ne nous dit en effet que 1’on a atteind le temps
future puisque nous avons effectuer un nombre entier de pas d’intégration

step.

\\
if (krash.eq.0) then
do 15 kk=1,6
vd1 (kk)=v1gh (kk)
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vp1(kk)=vhp (kk)
15 continue
tcr= future-ttt
tscor=tsid
til=ttt
call mappot2(1l,tcr,nofr,ntr,vdl,vpl,tscor,tl,niterl)
npp=npp+1
if (krash.eq.1) goto 20
else
goto 20
endif

\\

L’exécution de la sous-routine mappot2() a mis a jour les valeurs des va-
riables de Delaunay et de Poincarré.

\\
xlamb= dmod(vp1(2),pi2)
c if (xlamb. gt. pi ) xlamb=xlamb - pi2 ! Sometimes
c if (xlamb. 1t. -pi ) xlamb=xlamb +pi2 ! useful. ...
xgph= dmod (vd1(5)+vd1(6),pi2)
c if(xgph. gt. pi ) xgph=xgph - pi2 ! ditto
c if(xgph. 1t. -pi ) xgph=xgph +pi2 !
xh= dmod (vd1(6),pi2)
c if(xh. gt. pi ) xh=xh - pi2 ! ditto
c if(xh. 1t. -pi ) xh=xh +pi2 !
c write(32,301) ttt-tinit,dmod(xlamb-x10,pi2) ,xgph-xgh0,xh-xh0
c write(31,301) ttt-tinit,vlgh(1)**2/fm-a,
c & dsqrt (1d0-(vlgh(2)/vligh(1))*%*2)-e,
c & dacos(vlgh(3)/vlgh(2))-aincl/rd

as =(vd1(1)**2/fm)*ae

efi = dsqrt (1d0-(vd1(2)/vd1i(1))**2)
xman = dmod(xlamb-xgph,pi2)
if (xman.1t.0) xman = xman+pi2

\\

Nous sommes donc en mesure d’écrire les résultats de la premiére itération
dans les fichiers output.

\\
write(32,302) future-tinit,xlamb,xgph,xh, (xgph-xh+pi2)

write(31,302) future-tinit,as,efi,

& dacos(vd1(3)/vd1(2))*rd, ! INCLINAISON EN DEGRE

& as*(1d0-efi)-ageo*ae
\\
Les quatres lignes de codes suivantes m’on permit de déterminer 1’ap-
proximation de I’énergie du systéme a chaque itération de I’algorithme.
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\\

C - (Valk Stéphane)
cangle=(vd1(3)/vd1(2)) ! cosinus de 1l’inclinaison
E=(GMx**2) /(2% (vd1 (1) )**2)+czon(2)

&  *(((GM**4)* (AE*+%2)) /(4% (vd1(2) **3) *vd1l (1) **3) * (1-3* (cangle**2)))
write(33,*) E
€ e
goto 10
20 continue
write(32,301) future-tinit,0d0,0d0,0d0
write(31,301) future-tinit,0d40,0d0,0d0

\\

L’interruption du programme.

\\

25 continue

close(31)
close(32)
c 301 format (F12.3,3(1X,E22.15))

301 format (4(1X,E22.15))

302 format(5(1X,e22.15))

100 format(a,f30.6,i6,i6)
end

Spécification et code source de la sous-routine mappot2().

\\
CXX XXX XXX XX XX XXX XXX XX XX XXX XX XX XXX XXX XXX XX XX XX X X XX X X XX X XX XX XX XXX XXX XXX

cX Symplectic mapping by the implicit midpoint method. X
cX Geopotential, Sun and Moon as perturbing factors. X
cX Reference frame fixed - time-dependent Hamiltonian. X
cX Input: X
cX NSP - number of mapping steps (usually 1) X
cX STEP - mapping step (time interval for one sequence) X
cX NOFR - number of rezonant terms taken into account X
cX NREZTAB( , ) - the array of indices for rezonant terms X
cX TT - Julian Date minus J2000. X
cX Input/Output: X
cX VLGH(6) - Delaunay variables L,G,H,1,g,h X
cX VHP(6) - Poincare variables: L,lambda=l+g+h, X
cX X= SQRT(2(L-G))*cos(g+h), X
cX x= -SQRT(2(L-G))*sin(g+h), X
cX Y= SQRT(2(G-H))*cos(h), X
cX y= -SQRT(2(G-H))*sin(h) X

X

cX TSID - sidereal time
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cX Output: X
cX NITER - number of iterations in the last sequence X
cX @ S.Breiter & G. Metris, Last modified - 13.08.97 X

CXXXX XXX XXX XXX X XXX XXX XX XXX XX XX XXX XXX XX XXX XX XXX XX XX XXX XXX XX XXX XX XXXXXX
\\

Déclaration des variables et paramétres.

\\
subroutine mappot2(nsp,step,nofr,nreztab,vlgh,vhp,tsid,ttt,niter)
implicit real*8 (a-h,o0-z)
parameter (TOL=1d-12,nrezo=50)
dimension vlgh(6),vhp(6) ,nreztab(nrezo,3),dvtes(6) ,dvzon(6),
& vdmid (6) ,vpmid (6) ,vpmup(6) ,vdmup(6) ,dvprd(6),
& dvsun(6) ,dvlun(6) ,xvs(7) ,xvm(7) ,dvtot (6) ,dvdrag(6),
& vpnew (6) ,vdnew (6)
common /maxis/ nz,nt,nq,nsun,moon,npra
common/STALE/ PI,PI2,RD,GM,AE,FM,tetl
COMMON/STALE2/ au, ceps,seps, solcon, smrat,cref,isac,nvoida
common/BANG/ krash, nvoidb
\\

L’effet des différentes perturbations (Dérivées des variables de Delaunay
par rapport au temps) est initialisé a 0.

\\
do 5 i=1,6
dvzon(i)=0d40
dvtes(i)=0d0
dvsun(i)=0d40
dvlun(i)=0d40
dvprd (i)=0d0
dvdrag(i)=0d0
5 continue
\\
Boucle principale de la sous-routine.
\\
do 10 ii=1,nsp
\\
Définition de variables temporaires.
\\
c Initialisation of new variables sets

do 15 i=1,6
vpmup (1)=vhp(i) ! Poincare variables
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vdmup (1)=v1lgh(i) ! Delaunay variables
15 continue
\\
Détermination de :
MO
2

\\
c
c Time interval midpoint

tmid= ttt+0.5d0*step

tsmid= tsid+0.5d0*tetl*step
\\

Si ’on tient compte de la perturbation luni-solaire, il est nécessaire de
déterminer les coordonnées de la Lune et /ou du Soleil. Ceci se fait sur base
de tables d’éphémérides implémentée dans les sous-routines moon31,moon32,
sun31,sun32. En fonction du cas ol I’on considére une orbite circulaire du
troisiéme corps ou pas, on utilisera une sous-routine plutét q’une autre...
Il reste 4 remarquer que ces coordonnées sont évaluées au temps mileu
tmid par définition du mapping :

1 1
g™ — g 4 7 f (§(q<n> DY ) 4 _T>

2
\\
if (moon.eq.1) call moon31(tmid,xvm,gmim) ! secular, P2
if (moon.eq.2) call moon32(tmid,xvm,gmim) ! real, P2
if(nsun.eq.1) call sun31(tmid,xvs,gmls) ! secular, P2
if((nsun.eq.2).or.(npra.gt.0))
& call sun32(tmid,xvs,gmls) ! real, P2
\\

Le fait que le mapping que nous utilisons soit implicite, nécessite 1’utilisa-
tion d’un bloc itératif permettant de déterminer le vecteur des variables
de Poincaré gtV a un degré de précision fixé. C’est a cela que correspond
la boucle suivante !

\\

c Iterations loop 20

do 20 jj=1,200
niter=jj

\\
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Détermination du point mileu :

Lgm + g+

2
\\
do 22 i=1,6
vpmid (i) = 0.5d0* (vhp(i)+vpmup(i))
22 continue
\\

La sous-routine hptodel () permet de convertir le vecteur variable de Poin-
caré en le vecteur variable de Delaunay.

\\
call hptodel(vpmid,vdmid)

amp34
div34

dsqrt (vpmid (3) **2+vpmid (4) **2)
1d0/amp34/amp34

ampb6 = dsqrt(vpmid(5)**2+vpmid (6)**2)

div66 = 1d0/amp56/amp56

e = amp34/vdmid(1)*dsqrt ((vdmid(1)+vdmid(2))/2d0)
s = amp56/vdmid(2)*dsqrt ((vdmid(2)+vdmid(3))/2d0)

Time derivatives of Delaunay variables

xn = fm*fm/(vdmid (1)) **3

aact=vdmid (1) **2/fm

g=aact*(1d0-e)
\\
Evaluation de la variable krash permettant de déterminer si le satellite
s’est “crasher”.

\\
if( ((q-1d0).1le.(92d0/ae)).and. (isac.gt.0) ) then
print*, ’went down too low ...’
krash=1
return
endif
\\

On évalue les effets respectifs de chaque perturbation sur les éléments
de Delaunay ; il s’agit en fait des dérivées de ces variables par rapport
au temps. Puisque 1’on travaile dans le cadre d’un systéme hamiltonien,
celles-ci sont déterminées en évaluant la dérivée de la fonction hamilto-
nienne correspondant a la perturbation par rapport a la variable conju-
guée. (A D’exception de la perturbation due au drag atmosphérique [c.f
section 4.1])
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\\

if (nofr.gt.0) call dottes(nofr,nreztab,vdmid,tsmid,dvtes)

if(nz.ne.0) call dotzon(vdmid,dvzon)

if (nsun.gt.0) call dot3c(vdmid,xvs,gmls,dvsun)

if (moon.gt.0) call dot3c(vdmid,xvm,gmim,dvlun)

if (npra.gt.0) call dotspr(vdmid,dvprd)

if (isac.gt.0) call dotdrag(vdmid, dvdrag)
\\
Evaluation de la dérivée totale (superposition de toutes les perturbations)
\\

do 110 mm=1,6

dvtot (mm) = dvtes(mm)+dvzon (mm)+
& dvsun (mm) +dvlun (mm) +dvprd (mm) +dvdrag (mm)

110 continue
\\

Evaluation de la dérivée des variables de Poincaré par 'utilisation des
relations (5.1). Nous sommes donc en mesure de déterminer les nouvelles
variables de Poincaré (Le vecteur q™t1).

\\
c
c Updating Poincare variables
c
vpnew(1l) = vhp(1l)+stepxdvtot(1l) ! L
vpnew(2) = vhp(2)+step* (xn+ dvtot(4)/e+dvtot(5)/s/e
& +dvtot(6)/s) ! lambda
vpnew(3) = vhp(3)+step*(
& vpmid (3) *div34x*( dvtot(1)-dvtot(2) )
& +vpmid (4)*(dvtot (5)/e/s+dvtot(6)/s) ) ! X
vpnew(4) = vhp(4)+step*(
& vpmid (4)*div34x*( dvtot(1)-dvtot(2) )
& -vpmid(3)*(dvtot (5)/e/s+dvtot(6)/s)) ! x
vpnew(5) = vhp(5)+step*(
& vpmid (5)*divb6* (dvtot (2) -dvtot (3))
& +vpmid (6) *dvtot (6)/s ) by
vpnew(6) = vhp(6)+step*(
& vpmid (6)*divb6* (dvtot (2)-dvtot(3))
& -vpmid (5)*dvtot (6)/s ) 'y
\\

La variable krash est mise & jour si on détecte des éventuelles singularités
relatives aux variables de Delaunay.

\\
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détecter une éventuelle singularité
en ce qui concerne les variables de Delaunay

c
¢ Conversion to updated Delaunay elements
c and security check for L<=0, G>L, G<=0, H>G, |H|>=G
c
call hptodel(vpnew,vdnew)
if ((vdnew(1) .1e.0d0) .0R. (vdnew(2) .gt.vdnew (1)) .OR.
& (vdnew(2) .1e.0d0) .0OR. (dabs(vdnew(3)) .gt.vdnew(2)) )then
krash=1
print*,? 2
print*, MAPPOT: ’,vdnew(1),vdnew(2),vdnew(3)
print*,? ?
return
endif
\\

Si l’erreur relative commise sur ’évaluation du vecteur g1 est trop
importante, on met a jour la variable temporaire vpmup() et on évalue un
nouveau vecteur g"1; sinon, on peut passer a Iitération suivante. On
procéde ainsi jusqu’a ce qu’on ait effectué les nsp pas d’intégration.

\\

Error evaluation

error = dabs(vpmup(1)-vpnew(1))/vpnew(1l)
error = error +dabs(vpmup(3)-vpnew(3))/amp34
error = error +dabs(vpmup(5)-vpnew(5))/amp56
error = error + dabs(vpmup(2)-vpnew(2))
error = error+dabs (vpmup(4)-vpnew(4))/amp34
error = error+dabs (vpmup(6)-vpnew(6))/amp34
do 25 i=1,6
vpmup (i) =vpnew (i)

25 continue
call hptodel (vpmup,vdmup)
if (error.le.TOL) goto 50

20 continue

Iterations are finished.

50 continue
tsid=tsid+step*tetl
ttt= ttt+step
do 55 i=1,6
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vhp (i)=vpmup (i)
vlgh(i)=vdmup (i)
55 continue
10 continue
vhp(2) = dmod(vhp(2),pi2)

vligh(4) = dmod(vlgh(4),pi2)
vlgh(5) = dmod(vlgh(5),pi2)
vlgh(6) = dmod(vlgh(6),pi2)
return

end

\\

Implémentation de la sous-routine permettant de convertir les variables
de Poincaré en les variables de Delaunay.

\\
XXX XX XX XXX XX XXX XXX XX X X XXX XX X X XXX XXX X X XXX XX X X X XXX XXX X X XXX XXX X XX XXX XXX
cX Conversion of Poincare elements to Delaunay elements X

(63.0.0.0.0.0.0.0.0.0.009.0000.0000000000000000000000000000000000000000900006009000.4
subroutine HPTODEL (hp,del)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension hp(6),del(6)

del(1)=hp(1)
amp34=dsqrt (hp (3) ¥*2+hp (4) **2)
amp56=dsqrt (hp (5) **2+hp (6) **2)

del(2)= hp(1)-0.5d0*amp34*amp34

del(3)= del(2)-0.5d0*amp56*amp56

gph = datan2( -hp(4)/amp34 , hp(3)/amp34 )

del(6) = datan2( -hp(6)/amp56 , hp(5)/amp56 )
del(5) = gph-del(6)

del(4) = hp(2)-gph

return

end

\\

Sous-routine correspondant a ’initialisation des constantes mathématiques
et physiques ainsi que différents paramétres du modéle.

\\
(.0.0.9.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.90.0.0.000.0.000090000000990000000900090000900000009000000004
cX Earth gravity and mathematical constants - according to GEMT1 X

CXXXXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XXX XX XX XXX XXX XX XX X XX XX XXX X XXX X XXX X XXX XXX XXX XXXX

SUBROUTINE STALGEM2
IMPLICIT REAL*8(A-H,0-Z)
COMMON /STALE/ PI,PI2,RD,GM,AE,FM,tetl
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COMMON/STALE2/ au,ceps,seps,solcon,soverm,cr,isac,nvoida

PI=DATAN(1.0D0O)*4.0D0O
PI2=2.0D0%*PI
RD=180.0D0/PI

¢ Below: GM in km~3/s"2
GM=398600.436D0

¢ Earth radius in km
AE=6378.137D0

FM=GM*3600.0D0/ (AE*AE*AE)
FM=FM* (1440.0D0) **2

c FM is geocentric "mu" expressed in Rz#**(3), d~(-2)
tet1=1.00273790926493d0*pi2

c TET1 is Earth sidereal rotation rate in rad/d

¢ Obliquity sine and cosine, astronomical unit
ceps=0.91748206206918d0 ! cos(epsilon)
seps=0.39777715593191d0 ! sin(epsilon)
au = 1.4959787d8/ae

solcon = 4.560d-6
c SOLCON is ratio Solar Constant/ speed of light in kg/m/s~2
c ISAC, SOVERM and CR are set in MAIN program

RETURN
END
\\

Définition des coefficients du développement en harmoniques sphériques.

\\
(0.0.0.0.0.0.00.000.00.00000000000000000000000000000000000000000000000000000004

subroutine loadcs X
XXX XX XX XXX XX X X X X X XXX X X X X X XX X X X XX X XX XX XX X X X XXX X XX XX XX XX XXX XX XXX XXX XXX

implicit real*8 (a-h,0-z)

parameter (maxzon=4,maxtes=6)

common /cofpot/ czon(2:maxzon),ctess(2:maxtes,1:maxtes),

& stess(2:maxtes,1:maxtes)

C Zonal denormalised
czon(2)= -.108263d-2
czon(3)= .253261d-5
czon(4)= .1616204-5

c Tesseral - normalised
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ctess(2,1)=
ctess(2,2)=
ctess(3,1)=
ctess(3,2)=
ctess(3,3)=
ctess(4,1)=
ctess(4,2)=
ctess(4,3)=
ctess(4,4)=

ctess(5,1)=
ctess(5,2)=
ctess(5,3)=
ctess(5,4)=
ctess(5,5)=
ctess(6,1)=
ctess(6,2)=
ctess(6,3)=
ctess(6,4)=
ctess(6,5)=
ctess(6,6)=

stess(2,1)=
stess(2,2)=
stess(3,1)=
stess(3,2)=
stess(3,3)=
stess(4,1)=
stess(4,2)=
stess(4,3)=
stess(4,4)=
stess(5,1)=
stess(5,2)=
stess(5,3)=
stess(5,4)=
stess(5,5)=
stess(6,1)=
stess(6,2)=
stess(6,3)=
stess(6,4)=
stess(6,5)=
stess(6,6)=

return

040

.243893d-5
.202977d-5
.903549d-6
.720987d-6
.533427d-6
.347002d-6
.990978d-6
.190035d-6

.0589503d-6
.6557903d-6
.4482036d-6
.29482364-6
.1777563d-6
.08137514d-6
.05160964d-6
.06197094d-6
.0927975d-6
.2657650d-6
.00905934d-6

040

.139984d-5
.249595d-6
.620420d-6
.141317d-5
.475119d-6
.664030d-6
.200621d-6
.308460d-6
.0955435d-6
.32340564-6
.2151363d-6
.05240874d-6
.6660281d-6
.02389014d-6
.37499564-6
.00464304-6
.4733070d-6
.b377472d-6
.23633444d-6
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end



Conclusion

L’algorithme étudié dans le cadre de ce mémoire s’avére étre un outil efficace pour
I’étude qualitative du mouvement de satellites terrestres ou de tout autre objet en
orbite terrestre. La fiabilité de 'intégration a long terme est une conséquence directe
de l'utilisation d'un mapping symplectique. En ce qui concerne le temps d’exécution
de Dalgorithme, comme on 1’a déja signaler, c’est la partie tesserale du géopotentiel
qui est la cause premiére de I’augmentation du temps de calcul nécessaire pour une
intégration. A titre d’exemple, dans le cas du satellite A0-10, une intégration sur une
période de 20 ans en tenant compte de ’ensemble des perturbations, donne lieu a
un temps de calcul de 45 s sur un ordinateur doté d’un processeur Pentium IT 450
Mghz. Si ’on retire la partie tesserale lors de l'intégration, le temps de calcul chute
4 moins de 15 s.

Cet algorithme peut avoir plusieurs applications : nous avons déja parlé dans I'intro-
duction de la modélisation du comportement & long terme des débris spatiaux, on
peut également citer la recherche d’orbites périodiques ainsi que la détermination de
la durée de vie de satellites relative a certaines classes bien précises d’orbites.
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A.1 Expression du Laplacien V2V en coordonnées sphé-
riques

Considérons donc les coordonnées sphériques :

T = Trcos¢cosA

= rcos¢sinA

z = rsing
On a
dr = cos¢cosAdz + cos ¢sin Ady + sin ¢pdz
dp = —lsinchos)\dw-l-—lsin¢sin)\dy+lcos¢dz
r r r
d\ = -— 1 sin Adx + ! cos Ady
7 COS ¢ T COS ¢
Alors
v _ ovor, ovop, ovox
or  Orodx 0¢0r OOz
ov ovl . . sinA 9V
= Ecosqﬁcos)\—a—(ﬁ;smqﬁsm)\—Tcos(ﬁa
et
2 2y 1 2y
88% = [86 5 COS ¢ cos A + (6—V - — 88¢8r) — sin ¢ cos A
+ sind_(OV 1 OV or + des termes similaires X o9 et o
T COS ¢ ONr ONor)| oz or Oz

Des expressions analogues sont trouvées pour

0%V o’V
a7 < o2

Dés lors, aprés sommation, on obtient :

2
vty = D () 4 L0 () LY

or or cos ¢ O 0¢ cos2 ¢ ON2

De maniére plus générale, on a :

o _ 1[0 5,0 1 0 1 92
v [8r( Br) cosqﬁ%(osqsaqﬁ) cos%ﬁW]
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A.2 Le mapping “midpoint method” est du second ordre

Le mapping “midpoint method” peut s’exprimer sous la forme suivante :

p(nth) ¢ Fo(3(p+ ™), 3T+ 10 4 4§
J(n+1) — T 4 FI(%(‘P + <,0(n+1)), %(I—I—I(’Hl)) t+ 1)
¢(nt1) t Fi(=1)
oll (p(("+1)) représente les variables et [ ("*9) les moments correspondants.
On a:
1 1 1 1 T
PV = TFy |Gt (e + TF), s+ S(T+ 7Fr) b+ o
2 2 2 2 2
T T T
= @+ TF(p+ §F<pl + §F1t + 5)
T T
= @+7F,(p,1,t)+ TFW%FQO o1 Fr + Tt + -

2
= @+ TF,(p,1,t) + % [FppFy + FprFr + Fpp + 1] + -+

De maniére analogue, on peut montrer :

2
I+ = [ 4 7 Fr(p, I,t) + % [FroFp+ FiiFy+ Fry+ 1] + -+

tnt) — ¢ 4 7

Reéécrivons ces relations sous forme matricielle :

I V= 7T |+7| F, | +— Fiy Frr Fp
t(n-l—l) t 1 FW(: 0) Ft[(: O) Ftt(: 0)
2
En notant z = I ,ona:
t

2
A = 2 7f(2) + S (D () + -

Le mapping est donc bien du second ordre car il est en accord avec le développement
en série de Taylor jusqu’a 1’ordre 2.
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A.3 Caractére symplectique du mapping “midpoint me-
thod”

Dans le cas particulier ou I'on ne considére pas le frottement atmosphérique (i.e
f=%H),ona:

1 1

Iy, = I, — TH(p (E(SOR-H + 8071), E(IVH—I + In))
1 1

Yn+t1 = @nt+THI 5(‘Pn+1 + ©n), §(In+1 +1In)

ou ¢ correspond au vecteur variables (q1,¢2,q3) et I au vecteur momment associé
(q4a g5, QG)

Notons
O0lp41 . 0l 11 _5
Opn oI,
a(Pn—f—l — 8(P'rH—l -5
Opn, oI,

Par dérivation par rapport & (,, on obtient :
a=0—THup(37+3) — THe(30)

v=0—1Hr(37+3) — THi(50)

a1+ FHor) + (5Hop) Y = —5Hop

0‘(%%11)"‘(%%1@_1)7 = —1-3H,

La résolution de ce systéme nous donne :

_z A ) )

a = L 17 %52,_1‘ - %(—%AB+%A+%A+%AB):%(TA)
1+IB 2 2

v = 1 gc% - —253‘ - %(—1—%BZ—TB+%AC)

avec A=T"B2—1-T2AC = Z*(B? — AC) — 1
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De maniére analogue, on obtient :

_ T T .
B = % I_IQB B {A_B‘ = %(—1——§BQ+%B+§AB)
2
1+ZB 1-IB
s = &[11E° 1E | - t(ie--30) =400

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une transformation y; = Y;(Z,t) soit
symplectique étant

(yisy;) ={YZYT}. =4, (1<i<j<2n))

ou 5;: est le symbole de Kronecker, égal & zéro si i # k et & un si 4 = k. La notation
(vi;y;) désigne la parenthése de Poisson. On démontre dés lors facilement le caractére
symplectique du mapping.

En effet :
Pntli fntl 8o, Ol oI, Opn
= 70— da
1 ) 72 72 ) 72
A_ —-7C).TA

2
= { 1——32+ AC)

= 5 [A*+4+4A -4 —4A]



ANNEXE A. PRECISIONS COMPLEMENTAIRES 82

A.4 Fonctions d’inclinaison Fj,,,(1)

Par Darticle de Kaula (c.f [5]) on a :

min(p,k)

(20 —2t)! - l—m—2t
Fip = 2 =it —m s T
t
[ m s l—m—-2t+s m-—s k&
x;(s)cosfz;< . )(p—t—c>(_1)
(A1)
avec
- k=E(5")

— ¢ est sommeé pour toutes les valeurs n’annulant pas les coefficients binomiaux.

Une telle formule n’étant pratique que dans le cadre d’une implémentation informa-
tique, nous donnons une liste de plusieurs valeurs de F;,;,(I) dans la Table A.1.

A.5 Fonctions d’excentricité Gy, (e)

L’expression analytique de cette fonction étant encore plus compliquée que pour les
fonctions d’inclinaison Fj,,(I), nous donnons directement la table de plusieurs de
ces valeurs (Table A.2).
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Table A.1 — Fonctions d’inclinaison Fipp(i) (A.1) jusque Imp = 444 (c.f [5])

I m p Fimgi)

2 0 0 —3sin?i/8

2 0 1 3sin?if4 — 1/2

2 0 2 —~3sin? if8

2 1 0 3sini(l + cos /4

2 1 1 —3sinicos if2

2 1 2 —3sini(l — cosi)/4

2 2 0 3(1 + cos i)?/4

2 2 1 3sin®if2 |

2 2 2 3(1 — cos i)¥4

3 0 0 —5sind if16

3 0 1 15sin® if16 — 3 sin i/4

3 0 2 —155sin3 /16 + 3 sin if4

3 0 3 5 sin® i/16

3 1 0 —15sinZ i(1 + cosi)/16
! m Fpn ()

AALAADRLEDDRDLDDLEDDEDRDDEDDADDEDDRLWLWWWWWWWW

AARAAARALLWLWWRNNRNDNN S === w000 00 WWWWNNNN - - -

RULUBNOAWN~~OPRWN~ORWLUNSTORAWNELEOWNSOWN O WIN =N

15sin?i(1 + 3 cosi)/16 — 3(1 + cos i)/4
15sin?i(1 ~— 3 cosi)/16 — 3(1 — cosi)/4
~15sin? i(1 — cos i)/16 '

15 sin i(1 + cos i)%/8

15sini(l — 2 cosi — 3 cos?{)/8

~15sini(1 + 2cosi — 3 cos®i)/8

~15sini(1 — cos i)?/8

15(1 + cos i)*/8

45 sini(1 + cosi)/8

45 sin? i(1 — cos i)/8

15(1 — cos i)*(8

35 sin% i/128

—35sin%if32 + 15sin2i/16

(105/64) sin® i — (15/8) sin®i + 3/8

—(35/32) sin* i + (15/16) sin? {

(35/128) sin* i

—(35/32) sin® i(1 + cos i)

(35/16) sin® i(1 + 2 cosi) — (15/8)1 + cosi)sin i
cos i(15 sin i/4 — 105 sin® i[16)

—(35/16) sin® i(1 — 2 cos i) + (15/8) sin i(1 — cos i)
(35/32) sin® i(1 — cos i)

—(105/32) sin i (1 + cos i)?

(105/8) sin® i cos i(1 4 cosi) — (15/8)(1 + cosi)?
(105/16) sin? i(1 — 3 cos®i) + (15/4) sin% i
~(105/8) sin% i cos i(1 — cos i) — (15/8)(1 — cos i)
—(105/32) sin? i(1 — cos i)?

(105/16) sin i(1 + cos i)?

(105/8) sin i (1 — 3 cos?i — 2cos?i)

—(315/8 sin3icos i

—(105/8) sin i(1 — 3 cos?i + 2 cos®i)

—(105/16) sin i(1 — cos i)®

(105/16)(1 + cos i)*

(105/4) sin® i(1 + cos i)?

(315/8) sint i

(105/4) sin? i(1 — cos i)

(105/16)(1 — cos i)
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Table A.2 — Fonctions d’excentricité Gipq(e) jusque Ipg = 442 (c.f [5])

L q rp 9 Gipal©)
2 0 -2 2 2 2 0
2 0 -1 2 2 1 —ef2 4+ &16 4+ -+
2 0 0o 2 2 0 1 — 5¢%2 + 13416 + - -+
2 0 1 2 2 -1 Tef2 — 1236316 + - - -
2 70 2 2 2 =2 17¢4/2 — 115646 + - -+
2 1 -2 2 1 2 94 + Te\j4 + - - -
2 1 -1 2 1 1 3ef2 + 276316 + - - -
2 1 0 (1 — )3
3 0 -2 3 3 2 €8 + ¢4/48 + - -
3 0 -1 3 3 1 —e + 534 + -
30 o 3 3 0 1 — 6e% + 423¢4/64 + + - -
30 1 3 3 -1 Se —22¢% 4 -
3 0 2 3 3 -2 127¢%/8 — 3065¢4/48 + -« -
.3 1 -2 3 2 2 11€%/8 + 49¢4/16 + - - -
3 1 -1 3 2 1 e(l — e?)y~si
3 1 0 3 2 0 .14 2 4239464 + -
3 1 1 3 2 -1 3¢ + 1134 + -+
3 1 2 3 2 -2 53¢%/8 + 39¢4/16 + - -
4 0 -2 4 4 2 &2 — A3 -
4 0 -1 4 4 —~3e/2 + 756316 + - - -
4 0 0 4 4 0 - 1 —11e® 4 199¢48 +--+
4 o0 1 4 4 -1 13¢/2 — 7656316 + + - -
4 0 2 4 4 -2 5132 — 32142 + -+ -
4 1 -2 4 3 2 © Gela)(l — )3
4 1 -1 4 3 1 ef2 + 33¢%/16 + - - -
4 1 0 4 3 0 1+ ¢e® 4656416 + - -
4 1 1 4 3 -1 9ef2 — 3¢%/16 + - - -
4 1 2 4 3 =2 5324 — 179¢4/24 + -+
4 2 -2 4 2 2 Se* + 155¢4/12 +--+
4 2 -1 4 21 Se/2 + 135¢%/16 + - - -
4 2 ) (1 + 3e22)(1 — e~ "/2
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