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Résumé

Cle mémoire étudie une méthode de réduction de potentiel destinée & résoudre le probleme
d’admissibilité convexe suivant : étant donnée une partie convexe C de R”, trouver un
point y € C, ou conclure que C est vide.

Partant d’un polytope contenant C, nous effectuons des coupes de facon 3 construire des
approximations polyédriques de C de plus en plus affinées. Pour chacune de celles-ci, nous
calculons le centre analytique, et cela jusqu’ & ce que I'un d’entre eux appartienne a C.

Nous appliquons d’abord cette méthode au cas particulier du probléeme d’admissibilité
linéaire, pour la généraliser ensuite au cas convexe. Enfin, nous proposons une stratégie
permettant d’accélérer la convergence de cette méthode. Elle consiste & passer d’une ap-
proximation polyédrique & une autre en effectuant plusieurs coupes au lieu d’une seule
comme précédemment.

Abstract

This thesis considers a potential reduction method intended to resolve the next convex
admissibility problem : given a convex set C of R", find a point y in C, or conclude that C
is empty.

Starting with a convex polytope contening C, we perform cuts in order to build increasingly
refined polyhedral approximations of C. For each of them we compute the analytic center
and this until one of them is included in C.

First we apply this method in the particular case of linear admissibility problem. Then
we generalize it to the convex case. Last we propose a strategy allowing to accelerate
the convergence of the method in the convex case. It consists of reducing the polyhedral
approximation of C by performing several cuts instead of only one as previously.
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Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier des méthodes permettant de résoudre le probleme d’ad-
missibilité convexe suivant :

Etant donné un ensemble convexe C de R", trouver un point dans C
ou conclure que C est vide.

Cle probléme recouvre notamment celui de la recherche de la solution optimale d’un probleme
de programmation convexe lorsque la valeur optimale z* de celui-ci est connue, En effet,
si z* désigne la valeur optimale du probleme

min f(y)
(P) yeY

86 | <y < h
ol T :R* — R est convexe, Y C R™ est convexe, et ol [ et h sont des bornes sur y, alors

résoudre ce probléme revient & trouver un point o appartenant a I’ensemble convexe
C={y: fly) << yeY,l<y<h}

La stratégie mise en oeuvre consiste a engendrer une suite de points a partir d’une suite
d’approximations polyédriques de l’ensemble C. De fagon plus précise, on se donne z*,
un ’bon’ point intérieur dans un ensemble contenant C. S5i z* € C, alors le probleme est
résolu et I'algorithme se termine; sinon un hyperplan est engendré de sorte que ensemble
contenant C soit séparé en deux parties.

Si l’on est sfir que 'une des deux parties contient ’ensemble C, I'autre peut étre éliminée.
Cela conduit & un nouvel ensemble contenant C, plus petit que le précédent. On peut des
lors choisir un nouveau ’bon’ point & 'intérieur du nouvel ensemble et de nouveau tester
s’il appartient a C.

La question qui se pose est comment sélectionner le "bon’ point intérieur de chaque en-
semble contenant C. Idéalement, il serait préférable de choisir un point "centré’, qui divise
’ensemble contenant C en deux parties plus ou moins égales. Plusieurs propositions de
‘centres’ ont été faites, mais celle que nous allons retenir dans ce mémoire est celle du
‘centre analytique’.

Ce choix du centre analytique comme bon’ point intérieur, et ce principe de génération de
coupes justifient le nom donné & la méthode, a savoir la méthode ACCPM (Analytic
Center Cutting Plane Method).



Programme principal

Calcul du centre analytique y du
polytope courant

/ \Plan coupant

QOracle

ryel?
Qui Non
514 %{JTE

La méthode ACCPM permet de résoudre d’autres problémes que le probleme d’admissi-
bilité convexe.

Elle permet notamment de résoudre le probléme de programmation convexe (P), méme
lorsque la valeur optimale z* de celui-ci est inconnue [6]. Dans ce cas, le programme princi-
pal travaille sur une relaxation linéaire du probleme original (P). Cette relaxation est affinée
5 chaque itération par adjonction d'une ou plusieurs coupes. A une itération donnée, le
programme principal, au vu de la relaxation linéaire, envoie une proposition y a 'oracle.
Celui-ci renvoie alors au programme principal une information sur le probleme (P) en ce
point, afin d’enrichir 'approximation linéaire de ce dernier.

Plus précisément, si y est admissible (y € Y, < y < h), Poracle renvoie un plan de sup-
port de la fonction f en y. Sinon, il renvoie un plan séparant y de Y. Ces coupes sont

appelées coupes d’optimalité dans le premier cas, et coupes d’admissibilité dans le second.
La relaxation linéaire est donc définie par

min z _
22> flyy') 1€l
s.c. ¢ g(y;9°) <0 jeJ
I <y<h,

olt {z > f(y;y') i € I} est Pensemble des coupes d’optimalité définies en les points y* en-
voyés & l'oracle, et {g(y : ¥7) <0 j € J} est Pensemble des coupes d’admissibilité définies
en les points y? envoyés & l'oracle.

Nous minimisons en fait une approximation extérieure de la fonction f sur un domaine
élargi de Y.

La procédure décrite plus haut prend fin lorsque le programme principal considere qu’il a
atteint I'optimum.

Le point y dont il est question précédemment est en réalité le centre analytique de [’ensem-
ble de localisation, défini par

L:={(y,z) e R"™ :2<2, 2> flyy'), 9(y;¢°) <0, I <y<h, Viel,jel},



ol Z est une borne supérieure sur la solution optimale z* du probleme (P).

On montre que £ contient nécessairement la solution optimale z* & chaque itération.

La convergence de cet algorithme repose sur la mise & jour a chaque itération de £;, d’une
borne inférieure z, et d’'une borne supérieure z. Cette démarche permet en effet d’atteindre
une itération pour laquelle le saut de dualité z — z < &, notre critére d’arrét. (voir algo-
rithme [6])

Citons encore le probléme MinMax linéaire

n
min{max{a; - Z;gijuj}l I <u<h},
g:

qui lui aussi peut &tre résolu par une méthode ACCPM ([1]).

Beaucoup de questions peuvent se poser autour du fonctionnement de 'algorithme AC-
CPM pour la résolution du probleme d’admissibilité convexe. Entre autres :

-Qu’est-ce que le centre analytique d’un polytope, et comment le générer ?

-Comment choisir les coupes de fagon optimale ?

-Peut-on envisager 1’ajout de plusieurs coupes simultanément ?

-Quel est I'ordre de convergence d’un tel algorithme 7

Toutes ces questions seront abordées dans ce mémoire selon le cheminement qui suit.
Dans le premier chapitre, nous formalisons la méthode ACCPM permettant de résoudre le
probléme d’admissibilité convexe, en introduisant les concepts de plan coupant et de centre
analytique ([3],[4],[11]). Le deuxieéme chapitre se consacre au calcul du centre analytique
d’un polytope borné & intérieur non vide. Nous envisageons ce calcul sous différents points
de vue (dual, primal, et primal-dual), mais toujours suivant une méthode de réduction de
potentiel [11].

Les concepts de base ayant été définis, nous abordons dans les chapitres suivants la
résolution du probleme d’admissibilité convexe au moyen des algorithmes ACCPM.

Le troisicme chapitre traite d’un algorithme ACCPM destiné & résoudre le probleme parti-
culier d’admissibilité linéaire. L’ensemble C est ici un polytope & intérieur non vide. Nous
étudions 4 la fois la facon de concevoir ’algorithme, mais aussi sa complexité algorithmique
[9]. Nous suivons le méme cheminement dans les deux derniers chapitres. Le premier de
ceux-ci propose un algorithme ACCPM pour le probleme d’admissibilité convexe général,
ol une seule coupe est permise & chaque itération [4], et le second un algorithme ACCPM

pour la résolution du méme probléme, mais ot plusieurs coupes sont autorisées a chaque
itération [10].



Tous ces algorithmes sont basés sur la réduction d'une fonction potentielle qui mesure en
quelque sorte le volume des polyédres contenant C.

NOTATIONS :

Tout au long de ce mémoire, nous utiliserons les notations suivantes, ou z et s sont deux
vecteurs de R".

e La matrice diag(z) sera notée X.

e Le produit d’Hadamard (ou produit composante par composante) de x et s sera noté
xs (de toute évidence, ce produit est commutatif).

e Le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1’ sera noté e
(sa dimension dépendra du contexte).

Avec ces notations, le produit scalaire de z et s pourra des lors s’écrire :
2Ts = el Xs = el Sa = eT(as).

Nous utiliserons également les notations
o ||.|| pour désigner la norme Euclidienne ||. 2.
e ’log’ pour représenter le logarithme népérien.

e n lorsque ’on prend tous les indices de 1 a n.



Chapitre 1

Formalisation de la méthode

ACCPM.

Le but de ce chapitre est de définir de fagon précise le fonctionnement de V'algorithme
ACCPM en introduisant les notions de plans coupants et de centre analytique.

1.1 Plans coupants

1.1.1 Position du probleme

Notre probléme est de trouver un point intérieur & un ensemble convexe C C R™, ou C
satisfait aux hypotheéses suivantes :

1) C est contenu dans le cube Q% = {y € R™: 0 <y < e} = [0, 1"

2) C contient une boule de dimension m, et de rayon ¢ , ou spdg € < 0.5.

1.1.2 Principe de l'algorithme ACCPM.

Le principe de I'algorithme ACCPM est de générer des plans coupants qui permettront de
limiter espace de recherche & un polytope contenant C, et |’approximant le mieux possible.

Ainsi, partant du polytope ° défini plus haut, et de son centre analytique y°, nous faisons
appel & un oracle (ou sous-routine). Celui-ci vérifie si y° appartient & int(C) ou pas, et agit
en conséquence :

-Si y° € int(C), 'algorithme se termine.

-Si y° ¢ int(C), Poracle renvoie au programme principal une coupe, ou hyperplan, que
nous pouvons exprimer sous la forme {y € R™ : aTy < aTy® —~} D C, olt a est normalisé
de telle sorte que ||a|| = 1, et ol « est choisi selon la profondeur que I’on souhaite donner
a la coupe.

Les plans coupants sont donc générés par l'oracle selon certains critéres que nous lui im-
posons de respecter.
Une fois cette nouvelle coupe obtenue, on recherche le centre analytique y! du nouveau



polytope Q! ainsi défini, et on soumet ce point a l'oracle, qui de nouveau, agira selon deux
possibilités.

L’algorithme prendra fin lorsque le centre analytique du polytope courant appartiendra
5. Pensemble C des solutions. Cela arrivera d une itération donnée, puisque I'on fait I'hy-
pothese que C a un intérieur non vide.[cfr section (1.1.1)]

Notons que 'oracle renvoie également une coupe dans le cas ol y' (centre analytique de o)
se trouve sur la frontiere de C. Cependant, dans un cas plus général ou y' est a 'extérieur
de C, on peut se demander comment choisir les parametres a et v qui définissent la coupe
{ye R™: a"y < d"y' — 7}

Choix du vecteur normal a :

Exprimons tout d’abord l'ensemble convexe C par un systeme (fini ou infini) d’inégalités
convexes :

C={yeR™ fily) <0i=12..}

ou chaque f; : R™ — R est convexe.

1l semble d&s lors pertinent de choisir @ comme étant g;/|gi||, ou gi est un sous-gradient
arbitraire d’une des fonctions f; en ¥ qui satisfont f;(7) > 0 (i.e. une des contraintes non
strictement vérifiées par 7, le centre analytique du polytope courant).

gi est donc un élément de 8 fi(77), ot 0fi(y) est ’ensemble des sous-gradients de f; en ¥, et
est défini par :

8fi(§) = {g: € R™ : fiy) > fi(y) + ¢ (y —§), Yy € R™}.

Notons que
Vg: € 0f:(9), fi(y) < i) = ¢ (y —9) <0

et donc,
si fi(g) > 0 et fi(y) <0, alors g (y —§) < 0.



/a"ﬁ (#=0)

g4

a=—
"g 4"

on choisit a = ga/l|ga|| puisque fa(F) > 0.
Pour un y tel que fa(y) <0, on a bien gf (y —¥) < 0.

Le choix d’une telle valeur pour a est motivé par le fait que cela assure que le nouveau
polytope obtenu en ajoutant la derniere contrainte aTy < aTy — v contienne toujours
I’ensemble C des solutions, si toutefois on choisit v de fagon & ce que la coupe n’intersecte
pas C!

En réalité, il n'est pas nécessaire d’imposer g; € 9f;(y). Tout ce que nous voulons, c’est
trouver un indice 7 pour lequel fi(§) > 0 , et choisir a de telle sorte que al(ly—g) <0
pour tout y dans {y € R™: fi(y) < 0}.

Ce méme type d’approche s’applique également quand les fonctions f; sont convexes et
différenciables. Dans ce cas, on choisit @ = g¢i/||gill ot ¢ = V/fi(), le gradient d’une
fonction f; en § telle que fi(y) > 0. Cela est de nouveau motivé par le fait que

Fy) < ) = VE@) (v -9 <0,

puisque f; est convexe.



Choix du terme indépendant v :

Goffin et Vial ([2]) ont proposé une terminologie pour les coupes, selon les valeurs prises
par 7.

Si v > 0, on dit que la coupe est profonde.(anglais :deep)

Si 4 < 0, on dit que la coupe est peu profonde.(anglais :shallow)

Si 4 = 0, la coupe passe par le centre analytique ¥.
D’un point de vue graphique, cela signifie que la nouvelle coupe est plus ou moins éloignée
de ’ensemble C des solutions.

oy
fA(

-~

1.2  Centre analytique

1.2.1 Définition

Fonction potentielle duale

Soit  un polytope borné de R™ défini par n (> m) inégalités linéaires, i.e.
QO={yeR™:c— ATy >0},

ott A C R™*" est de rang plein, et ou ¢ € R™.
Nous appelerons §} le polytope dual.
Notons l'intérieur de Q par int(Q) = {y € R™: ¢ — ATy > 0}. Supposons que int(Q) £ 0.

Pour définir le centre analytique , nous choisissons la distance suivante :
n

d(y, Q) = [[(¢i — i w), y €

i=1

olt a; est la j°colonne de A.

La distance d’un point de © & Q n’est autre que le produit des écarts aux contraintes
formant le polytope 2.

Cette distance est dés lors fonction aussi bien du point y choisi dans £, que des parametres
Aetc

10



Traditionnellement, on pose s := ¢ — ATy et on Pappelle variable d’écart.
Remarquons que ’hypothese selon laquelle A est de rang plein permet de définir une bi-
jection entre les points y de §) ef les vecteurs d’écart s.

Le logarithme de d(y, ) est appelé fonction barriere, ou fonction potentielle, et s’écrit :

B(ya‘Q) = logd(ya‘n) = ZIOg(Cj - a;,-'l'r'y) = Z log s;.
j=1

=1

Le point intérieur y* de £ qui maximise cette fonction est appelé le centre analytique de
Q. y° est donc solution du probleme

Todigs

max Z: 0g §; (1.1)
7j=1

sc. s=c— ATy >0,

Notons que ce probleme est bien défini puisque I'on fait 'hypothese que int(§t) # 0, et
que §) est borné. La valeur optimale est donc finie, et atteinte en un point intérieur tel que
s > 0 (pas sur la frontiére car cela signifierait que le max est en un point tel que 33 € n
tel que s; = 0, et donc B(y, Q) =log [[}-, s; = —oo!)

On notera

B(Q) := B(y*, Q) = maxlog d(y, ).
yeR

y® est donc aussi le point qui maximise le produit des écarts, puisqu’on a équivalence des
problemes

n
max E logs; et max logHsg- et max S
i=1 - j h i

s=c—ATy %

Ce y* est défini de fagon unique puisque la fonction barriere B(y, Q) est strictement concave
sur int(Q). Par conséquent, y* peut étre obtenu en résolvant les conditions d’optimalité
associées au probleme(1.1).

Or, le Lagrangien du probleme (1.1) est

E(Sama:) = _Zlogsj"'mT(AT‘y-i-S#c)

i=1

ou z est le multiplicateur de Lagrange.
Et
VL(s,yiz)=—2+z ot $=(5ens)

V,L(s,y; ) = Az

11



Les conditions de Kuhn-Tucker sont donc :

TE = e
Az = 1 750 (1.2)
s = ¢c— ATy 5>0

olt le produit zs signifie que I'on multiplie composante par composante. zs est donc le
vecteur (2151, 2252, -+ Tnsn)T.

ok ok
Remarque :

On peut définir un centre analytique méme lorsque des égalités sont présentes dans le
systéme des contraintes. Dans ce cas, §) s’ezprime :

Q={yeR™:c— ATy >0,By =10}

Le centre analytique est choisi sur I’hyperplan {y : By = b}, et tel qu’il maximise le
produit des variables d’écart s = ¢ — ATy.

Donc, l'intérieur de Q ne P'est pas au sens topologique du terme.

Ici,  a un intérieur si :

nt(RY)N{s:s=c— ATy pour y tel que By = b} #
ot int(R:) :={s € R} : s > 0}.
Ainsi, si £ ne possede qu'un seul point intérieur y avec s = ¢ — ATy, on dira que int(§2)
est non vide.

12



Fonction potentielle primale

Le centre analytique peut é&tre obtenu différemment, a partir d’une fonction potentielle

primale.
Soit
Xog:={zeR": Az =0,z > 0}.
On définit la fonction potentielle primale sur int(Xg) par :
P(z, Q) = nlog(c’z) — Z log z;, € int(Xa).
j=1

Clette fonction est aussi appelée fonction potentielle de Karmarkar.

Remarquons que P(z, 1) est homogene en z, i.e.
Pz, Q) = P(tz, Q) Vt>0,

puisque

Pltz, Q) = nlog(tcT;n)*Zlogtmj
i=1

= n(logt +logca) — (nlogt + Z log ;)

i=1

= nlogc’z — Zlog g

i=1
= P(z,0).

Nous pouvons donc normaliser = de telle sorte que e =n.

Considérons alors le probléeme de minimisation de P(z, ) sur int(Xa), i.e.

min  P(z,Q)
s.c. € int(Xp)

Comme P(z, () est homogene, le probleme (1.3) revient donc a

min (—Z log ;)
i=1

s.c. =z €int(Xg), cfz=n,

13
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Ce probléme étant convexe, sa solution peut étre obtenue en résolvant les conditions de
Kuhn-Tucker associées.

Or,

L(z;y,50) = —_logz; —y"(Az) + yo(c"z — n)
i=1
oil y et yo sont les multiplicateurs de Lagrange.
De plus,

Vo L(z;y,50) = —2~ — ATy + cyo.

Les conditions d’optimalité s’écrivent alors

—a ' = ATyt = 0
Az = 0 (1.5)
ez = n x>0

Si I’on multiplie la premiére équation de (1.5) par = & gauche, on a

0 = —aTa ' —aTATy + T ayo
= —n+ny—0
= n(yo—1).

Dés lors, yo = 1, et les conditions d’optimalité deviennent

—zl4s = D
Az =
ATy+s = ¢ s>0
de = n z>0
ou
s = e
Az = 0
ATy+s = ¢ 5>0
e = n x>0.

Notons que les trois premiéres équations entrainent la quatrieme car
n=ele=el(zs)=a"(c— ATy) =cTa
puisque Az = 0.

Donc, la derniére équation est redondante, et nous retrouvons les conditions d’optimalité
(1.2) du probleéme dual (1.1), qui nous permettait de trouver le centre analytique de 1.

14



Chapitre 2

Calcul du centre analytique par une
méthode de réduction de potentiel.

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but d’exposer différentes manieres de calculer le centre analytique
d’un polytope borné & intérieur non vide, en tenant un raisonnement basé sur la réduction
de potentiel.

La premiére approche du probleme se fera dans Vespace dual @ = {y € R™ : ATy < c}, ol
I’on envisagera le calcul du centre analytique dans trois cas :

tout d’abord & partir d’un point qui est déja centre analytique approximatif, ensuite a
partir d’un point intérieur au polytope {2 , et enfin depuis un point extérieur a .

L’approche suivante sera une approche primale, basée sur I'algorithme de Karmarkar, qui
permet d’approcher le centre analytique de Q en partant d’un point 2% € int(K,), on
K,={z:Az=0,e"z =n,z > 0}.

Nous envisagerons également un algorithme affin.

Finalement, la derniére approche sera primale-duale et permettra d’évaluer le centre ana-
lytique de Q depuis une paire (z,s), ot @ € int(Xo) et s € int(Sa), avec

int(Xg) = {z:Az=0,2>0}
int(Sg) = {s: ATy +s=c,3>0}.
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2.2 Proximité du centre analytique

Avant d’introduire des procédures numériques pour calculer le centre analytique, voyons
comment exprimer la proximité d’un point par rapport au centre analytique.

A. Approche duale

Rappelons-nous que £ est un polytope borné dans R™, défini par n(> m) inégalités,
i.e.

Q:{yE’Rm:cﬁATyZO}.
Pour un point y € int(Q), la fonction potentielle duale de Q est

B(y,Q)ZZIOgSJ‘, SZC_ATy

i=1

que 1'on notera simplement B(y) par la suite.

Idéalement, on devrait mesurer la proximité de y (€ Q) & y* (centre analytique de )
par la différence

B(y") — B(y) = maxB(y) — B(y)-

Le probleme est que l'on ne connait pas y*, ni B(y*)! Nous utiliserons donc une autre
méthode.

On sait que y* est l’unique maximum de B(y) sur Q (car B(y) est strictement concave).
Des lors, VB(y*) =

Une mesure de ploxmfute pourrait donc &tre le résidu VB(y) en y.

Notons que

V,Bly) = Zlog ;—aly))=—AS"le
et
By - By
V:B(y) =
(BOymn + BW)g,
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ol par exemple,

(B(y)),z = —(=au)(s1)*(—an) — (—ara)(s2) 2(—12) — - = (—@1n)(3n) *(—a1n),

a] e a’l'ﬂ— 3] e 0 a “en al'ﬂ-
G,m e Gmn () ae Sn am[ s e amn

ot s =c— ATy > 0.
Donc, la condition d’optimalité associée au probleme maxyeq B(y) est

VB(y) = —AS e = 0.

Supposons maintenant que 'on veuille approcher la solution optimale de ce probleme (i.e.
le centre analytique) en utilisant la méthode de Newton .

La direction de Newton Ay dans I’espace dual, associée au probleme maxyeq B (y) est
donnée par

Ay = —(V*B(y))VB(y) = —(ASAT) I AS e, 1)
En termes d’écarts, on obtient donc |

As = —ATAy = AT(AS2AT)TAS e (2:2)
p;lisque (Ay, As) est admissible seulement si As+ATAy =0 (i.e. AT(y+Ay)+(s+As) =
c).

As est en réalité la direction de Newton en termes d’écarts, projetée sur I’ensemble admissi-
ble {y : ATy +s = c}. Elle est obtenue par la résolution du probléme {min %ASTS”ZAS -
AsTs™1 : As + ATAy = 0} ot la fonction objectif est I'approximation quadratique de

B(y,Q) = 35, logs;.
Définissons alors p(s) tel que As = —sp(s). On obtient

p(s) = —S~1AT(AS2AT)1AS e (2.3)

§(s)2 = |lp(s)|I* = eT S~ 1AT(AS2AT)"1AS e, '
On remarque que §(s) = 0 = VB(y) = 0, car la matrice S~TAT(AS2AT)~! est de rang
plein puisque A U'est par hypothese, et S, matrice diagonale des écarts s > 0, I'est aussi.

Ainsi, si §(s) = 0, alors s = s* et y = y*, le centre analytique de 2.
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Remarquons que §(s) peut s’exprimer de maniere plus élégante si ’on définit
2(s) = SN — ST AT(AST2AT) T AS e (2.4)

Ce point est admissible puisque Az (s) = 0.
Nous vérifions alors que

p(s) = —S~LAT(AS2AT) 1 AS le = Sx(s) —e
§(s) = [lp(s)ll = [|Sz(s) — ell- (2.5)

Or, nous avons vu que si 6(s) = 0, on se trouve au centre analytique de . Ceci est bien
confirmé par le fait que dans ce cas, S(s) = e, ol s = ¢ — ATy > 0 est admissible, et
z(s) > 0 également puisque Az(s) = 0. Et donc, les conditions d’optimalité associées aux
problemes (1.1) et (1.4) sont vérifiées, ce qui signifie bien que y = y*,s = s, et #(8%) = &,
solution du probléme (1.4).

On appelera paire centrale de { la paire (2%, s%).

B. Approche primale

Une autre mesure de proximité peut se faire via la direction de Newton associée au probleme
primal (1.3), plutét que celle associée au probleme dual [1:1).

Comme P(z, ), notée P(z), est homogene, on peut fixer 'z =n.
Des lors,
VP(z) = V(nlog e — Z log z;)
j=1
i -1

= -C?:EC - X e

= c—X"'e (2.6)
et

V*P(z) = X2

La direction de Newton associée au probleme primal (1.3) est donc obtenue par la résolution
du probleme

min (c— X 'e)TAz + 1Az" X2 Aq
s.c. AAz =0

ol la fonction objectif n’est autre que I'approximation quadratique de P(z), et ou la con-
trainte assure le caractére admissible de la direction Az.
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(e probléme étant convexe, sa solution est aussi celle des conditions de Kuhn-Tucker

associées.
Sachant que le Lagrangien du probleme est

L(Azu) = (c— X te)TAz + }2—/_\3:TX_2A3: + uT (AAz),

ol 1 est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, ces conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent

X 2Az4+c—Xtet ATu=0
AAz = 0.

En multipliant (2.7) par AX?, nous obtenons

AAz + AX*(c— X te) + AX?ATu =0, ot AAz=0.
AX2AT = (AX)(AX)T étant inversible, nous pouvons extraire u :

u=—(AX2AT)TAX (c— X Te).

Si nous injectons cette valeur de u dans (2.7), nous avons

Az = —X*(c— X'e) + X2AT(AXPAT)TAX (e — X e).

En définissant p(z) = —X 1Az, on obtient

p(z) = X(c—X'e)— XAT(AX2ATY'AX (c— X e)
= (I-XAT(AX?AT)'AX)(Xc —e).

On définit comme précédemment

§(e)* = ()’
= (Xc—e)T(I - XAT(AX?AT)TTAX)(Xc —e).

Posons ensuite
y(z) = (AX2AT)TAX(Xc—e) et s(z)=c— ATy(z).
Nous avons donc
p(z) = X[e— AT((AX?AT)TAX(Xc—e))] —e

= Xs(z)—e

et
(z) = [ Xs(2) el
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De nouvea, si | Xs(z) — e|| = 0, alors §(z) = 0 et la direction de Newton projetée sur

ensemble admissible Az est nulle. Nous avons donc atteint le minimum de P(z) sur
Xo = {z : Az =0,z > 0}.
Ainsi, z = 2% et y(z*) = y°, la paire centrale de (2.

C. Approche primale-duale
La troisicme mesure de proximité est obtenue en utilisant & la fois le primal et le dual.

PourunmeXg:{:z::A:r::(],:c20},etunyeﬂ,ous:c_ATyESQ:{S:
s =c— ATy, s > 0}, cette troisitme mesure peut étre définie par

n(z,s) = [ X(c— ATy) —e| = | Xs —e].

Grice aux conditions d’optimalité (1.2) des problemes (1.1) et (1.3) étudiés au chapitre 1,
nous savons que si n(z,s) =0, alors x = %,y = y*.

Introduisons alors la fonction potentielle primale-duale homogene, définie par

a(, 8) = nlog(e’s) - Zlog(ﬂ?jsj)- (2.13)

Notons que pour toute paire (z,s) admissible, Pn(z,8) > nlogn et qu’au centre analy-
tique, ¥n(z,s) = nlogn.

En effet, nous savons que z* est le point qui maximise Z?:1 log z; sur Xg et que s* est

le point qui maximise ) _, logs; sur Sq, donc la paire (z%,5%) est la paire qui maximise
n

Zj:l 10g($j5j) sur (K}fg X SQ)

Or, au centre analytique, cette fonction s’annule car @fs} = 1 V7.

Dés lors, en une paire admissible (z, s) tel que whae=my N ey log(z;s;) <0 et Pu(z,s) >

nlogn.

Comme t%,(z,s) est homogene, cette dernicre inégalité est satisfaite en toute paire (z,s)

admissible.

Pour établir une relation entre ces trois mesures de proximité §(z),8(s), et n(z,s), nous
aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.2.1

Siz € (RM)Y est tel que ||z]jo < 1, alors

n 2
eTz > log(l + ;) > efa — &
2 31— ol

preuve : [§]

Comme, pour tout 7, log(l 4+ ;) < =i, la premiere inégalité s’obtient directement par
sommation.
Pour montrer la deuxiéme inégalité, remarquons d’abord que pour chaque i,

3352 :Uia 33,‘4
log(l—l—a,i) - J'J,fﬁ?—}‘?_q—..
z;2 2 2 2
= z_;1 % T 12—— i3
2= (- guit el —gai+)

et donc

x;? 2 2 2
Rl TR i) L e 28 L Shpd] L

:B,'Z
2 zi— —2—(1 |+ el + el A+ )
;2
30— )
z;’
>

T Jelle)

En sommant sur tous les ¢, on trouve

Xn:log(l + ) > elx — M—
21— 1ol

CQFD.

Définissons encore la propriété de convergence quadratique.

Définition 2.2.1

e In un point admissible intérieur, un pas primal Az satisfait la propriété de convergence
quadratique si t* = @ + Az est admissible intérieur et si

§(at) < 8(2)?, ie |le—XTs(a)|| < |le— Xs(2)|)? (2.14)
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o En un point admissible intérieur, un pas dual As satisfait la propriété de convergence
quadratique si s* = s + As est admissible intérieur el si

§(sT) < 8(s)% e |le—STa(sT) < le— Sz(s)||. (2.15)

o En un point admissible intérieur, un pas primal-dual (Az, As) satisfait la propriété de
convergence quadratique si (z%,st) = (z + Az,s + As) est admissible intérieure et si

7?($+73+) < n(:vas)z? i.c. He— X+S+|| = Ne - XSHZ' (216)

Le théoreme suivant établit une relation entre les trois mesures de proximité. De plus, il
montre que les pas de Newton primaux et duaux définis respectivement en des points x
tels que 6(z) < 6 < 1 et s tels que §(s) < 0 <1 vérifient la propriété de convergence
quadratique.

Théoréme 2.1

Soit (y,s) un point intérieur, y* le centre analytique de 0 et s* Uécart associé; et soit ©
un point intérieur de Xq et x* le minimiseur du potentiel primal, avec cTz® =n.

i) Pour toute paire admissible
5(s) <o) et 6(a) < n(a,s)
$i 8(s) < 1, alors z(s) € int(Xa) et

n(z(s),s) = 8(s)-
Si §(z) < 1, alors y(zx) € int() et

n(a,5(x)) = 8(x).

i) Sin(z,s) <1, alors il existe un & > 0 avec AT =0, et T =sT8 =n tel que
n
n(%,8) < _n@s) (2.17)
1 _ "7!3313)2

i) Sin(z,s) <1, avec c'w = sz =n, alors

%(mu S) - Tabn(mu) Sa) S m% (218)
P(z) —P(2*) < X% (2.19)
B(y*) — B(y) < -2(—1”%;% (2.20)



w) Soit
Ay = —(AS2ATYTAS e, yT=y+ Ay, st =c— ATy*.

Alors, si 8(s) < 1, st =s+ As est admissible intérieur et
§(5%) < 8(s)" (2.21)
Soit
Az = —X(I — XAT(AX?AY)'AX)(Xc—e) et ¥ =z + Ax.

Alors, si §(z) <1, at est admissible intérieur et

§(zT) < 8(2)% (2.22)

v) Sin(z,s) <1, alors
IS71s* — ] < 1%(;—(?—85 (2.23)
[X~'2® —e| < 1—% (2.24)

preuve :

i) Soit s > 0. On vérifie que §(s) (cfr 2.3) est la norme minimale et que z(s) (cfr 2.4) est
le minimum du probléme aux moindres carrés

min [|Sz — el|?
{ s.c. Az =0. (22%)

En effet, étant en présence d’un probleme convexe, sa solution peut étre obtenue grace aux
conditions nécessaires et suffisantes de Kuhn-Tucker.

Sachant que le Lagrangien vaut

L(z;)) = (Sz—e)T(Sz—e)— (Az)TN
z78% — 25Tz +n —aTAT),

ot X est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent
2623 — 25 — ATA =10
Az =0
ou
z=§le+ 5L
Az =0.
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La solution de ce systeme est
A= —2(AS2AT)TAS e,
z=xz(s)=9"I—- S1AT(AS2AT)1AS )e.

L.a norme minimale est donc effectivement 8(s) = [|Sz(s) — ell.

Cette propriété de x(s) nous permet de dire que, puisque le & dans n(z, s) est admissible
pour le probleme (2.25), nous devons avoir

5(s) = ||Sa(s) — ell = n(a(s),5) < n(2, ).

Supposons ensuite que §(s) = ||Sz(s) — e|| < 1. Alors, le point z(s) € int(Xg), car s > 0
par hypotheése. De plus, par définition, on a §(s) = n(x(s),s).

Démontrons maintenant la seconde partie de i).
Soit z > 0. On vérifie que §(z) (cfr 2.10) est la valeur minimale et (y(z),s(z)) (cfr 2.11)
la solution du probléme aux moindre carrés

min || Xs — €|
{ s.c. s=c— ATy, (2.26)

En effet, ce probleme peut se mettre sous la forme d’un probléme sans contrainte

min | X(c — A%y) el
Y
& min||X(c—ATy) — el
Yy

& minl|(Xc—e) — XATy|? (2.27)
Yy
ol

[(Xe—¢)— XATy[? = [|Xe el +yTAX?ATy — 2(Xe — &) (XATy)
= || Xe—e|*+ yTAX2 ATy — 29" AX(Xc—e). (2.28)

La condition d’optimalité associée a ce probleme est
V([ Xc—e|? + yTAX? ATy — 2yT AX(Xc—¢)) =0
1e.

2AX? ATy —2AX(Xc—e)=0
& AXIATy = AX(Xc—e)
& y=(AX?AT'AX(Xc—e)

olt (AX2AT) est inversible car définie positive.
Ainsi, y = y(z) (cfr 2.11), et donc s = ¢ — ATy = ¢ — ATy(z) = s(x).
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§(z) = || Xs(z) — || est donc effectivement la norme minimale du probléme (2.26).

Cette propriété de (y(z), s(z)) nous permet de dire que, puisque la paire (2, s) dans n(z, s)
est un point admissible pour le probléme (2.26), nous devons avoir

() = n(, s(@)) < n(z, 5)

Aussi, si §(z) = || Xs(z) — e|| < 1, le point y(z) € ind(1), ie. s(z) > 0, car & > 0 par
hypothese. De plus, par définition, on a §(z) = n(z,s(z z)).

ii) Soit & = (HSTS)m(S) et n(&,s) = ||S& — e||. Alors

A% = o7 —n—Az(s) =0 car Az(s)=0
cTd = a:(s)TscT:E(S) =n

puisque z(s)Fs = z(s)T(c — ATy) = cTz(s) — (Az(s))Ty = ¢a(s). Par conséquent,

5(s)* = |ISa(s) el

s TS TS TS
= a(s) - e 4 | 2 - e

ZLSTS S} 8
= s — e 4 - H e
CESTS TSTS
= oy o - o, (229)

ott le double produit n’apparait pas dans la troisieme égalité car on vérifie que

] e)T(m(S)TSe —e) = m(S)TS:B(s)Ts —z(s)Ts — (

n [ n

z(s)s

z(s)T's 0

(Sz(s) — Von +

Clonsidérons 1" équation (2.29) comme une équation quadratique en la variable T‘(S)TS

Comme elle a une racine réelle (puisque x(s),s € R" et “‘—(-fl—s € R), le dlscummant
est positif, i.e.

An? — 4(n(&,8)? +n)(n —48(s)?) >0

ou

n(ﬁ:’s)z < n,nz _ né(s)? o n(z,s)? n(z,s)? (2_30)

5GF T T ae(sZ = non(es)? . 1-n(we)?/n

oil la deuxieme inégalité est obtenue grace au point i) du théoreme, applicable puisque
n(z,s) < 1 par hypothese.
1inégalité (2.17) se déduit facilement de (2.30).

25



iii) Soit n = n(z,s) = [lzs —¢| < L.
Par le lemme (2.2.1), et comme ¢’z = s"z = n,

Zlog(%ﬁj) = ) log(l + (zjs; — 1))

i=1

zs — e
> ef(Xs—e)— |
2(1 = |lzs — elloo)
2
> eTXs—n—-g-anTn—) puisque ||zs — elle <71
UK 13
= — puisque =" s = n. 2.31)
2(1 =) (

Notons z* et y*(s* = ¢ — ATy®) la paire centrale de (2.
On a donc X%s® — e = 0, et par la définition de la fonction potentielle primale-duale v,
(cfr 2.13)

Pu(2,8) —Pala®,s?) = Y log(afs]) — Y log(zjs;) (2.32)
=1 i=1

= ~Z log(z;s;) puisque z°s* —e=10 (2.33)
i=1
0
4 par (2.31). 2.34
o e (231 (230

Pour obtenir les résultats équivalents (2.19) et (2.20) associés aux fonctions potentielles
primale et duale, décomposons la partie droite de (2.32)

Pn(z,8) — Pn(a®, s*)

Il

Zlog:c? - Zlog:cj + z:logs;L - ZlogSj
j=1 7=1 j=1 i=1
= P(z) - P(s") + B(y*) — B(y) (2.35)
puisque P(z) = nlog(c'z) — Z?’:l log(z;), ot ¢’'xz = n par hypothese.
Comme y* maximise B(y) sur int(2) et que ¢* minimise P () sur int(Xq), nous avons
B —B) 20 o Pla)—P(a") 20

Dés lors, par (2.34) et (2.35), nous avons aussi

B(y*) - B(y)
et P(z)—P(z")

"72
2(1—-
( 277)

n
2(1—n)

IA A
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ce qui démontre iii).

iv) Démontrons tout d’abord (2.21).
Nous savons, grace & i), que z(s) est solution du probleme {min||Sz — ¢|| s.c. Az = 0}.
Des lors, nous avons aussi

(s = 15 2(s") — ell < 15*a(s) . (2.36)
Mais
st =c— ATy* :c—AT(y+Ay):5~ATAy=3+As:S—Sp(s),
p(s) = —S1AT(AST2AT)TAS™! = Sw(s) —e  (par (2.3) et (2.5)) (2.37)
As = —Sp(s) = AT(AS2AT)1AS e = —ATAy. '
Ainsi,
st =s—8p(s) =s— 5(Sz(s) —e) =25 — S2x(s). (2.38)
Des lors,
1S*a(s) —ell* = [1(25 — S*X(s))a(s) — ell”
= [I(Sx(s) — e)*II”
= Z(Sa‘mj(S) - If
< ()i~ D)
= [|Sz(s) —ell*
= §(s)" (2.39)

Et donc, par (2.36) et (2.39), on a §(s*) < 8(s)%.

Reste & prouver que st = s + As est admissible intérieur. Or, par hypothése, é(s) =
lp(s)|| = [|Sx(s) — el| <1, et donc on vérifie également que ||p(s)]|oo < 1.

Dés lors, s* = s — sp(s) = s(e — p(s)) > 0, et st est un point intérieur de Sq.

Pour ce qui est de Padmissibilité de s*, elle est immédiate puisque

ATyt + st = AT(y + Ay) + (s + As) =c+ (ATAy+ As) =c¢  par(2.37). (2.40)

Démontrons maintenant (2.22).

Grace 3 la preuve de i), nous savons que s(z) est la solution du probleme
{min||Xs —e|| s.c. s=c— ATy}
Des lors, nous avons aussi

§(z*) = | X *s(a®) —el| < | X+s(z) el (2.41)
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Or, zt = 2 + Az = ¢ — Xp(z), ol
p(z) = (- XAT(AX2AT)'AX)(Xc—e) = Xs(z) —e  (par (2.9) et (2.12)).
Des lors,
et =z —ap(z) =z — X(Xs(z) —e) =2z — X2s(z) (2.42)

et donc, de la méme maniére que dans la preuve de (2.21), on obtient
1X*s(2) — el < 8(z)" (2.43)

Par (2.41) et (2.43), on obtient §(z*) < §().

Reste & prouver que 2t = z —zp(z) est admissible intérieur. Or, on sait par hypothese que
§(z) = ||p(a)|| = | Xs(z) —e|| < 1, et donc on vérifie également que lp(z)llee < 1. Dot
ot =2 — ap(z) = z(e — p(z)) > 0, et ot est intérieur & Aq.

Quant 3 'admissibilité de @™, elle est immédiate puisque Azt = A(z + Az) = Az = 0
(par (2.8)).

v) L’hypothese n(z,s) <1 du point i) étant vérifiée, on a
8(s) < nlx,s) < 1. (2.44)

Posons y° = y, s° = ¢ — ATy?, et la séquence {y*,s*} générée par la méthode de Newton
duale.
On montre par induction que

2k_1

[1(50)ts* —¢|| < Z 8(s). (2.45)

De toute évidence, cela est vrai pour k = 0.
Supposons que ce le soit pour k, et montrons que cela l'est aussi pour k + 1.

Comme nous savons que
shtl = gF — Skp(sk) = sF — Sk(Ska(sk) —e),

nous avomns

I(SO) (M = M)l = I(ST) T SH (S a(s™) — o)
< (57 SHIIS 2 (s") — el

2k_1

< (Y deis") (246)

2k_1

< (Zé(s)j)é(s)zk (par (2.44) et (2.21))
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ol (2.46) est obtenue par hypothese de récurrence et car, (S°)~1S* étant diagonale,

2k -1 2k_1

IwﬁTﬁ¢H=H@%*¢Ww~(°Y1kSI(013?—H+1f£§:5@V+1::2:ﬂ®3

ot I'indice i correspond & la composante maximale de (s9)71sk.

Donc,

1(S%) sk — el < [I(S0)7"s* —ell +[1(S°) 7™ — s

Gar HR) < (3 806P) + (X A1)

2k-1 2kti_g

= S H(sy 8+ D S(s)
§=1 j=2k41
gktl g

= E: §(s)

La relation (2.45) est donc vérifiée pour k + 1.
Gréce & cette relation, on obtient

(car progression géométrique)

ok+1
”(Sr())#lsk-l-l _ 6” S (3)1 5(8)

car 0(s) <1 par hyp.
ﬂ$&)

< ar (2.44).

- _'n(mas) b ( 4)

Comme cette propriété est vérifiée & chaque itération, elle le sera également en s* =
limp_ses ¥, le centre analytique de Sg. On a donc prouvé (2.23).

Pour prouver (2.24), on utilise une démarche tout a fait similaire, qui consiste a démontrer
par induction, et sous I'hypothese &(z) < n(z,s) <1 (par i) , que

2k -1

(XY et — el < ) 8@y (2.47)

ot 2° = x et {«*} est la séquence engendrée par la méthode de Newton primale.

CQFD.
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2.3 Algorithmes de calcul du centre analytique

Avant toute chose, il est important d’introduire une définition primordiale pour la
compréhension du raisonnement, celle de (7)-centre (analytique) approximatif.

Définition 2.3.1

Soit (#,3) une paire intérieure telle que & > 0 et § = c¢— AT > 0 pour un certain 7, et
soit 7 > 0. On dira que §j € Q est un n-centre si

lle — 23] <n
ATg+3=c, §>0
Az =0, &> 0.

N.B :Par abus de langage, on dit aussi que la paire (&, §) est centre analytique approximatif.

2.3.1 Algorithme dual

Soit donné y € €. Par iv) du théoréme (2.1), on remarque qu’une fois que y satisfait
§(s) < n < 1, cest a dire une fois que y est un n-centre de Q, la méthode de Newton duale
génére une séquence {y*} qui converge vers y* de maniere quadratique.

Dans cette section, nous allons nous intéresser & la maniére dont un centre analytique
approximatif, ou n-centre de £, peut étre généré. Nous envisageons pour cela deux hy-
potheéses. Dans le premier cas, nous supposerons la connaissance d’un point intérieur de
). Bt dans le second, les éléments de int(£2) seront inconnus.

Générer un centre analytique approximatif & partir d’un point intérieur de Q

Soit y € int(Q).
Appliquons la méthode de Newton avec recherche linéaire. Ceci revient a résoudre le
probleme linéaire avec contrainte suivant

max VB(y)Td
2.48
{ s.c. ||dll-vese) <@ (a <), (248)
qui admet pour solution la direction de Newton amortie
o -
Ay = V2B(y)) " VB(y). (2.49)

‘\/—vs(y)wws(y))ﬂvs(y)(

En effet, il est clair que Ay vérifie la contrainte de (2.48).
Soit ensuite d une direction admissible non nulle. Montrons que VB(y)TAy > VB(y)d. Si
on définit r := /—VB(y)T(V2B(y))~'VB(y), nous avons

2

VB(y)' Ay = ~SVB() (VBy) " VB(Y) = o = ar
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Comme ||d||_v2p() < aetr= |V B(y)||-(v28()-:> nous en déduisons

VB(y) Ay > |VBW)|l-vswn-lldll-v28w)
> VB(y)'d

ot la dernitre inégalité provient d’une propriété liant produit scalaire et norme, a savoir

| < a,b> | <|lal|p-1][bllr ot M est inversible et symétrique.

Cette propriété est bien applicable dans notre cas puisque V2B(y) = —AS2AT = —(AS(AS L)

est défini négatif et symétrique.

Le probleme (2.48) admet donc comme solution

_ . (AsAT)AS e
JeTS-TAT(AS-2AT)TAS e’

Ay

cest & dire la direction de Newton amortie (2.49).

Par (2.3), Ay s’écrit encore

(AS~2AT)1AS e
Ip(s)I

Ay = —«a

Quant & As, il s’écrit

AT(AS2AT)1AS e
lIp(s)]l
Sp(s)

O

As=—-ATAy = «
(2.50)

Notons que Ay est bien admissible puisque

st=c— ATyt =c— AT(y+ Ay) = s — ATAy = S(e - S7LAT Ay)

est positif. En effet, s > 0 et e — S-1ATAy > 0, étant donné la contrainte du probléeme
(2.48), i.e. ||STTATAy|]?> < o® < 1. Cela assure bien que S AT Aylleo < @ < 1.

Par (2.50), nous avons

T
TS 1As = _aepf’(s) = o|p(s)]| (2.51)
car —¢Tp(s) = ()l
En effet, par définition de p(s), il faut montrer que —e’(Sz(s)—€) = (Sz(s)—e)T(Sz(s)—e)
ou encore que (Sz(s))T(Sz(s) —e) = 0.
Or, Sz(s)—e = p(s) = —SLAT(AS™2AT)"PAS~"e, et donc le produit (Sz(s))T(Sz(s)—e)
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est bien nul puisque Az(s) =0 (cfr 2.4).
Par conséquent, s = s+ As =5 — a“%}zsi}ﬁ = S(e— aﬁgﬂ), et
|57 st —e| = < 1. (2.52)

Nous pouvons deés lors appliquer le lemme (2.2.1) pour obtenir

Byt - B(y) = Zlogsj — Zlogsj
3=1

=1
SN I - .
= ;mg(s—jb;log(usj (sT —55))

IS~ (s* =9I’
2 (L= [I5=(s* = 8)lleo)

> allp(s)| _2—(1%?) par (2.51) et (2.52).

> IS (st —s) — z

a2

Donc, si ||p(s)|| > «, nous avons B(y*) — B(y) = o — ey Dés lors, tant que a < 1/2,
B(y™) - B(y) > 6, ot & = of — ﬁ’i—a; > () est constant.

'n d’autres mots, la fonction potentielle duale augmente d’au moins une constante a
chaque itération. Notons également que B(y) est bornée supérieurement par B(y®) puisque
le centre analytique y® de () est par définition le point qui maximise le potentiel dual sur €.
Par conséquent, il faut qu’en un nombre fini de pas, on atteigne &(s) = llp(s)|| < «, sinon
B(y) augmenterait indéfiniment. Ceci implique que nous allons atteindre un centre analy-
tique approximatif (et donc la région de convergence quadratique) en un nombre fini de
pas. Le nombre total d’itérations pour atteindre cette région est borné par O(B(y*)—B(y)),
puisqu’il faut au plus ﬂﬂat‘ﬂgl itérations.

32



Générer un centre analytique approximatif lorsqu’on ne connait pas de point
intérieur a (1.

Considérons ’ensemble Q(&) = {y € R™ : ATy < &}

On a donc Q(c) = Q, dont Pintérieur est non vide et borné par hypothese. Des lors, si
&> ¢, int(Q(&)) est non vide et borné, puisque int(§(¢)) = int(QUc))U{y: e < ATy < &},
ol & est fini. Remarquons encore que y = 0 € int(Q(¢)) si ¢ > 0.

Choisissons @ tel que ¢® > e et & > c.
Par les résultats de la section précédente, nous pouvons générer un centre approximatif de
00 := Q(°) en O(B(2°) — B(0,Q°)) itérations puisque y =0 € int(Q°).

Posons y° un centre approximatif de Q°.

A partir de ce point 3°, nous allons générer une séquence de {c*} et {y*}, ot ¢ < FF < o
et ot y¥ est un centre approximatif de QOF := Q(c*). Nous vérifierons que B(2) < B (ALY =
B(Q*) — 8, oli § est une constante positive.

Nous poursuivrons ce processus jusqu’a ce que 1 = ¢, Dans ce cas, y*! sera centre
approximatif de = Q(c).

Décrivons tout d’abord un algorithme conceptuel, utilisant des centres analytiques exacts.

Algorithme 2.3.1

BEGIN
Soit (1%, s°) le centre analytique exact de Q° = Q(c"), et B une constante dans (0,1).

Poser k := 0.
WHILE ¢* # ¢ DO

|1. Translater une contrainte

Trouver ¢ tq cf > ¢; et mettre & jour

M = max{ei, B(c} — afy") +aiy"}
= max{c;, Bsf + afy"}
dtt = ¢k pour j #1i.
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NB : Le fait de prendre le maximum permet de ne pas translater la coupe jusqu’a |’ intérieur

de 2.

2. Mise & jour du centEl

Calculer le centre analytique y**' de Q! en utilisant la méthode de Newton pure a
partir de y*, qui est déja centre approximatif de Qi

Démontrer que u* est effectivement un centre approximatif de Q%! peut se faire par
que y PP p p
I'intermédiaire du lemme suivant

Lemme 2.3.1

3z >0 tq AT =0 et 7(z,5) = | X5 —e|| <1, ot § = — ATy* € R".

En effet, grace au théoreme (2.1 i)), cela prouvera que §(3) < n(z,5) < 1, et donc, par
définition, y* sera centre approximatif de 8 P

La preuve de ce lemme suivra de celle du lemme (2.3.3), que nous rencontrerons plus loin,
et ot il faudra poser n = 0.

r3. Poser k := k + 1 et retourner au pas 1\

ENDDO

END.
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Lemme 2.3.2

La fonction potentielle duale B(QF) := B(y*, QF),k > 0 vérifie

B < B —(1-B) sigt > (2.53)
B < B(QF) si =g (2.54)

preuve :

o Si cf“ > ¢;, alors ¢t = B(cf — aly®) + aly*, k et le nouveau polytope est
Qb = {y e R™ : ¢k —aly > 0 j #4, Bst+aly* —afy 20}

Considérons alors y*t! le centre analytique de QL Comme y* est le centre analytique de
QF, 3k >0telqueX""k—Xk( — ATy*) = e et AzF =0.
Comme ct! = ¢f pour j # 1, ! = Bsk + alyk et 1 = — ATy**1 nous avons

eTXkSk+1 o 6TXk(Ck+1 _ ATylH-l) — eTkakH-l — GTXka 4 eTXk(ck+l _ Ck)

0 sijg#1
k41 kY J
(e )i {ﬁs Epalyb—cf sl j=1.

Des lors,

eTXkSk-{-l: TXka_l_ﬁm % _mk(k_aTyk):eTXkck_(l ﬁ)wk k_ﬂ—l-jrﬁ,

1

car zFsF = e et (z )Tck = n.
Et donc,
eXPB(Qk+1) ﬁ 35 - k1
e 53 :c
exp B(2%) i s ey
1w k k
£ ;ZSJH
J:l
n—1+4+08,, -1,
A (R
n n
< exp(f—1)

A\ LB . ’ . ’ . L s I + - L
oll la premiere inégalité vient de la relation entre moyenne geometrique et moyenne arithméetique,
a savoir

1
. \1/n £7 o : T n . 2.
(”3'%) wn(i,mt) Ve € RY (2.55)
Ainsi, B(QF1) — B(Q%) < B —1, et (2.53) est vérifié.
o Si ¢ft! = ¢;, le nouveau polytope est

Qk"'l:{yERm:cf—a?yZO j#i,¢—aly >0}



¥ s e

Nous pouvons exprimer la nouvelle coupe sous la forme
B(cf —aly®) +aly" —aiy 20, B €(0,1)

avec ' > 8 car quand 3 = 0, la coupe passe par y*, et quand B = 1, il n'y a pas de
translation.

Ne connaissant pas la valeur exacte de 3/, on se contente de dire que B (O < B(QF),
tout en sachant que la diminution est plus grande que celle occasionnée dans le cas ou
ci-°+1 > ¢; puisqu’on se rapproche de y*.

Notons encore que ce dernier cas ne peut survenir que n fois puisque {2 est constitué
de n contraintes, et que, & chaque fois que ’on rencontre ce cas, on retire un candidat dans
la recherche d’un 7 tel que cf-“ > .

CQFD.

L’algorithme (2.3.1) s’arrétera donc toujours aprés au plus O(B(Q°)—B(£)) +n itérations.
Le premier terme correspond & la relation (2.53), puisque dans ce cas, le potentiel diminue
au moins d’une constante (1 — 3) & chaque itération, et I'on s’arréte lorsque QF1 = Q. Le
second terme 'n’ provient de la relation (2.54), vérifiée lorsque &+ = ¢;, égalité ne pouvant
survenir que n fois. La somme de ces deux termes constitue donc une borne supérieure pour
le nombre d’itérations de Palgorithme conceptuel.

Numériquement, il n’est pas possible de calculer le centre analytique exact. Nous utilis-
erons donc de préférence un algorithme utilisant des centres analytiques approximatifs a
chaque itération.
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Algorithme 2.3.2

BEGIN
Soit (y°,s°) un centre analytique approximatif de 00 = Q(c?), avec §(s°) < < 1, et soit
B e (0,1) tels que n+ (L —B)(1 +n) < 1.

Poser k& := 0.
WHILE ¢ # ¢ DO

| 1. Translation d’une contrainte.

Trouver i tel que ¢f > ¢; et mettre a jour

c:-“'H = max{ci,ﬁsi-‘—l—a?yk}
C?H = cf pour j # i.

9. Mettre & jour le centre analytique approximatif.

Calculer y*+1, n-centre de QF*! tel que §(s**') < ), en utilisant la méthode de Newton

pure & partir de y*. dont on montre plus loin qu’il est déja centre analytique approximatif
de QFL,

3. Poser k := k + 1 et retourner au pas 1.J

ENDDO

END.

Le lemme suivant montre qu'effectivement, y* est déja centre approximatif de Q.
Lemme 2.3.3

2 >0 tel que AT =0c¢et||Xs—e|| <n+(1—-F)1+n) <1, ous= cHtl — ATyk,
preuve :

Soit = w(s*) > 0 avec s* = ¢F — aTy*. Alors, AZ = Az(s*) = 0, car (z(s*),y*) est
une paire admissible.
De plus, ||Zs* — ¢|| = ||lz(s¥)s* —e|| = §(s*) < n puisque y* est n-centre de O par hy-
pothese.
Notons encore que
5, =8t pour j#1
{ g = o aTy* ot ! = max{ci, Bs¥ + aly*}.
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. . — k
Des lors, 5; > fBs7, et

IX5—¢]| = [Xs*—e+Xs—Xs*|
1Xs* —ell + 1X(s* 3|
1Xs* — el + |Z:s (1 — B)|

n+(1+n7)(1-6) <1l

IA A IA

CQFD.

Le lemme précédent montre que, aprés translation d'une inégalite, y* est déja dans la
région de convergence quadratique de *+! puisque nous choisissons 7+ (1+n)(1-8) <L
Done, un centre analytique approximatif plus approché encore pour QFL e, y*t! tel que
§(s*1) < n pour QFF!, peut étre obtenu & partir de y* en un nombre constant de pas de
Newton, puisque pour chaque pas, nous avons §(st) < d(s)?.

Vérifions maintenant que la fonction potentielle duale est de nouveau réduite d’une con-
stante apres chaque translation, bien que l'on travaille avec des centres analytiques ap-
prochés.

Lemme 2.3.4

Soit (y*,s*) un centre analytique approvimatif de QF, avec 8(s*) < < 1, et Q! défini
par Ualgorithme. Alors

B < B(Q*) =8 si 't > ¢, (0t § > 0).

B(QF) < B(QF) si ¢ftl = ¢

preuve :

Prouvons tout d’abord la premiere inégalité.
Soit (y, s%) et (y%,s%) les centres analytiques exacts de QF et QFt! respectivement. Nous
vérifions que

A(S*) te=Az"=0
et
(Ck)T(Sa)—le - (ck _ ATya,)T(Sa)—le — (Sa)I‘(Sa)ﬁle —n.
De plus, s§ = cF+1 — ATy% ot d’une part cf“ = cé-“ pour j # 1, et d’autre part ¢
B(ck — afy*) + aly* = Bsk + (cF — s¥) = cf — (1 - B)si.

k+1

1

Notons encore que

eT(Sa)—lsi — eT(Sa)—l(C}c+1 ﬁATyi) — eT(Sa)—lck+1 — GT(SQ)—lck_,'_6’1‘(Sa)—1(ck+1 —Ck),
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ol

Donc
6T(Sa)_lsi eT(Sc:)—lck . (1 _ ﬁ)
< n‘_(l_ﬁ)(l_n)v

puisque nous savons, par le point v) du théoreme (2.1), que |(SF)ts* —ef| < -

Il

) | wn
B o

Des lors,

J

exp B(Q*Y) ﬁ(ﬂ)

exp B(Q%) e
< YRy
< (nﬁ(l_nﬁ)(lﬁn))n
< exp(—(1-B)(1=1)) (2.56)

oit T’on utilise la relation entre moyenne géométrique et arithmétique (cfr 2.55) et la rela-
tion (14 £)* < e, qui est toujours vérifice quand z > 0.

Puisque (2.56) signifie aussi que B(Q*!) < B(QF) — (1 — B)(1 — 1), la premiere inégalité
sera satisfaite avec § = (1 — B)(1 —n) < L.

La deuxiéme inégalité se prouve de la méme maniere que (2.54). En effet, on ne peut
trouver une relation précise entre B(QF!) et B(QF), mais I'on sait que le potentiel va
diminuer.

De plus, comme précédemment, ce cas ne peut survenir que n fois.

CQFD.

Crace & ce lemme, on peut conclure que le nombre d’itérations nécessaires a lalgorithme
(2.3.2) pour générer un centre analytique approximatif de QFtL est en O(B(Q2)—B(Q))+n,
de la méme maniere que nous 1’avions conclu pour 'algorithme (2.3.1), utilisant des centres
analytiques exacts.
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2.3.2 Algorithme primal

Commencons par démontrer une propriété vérifiée par la fonction potentielle primale.

Lemme 2.3.5

Soit = € int(Xg) = {z € R* : Az =0,z > 0} et dy € R™ admissible.
Posons T =z + d, et || X7'ds|| < 1. Alors

1X " ||
(1= 1 X""delloo)

P(at) — P(z) < VP(z)"ds + 5 (2.57)

preuve :

Rappelons que P(z, ) = nlog(c'e) — 77, log z;.
Or, par la concavité de la fonction logarithme, nous avons

Tt

nlog(cfat) — nlog(c’ @) = nlog( ) = nlog(1l+ %(cﬁwsﬁ —cl'z)) < qi,chw.

cl'y Tz

Et par le lemme (2.2.1),

i - n o n
j=1 ! j=1 ! =l (%3) jzz; ( J ( J i)

Xt
& . oF gl I = ]
< e X dg: + 2(1 _ ”Xﬁldmuoo)
Des lors,
X1 X
AV P(2) < T g — T X! I i = “d 5
Pt)—Pla) < g b= X ety gy~ V) R X
CQFD.

Algorithme de Karmarkar.

Le principe de l'algorithme de Karmarkar est de réduire la fonction potentielle primale a
partir d’un point intérieur de Xg, et donc de s’approcher de 2%, la partie primale de la
paire centrale (z°,y%).

Comme la fonction potentielle primale est homogene, on peut normaliser @ tel queelz =n
et travailler dans la région

Kp={z€R": Az =0, efz =n, = >0}

Le probleme devient
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min P(z, )
s.c. z € K,.

Remarquons que si Ae = 0, ¢ est alors centre analytique de Ky, puisqu’il devient solution
du probleme
max i, loga;

Az =10
sc.!{ elz=n (2.58)
z > 0.

En effet, il suffit de voir que e est déja solution du probleme obtenu & partir du probleme
(2.58) en oubliant la contrainte Az = 0. Sil'on vér ifie cela, e sera aussi solution du probleme
(2.58), puisque Ae = 0 et que les points vérifiants les trois contraintes de (2.58) sont aussi
des points vérifiant les deux contraintes du probleme simplifié.

Pour obtenir la solution du probléeme simplifié convexe, nous résolvons les conditions de
Kuhn-Tucker associées. Or,

E(z; Asp) = Zlogfcj—[—/\ Tz —n)+pule

ot A et p sont les multiplicateurs de Lagrange, et

aL 1
Xty V)

Les conditions de Kuhn-Tucker sont donc

—L4de+pu=0

s =0 Vien

efz =n

>0

x> 0.
Or, z > 0 car sinon, la troisitme condition n’est pas satisfaite. Par la condition de
complémentarité, p = 0.
La premitre condition assure alors que ; = § Vi € n. Comme Y- % =m,on obtient
finalement que A = 1 et donc ; =1 Vj, cest & dire z = e.
Comme par hypothése Ae = 0, e est bien solution du probleme (2.58).

Cette condition selon laquelle Ae = 0 est cependant rarement vérifiée.
Par contre, si 'on choisit 2 € int(K,), e sera toujours centre analytique de

K ={a': A2’ =0, ¢'a’ =n, 2’ >0}

ou A* = AXF“ car Afe = AXFe = Axb = 0.
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La transformation de Karmarkar, définie par

n(X*)"z
permet de transformer un point z de K, en un point 2’ de K7, et en particulier, le z* choisi
plus haut en centre analytique e de KCj.

En effet, A*T'(z) = ’—“:.—ff:éf—)k;%% =0car Az =0, eTT(2) = % = n; et Tle) = 0.
De plus T'(z*) = e.

Revenons maintenant au probléme qui nous intéresse, ¢’est a dire la réduction de la fonction
potentielle P(z, ), notée P(z). Nous devrons pour cela générer une suite {z*} telle que
la différence P(z*t!) — P(a*) entre deux itérés successifs diminue a chaque itération.
Notre démarche consistera cependant & travailler avec la fonction potentielle

pf :U’ :nlog Ck Tmf . loga:"
3
3=1

définie en 2’ € K}, et telle que c* = XFke, car nous vérifions facilement que la différence
entre les valeurs de la fonction potentielle en deux points o' et ? de int(K,) est invariante
sous la transformation de Karmarkar, i.e.

P(T(2?) — P'(T(2") = P(a*) — P(). (2.59)

Pour réduire la fonction potentielle P’(z), nous passons par la réduction de sa linéarisation
autour de e, donnée par P'(e) + VP'(¢)T(z' — e). Cela revient & rechercher une direction
de descente partant du point e.

Or,

VP(e)'s' = (7mc’—e)a’
n
= (Cka Ck _ e)Tmf
I T
= T )Tz’ — n.

Comme T z* et n sont fixés, nous résolvons simplement le probleme sans contraintes

min(c¥)T 2’
AFe’ =0, Tz’ =n (2.60)
8.6,
' |z’ —e| <a (a>0 fini)

oit la contrainte d’inégalité permet d’éviter & la direction de descente d’avoir une norme
infinie.
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Corollaire 2.3.1

La solution du probléme (2.60) est telle que

, p*
T —e=—a——- 2.61
I (261)
v Ak T Ak(Ak)T 0 “L oAk .
it == () (MG ) (D)
_ ck_(Ak)Tyk_/\ke
et )\k — c"Te:cTzji

preuve :
Pour résoudre le probleéme (2.60), nous passons par l'intermédiaire d’un probléme sem-
blable, & partir duquel nous effectuerons des analogies afin de se ramener au probleme

(2.60).

Soit le probleme

minc! z
‘e Az =0 (2.62)
) 2Tz <1 (e |l2]? <1).

Ce probléme étant convexe, sa solution peut étre obtenue par les équations de Kuhn-Tucker
associées. Or
L(z;y,2) = e —y" Az + 2(a"2 — 1)

ol y et z sont les multiplicateurs de Lagrange.
Les conditions de Kuhn-Tucker sont donc
c— ATy +4+222=0
Az =0
|
z(zTz —1)=0, 2>0.
La premiere équation peut encore s’écrire & = ~L(c—ATy) z#0.
La seconde équation peut elle s’exprimer Ac — AATy = 0.
Si ’on rééerit la troisieme équation en fonction de la premiére, on obtient alors

, > lle— ATyl
— 2 .

Clomme 2 n'est défini que si z # 0, la quatrieme équation impose que eTe =1, et z =
”cuATy
.
On obtient donc la solution
gt = —cATY g c— ATy #0
) [le—ATy]]
tq Ac— AATy = 0.
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Essayons maintenant d’établir une analogie entre les problemes (2.60) et (2.62).
Le probleme (2.60) peut encore s’exprimer

min (c )T(m e)

Fa! —e) + A’“e =0
8:C. { T(a' —e) =

—€
(z' —e)T(a' — e) <ol
ot AFe est facultatif car A¥e = AX*e = Az =0.
Des lors, le probléme (2.60) prend une forme équivalente a celle du probleme (2.62), a
savoir

min (c¥)T (2’ — e)

()i
(&' — &) (a =) < o

On identifie donc respectivement z, A, ¢, 1 du probleme (2.62) a 2’ —e, (AF)T )T, cF, o?
du probléme (2.60), et la solution de (2.60) est par conséquent telle que 2’ —e = —a :
ol

o= o (any o Y,

s ok — (Ak)Tyk _ )\ke

zmc(g)&—(§>(W¥e)(%):o. (2.63)

Tk

La deuxiéme cqudtlon de (2. 63) donne la valeur de \. En effet, eTck —nAF = 0 signifie que

3= ()T ¢z Et donc, p* = X*(c— ATy*) — ("TTk)e'

n

CQFD.
Théoreme 2.2
Soit o' € K1, la solution du probléme (2.60) vérifiant (2.61).Alors
2
AN » 1} & _n_ k o ;
P(a) - P(0) < ~agrltl + 57— (2.64)
ot o est tel que ||z’ —e|| < a.
preuve :
Grace au lemme (2.3.5), appliqué a P, nous avons que
2
() = Plle) < VP(e) (" —e)+ 2(1“_ = (2.65)
K 2

nok T P o

(@ ~ o Y e -
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n (ck)Tpk: eTpk ol

= = +a +
IF T e T 20— )
_ o _on 1 ka_ﬂ T, k o’
- aCT:Ek“pk”[(C) b ( n )6p1+2(1_a)
o (kT — ()T 4 (266)
= =0T c . — .
Tk [ipF] A T
Or,
kT pk — CT$ka_Xk_XkATk_ W RN, Y 9.67
(X*e)'p" —(——)e'p =[X"¢ y' = (—)el'p" =)' p (2.67)
car
(wk AT, WNT k. _(xk AT, ;T k_ka__Cka
(XEATYM)TPF = —(XPATY) X e— XPATY" — (= —)e]

T .k
— _(yk)TA(Xk)ZC 4+ (,yk)TA(Xk)zATyk A (C: )(yk)TAXke
= 0

puisque d’une part, AX*e = AzF = 0, et d’autre part, la premiére équation de (2.63)
assure que A(XF)2c — A(X*)2ATy* = 0. Des lors, —(y*)T[A(X*)%c — A(X*)EATYE = 0.
Par (2.66) et (2.67), on obtient le résultat souhaité.

CQFD.

Le théoréme précédent montre que tant que || " > n% > 0, on peut choisir une valeur

appropriée de « dans le probleme (2.60), de telle sorte que
P'(2) —P'(e) < —C

vy e 2
pour un constante positive ( = an — §T°'_?)

Notons que si a = 1/2 et n = 3/4, alors { =1/8.

La relation(2.59) permet de traduire facilement cette derniere inégalité en termes de vari-
ables @ € K, puisque si on pose zFt' = T71(a’),

P(akt!) — P(2F) < (¢

car T7!(e) = ——j’?ﬁe =,

Notons encore que ||p¥|| ne va pas rester indéfiniment supérieur a nci:fk. Le contraire
signifierait en effet que P(z) tend vers —oo, puisqu’a chaque itération P(z) diminue au
moins d’une valeur ¢ positive. Ceci est absurde puisque la valeur optimale de P(z) est
atteinte au centre analytique de X = {z: Az =0, ¢’z =n, x> 0}, et est finie.

k

Ainsi, en O(P(z°) — P(2%)) itérations, nous générons une paire (z * y¥) telle que
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Lak ctw
1P| = [|X*(c — ATy*) — (S5 )el| < n=2

n

ou

||z%EX’“(C —ATy*) —el| <n <1
Ceci traduit bien le fait que y* est un centle analytique approximatif pour 2, puisque le
lemme (2.3.3) est vérifié, avec T = fizat et 5 =c— ATyk,
Par la relation iv) du théoréme (2. 1) un centre analytique plus approché pour §} peut étre
obtenu par les méthodes de Newton primale ou duale.

Algorithme de réduction de potentiel avec transformation affine
Dans cette section, nous montrons que la transformation affine &/ = (X*)'z permet

d’obtenir la méme réduction de potentiel que 'algorithme de Karmarkar.

Prenons z* > 0 tel que Az* = 0.
Le gradient de la fonction potentielle primale en z* est VP(2F) = Ape — (XF)™!

La réduction de P(z) peut se faire par 'intermédiaire de celle de sa linéarisation autour
de z*. On doit donc résoudre le probleme
min VP(z*)"z
Az =0 (2.68)
I(X*) (@ —a")| < @

ol la normalisation ||(X*)~'(z — a¥)|| < o est choisie de telle sorte que I'on puisse se
ramener & un probléme du méme type que (2.62).

En effet, si l'on définit @’ = (X*)~a, le probleme (2.68) devient

min (ArXkc—e)la’

¢

Ak =
{ o' —ef| < o

min (A X*c— )’

. { Az — o)

|2 —ell <@

ou encore

(2’
0 (2.69)

puisque Afe = AX*e = Az* = 0.

Par analogie avec le probleme (2.62), la solution 2’ de ce probléme est telle que

; p*
' —e= —a\—lan (2.70)
ou
pro= (cqf‘wkx% — ) — (4M)TyF
= Xk( o —e R
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avec

n
Ak(CkaXkc —e)— AF(A")Ty* =0
ie. fux*f(ézkc_(x*yde)_;ux*fAiyk:o (2.71)

ie. yf = (ACXPPATYA(XHPVP(aF)

Pour revenir 4 notre probleme de départ en z, on pose Pt = X*g' ot 2’ est la solution
du probleme (2.69), de telle sorte que, par (2.70)

ko k
kL _ ok X"p

¢ T

Théoréme 2.3

2

kH1y By < _glln® a
P(+) —P(et) S el + g5 oy 272)
ot o est défini dans le probléme (2.69).
preuve :
En utilisant le lemme (2.3.5), on peut établir que
2
P(a**t) — P(zF) < VP()T (2! — ) + 2(1a_ -
& kph o?
= . Xk -1 N\T(
e S A
2
I IR Ty & o
B T ()
Or,
n n
(CTa:kac . E)T ko (CTCL Xkc —e— XkATyk)Tpk — (pk)Tpk
car, grace a (2.71), on vérifie que
.on
__(XkATyk)Tpk — _(XkATyk)i‘ (CkaXkC —e— XkATyk)
=~ g ACEH)e — AXPe — AXFV ATy
C
= L
Par suite, (2.72) est vérifié.
CQFD.

Dés lors, aussi longtemps que ||p*|| > n > 0, on peut choisir un o approprié tel que

P(a*+!) - P(2F) < ¢
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ou { = on — 2(—19‘% est une constante positive.
De nouveau, si a = 1/2 et n = 3/4, alors ( = 1/8.

Comme dans le cas de Palgorithme de Karmarkar, ||p*|| ne peut pas rester indéfiniment
supérieur & 7, sinon P(z) tendrait vers —oco. Donc, en O(P(a°) — P(z*)) itérations, nous
générons une paire (z*,y*) telle que, si 2* est normalisé de telle sorte que c¢’'z* = n, on ait

I*] = X (e — ATy*) —ell < <1,

ce qui signifie que y* est centre analytique approximatif de 2.
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2.3.3 Algorithme primal-dual

Principe

Supposons que nous ayons @ € int(Xo) et s € nt(Sq) tels que n(z,s) < [|[Xs—e| <n < 1.
Pour générer un nouvel itéré ot et (y*,st), la méthode de Newton primale- duale se base
sur le raisonnement suivant.

Notre but étant de trouver le centre analytique de @ = {y € R™: ATy < ¢}, nous devons
résoudre le systeme de Kuhn-Tucker (1.2). Une fagon d’approcher la solution est d’effectuer
des itérations de Newton appliquées au systeme

ATy +s—c
F(z,y,8) = Az =)
Xs—e

La direction de Newton primale-duale en (z,y,s) sera donc définie par le systeme
J(F(z,y,8))d=—F(z,y,s)

ot J désigne le jacobien de F'.
Ce systeéme se réécrit

0 AT I d:: 0
A 0 0 dy | =— 0
S 0 X d s — e
ou encore
AT dybad, =0
Ad, =0 (2.73)

Sd, + Xd;, =e— Xs
On posera alors
et =z+d, yt=y+d, st =s+d,.
Etablissons un lemme sur la centralité de (a*,yt,s7).
Lemme 2.3.6

Soit (z*,y*,sT), généré par le systéme (2.73). Alors (zt,s%) est admissible intérieure et

V2n?

X+t — el < g

preuve :

Remarquons que || Xtst — e|| = || Duds|| puisque, par (2.73), Xtst = (2 + d)(s + ds) =
zs + zd, + sd, + dpds = e+ dyds.
Si ’on multiplie chaque terme de la troisieme équation de (2.73) par (X S)~/2, on obtient

Dd, + D7tdy =7 := (X8) (e — Xs),
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ou D = SY2X-1/2,
Si I’on pose p = Dd, et ¢ = D~1d,, on remarque que p’q = dfd, = 0 car d, € KerA et
d, € ImAT.

De plus,
D24 = |IPd* =" (pit)’
=1
= > (pig)*+ ), (pigs)?
p;9;<0 Pjq;>0
< (Y pig) + () pig)
p59;<0 pjq;>0

| n L n = n T L
01‘} Zj:l quj - Equj>0 qu_;l + ijqj<0pa‘i’.? =0 car P qg= 0.
5ok n B e n .
D’ou Equ}b() Pid; = Equj-<(}p.?qj“
. . . n . : 2 _ ™ . , 2
Comme ces deux sommes sont positives, nous avons aussi (zmpo pig)’ = (ijqj<0 pig;)*
Dés lors,

IDeds]® < 20 ) pigs)?

P;q;>0
= (pj + q;)
< 2( Z ( J 7 J) )2
p;q;>0
<2||’"“22 N 2_n , A2
< 2) o il =Y (pi + )"
j=1

La deuxieéme inégalité provient de la relation entre moyenne géométrique et arithmétique
(2.55).
Par conséquent,comme || Xs — ¢|| < 1, et que donc ||r|* < (zs)~2||% |le — 2s||® < Iij;,
nous obtenons le résultat attendu, a savoir

V2 7

Xtst —e|| = < — ;
” S e” ”Dmd-s“ = 4 1__77

1l reste & montrer que (2%, sT) est admissible intérieure.

I’admissibilité est immédiate compte tenu des conditions (2.73). Pour prouver le caractere
intérieur, prenons 0 < a < 1, et définissons (@) = & + ad, et s(a) = s + ad;.

Par définition de d, et d,, on a

e(a)s(a) = zs+ afed, + sdy) + o*d,d,
zs + ale —zs) + a?d,d,
= zs(1 — a) + ale + ad,d,).

1l
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Sia = 1, alors #(1)s(1) = e + dods. Or, ||dudslloo < [|deds]| = lle —2¥s¥|| < 1 (par la

premicre partie de la preuve). Donc, chaque composante de d.d; € ]—-1,1[, et z;(1)s:(1) >

0 Vi.

Des lors, comme z = z(0) > 0 et s = 5(0) > 0, on a aussi z;(a)s;(@) > 0 Vi etVa € [0,1].

Cela n’assure pas pour autant que z;(a) > 0 et s;(e) > 0 Vi et Vo € [0,1]. Cepen-

dant, si Pon suppose qu’il existe un indice ¢ et un a tels que ; {(a) <0, alors zi(a) =
(0) + o(dy)i < 0. Par conséquent, 3& € ]0,a] tel que z;(@) = 0. Ceci est impossible

puisque 1’on a vu que w;(a)s;(c) > 0 Vi.

On conclut donc que z;(a) > 0,s;(a) > 0 Vi,Va € [0,1].

CQFD.

N.B. : Remarquons que nous obtiendrions la convergence quadratique, i.e. || X tst —e|? <
i i€l —pin
n?,sin < oL

Algorithme utilisant le potentiel primal-dual.

Nous allons construire un algorithme primal-dual permettant de calculer le centre ana-

lytique de ), qui convient pour toute paire de départ (z,s) intérieure telle que sTe =

(¢ — ATg) e =cla =n.

Il a pour but de minimiser la fonction potentlelle primale-duale (2.13) sur int(Xq X Sq), et
donc de se 1dpploche1 de la paire centrale (z%, s%). Nous nous arréterons lorsque nous identi-
fierons une paire centrale approximative telle que y* est un n-centre de 2 (ou n < 1— 7)

Partant d’une telle paire, le lemme précédent nous assure que la méthode de Newton
primale-duale converge quadratiquement vers la paire centrale.

Lemme 2.3.7

Soient les directions dy,d,, et ds générées par le systeme (2. 73).Posons

0= sy o D
ot o €]0,1] et min(v € R") := minje,(v;), alors nous avons
Yu(@ + 0y, s + 0d,) — Pu(z, ) < —ay/min(Xs)[|(XS) ™2 (e — Xs)|| + —Z(T_—a) (2.75)
preuve :
Remarquons tout d’abord que pour le choix de 8 en (2.74), nous avons
1857 ds || + |6X ' da||* < . (2.76)
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En effet, par (2.73), nous avons Sd, + Xd, = e — Xs, et donc
X'd, + 857, = X187 (e — Xs).

Si nous définissons, comme dans la preuve du lemme (2.3.6), r := (X S)™"/%(e — Xs), nous
vérifions également que

0X 'dy + 0S7'd, = 0(XS)?r. (2.77)
Ainsi,
10X dy + 057 d,||* = |0X o ||? + |05 do||* + 20° X' S d7 d, (2.78)

ott d¥d, = 0 puisque d, € KerA, et d, € ImAT.

De plus,
10X, 4+ 0571 d, |12 < 2||(XS)2|P|r|>  par (2.77), (2.79)

ot 02||r||? = o min(Xs) grace & (2.74), et ott [|(X.5)7/2||? = [|(X.S)7!|| = | XS] puisque
XS est une matrice diagonale.
Ainsi, par (2.78) et (2.79), nous obtenons

10X, ? + 0574,]? < o min(Xs)| XS]

< dXS|IIXSIT
= @&
Remarquons ensuite que (2.76) implique
7 1= max(||05 7 ds||co, || X TV ds]leo) L @ < 1 (2.80)

puisque

10571 d,|IZ, < 1057 dull7 <I9S Hul; + 10X o3 < 0 <1

10X d |2 < 10X dal < 1057 ds]l3 + 10X 7 o]} < o < L.
Cela entraine

et =z 4+ 0d, = z(e— 0z7'd,;) >0
st =s+40d, = s(e — fs7'd,) > 0.

Des lors, grace au lemme (2.2.1) et a (2.76), nous obtenons

Po(zT,8T) — u(z,8) = nlog(at)Tst — Zlog efst —nlogaTs + Z log x;s;,
1=1

=1
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Et d’autre part,

_Zﬂjlog atst + 2": log z;8; = —ilog(mff)
i=1 i=1 i=1 1=
= —H 1 1
Z o Z o)

= —Zlog1+ ;)" 0d,,) Zlogl-&— )710d,)
i=1

10X~ 1ﬂfm||2

2(1 — (10X~ dslo0)
105~ d, "

2(1 — |05 dsleo)

VAN

. —0eT S 1d,

105" d]|* + 10X " d||*

< — T -1 -1
< —fe' (S7'ds + X dg) + 20 = 1)

o 7 := max(||0S ™ ds]|co, [|0X " ds||eo) < 1. Ainsi,

165 ]| + (10X~ da]|®

du(zt, sT) = Pa(e, s) < 0T (Xdy + Sdy) — 0T (S s+ X' dy) + 21— 1)
—

(2.81)
Par (2.80) et (2.76), nous savons que le dernier terme de (2.81) vérifie
05714, + |0X 1P _ o
2(1 —7) —2(l—a)

(2.82)

Tandis que la somme des deux autres termes peut s’écrire

0eT (Xd, + Sd) — 0e" (S dy + X' dy)

Il

0(eT (X d, +Sd)—eT(S U, + X7 1dy))

= 0(e"(Xd, +Sd) eT(X8)™(Xd, + Sds))
= 0(e— (XS)te)T(Xd, + Sd.)

= 9(6—()(.5’) )(e—Xs) par(2.73)

= —9(6—Xs) (XS9) e — Xs)

= —0|(XS) (e - Xs)|I?

= —ay/min(Xs)||(XS5)"*(e— Xs)|  (2.83)

Par (2.82) et (2.83), nous obtenons finalement

Pu(a®, %) — Pu(@,8) < —ay/min(Xs)[|(XS) (e — Xs)|| +

201 —a)
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CQFD.

Théoréme 2.4

Soient 2t = x + 0d, et st = s+ 0d, ot O est donné par (2.74). Alors, st n(z,s) > n
pour un constante n < 1, il est possible de trouver o tel que 0 permette de vérifier

¢ﬂ($+33+) - ¢n(37,3) B %C

pour une constante positive (.

preuve :
Considérons ay/min(Xs)|(XS)"%(e — Xs)|| = a«/mm Xs (X S)~12e — (X5) 2.
Posons z = Xs > 0 et m1n(z)—z1<1pulsquee z = ef(Xs) = n.

Considérons tout d’abord le cas ou z; < 1/2.
Dans ce cas,

ay/min(z)||Z 7Y% — 22| > ay/min(z)|| 22 Z”%“
ory/min(z)|(z1)* — (21)'/?|

ay/min(z)(z)” 1"'2|1—zl|

= a|l —z|

> af2 car 7 <1/2.

Il

Il

Donc, grace au lemme (2.3.7), nous pouvons choisir « tel que

2
¢n($+as+) - ¢($15) < _'g .5 h = _C

ou ( est une constante positive.

Passons maintenant au cas ot z; > 1/2.

Dans ce cas,
cn/mhﬂﬂHZ“”%w—Z”%ﬂgfi%HZ“U%v—Z”%H.

Posons alors z, = max(z) > 1 (puisque ¢’z = n).

b1 %, = 2, alors

“12, _ 712, > u 72 _ 712
| = vﬁ” |

()™ = ()

(20) 211 = (20) "]

e
—|Z
v

v

w12gng

v
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Ccar (z)Y2 > V2 et |1 — (2a)7Y > 1/2.

De nouveau, nous pouvons choisir « tel que

ha(a*,5%) = 9le,3) £ =5 + g =

pour ¢ une constante positive.

Il reste & analyser le cas ou z; > 1/2 et 2z, < 2.
Dans ce cas,

ay/min(2)|| 272 — ZY%| = ay/min(2)|| 272 (e — 2)|| > %”e —z||
car d’une part,\/min(z) > 1/v/2, et d’autre part, | Z72(e—2)|| = |le—2|lz-1 = \/Amin(Z7")||e—

z| > %He —z||, ot Pon utilise I'inégalité de Rayleigh, a savoir Ay, (Z) < %Zw—‘” & Pl Do)
Donc, comme ||e — z|| = ||e — Xs|| > n, nous pouvons choisir « tel que

¢n($+: S+) - a,bn(a:,s) S _C

\ -y o? s
ou ( = $n— 3(i—ay st une constante positive.

CQFD.

Par ce théoréme, nous obtenons que, jusqu’a ce que |le — Xs| < n < 1, la fonction
potentielle primale-duale est réduite d’une constante dépendant de « a chaque itération.
Notons qu’il arrivera inévitablement un moment ot ||e — Xs|| < 7, car sinon ¥,(z, s) tend
vers —oo. Ceci est impossible puisque par définition de la fonction primale-duale (2.13),
nous savons que ,(z,s) > nlogn pour toute paire admissible.

Par conséquent, en O(,(2°,s°) — ¥,(z?, s*)) itérations, ou de maniere plus précise en
O(1hn(2°, %) — nlogn) itérations, on générera une paire (z,y) telle que

n(z,s) = | Xs ]| = [ X(c - ATy) —el| < n.

Ceci signifie que z et s forment une paire centrale approximative pour ).
Notons encore que la complexité ne dépend uniquement que de (2%, s%).
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Chapitre 3

Algorithme ACCPM basé sur le

principe de réduction de potentiel
pour un probleme d’admissibilité
linéaire.

3.1 Introduction

Tandis que le chapitre précédent avait pour but de développer quelques méthodes pour le
calcul du centre analytique d’un polytope borné, les chapitres qui suivent traitent de la
méthode ACCPM proprement dite, dont le principe a fait 1’'objet du premier chapitre.
Dans ce chapitre plus précisément, nous étudierons un algorithme ACCPM particulier, basé
sur le principe de réduction de potentiel, et destiné & résoudre le probléeme d’admissibilité
linéaire.

Ce probleme consiste a trouver un point admissible dans la région

C={yeR™:c—ATy>0et 0<y<e}
convexe, ou les composantes A et ¢ sont rationnelles, et ol int(C) est supposé non vide.

Remarquons que nous travaillons ici sous des contraintes plus fortes que celles faites au
premier chapitre pour un algorithme ACCPM général, puisque notre polytope C est défini
icl par des contraintes linéaires, et pas simplement convexes.

3.2 Principe de ’algorithme ACCPM avec réduction
de potentiel

Le principe général des algorithmes ACCPM décrit au Chapitre 1 peut ici étre caractérisé
de maniére plus précise.



On démarre 1’algorithme avec le polytope ° = {y € R™ : 0 < y < e} = [0,1]™ con-
tenant C, et son centre analytique y°.

A chaque itération, on vérifie si y* € C. Si oui, ’algorithme se termine. Sinon, on choisit
une contrainte de C non satisfaite par y*.

Si cette contrainte de C est paralléle & une contrainte de 0%, Q¥+! est obtenu en translatant
cette contrainte de QF vers I'intérieur du polytope.

Si cette contrainte de C n’est paralléle & aucune contrainte de QF, Q%! est obtenu en
construisant une nouvelle contrainte parallele & celle de C et telle qu’elle intersecte QF.

On recherche ensuite le centre analytique du nouveau polytope Q%! et on passe & I'itération
k+1.

[’étude de la fonction potentielle duale B(€2*) nous montrera que sa valeur diminue a
chaque itération. Or, ’hypothese selon laquelle int(C) # () impose aussi que B(Q*) ad-
mette une borne inférieure. Dés lors, la complexité d’un tel algorithme ne peut étre que
finie. Nous 1’étudierons de facon rigoureuse.

Dans le but d’obtenir une valeur précise de la diminution du potentiel & chaque itération,
nous introduisons maintenant une propriété combinatoire des centres analytiques.

3.3 Propriété combinatoire du centre analytique
Notons y* le centre analytique du polytope

Q={yeR™:s=c— ATy >0}, (3.1)
o c € R" et A€ R™™ est de rang plein.

Nous savons grace au premier chapitre que y* est le point de £ qui maximise sur {2 la
fonction potentielle duale, définie par

B(y,Q) = Zlog(cj - a?y) = Zlog 35, Y€, (3.2)
7=1

i=1

ol 8; = ¢; — a}-"y est appelée variable d’écart.
On note

B(Q) :=B(y*,Q) = Zlog & (3.3)

oir 8% = ¢ — ATy,
Définissons maintenant le polytope

O ={yeR":¢;—ajy>0j=1,.,n—1, fs)+ay" —ayy >0}, (3.4)
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ou g € [0,1].
Ce polytope est obtenu & partir de { en translatant la derniére contrainte de maniere a ce
qu’elle ne 'dépasse’ pas le centre analytique.

Posons 3* le centre analytique de QE Alors, la fonction potentielle duale du nouveau
polytope QE est

n—1
B(Qf) = log(c; — a§*) + log(Bsi + afy® — any®). (3.5)
.

Cette fonction potentielle vérifie la propriété suivante.

Théoreme 3.1

Nous vérifions que
B(RS) < B®) — (1 B). (3.6)

preuve :

Cette relation a déja été démontrée au lemme (2.3.2) du chapitre précédent puisque Q?;
k+1
> C.

1

s’assimile au 2*t! du lemme en question, dans le cas ol ¢

CQFD.

Définissons & présent le polytope convexe

Qg‘ =4y ER" 1 ¢y— a’f‘y >0 4§ =1,.,n, BFt+ar,y*—al,y>0} (3.7)

ol f € (0,1), et 7 = y/al, (A(X*)2AT) anss.

QE est donc obtenu & partir de ) en ajoutant une nouvelle contrainte de pente arbitraire.
Le choix de 7 n’est pas innocent. En effet, nous allons montrer qu’avec cette valeur de
7, la nouvelle coupe intersecte le polytope 2, ce qui sera nécessaire dans 1’algorithme pour

étre siir que le polytope rétrécit a chaque itération, et que l'on approxime de mieux en
mieux I’ensemble admissible.

Pour démontrer cela, nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 3.3.1

Soit (z,3) une paire intérieure admissible telle que Az = 0,2 > 0,5 =c— ATy > 0, et telle
que ||le — z3|| < 8 < 1. Llellipsoide

{yeR™: | XA (y - )| <1-0} (3.8)
est contenu dans {y € R™: ATy < c}.



preuve : [5]

Montrons tout d’abord que ’ellipsoide
{yeR™: IS AT(y - gl <1} (3.9)
est contenu dans {y € R™ : ATy < c}.
En effet, prenons un point y € R™ appartenant & l'ellipsoide (3.9). Il vérifie
1S AT (y — )l < 1. (3.10)
Or, ATy = c— s et AT = ¢ — 5. Donc (3.10) s’écrit aussi ||S71(5 — s)|| < 1, ou
IS —el <1 (3.11)

ot 8§ > 0 par hypothese.

Dés lors, s = ¢ — ATy > 0, sinon (3.11) n’est pas vérifié puisqu’au moins une composante
de |2| serait supérieure a 1.

Ainsi, ATy <cety e {y e R™: ATy <c}.

Si on montre maintenant que tout point de l'ellipsoide (3.8) est tel que ||[S~1AT(y — )| <
1, alors ils appartiendront tous & l'ensemble {y € R™ : ATy < ¢} étant donné la premiére

partie de la preuve. On aura ainsi démontré la these.

Or, pour tout élément y de Pellipsoide (3.8), on a

157 A%y -9l = N(XS)XAT(y—g)l
< (XS e IX AT (y — 9)I
< S IXAT -l <1

1-46

ot la deuxiéme inégalité vient de la condition de centralité ||e — z3|| < # < 1, qui entraine
1—-0<2;5, <140 Vi€ n, et donc

Le lemme est ainsi démontré.

CQFD.

L’ellipsoide (3.8) est appelé ellipsoide de Dikin, et constitue une région de confiance autour
de 3.
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Lemme 3.3.2

Une coupe intersecte Uellipsoide de Dikin si la distance de § & la frontiére de la coupe ne
dépasse pas (1 — 0)7, ot 7 = \/aT(AX2AT)1a, et ot a est le vecteur normal de la coupe
ajoutée, et tel que ||al| =1 [2].

preuve :

Le probléme revient & chercher la longueur « représentée en dimension deux dans la figure
qui suit, puisque spdg ||a| = 1.

k4

Pour cela, nous allons d’abord évaluer Ay = y — ¥, solution du probleme
min{aTAy : | XATAy|| <1 -0}, (3.12)

et qui consiste & trouver une droite de vecteur normal ‘¢’ la plus éloignée possible de ¥,
mais ayant toujours une intersection avec ’ellipsoide.

Pour trouver la solution du probleme (3.12), effectuons tout d’abord un changement de
notations, tel que t = Ay = y — 3. Pour la facilité, nous noterons également X AT = D.

Le probleme devient
min a7t (a #0)
s.c. ||[Dt]|?2 < (1—0)2.

Pour résoudre ce probleme, nous utilisons les conditions de Kuhn-Tucker. Le probleme
étant convexe, sa solution sera celle des conditions.

La condition de qualification de contraintes de Slater est satisfaite puisque il existe un i
tel que || DE||2 < (1 — 0)? (intérieur de Pellipsoide n’est pas vide).

Sachant que le lagrangien du probléme est

(3.13)

L(t;X) = a"t+ A(|DE]|* — (1 - 0)?),

les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent
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ViL(t;A) = a+22ADTDt =0

MDY = (1= 0)*) =0

A>0

[ D|* = (1= 0)* < 0.
La contrainte est active, sinon A = 0, et ¢ = 0, ce qui est impossible par hypothese. Dés
lors || Dt||? = (1 — 8)?, ce qui signifie que nous nous trouvons sur la frontiére.
Le systéeme de Kuhn-Tucker devient

(3.14)

a+2\DTDt =0
A>0

ou encore D(DTD) . Tl
“ta + t =10
{ 2> 0 (3.15)

ot DT D est inversible car D = X AT est de rang plein.
La premiére équation de (3.15) permet donc d’obtenir

|D(D” D)~ a]) = 2X(1 - 0),

_ DD D) a]
-0

Introduite dans la premiére équation de (3.14), (3.16) implique que

2A

(3.16)

T -1
1-8
Or, DT D est inversible, et donc
(1 - 9) T -1
= _ DD .
=y

Comme D = X A" et t = Ay, on obtient la solution du probleme (3.12), & savoir

B (1—0)
VaT(AX2AT) 1q
(1-9)

7

Ay

(AX2AT)q

- (AX2AT)a,

Ayant trouvé la solution du probléeme (3.12), revenons & notre probleme de départ, qui
consiste & obtenir la valeur de « représentée sur la figure précédente.

Nous savons que ’égalité —a(a”a) = a” Ay doit étre satisfaite, puisque z et y appartiennent
a la méme droite de vecteur normal a. Donc,

L gaT(A}H(QAT)_la = —(1 — 9)r.

—alla|l? = oAy = -
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Comme spdg ||a|| = 1, nous obtenons o = (1 — 0)F.

CQFD.

Grace aux deux lemmes précédents, nous pouvons maintenant justifier le choix de 7 dans

la définition de Qf (cfr 3.7).

Le polytope © ayant y* pour centre analytique, nous pouvons définir un ellipsoide de
Dikin centré en y*, donné par

{yeR™: | X*AT(y —y")l <1} (3.17)

otl = 0 puisque nous savons qu’au centre analytique, z%s® = e.

Le lemme (3.3.1) assure que cet ellipsoide (3.17) est contenu dans = {y € R™ : ATy < c}.
Et par le lemme (3.3.2), une coupe intersectera cet ellipsoide si la distance de y* a la
fronticre de la coupe est inférieure ou égale & 7, ott 7 = (al, (A(X®)?AT) ap41)?, et ol
anyy est le vecteur normal de la nouvelle coupe.

Dés lors, la coupe choisie pour définir Qg.' en (3.7) intersectera ’ellipsoide de Dikin centré
en y*, et donc aussi {1.

Passons maintenant & la relation existant entre les fonctions potentielles duales associées a
Q et O} défini en (3.7). Cette relation est établie par un théoreme semblable au théoreme

(3.1).

Théoréme 3.2

Nous vérifions que

B(95) < B(Q) + log(47) — (1.5 - B) (3.18)
o .
B(Q) = log(c; — a]§*) +1og(B7 + apy " — anpi°)- (3.19)
j:l

preuve :

Puisque y* est centre analytique de £, il existe a® > 0 tel que X%s* = X%(c — ATy*) = e
et Az® = 0, puisque y® est solution des conditions d’optimalité (1.2).

Notons ¢,41 = 7 + al,,y*, et posons 5 = ¢ — ATg® > 0, les n premiers écarts définis au
nouveau centre analytique ¢*. L’écart a la nouvelle contrainte, quant & lui, vérifie

Badt = “:{H(ya —y*)+Br
= @y (AX?)?AT)HAXAT)(y" — 77) + B
— a}:‘_}_l(A(Xa)zAT)—lA(Xa)z(ATya _ ATga) 4+ ﬁi‘_‘
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Z+1(A(Xa)2 T) 1A(Xa)2( C-}-ATy&-l—C ATga) _I_ﬁ,';,—

A (A(X®)?AT)TA(X®)Y (5" — s) + B

Gy (A(X*)?AT) L ACX® (X“§“ —e)+ o7

layr (AXT)2AT)FAX (X5 — e) + BT

= (IX*5" —ell + B)r (3.20)

I

(Al

otl I'unique inégalité est obtenue par Cauchy-Schwartz, et ol I’égalité (3.20) se justifie de
la maniere suivante :

ey (A2 AT AKX = X AT(AK)AT) o
= el (AP AT) L AXe X AT(A(X)PAT) s,
_ \/ ol (A(X*)?AT)apqy =T

Nous vérifions aussi, puisque Az* =0, que

eTX5 = TX%c— ATg") =T X% — (AX“e)"y
= ' X% =eTX(c— ATy") = P X"5* = e’e
= M (3.21)

Donc, grace aux définitions de B(Q}) (cfr 3.19), et B(Q2) (cfr 3.3),

expB(QE) B exp(Z?’:l logé?—l—logﬁﬂ)

FexpB(Q) rexp() iy logs})
- _. By )
n T 1—139L
J-_—] J
g:;—kl . )
= Tr 35
j=1
< (I1x°5* el +8)] | 323 (3.22)
=1

ou I'inégalité (3.22) est induite par (3.20).

Posons o« = X%3% > 0.
Ainsi, nous pouvons encore borner le terme de droite de (3.22), tout en tenant compte de
(3.21), en résolvant le probleme

max $(a) = (o~ el + /)] [ o

s.c. efa=mn et a>0.

(3.23)
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i
=1

La solution de (3.23) est donnée par o* tel que of =6 > 1, et af = ... = o, =

(voir [11] Chapitre 2). n = nol
Des lors,
Py < OOEZ2 124 -1+ g6 Dyt
- =2 n_l —1
_ - n n—304,,_1
= (0= 4/ +A(—)
= 4 n 5—1+ Eilﬁén_énl
e n—05+ /220
n+1
Y A L (3.24)
T (3.25)
exp (1.5 — 8) 4

ot les inégalités (3.24) et (3.25) ont pu étre vérifiées graphiquement pour un n donné, mais
pour lesquelles la démonstration théorique formelle n’a pu étre obtenue.

Par (3.22) et (3.25), nous obtenons

exp B(Q) _ 47

expB(Q) ~ exp(l.5—-p4)’ S
. B(9}) < B(Q) + log(47) — (1.5 — B). (3.27)
CQFD.

3.4 Algorithme ACCPM pour la résolution du probléme
d’admissibilité linéaire

Comme nous ’avons déja précisé dans I’introduction, le probleme d’admissibilité linéaire
consiste & trouver un point admissible de I’ensemble convexe

C={yecR™:c—ATy>0et 0 <y < e},

oit les composantes de A et ¢ sont rationnelles , et ot ’on suppose int(C) non vide.
On supposera de plus que spdg ||a;|| = 1, olt a; est la 7™ colonne de A.
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Le fait que int(C) soit non vide peut se traduire plus spécifiquement de la maniere suiv-
ante :

Pour tout polytope € = {y € R™ : é¢— ATy >0 et 0 < y < e}, ot € est un sous-vecteur
de c et A est une sous-matrice de A, il existe un point y € C tel que

c—ATy>2Te et 27le<y<(1—-2"")e (3.28)

pour un certain L > 1 fixé. B
Remarquons que C C C, pour tout sous-systéme défini par ¢ et A, comme le suggere la
figure suivante.

C

Dés lors, il est clair que si C a un intérieur non vide, alors pour tout ¢ et A, C aussi, ce que
traduit (3.28). )
Il en découle que , pour y € C vérifiant (3.28),

l m m
B(C) > > log(e;—aly)+ ) logy;+ Y log(l—y;) (3.29)
i=1

i=1 i=1

1 m m
> ) log(27") + ) log(27F) + ) log(27) (3.30)

ott (3.30) est induit par (3.28), et olt [ est le nombre d’inégalités de la forme ¢; — ajy >0
définissant C. : B
Si I’on note ¢ = 2m + [ le nombre d’inégalités de C, nous obtenons alors

B(C) > qlog(27") > qlog,y(27") = —qL. (3.31)

Décrivons & présent ’algorithme de réduction de potentiel utilisant des centres analytiques
exacts.
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3.4.1 Algorithme ACCPM utilisant des centres analytiques ex-

acts
BEGIN
[Initialisation |
Soit A= (I —1I)eR™*™ (0= ( S gRm

et ¥ =0.5e € R™, s =c® — (A°)Ty° = 0.5e € R*™, et 2° = 2¢ € R*™.
Posons également n = 2m.

Nous vérifions que A% =0 et || X°s° —¢|| = 0.

En d’autres termes, (29, y°) forme la paire centrale de

Q={yeR™:cF - (4A)Ty>0}, ouk=0.

rlcéme itération |

A la k™ itération, nous vérifions si le centre analytique courant y* satisfait & toutes
les inégalités de C.

a. Sioui, Palgorithme se termine, et y* est le point admissible recherché.

b. Sinon, il existe un indice j pour lequel ¢; — a:{yk & [,

Dans le cas b., deux alternatives sont possibles.

1. 801t a; est deja une colonne de Ak, c’est a dire que la contrainte de C non vérifiée
par y* est paralléle & une des contraintes du polytope courant QF.

2 Smt a; n’est pas une colonne de Ak, c’est & dire que la contrainte de C non vérifiée
par y* n est paralléle & aucune des contraintes du polytope courant £*.

Dans le premier cas, on va construire Q%1 en remplagant la contrainte de QF parallele
& celle d’indice 7 de C, par une translatée. Les autres contraintes restent identiques.
Donc, nous mettons a jour

= f(ch a;—f"y’“) afyt = Bsk+aly" B e(0,1)
R 3.32
C‘n;v{—l C? 72 j ( )
et
AR = Ak (3.33)
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Remarquons que C C QF1,

Dans le cas 2., nous allons construire %! en ajoutant une contrainte paralléle & la con-
trainte d’indice 7 de C.

Puisqu’il y a ajout d’une contrainte, le vecteur (la matrice) c**! (A*1) aura une com-
posante (une colonne) de plus que c® (A*).

Donc, nous mettons a jour

Ck
Ck+1 = ( ﬁﬁ‘}‘ a%yk ) et Ak+1 = (Ak,aj) (334)
oll
F= \/a%(Ak(Xk)Z(Ak)T)—laE, (3.35)

avec z*, la partie primale de la paire centrale (z*,y*).

On pose de plus n :=n + 1, olt n représente le nombre de colonnes de A* .

Comme nous I’avons vu, cette valeur de 7 assure que la coupe ajoutée intersecte le polytope
Q*. Remarquons de plus que y* € Q5+ car ¢fF —(AF)Ty* > 0 et Br+ a%yk — a%y’“ = 9 2 ()
Dés lors, la coupe n’intersectera pas C, et donc C C QF*!,

La k®™¢ itération s’achéve par la mise & jour du centre. Elle consiste & calculer le centre
analytique y**t! de Q¥t! en utilisant la méthode de Newton pure & partir de y*, et aller
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Iitération k + 1.
Nous développerons cette étape aprés avoir analysé la variation de la fonction potentielle
B(Q¥) & chaque itération.

END.

Théoréme 3.3

Dans le premier cas de Ualgorithme, ot a; est déja une colonne de A la fonction potentielle
duale entre deux itérés successifs vérifie

B(Q*!) < B(QF) — (1 - B). (3.36)

preuve :

La preuve de ce théoréeme découle de celle du théoreme (3.1), qui envisage le méme type
de translation.

CQFD.

Dans le cas 2. de l’algorithme, ol a; n’est pas une colonne de A*, nous savons par le
théoréme (3.2) que
B(QF) — B(Q%) < log(47) — (1.5 — B). (3.37)

Remarquons que le terme de droite de (3.37) dépend de l'itération k& puisque 7 en dépend.
Ce terme peut toutefois étre borné par une constante puisque 'on montre que 7 < 2—\1/5
Pour cela, il suffit de remarquer que les deux inégalités suivantes sont satisfaites.

Propriété 3.4.1
Nous vérifions que

ARXFPH AT = AKSH) AT = (V) P+ (- Y (3.38)
preuve :

En réalité, on montre que

il
AE AT =P+ I 1)+ ) i, (3.39)

i=1

olt n(k) représente le nombre de coupes ajoutées (et non translatées) au polytope initial
0° pour obtenir QF, et olt s = & — (A%)Ty est le vecteur d’écart correspondant & un point
y € 0,

68



En effet, par construction, A* est la matrice initiale A% & laquelle nous ajoutons une
colonne & chaque fois que I'on ajoute une coupe non paralléle a une coupe déja présente.
Sans perte de généralité, A* peut donc s’écrire

Ak:(I -1 al...an(k)) an(k)Zl

Quant & S, elle est définie comme S = diag(s) = diag(c* — (4%)Ty), ou y € Q*.
S est donc de la forme

= \

S Som
S2m+1

0
K Sam4n(k) )

Apres simplification de ’expression du produit A*S=2(A¥)T il peut s’écrire

850 0 S;Lil 0 52_7?1+1a%1
+ t(a o angy) '
0 B 0 S 5;i+n(k)“z(k)

40)

Sachant que le produit de deux matrices peut s’effectuer en faisant la somme des produits
de chaque colonne de la premiére matrice par la ligne de méme indice dans la deuxieme
matrice, le troisitme terme de (3.40) peut s'écrire
n(k) &
a;a;
S (3.41)

o1 S2metj

Il reste & voir que la somme des deux premiers termes de (3.40) est effectivement équivalente
a la matrice diagonale Y =% + (I — Y)~2. Cela revient & montrer que

: + : - + ! =1 (3.42)
= ==+4+—— 1=1,..,m. .
st smy ¥ (L—w)? Y
Or, les éléments sy, . . ., Som sont les composantes du vecteur s = ¢® — (A%)Ty défini lors de
I'initialisation. Comme ® = (e 0)T € R*™, et A° = (I — I) € R™**™ le vecteur s vaut
donc s = (51, -+ SmsSmaty - 382m) = (L =Yy oy L = Yoy Yty ooy Ym) L
Des lors,

{St':l—yz' izl,...,m

Sipi =5 3= Lyss s 510
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et (3.42) est satisfait.

T
Par conséquent, A*(S)~2(AMT = (V) 2+ ([ -Y) 2+ Efg) (_sg——:i%)—f Cette égalité étant
valable en tout point y de QF, elle ’est aussi au centre analytique y*, et le dernier terme

étant semi défini positif, la propriété (3.4.1) est démontrée.
CQFD.
Propriété 3.4.2
Nous vérifions que
A2 I - Y52 8L (3.43)
preuve :

En réalité, cette propriété est satisfaite en tout point de QF. En effet, sachant que y € (0, €),
il faut montrer que Vy; € (0, 1),

Z%dﬁi(l—}y—)i : >82d2 vde R,

=1

ie.

i.e.
-y +yf 28y} —y)* Viem
Or, par la relation entre moyenne géométrique et arithmétique (cfr 2.55), nous avons que

y? + (1 — y;)?

9 > (1 — ) =u(l —y) Viem.

Dés lors, il reste a montrer que

2yi(1 —yi) 2 8yf (1 —wi)* sl 0<yi<L. (3.44)

Or, en simplifiant par y;(1 — v;), (3.44) devient 4y? — 4y; + 1 > 0. Donc, il faut montrer
que (2y; — 1) > 051 0 < y; < 1 Vi, ce qui est toujours satisfait.

CQFD.
Les propriétés (3.4.1) et (3.4.2) nous permettent de déduire que A’”(S") 2(AF)T — 8T est
semi définie positive. Des lors, 7 = a3 T(AMXFP (AR ) a7 < jafaz = ”aé” = 1, puisque
spdg |laz]| = 1.

Ainsi, 7 < Tlﬁﬁ’ et par (3.37), nous obtenons le théoreme suivant.
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Théoréme 3.4

Dans le second cas de lalgorithme, ot a; n’est pas une colonne de A¥ | la fonction potentielle
duale entre deux itérés successifs vérifie

B(Q 1) < B(QF) 4 log(v2) — (1.5 — B). (3.45)

Les théoremes (3.3) et (3.4) nous montrent que, dans les deux cas de 'algorithme, la
fonction potentielle duale diminue d’une constante pour un 3 approprié. Cette diminution
prend par exemple une valeur de 0.25 si $=0.75 dans le premier cas, et $=0.9 dans le
second cas.

Montrons & présent que le calcul de y*+!, dans 1’étape de mise a jour du centre, peut
s’effectuer assez aisément.

En réalité, nous montrons que y* est déja un centre analytique approximatif de QFFL et
est donc aussi dans la région de convergence quadratique de Q1. y**1 peut ainsi étre
obtenu & partir de y* en effectuant des pas de Newton purs, avec conve1gence quadratique.

Lemme 3.4.1

Dans les deuz cas de lalgorithme, il existe un & > 0 tel que
Al =0 et ||Xs—e||<d<1,
0t § = k1 — (AM)Tyk € R7,

NB : 5 étant le vecteur des écarts de I’ancien centre analytique aux nouvelles contraintes, ce
lemme signifie que y* est un d-centre pour Q¥+, y* est donc dans la région de convergence
quadratique pour la méthode de Newton duale, comme le confirment les points i) et iv)
du théoréme (2.1), au chapitre précédent.

preuve :

Dans le premier cas, ot a; est déja une colonne de AF, la mise & jour effectuée & la ké™°
itération est celle décrite en (3.32) et (3.33). Des lors,
k k v
{ & = ci"'i ( %J“i)Tyk c;? - (af)Ty"“ = 3? pour j #
B = c—"' ( BB = Bsf + a%yk - a:{yk = ﬁs%
Posons & = z* > 0. A101s A’““x = Akgk = 0, puisque z* est la partie primale de la paire
centrale (z*, y*) associée & QF.
Et pour 8 € (0,1),
= 2 k
|1X5—¢|* = ||(2Fsh—1,...,25 .s;“ —1,...,2

= (m;sf—;ﬁ—l)
= (p-1y

nsn — DII”
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car z¥sF = 1 Vi puisque (2, s¥) est la paire centrale de QF.
Deés lors ||X3 —e|=(1 ,6) £ 1.

Dans le second cas, olt ¢; n'est pas un colonne de A*, la mise & jour & la k*™* itération est
celle décrite par (3.34). Des lors,

5= ¥ = (@ = ok~ @)y = G=1,n -
ups = 511 (FHTYE 2 B 4 Tyt oy = -
puisque AF1 = (AF, q;).
Posons o = % <1et Az = —2XF(AM)T(AF(X*)2(AF)T)1a;. Alors
Hmm=§f=a<1 (3.47)
puisque 7 = \/a%(Ak(Xk)z(Ak)T)—laE (cfr (3.35)).
k
Définissons z = ( e +_A$) ) > 0.
affF
Alors
Az = AFXRe 4+ ARXFAz + ga;
#
= ARX*Aa+ Sa;  car AfzF =0, (3.48)
T
Or
AkaA:B — —g[Ak(Xk)2(Ak)T(Ak(Xk)z(Ak)T)_laj]
7
= —Zg. (3.49)
7

Dés lors, par (3.48), A**1z = 0. De plus,

X5 —cl? = [X*e+Ac)sh — el + (=7 - 1)

= || X*sF — e+ X*sFAz|? + (1 — aB)?
|Az|2 4 (1 — aB)? car X*sF =e.
o+ (1 —aB)?® par (3.47).

|

Or, 0= l_l_ﬁg, donc
B . B
1
R



Nous avons donc démontré le lemme dans les deux cas de 'algorithme.

CQFD.

La théorie sur la méthode de Newton nous montre que, partant de la paire (,5) dans la
région de convergence quadratique, la nouvelle paire centrale (zF1, yF+1) associée & QFH
peut étre générée en O(In I) pas de Newton purs (primaux-duaux) (voir, par exemple, [7]).

Nous obtenons & présent un théoréme de convergence pour I’algorithme utilisant des centres
analytiques exacts.

Théoréme 3.5

L’algorithme ACCPM utilisant des centres analytiques exacts génere un point admissible
de C en O(qL) itérations et O(qL1n L) pas de Newton, ot q est le nombre d’inégalités dans
le dernier polytope ¥, et ot L est défini en (3.28).

preuve :

Notons tout d’abord que B(2°) < 0 car

2m
B(Q°) =) logs] = 2mlog(0.5) < 0.

i=1

A chaque itération, soit nous translatons une contrainte, soit nous en ajoutons une nou-
velle. La fonction potentielle est réduite d’une constante donnée par (3.36) dans le premier
cas, et par (3.45) dans le second.

Par construction, nous savons aussi que tant que I’algorithme tourne, C C Q* Vk > 0.
Considérons alors le polytope C, obtenu & partir du QF final en gardant les contraintes non
paralleles 3 celles de C, et en remplagant les autres par leurs homologues paralleles, propres

a C (cfr dessin).

Nous avons C = {y € R™ : ¢(c*) — (A*)Ty > 0}, olt ¢(c*) est le vecteur ¢ associé a QF, dont
nous avons modifié les composantes correspondant aux contraintes que I'on a translatées
sur C. Ces nouvelles composantes forment en réalité une partie des composantes de c, le
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vecteur des termes indépendants associés a C.
Par exemple, pour notre dessin,

& = (clf,cg,cg,cf,cg,c’g)T et C(Ck) = (clvcgvcj?incﬁ’clhcg)'

Dés lors, les composantes ¢;(cF) de c(c?), et ¢f de ¢* sont liées par la relation
a(cf) < i=1,...,2m+n(k),

ol n(k) est le nombre de contraintes ajoutées (et non translatées!) depuis I'itération 0
(NB : n(k) < k car nous n’ajoutons pas de contraintes a chaque itération).
De plus, C C C C QF. Ceci implique que

2m+n(k) 2m+n(k)
B = Y ()= @)y < Y (=@ <BE@).  (350)

Nous pouvons encore exprimer C sous la forme
C={yeR™:e" — (A")Ty >0 et c— (4)"y >0},

ol & (A¥) est un sous-vecteur (une sous-matrice) de c* (A*), et € (A) est un sous-vecteur
(une sous-matrice) de ¢ (A).

Nous remarquons que nt(C) # @ puisque C C C et int(C) # @ par hypothése. Donc,
il existe un élément y de C tel que & — (A*)Ty > 27Le et ¢ — (A)Ty > 27 Te.

Par un raisonnement similaire a (3.29), nous obtenons

B(C) > —qL, (3.51)

ol G est le nombre de contraintes de C. )

Or dim(c(c*)) = dim(c*). Dés lors, il y a autant de contraintes dans C que dans QF, et
7= .

Des lors, (3.50) et (3.51) entrainent

B(9QF) > B(C) > —qL, (3.52)

oll ¢ est le nombre de contraintes définissant QF.

Cependant, & chaque itération de I’algorithme, la fonction potentielle duale B(Q*) diminue
d’une constante.

Dans le premier cas, olt nous translatons une contrainte, la réduction de B(£2*) est telle que
B(QF) < B(Q*¥1) — (1 — B). Par récurrence, cela implique que B(Q2*) < B(Q°) — k(1 — B).
Il arrivera donc inévitablement une itération k& pour laquelle B(QF) < —q¢L, ce qui est en
contradiction avec (3.52), qui est vérifié tant que C C QF, c’est & dire aussi tant que P'algo-
rithme tourne. L’algorithme s’arrétera donc au plus tard a itération K telle que Vk > I€,
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B(QF) < —qL.
1l suffit donc que B(Q2°) — k(1 — B) < —qL, c’est & dire que

ql B(Q°)

k> T3 - 5
Dans le second cas, oli nous ajoutons une contrainte, la réduction de B(2*) est telle que
B(9QF) < B(Q*1) +log /2 — (1.5 — B). Par récurrence, cela implique que B(QF) < B(Q°) +
k(log v2 — (1.5 — ).
De nouveau, nous allons atteindre une itération k pour laquelle B(2*) < —q[, ce qui
contredit (3.52). L’algorithme prendra fin au plus tard & l'itération K telle que Vk > K,
B(Q¥) < —qL.
1 suffit donc que B(Q°) + k(log v/2 — (1.5 — 8)) < —¢L, c’est & dire que

(3.53)

gL N B(Q%)
1.5—B)—logv2 (15— 8) —log V2

Une borne supérieure sur le nombre d’itérations total de 1’algorithme utlilisant des centres
analytiques exacts peut étre obtenue en additionnant le nombre d’itérations nécessaires si
un seul des cas survient a toutes les itérations.

Comme les bornes (3.53) et (3.54) sont toutes deux en O(gqL), le nombre total d’itérations
de l'algorithme est en O(gqL).

Comme & chaque itération, le nombre de pas de Newton nécessaires pour générer le nou-
veau centre analytique est en O(In L), la génération d’un point admissible de C grace a
I’algorithme avec centres analytiques exacts se fera en O(¢LIn L) pas de Newton.

kz( (3.54)

CQFD.

3.4.2 Algorithme ACCPM utilisant des centres analytiques ap-
proximatifs

Dans cette section, nous allons montrer qu’il est inutile d’utiliser des centres analytiques
exacts dans 'algorithme ACCPM. Nous pouvons en effet trés bien générer un point ad-
missible de C par un algorithme de réduction de potentiel pour la génération de coupes qui
utilise des centres approximatifs. Ceci est avantageux puisque, intuitivement, le nombre
de pas de Newton pour atteindre un centre approximatif est moindre que celui nécessaire

pour obtenir un centre analytique exact. Le temps d’exécution de I’algorithme s’en trouvera
donc diminué.

Lemme 3.4.2

Soit @ = {y € R™ : 5 =c— ATy > 0}, et posons (z*,y*) une paire intérieure admissible
de 1, qui satisfait

Az =0, (")Ta* =cTab =n, et || X*s* —¢| <1, (3.55)
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oty <1 etskF=c— ATy*. Alors,
n 2
BQ) > log(sh) > BQ) — —L—.
()2 Y loge) 2 B(O) - 57

preuve :

Par le lemme (2.2.1) du chapitre précédent, nous avons

Zlog(.’cfs?) = Z log(1 + wfsf —1)
i=1 Jj=1

Tk k T ||Xk-‘3k““3||2
= eTXFek — eTe —

CAT T T - 1Kk — ee)

2
> A XPk —p—
- 2(1 —+)
= - 72
2(1 —#)

Notons (2%, y*) la paire centrale de {2.
Sachant que ) 77, log(x%s}) = > 7 log1 =0, (3.57) peut encore s’écrire

2

Z log(z§s?) — Z log(ahsk) < i
=1 =1

2(1 —7)

Le terme de gauche de (3.58) peut se décomposer en

> log(af) — Y log(af) + ) log(sF) — ) log(sf).
7=1 j=1 i=1 i=1

Comme y* maximise la fonction potentielle duale sur 2, nous avons

3 log(s2) — 3 log(s) > 0,
i=1

i=1

et donc la premiére inégalité de (3.56) est démontrée puisque B(2) := ) 77_; log .

D’autre part, nous savons que z* est solution du probleme (1.4). Donc

n T
) logat— ) logak >0,
j=1 =1

puisque (3.55) assure que a* satisfait les contraintes du probleme (1.4).
Des lors, par (3.58), (3.59) et (3.61), nous obtenons

2

n . n *)f
jglog(sj) = ; log(s¥) < )
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i.e.
3 log(st) > B®) - 7L,
= (1=1)

ce qui démontre la deuxieme inégalité.

CQFD.

Ce lemme indique que la valeur du potentiel en un centre approximatif de  caractérisé
par (3.55) differe de celle obtenue en un centre analytique exact d’une petite constante.
De plus, associé & (3.52), il nous permet de vérifier, tant que ’algorithme tourne, que

= k k % 5
logst = Bl et 3 gl o ot 3.62

oll s* est ici associé & y* | le centre analytique approximatif de QF,

Algorithme ACCPM utilisant des centres approximatifs

BEGIN

Initialisation

Elle est tout & fait identique a celle de I’algorithme utilisant des centres analytiques exacts
(cfr section (3.4.1)).

k™ itération |

On vérifie si le centre analytique approximatif courant y*, répondant aux contraintes
(3.55), satisfait toutes les inégalités de C. Si oui, l'algorithme se termine, sinon, 3j tel
qiie e — a;—ryk < 0.

Deux cas peuvent a nouveau se présenter.

Si a; est déja une colonne de A*, la mise & jour est la suivante :

k1 _ ok (1=0) Tk
;=85 — 25—~ +as
{ i+1 i : xz 5 (3.63)
¢ =¢ J#J.
et
AFL = AW (3.64)

Remarquons que cette mise a jour est la méme que celle utilisée pour ’algorithme avec
centres analytiques exacts, puisque dans ce cas, nous avions (cfr (3.32) et (3.33))

AL _ gk o Tk gek 1ok ok
G =Pstay = st

i



= c%“ —(1- ﬁ)s;f
= s;f -+ a%ﬂy"c -(1- ﬁ)s%“
= 3;-? +a;Ty" — (1 - ﬁ)/mf

puisque dans le premier algorithme, (z*, s¥) était une paire centrale exacte de 0F, et donc

aksk = e.

Si a; n’est pas une colonne de A, la mise & jour est alors

ck
= ( B7 + aTy* ) et AM! = (Ak:a5)1 (3.65)
J

oil ¥ = \/a%(A’“(X"“P(A"’)T)“la;, avec ¥ le point primal associé a y*, centre analytique
approximatif.

La k®™¢ itération s’achéve par la mise & jour du centre approximatif. Cette étape con-
siste & calculer la paire (z*+!, y*+1), oli y*+! est un centre analytique approximatif de 5+
tel que || X*H1shtt — || < v (ot s**? = L — (AFTyAH) en utilisant la méthode de
Newton pure 3 partir de y*, y-centre de QF et déjd centre appoximatif de 2!, Nous
passons ensuite a l'itération & + 1.

END.

Avant de clarifier cette étape de mise a jour, montrons que, comme pour l'algorithme
utilisant des centres analytiques exacts, la fonction potentielle diminue d’une constante a
chaque itération, quelque soit le cas traité, c’est a dire que a; soit une colonne de AF ou
pas.

Théoréeme 3.6

Soit (z*,y*) une paire centrale approzimative de QO vérifiant
Argh =0, (MTaF = (F)T2F =n, et | XFs" —¢|| <.

Alors, dans le premier cas de algorithme, pour lequel a; est une colonne de AF,

B~ B@¥) < (6 1)+ 2_(1—"_—75 (3.66)
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preuve :

Considérons %, §* la paire centrale exacte de 2*¥+!, Nous avons
eTxkga - GTXk(Ck-I-I _ (Ak-{-l)Tya)
e eTXk(Ck+1 _ (Ak)Tga)
= el Xk car AF2F =0

XM sl (L= Bk A (36)
= eTXkck—mf(l%ﬂ)/wf
= n—1+p (3.68)

Par le lemme (3.4.2), nous savons que B(Q*) > 37" log s%. Donc,

exp B(QF1) 2 Hi:l Ez _ H(gjxk)n(%) (3.69)

expBF) ~ Il=sf o 7 7 shed
RN |
< (_Z3jm?) H( ) (3.70)
g Gl P
n—1+8. . 1r 1
= (———O0) 3.711
=Tl 3.1)
LR |
= eXp(ﬁ_l)H(Skw&)’ (372)
321 Vv

ol 'inégalité (3.70) vient de la relation entre moyenne géométrique et arithmétique (2.55),
et ol (3.72) vient, elle, de la relation In(1 4+ 2) < 2, ie. (1 + Z)" < e,z > 0.

= n

Donc,

B —B(QF) < (8-1)+ ) log(

IA
~—
=
|
—_—
—
_|_
=2
=)
o
—
—~
)
o
_q
~—

CQFD.

Avant d’établir un théoréme similaire dans le deuxieme cas de ’algorithme, nous avons
besoin de la propriété suivante.
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Propriété 3.4.3

Nous vérifions que
Ak(Xk)z(Ak)T — Ak(Sk)—l(Ska)Z(Sk)—l(Ak)T (3.73)
> (min afsHA((YM)P+ (1 - ¥, (3.74)
preuve :

Le procédé a utiliser est tout & fait similaire & celui qui a permis de démontrer la pro-

priété (3.4.1).

CQFD.
Théoréme 3.7

Soit (z*,y*) une paire centrale approzimative de QF vérifiant A¥z* = 0, (s*)Ta* = (&)Ta* =

n et || X*s* —e|| <. Alors, dans le deuziéme cas de Ualgorithme, pour lequel a; n’est pas
une colonne de A,

B — B(Q¥) <log V2 —log (1 — ) — (15— B — 7) + ——. (3.75)

preuve :

Considérons 3¢ = cf — (A¥)Ty* > 0 le vecteur composé des n premiers écarts aux con-
traintes de QF! associés & y°, le centre analytique exact de QFt!. [’écart & la derniére
contrainte, quant a lui, vérifie

i = o — (af)"g
= pr+dyt -y
= o (y* —§*) + 07
= af (AMXFP(AMT) AN XA (" — g*) + 87
= G (AHXRP(ART) T AR XRP (AT — (A5Ty?) + B
= GOAEATIATY SO oAk ~ (R 4
— a?(Ak(Xk)g(Ak)T) 1A ( )2( —a )“|“/87"
— ?‘(Akxk 2(Ak1) lAka(Xka Xk L)+,6T
< [laf (AR(XFPAR)T) T ARXR | X s — XEsE(| + B
= (IX*s* — X*s*| + B)F (3.76)
< (X745 el + [| X s* — el + )7
< (IX*5* el + 7+ B)F (3.77)
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ot (3.76) est obtenue par un raisonnement similaire & celui utilisé pour (3.20), avec 7 défini

ici par 7 = \/a:{(A’“(X")?(Ak)T)‘laE, comme nous ’avons vu dans la mise & jour (3.65).

Donc,
exp B(F+1) Sn1 HJ 85 k - k
— < car B(Q2%) > logs% (cfr(3.56
TeXpB(Qk) T HjAI J ( ) ; i ( ( ))
n n ga n 1
— +1 H k (H 3 Sk
j=1 j=1 J
By n n 1
_7=1 j—l 3-7
De plus, ’
eTX*3* = T X*(* — (AM)T7%) = F X*cF =n. (3.79)

De la méme facon que celle utilisée dans le théoréme (3.2), nous allons essayer d’évaluer le
maximum du terme droit de (3.78), en tenant compte de (3.79).

Posons o = X*3% > 0.

Le probléme a résoudre est le suivant

T

1
max (a) = ([la —el| +v+ B)H D § Qow: (3.80)

j=1 j=1 377

sc. ela=n et a>0.

Nous savons que la solution du probléeme (3.80) est atteinte en « tel que a; = & > 1 et
(1'2:...:(1;.—,,:?1—}%>0. D’ou

e T8

4 - -
x5 —p—p L5 ™

i=1

par un raisonnement semblable & celui du théoreme (3.2).
Des lors, (3.78) implique sipBa L) 2 i [T, (sh2¥)~", et donc

exp B(QF) — exp(l.5—F—) 115=1
BN — B(QF) < log(4F) — (15— B8 —7) — Zlog(sfa:ff) (3.81)
2
< log(dF) — (15— B —7) + %’1—7) par (3.57). (3.82)

Remarquons que le terme droit de (3.82) dépend de l'itération k puisque
F= \/a%(Ak(Xk)z(Ak)T)‘laF en dépend aussi. Ce terme peut toutefois étre borné par une
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constante puisque I'on montre que ¥ < —(-—T En effet, grace aux propriétés (3.4.2) et
(3.4.3), nous vérifions que
AHXRP(ANT = (min zfsH)P((VH) 7+ (- YH)™)
L= ((Y") 2+ (I -YH)™)
8(1 — )%l

Y 1Y 1Y

puisque || X*sF — ¢||o, < || X*s* — || < par hypothése.
Cela signifie que A*¥(X*)?(A*¥)T —8(1 — )[ est semi définie positive. D’olt

2 _ T V20 AT 1 m ||a,||2 _ 1
= aj (AM(X*)* (AR ”<8ﬂ—v)_8ﬂ—vV

On peut des lors borner supérieurement le terme droit de (3.82), et obtenir

B(Q*) — B(QH) gl%Mﬂ—Uﬁ—ﬁﬁvl%ﬂff@

=15 = B=yJ-f

N 7
v2(1—1) 2(1-1)

g
= logVv2—log(1—7)—(1.5—B—7)+ .
2(1 - 1)
CQFD.
Remarquons que, comme dans le cas de ’algorithme avec centres analytiques exacts, la

décroissance du potentiel n’est assurée que pour des valeurs appropriées de 3 et . Ces
valeurs doivent étre telles que les termes de droite de (3.66) et (3.75) soient négatifs.

< log

Exemple :

Pour que le terme droit de (3.66) soit négatif, prenons f = 1/2. Dans ce cas, pour 7y
suffisamment petit, nous vérifions que (8 — 1) + 2{12’” <0,

x 1y =03:(8—1)+ 5l = —0,4357 < 0.
Pour que le terme droit de (3.75) soit négatif, prenons 3 = 1/4. Dans ce cas, pour 7y
suffisamment petit, nous vérifions que log(v/2) —log (1 —v) — (1.5 — v — B) + ﬁ% <10,

ex :v=03:log(v2) —log(1-7) - (1.5 —v—5) + 2(127) = —0.1825 <0.

Apres avoir analysé en détail la premiere étape de l'itération k de I'algorithme, clarifions
la deuxieme partie, qui consiste & mettre a jour le centre analytique approximatif.

Pour cela, nous utilisons le lemme suivant, semblable au lemme (3.4.1), établi dans le cas
de Dalgorithme avec centres analytiques exacts.
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Lemme 3.4.3

Soit (z*,y*) une paire centrale approzimative de QUF telle que
Arzk =0, (s))Ta* =n, | X*sF —¢| <y (3.83)

ot s* = cf — (AF)Ty*,
Alors, dans les deuz cas de Ualgorithme, il existe & > 0 tel que

AMlg =0 et |[X5—¢|| <A pour une constante A < 1,

ot § = 1l — (A Tyk € R™.
preuve :

Dans le cas ot a; est déja une colonne de A*, la mise & jour, donnée par (3.63) et (3.64),
est telle

55 — c?-l-l . (a;§+1)Tyk = C? — (a,‘;c)Tyk = S? si j % 3
“ oY) (1-p)
S“ = (_;i“‘l‘l ( ;f"'l)Tyk = S% = —7— e G%yk — a%yk = S? - gk 2
o 3 3
plllsque G.E-{-l s a";—.“ - (l._",’,‘.

Posons Z = z* > 0. Dés lors, A¥tlg = A*ak =0, et

| X5—e|]| = ||stk—e+X.§—Xk.sk||
< | xEst —efl + [ X5 — XFs|
£ 4+ —8)
car || X*s* —e|| < vy et
X5 - X5H] = [l(aksh - akst,. . ahlsk — (1 — B)/ak] — bk, .., aksk — SEsb)T|
= l*(l—ﬁﬂ—(l*ﬁ)-

Pour avoir || Xs — e|| < 1, il faut donc choisir 0 <y < 8 < 1.

Dans le cas ot a; n’est pas une colonne de A, la mise & jour (3.65) est telle que 5 =
(M7 BT,

En effet, 5 est identique & celui obtenu en (3.46) pour 'algorithme avec centres analytiques
exacts puisque la mise a jour est identique (cfr (3 34))

Soit & < 1 et Az = —2 X (AR)T(AF(XF)2(AR)T) a3, ot 7 = (/a;T(AR(X*)2(AF)T) a3,

Alors, de nouveau,

|Az] = SF=a < 1. (3.84)



Posons maintenant

:E:(Xk(6+A$) ) 50,

afr

Alors, A¥1z = AFX*e + ARX*Ax + 2a; = AKX Az + a; = 0 (par (3.49)), et

X5 — el = [X8SH(e+ Aa) — el + (872 — 17
< (IX5S¥e — ef + I X¥8* e + (1 - ap)
< (1X*Ske — ol + XA A2l)? + (L)’ (385)

Or, || X*S5*|| < 1+ puisque, X*S* étant diagonale, || X* S| = Anaa(X*5*) = ||la*s¥]| =
absk < |aksk —1|4+1 < y+1, ol 4 est ici I'indice correspondant & la composante maximale
du vecteur z*s*. -

Comme || X*S*|| < 1+ 1, et par (3.83),(3.84) et (3.85), nous obtenons

1Xs —ef* < (1X*5% = el + | X*S™[[|Ac]))” + (1 - aB)”
< (r++e) + (1 -af)’

(B =1 +7))°

(1477 +6

AN

14+%—

(3.86)

pour o = %%%, puisqu’il suffit de vérifier, par une simple distribution, que (y + (1 +

7))+ (L—ef)? <1+9% — o —~(1 +7)).
Le terme droit de (3.86) sera inférieur a 1'unité si 'on choisit adéquatement 8 et 7.

Exemple :

Prenons 8 = 1/2.

Il faut choisir v € (0, 1) tel que 72 — L1 < g,

Aprés transformation, cela revient & prendre v € (0,1) tel que 24% 4 — 1 < 0, cest & dire
0 < v < . Il faut donc choisir  suffisamment petit.

CQFD.

Le lemme (3.4.3) montre que, méme s’il n’est pas parfaitement centré, y* est toutefois dans
la région de convergence quadratique de Q! pour la méthode de Newton (cfr théoreme
(2.1) @) et @w)).

Une paire centrale approximative (z*+1, y*+!) telle que || X**1s*1 —¢|| < v peut ainsi &tre
obtenue aprés un nombre constant de pas de Newton & partir de (2F,y¥). Ce nombre est
d’autant plus grand que la précision souhaitée est importante.

Nous concluons ce chapitre par un théoréeme donnant la complexité de I’algorithme dont il
fut question dans cette deuxieme partie, c’est & dire l'algorithme ACCPM avec réduction
de potentiel utilisant des centres approximatifs.



Théoréme 3.8

L’algorithme ACCPM avec réduction de potentiel utilisant des centres approximatifs génére
un point admissible de C en O(qL) itérations et O(qL) pas de Newton, ot q est le nombre
d’inégalités du polytope final QOF, et ot L est défini en (3.28).

preuve

Par (3.62), nous savons que tant que I’algorithme tourne,

2

= i
logs* > —qL — ———,
; ! 2(1 =)

oil s* est I’écart associé & y*, un centre approximatif de QF.
Or, nous montrons qu’apres O(gL) itérations,

n k 72
log st < —qL — —1—.
2 logs; < gl 2(1 =)

il
En effet, il suffit de constater qu’apres O(¢L) itérations,

k 'i
B(OY) < —ql — ———
WiE~e 2l —=)

puisque, par le lemme (3.4.2), B(2) > >, log(s%).

Or, dans le premier cas de 1’algorithme, oii a; est une colonne de A la décroissance de la
fonction potentielle entre deux itérés successifs est donnée par (3.66), olt 8 et v prennent
des valeurs telles que la décroissance de B(Q2¥) est assurée. Donc par récurrence

B(QF) < B(Q%) + k((8 —1) + 2(17—%).

Dés lors, il arrivera inévitablement une itération k pour laquelle B(Q2%) < —qL — %I’—iﬂ
L’algorithme s’arrétera donc au plus tard & litération K telle que Yk > K, B(QF) <
2
Pour que cette inégalité soit satisfaite, il suffit que B(Q°)+k((8—1)+ 2(1 )) < —qL- 2(1 w)’
c’est & dire que
(-B(Q°) — gL — 37
s I A (3.87)
()

puisque la decromsance de la fonction potentielle est assurée par des valeurs de 3 et v telles

que (8 —1) + 55— <0.

Dans le second cas de l'algorithme, oli a; n’est pas une colonne de AF, la décroissance
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de B(Q¥) entre deux itérés successifs est donnée par (3.75) ot 3 et v prennent des valeurs
qui assurent la décroissance de B(Q). Donc par récurrence

B(QF) < B(Q°) + k(log V2 —log (1 — ) — (15— B —7) + E(ﬁj—ﬂ)

Dés lors, il arrivera une itération pour laquelle B(QF) < —¢L — 2(?—;)

L algorithme prendra donc fin au plus tard & I'itération K telle que Vk > K, B(Q2F) <
—ql. — 5({% Pour qu’une telle inégalité soit satisfaite, il suffit que

2 2
BIOPYE FulloariBedopsfl =) = (1.5 = By et} gl L
(€°) + k(log g(l—-7)—-Q15-5-7) %l~vﬂ b =53
c’est a dire que

(—B(Q°) — ¢L — 57)

~2(1-y)

=
log V2 — log (1 —7) — (1.5 — 8= 7) + 57

puisque 8 et y sont choisis de telle sorte que B(Q2*) diminue & chaque itération, c’est a dire
que log v/2 — log (1 —7) = (1.5 — B —7) + 5= < 0.

(1-)

(3.88)

Une borne supérieure sur le nombre d’itérations de 1’algorithme utilisant des centres ap-
proximatifs peut donc étre obtenue en additionnant le nombre d’itérations nécessaires si
seul un des cas survient & toutes les itérations. Comme les bornes (3.87) et (3.88) sont en
O(qL), le nombre total d’itérations est borné par un nombre en O(gL).

Comme & chaque itération, le nombre de pas de Newton nécessaires pour générer le nou-
veau centre approximatif tel que || X*s* — ¢|| < 7 est constant, la génération d’un point
admissible de C par I’algorithme ACCPM avec réduction de potentiel utilisant des centres
approximatifs s’effectuera en un nombre de pas de Newton de l'ordre de O(qL).

CQFD.
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Chapitre 4

Algorithme ACCPM basé sur le
principe de réduction de potentiel
pour un probleme d’admissibilité
convexe

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié un algorithme ACCPM pour la résolution
du probléme d’admissibilité linéaire. A travers ce nouveau chapitre, nous développerons un
algorithme ACCPM destiné & résoudre un probléme d’admissiblité convexe, qui consiste &
trouver un point admissible dans

C={yeR™: fily) S0 i=12..},

oit chaque f; : R™ — R est convexe, ot int(C) est supposé non vide, et out C est inclus
dans un polytope 2° ={y e R™:0 <y <e} =[0,1]™.

Le principe de cet algorithme est proche de celui développé pour le probleme d’admis-
sibilité linéaire, en ce sens que I'on construit toujours des polytopes F (k = 1,2,...) &
partir de Q°, et ce jusqu’a ce que le centre analytique y* du polytope courant appartienne
a ’ensemble admissible C.

Cependant, tandis que 1'algorithme destiné & résoudre le probleme d’admissibilité linéaire
translatait ou ajoutait une contrainte selon que la contrainte j non vérifiée par y* était
parallele ou non & une contrainte de ¥, il n’en sera pas de méme pour I'algorithme destiné
4 la résolution du probleme d’admissibilité convexe. En effet, ce dernier ne fera qu’ajouter
des contraintes & chaque itération, puisque les contraintes de C ne sont plus nécessairement
linéaires (et donc pas paralléles & celles de F).

De plus, la contrainte ajoutée passera toujours par un centre analytique approximatif du
polytope courant. On ne s’encombrera donc plus du terme 7 présent dans l'algorithme
pour le probleme d’admissibilité linéaire (cfr 3.65).
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Notons encore que le vecteur normal de la contrainte ajoutée sera choisi comme annoncé
au premier chapitre.

Outre les raisonnements intermédiaires, destinés a établir une relation entre les fonctions
potentielles B(Q2*) & chaque itération, et proches de ceux suivis au chapitre précédent, nous
obtiendrons un résultat de complexité algorithmique pour ’algorithme ACCPM destiné a
la résolution du probléme d’admissibilité convexe. Elle sera plus précise que celle obtenue
pour le probleme d’admissibilité linéaire, d’oti son intéret.

4.2 Préliminaires

Avant d’étudier 1’algorithme proprement dit, établissons, en utilisant les méme notations,
une petite extension du théoréme (2.1), démontré au Chapitre 2.

Lemme 4.2.1

Soit (y,s) une paire admissible intérieure, y* le centre analytique de Q. Soil également

@ un point intérieur de Xq, et * le minimiseur du potentiel primal tel que cTa® = n.
Alors, st 8(s) < 1,

B(y") - By) < l—f(gg—) ie. B(R)-B(y) < rf%

preuve :

Soit y+ =y + Ay ot Ay = —(AS~2AT)"1AS~le représente la direction de Newton duale

associée au probleme maxyeq i logs;. Comme B(y) = 77, logs; est une fonction

concave,

B(y*) — B(y) < VBu) (v —y) = —(ASe)TAy = " ST AT(AST?AT) T ASTNe = §(s)?
(4.1)

Considérons la séquence générée par ce processus, telle que y° = y et y**! = y* + A(y*).

Elle est telle que B(y*+1) — B(y*) < §(s*)2

Associée A la relation (2.21) du théoreme (2.1), nous avons que

B~ B < D 30) < Y6 < 125

CQFD.
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4.3 Algorithme ACCPM pour la résolution du
probléme d’admissibilité convexe

BEGIN

Initialisation

/10 — (I _ I) c Rmem’ C0 — (BT O)T c rR2m
Y0 = 0.5e € R™, % =c® — (A%9Ty® = 0.5e € R*™, et 2° = 2e € R™™,

De toute évidence, A%2° =0 et || X°s® —¢|| = 0.
En d’autres mots, y° et 2° forment la paire centrale de QF = {y € R™ : ¢* — (A*)Ty > 0}
avec k = 0.

k™ itération

Vérifier si le centre approximatif y* de QF € int(C).
Si oui, 'algorithme se termine et y* est le point admissible recherché.
Sinon,

1) générer un hyperplan {y € R™ : al,,y < af,,¥*} D C tel que |lags]| = 1, et poser

QL = [y e R™ : & — (AFTy > 0} (4.2)
k
oit A1 = (A¥, apqq) et ! = ( Tk ) '
Cpy1Y

2) Mettre & jour le centre approximatif.
Cela signifie générer (y*+!, sFH1 ak+1) ol y**1 est n-centre de Q¥+, & partir de (y¥, s*, 2F)
n- centre de QF, en utilisant la méthode qui sera développée dans la section (4.5) .

3) Passer a l'itération k + 1.

END.

4.4 Réduction de potentiel

Comme nous "avions fait au chapitre précédent, nous établissons ici une relation entre les
fonctions potentielles duale B(£2) et B(Q1), ou Q1 est le polytope obtenu en ajoutant a
une contrainte passant par un centre analytique approximatif de 2.

Soit y* (s*) un point intérieur de  (Sq) et ¥ > 0 avec Aa* = 0 tels que || X*s* —e|| <7
pour 1 € (0,1).
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Construisons une coupe passant par y*. Nous ajoutons donc 'inégalité o’y < alyk 3 Q,
pour obtenir le nouveau polytope

tP={y: ATy <¢, d'y <d'y*}). (4.3)

Nous remarquons que cette coupe sectionne { de maniére plus ’profonde’ que celle ajoutée
pour obtenir Q au chapitre précédent (cfr 3.7), méme si ici, nous travaillons avec des
centres analythues approximatifs. Cela signifie que nous enlevons une plus grande portion
de © pour obtenir . En effet, le terme B7, ou B € (0,1) et ¥ = 1/aZ(A(S*)2AT)"1q,
qui apparaissait dans la définition de Qﬁ, disparait ici.

Un théoréme semblable au théoreme (3.2) peut ainsi étre établi.

Théoreme 4.1

Soit y® le centre analytique exact de ), et s* I’écart associé. Posons T = \/aT (§2)2AT}-1
Alors

B(QY) < B(Q) + log(F) — & (4.4)

pour une constante k£ dépendant seulement de 7.
De plus, si 0 < n < 1/100, alors nous avons k > 0.

preuve :

Soit y* et ° les centres analytiques exacts respectifs de Q et Q.
Soit 3% = ¢— ATg“ les n premiers écarts aux contraintes de Q+ associés au centre analytique

yrets = aTy* — aTy® le dernier écart associé au méme centre analytique. Nous avons
§i+1 = aT(yk—E—/G)
= a’(A(S")PAT)THA(SY) AT (" — 57)
_ G’T(A(Sa)—2AT)~1A(Sa)—-2(ATyk — AT
— aT(A(Sa)—ZAT)—lA(Sa) 2( C—I—ATy +C~AT'y”)
= dT(A(SY)2ATY 1 A(S%)2(5* — Sk)
= aT(A(S) AT A (89715~ (597)
< Jla"(A(SH) P AT)TTA(SY) 1||||(5'“) — (5971
= 7lI(5*)7'5" — e+ e~ (5%) 7|
< (54718 —ell + lle — (S*) s
< (IS el + 1) (4.5)

oll la derniére inégalité vient de la relation (2.23) du théoréme (2.1) puisque

(571" —ell = [IS*($™)7H((S*) s — )]
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< ISHS)THINES* ) s — el
g A'nfl.a..": Sk Sa = L
(55
l-m n _ 7 (4.6)
- 1-291—n 1-29 '
car [|(S*)1s® — ¢ < 1%, et donc j—i; = 117*2"—” i=1,...,n,s8in < 05! (ce que 'on peut
supposer sans perte de généralité).
Donc,
expB(QT)  sn4 2 —;‘ - )
— = — < Sa —8 —|— . 4.7
o = I <aere-d+ Il S @7)

Notons que nous avons aussi el (S%)715% = n car eT(5%)71s* = e¥(X*)s* = n (cfr 3.21).

Des lors, une borne supérieure pour (4.7) peut étre obtenue par le méme raisonnement
que celui tenu dans la preuve du théoréme (3.2) avec @ = (5%)7'5* = X*5* > 0, et ol
est remplacé par —%—.

1-2n
On obtient ainsi une relation similaire & 9(a) < m obtenue au théoreme (3.2), a
savoir
(15 < ten(-15+ 1750
j=1 8
3(1—2n) + 27
= 4
8y —3
= 4 —). 4,
Par conséquent, (4.7) et (4.8) entrainent
B(Qt) — B(Q) < log(7) + log4 + =e
2(1 —2n)
Posons k = —log 4 — 2(81”__21). Nous vérifions que si n €]0,1/100], alors £ > 0, le résultat

souhaité.

CQFD.

4.5 Mise a jour du centre approximatif

Afin d’éclaircir I’étape de mise a jour de 'algorithme décrit précédemment, nous mon-
trons ici comment construire une paire (zF+1,y*1) telle que y*+! € QF, (A, a)z* =0,
aFtl > 0, et vérifiant | X*HsF! — ¢ < n < 1, & partir d'une paire (a*,y*) ot y* € Q,
Az® = 0,2% > 0 et vérifiant || X*sF —¢|| <np < 1.

En d’autres mots, nous cherchons & construire un 7-centre approximatif de QF, connaissant
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un n-centre approximatif de 2.

Posons

= /dT(A(S%)2AT)1q

Ay = ~(Byanan e
As = (%)AT(A(Sk)“zAT)'Ia: —ATAy
Az = —(:ik)(Sk)—ZAT(A(sk)*‘AT)-la.

olt B € (0,1). Prenons ensuite y = y* + Ay, et

- (B ) = (7RO,

Nous vérifions que

N D AT(yk-I—Ay) B gk 1R e B sk e ;%AT(A(Sk)—ZAT)—Ia
8= aTyk _ aT(yk + Ay) = ﬁrk = ﬁrk

Nous obtenons donc
B B B
(A,a)o = A(e® + Ax) + (o = Ae® — (F)a+ ()= Azk =0,

et

-

s* + (%) A"(A(S*)?AT) e = S*(e + p*)
ok — (B)(SH) 2 AT(A(SH)2AT) 0 = (51)71 (X*8*e — 1)
ol p* = (5)(S*) T AT(A(S*) 2 AT) a, et [Ip"]| = B.
De plus, nous avons

Tfsle—ﬁ J=1..,n

puisque || X*s* — ¢|| < n par hypotheése. Donc, si 'on choisit 7 et 3 tels que 1 —n —
alors
. Sk(e+pk) (Sk)ﬁl(stke_pk)
3_( Brk >0 et z = 8/rk > U
Finalement,

P (Xk.s{’;—e ) - ( 1(@;2 ) o ( (stko- np* )

oll le vecteur (p¥)? = ((pf)g, (EY; « o3 (PE))".
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Des lors,

1Xs—e < [X*s*—ell + /(PP + (1 — 822 + | X*s* —ellIp"]]
< pH/B+ 1ﬁ“ﬁ2)2+?7ﬁ,
ot la deuxieme inégalité vient de Phypothése || X*s* — || < 7, et de la définition de p*.

Posons § = — et n = 0.15. Alors

1 1
| Xs—¢e|| <y=015+ — 05 g1,

Vit E

et si 'on pose n = 1/100 (pour étre str de la réduction du potentiel), nous avons v =
1/100 + 1.01/4/2 < 1. Nous vérifions facilement que 1 —n — 3 > 0 a lieu.

Désormais, ayant trouvé (z,y,s) tel que || Xs — e|| < v < 1, nous pouvons appliquer la
procédure de Newton duale pure proposée au théoréme (2.1 iv)) pour générer de maniere
quadratique une paire (y**1,s¥*1) et abt! = z(s**1) tels que (A,a)a** = 0,2 >
0, = (cT,aTy*)T — (4,a)Ty**! > 0, et || X H1sH! —e] <np<y < 1.

Grace au the01eme (2.1 iv)) et aux valeurs de n et (B envisagées précédemment (i.e.
n=1/100 et 4 = 1/100 + 1.01/+/2), cette paire (y**!, s*+1) sera générée en quatre pas de
Newton purs puisque !¢ < 7.

Dans ’algorithme destiné a résoudre le probleme d’admissibilité convexe, nous avons
utilisé cette mise & jour du centre approximatif & chaque itération. Et grace au théoreme
(4.1), la séquence des polytopes emboités QF générés par l'algorithme satisfait B [(IFEL) &
B(Q) + log(7*) — &, ot 7™ = (a7, (A(S*)2AT) ar1)"?, & est la constante définie au
théoreme (4.1), y° le centre analytique exact de 0, et apy1 le vecteur normal de la coupe
ajoutée a I'itération k.

Remarquons que (y?,s%) ne sera utilisé que dans l’analyse de la convergence, et pas dans
I’algorithme proprement dit puisque nous travaillons avec des centres approximatifs.

4.6 Complexité algorithmique

Pour obtenir la complexité de ’algorithme ACCPM pour le probleme d’admissibilité con-
vexe, nous avons besoin de plusieurs résultats intermédiaires.

Soit B(Q*) la fonction potentielle duale calculée au centre analytique exact y® de s

Nous avons
2m—+k

BN = Y (¢~ (AYy);

Les relations qui suivent sont vérifiées, a condition que l'algorithme n’ait pas encore pris fin.
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1) Vk > 0,
C C QF (car chaque nouvelle coupe est choisie de la sorte) (4.15)

2) Vk > 0,
B < B + 5 log(rH)? —r, (4.16)
ot (7*)? = al,, (A*(S*) A" ) agys , 8° = & — (AF)Ty®, et & est une constante positive

(par le théoreme (4.1)).

Lemme 4.6.1
Pour tout k > 0, et tant que C C QF,

B(Q%) > (2m + k) loge. (4.17)

preuve :

Par hypothése, C C . Donc, Q* contient une boule de dimension pleine et de rayon
¢ > 0, puisque cela était vrai pour C. Notons § le centre de cette boule.

Alors, ¢k — (AF)TH > ee, et donc

2m+-k 2m+k 2m+-k

Z log(c® — (A¥)Ty®) Z log(c® — (A")T7); > Z loge = (2m + k)loge,

j=1
ott la premiére inégalité est due au fait que y*, centre analytique de OF est par définition

le point qui maximise la fonction potentielle duale B(y, 0F) sur OF.

CQFD.

Lemme 4.6.2

Soit s = & — (AF)Ty pour un y € QF. Alors
1) 1€l j=1,2,..,2m.
2) 0<s;<y/m j=2m+1,....2m+k.

preuve :

Par définition, s; = c’“ = (CE?)Ty-

Lors de l’mltla,hsatlon les seules contraintes du systeéme sont celles formant Q°, ¢’est & dire

y<lj=1...,m
-y, <03=1,...,m

Nous obtenons donc 2m contraintes initiales, que nous pouvons encore écrire
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gi=1l—y; 20 3=1...,m
B =Yg & U .7 = Whwney 205

Comme 0 <y; <1 j=1,...,m,nous avons 0 < 5; <1 j=1,...,2m.

A chaque itération, nous ajoutons une contrainte, de sorte que pour QF nous obtenons k

contraintes supplémentaires d’indices j = 2m+1,...,2m+k delaforme s; = al_,, y"~>" ' -
ai_gmy 2> 0. Or,

si =) o = y) < lagoamlllly" 7 =yl =y —yll < Vm (4.18)
ot I'égalité vient de I’hypothese |la; j | = 1V7, et ott la derniére inégalité est due au fait que

i—2m—

0 < yi~2m-1 y < e, puisque y ! et y appartiennent a °, le polytope initial. Et donc,

[ly?~2mt yIISII | = v/m.
CQFD.

Le lemme (4.6.1) nous montre que tant que C C QF, nous avons B(92¥) > (2m + k) loge.
Dés lors, si nous prouvons qu'il existe un K tel que Yk > K, B(Q*) < (2m + k)loge,
I’algorithme se terminera au plus aprés ces [ itérations puisque nous aurons alors Cg k.
En effet, par la relation (4.15), nous savons que si I’algorithme n’a pas atteint son terme,
nous avons C C *. Dés lors, par contraposition, si C ¢ QF, I’algorithme se terminera.

Par (4.16), montrer que B(QF) < (2m + k)loge pour un certain k revient & trouver une
borne supérieure sur #*. Pour cela, le lemme suivant sera utile.

Lemme 4.6.3

Soit s = ¢* — (AF)Ty poury € OF et B® = 81, B¥t! = B* + "rl;ak+]_a£_}_1. Alors,
AFSHANT - B* ie. AFS2H(AMT — B* sdp. (4.19)

preuve :

Soit Y = diag(y), ot y € Q*.

ASHANT = YR (I-Y) =Y par(3.39) ot n(k) = k.
1 k
- Y24 (I-Y)?2- ;nﬁz aja]  par le lemme (4.6.2)

k
1 s
= 81+ - E_ aja,JT par la propriété (3.4.2)
= B* CQFD.
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Lemme 4.6.4

Soit s* = ¢* — (A¥)Ty® le vecteur des écarts associés au centre analyltique exact y* de (418
et (wk)? = a}‘;l(Bk)“lakH. Alors

(w*)? > afy, (AR(S*)*(AM)T) ks = (7)™ (4.20)
preuve :

Grace au lemme (4.6.3),

()2 = 6Ly (B¥) e > aly (AH(S™) (A ) Mo = (P2 (4.21)

CQFD.

Ce lemme signifie que toute borne supérieure sur la série des (w*)? sera aussi une borne
supérieure sur celle des (7).

Lemme 4.6.5

Nous vérifions que

k
; k+1
7)? < 2m?log(1 :
> () < 2 gl + )
preuve :
Notons que
aT (Bk) (wk)Z

~1
det BF! = det(Bk + ‘%Cﬂk+1az+1) = detBk(l - = ak“) = detBk(l + T)’

m

ott la deuxiéme égalité vient de la propriété selon laquelle det(I + uv?) = 1 4 vTu avec ici
U= %(Bk)"lakﬂ, et v = agy1. Donc,

k+1 k (w)?
log det B*** = log det B* + log(1 + — ). (4.22)
Or, on prouve que
(T | 1
= < gag+1ak+l 7 g (4.23)

; . . ait‘ Bk ﬁlﬂ 3 S
En effet, démontrer (4.23) revient a montrer que G lB ) iyt < 3G}y Gyt OU BEL —

B* + Lagyi1ai,,, et B =81
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Or, par la formule de Sherman-Morrison, nous avons que, pour tout k£ > 1,

(Bk)—l - (Bk‘l-l—%akaf)"l
B e (BH) N /m

Trgk—1y—1 )
ay, (BE¥—1)~lay
I} ofp ="

— (Bk—l)—l

ou 1+ ﬂ:L_ > 0 car B*! est définie positive par définition (et donc aussi (B’c -1,

et otl [( B 1) Yaral (B¥1)71]/m est définie p051t1ve Des lors (B*)~™ < (B*1)~!
Par récurrence, nous obtenons (B*)™1 < (B%)~' = 1I. Ainsi

T Ey—1 1T
ak+1(B )tk < ak+1(B ) Gk+1  gOky1%k+1 2 L
= = = 2 0k+1%k41,
m m m 8

et (4.23) est ainsi démontré.

Cette derniere propriété nous permet d’obtenir

(w*)? (w*)? - (%ﬁ)z
log(1 + — ) > - 20~ (wfz)z) (4.24)
& (wk)z(l_ ‘a ) (4.25)
m 9]~
> (;”22 (4.26)

ol (4.24) vient de la relation log(l + A) > (A — ﬁ) si A < 1, et ot (4.26) est obtenue
grice 3 (4.23).
En effet, démontrer (4.26) revient a montrer que

wk)2 wk)d X
TR N %0 S oY o ol Ui O %
m 31 = &8y m 2L~ WS~ m 2m 2m
ou encore que
wk 4 wk 9
Zp L (127)
2(1 — L) ™ 2m
Or, cette derniére inégalité est satisfaite puisque
t:T.:;4 — 1::22 _ (wk)z (wk)2 ('u}k)2 (4 28)
21 - @) " Ahp — %) g -m) ~ bm—2m = 2m 7 |
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ou la premiére inégalité est obtenue par (4.23), qui implique que % > 8m.

Par (4.22) et (4.26), nous obtenons par récurrence

k 2
log detB**' > log det B® + Z (4.29)
7=0
k ' 2
= mlog8 + Z (4.30)
=0
Or,
1 trace B¥t1 E4+1
~ log det B¥*! < log —— =1 :
—log de < log —— og( = (4.31)

car d’une part, (det B*1)w = ([[, M)= < (O, &) = traceB. par (2.55), ot les \; sont
les valeurs propres de B, et d’autre part,

1 k+1
traceB¥! = traceBO—l-tmce —Z
m :

k+1
= 8m4 — Ztmce ajaf
_7 =1
k+1 m
= 8m+ — Z Z al;)
3 =1. 4=1
i
= 8m+ Z“‘%W
1 . 2 .
= 8m+ E(k +1) puisque |a;]|* =1 Vj. (4.32)
Donc,
k 2
Z (w’) < logdetB**!' —mlog8 par (4.30)
=0 2m
k+1
< mlog(8 + —m2—) — mlog8,
et
k
kE+1
Z(wﬂ) < 2m*log(1 + T )
8m?
3=0

CQFD.
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Théoreme 4.2

L’algorithme ACCPM pour le probléme d’admissibilité convexe génere une solution admis-
sible de C au plus en un nombre d’itérations K tel que Vk > K,

e g 2mlog(lt gid) aca
o tezm (4.33)
m 2m+k+1

preuve :

Par la relation (4.16) et le lemme (4.6.1), tant que I’algorithme ne se termine pas,

(2m+k+1loge < B(QH

< B(Q°) 4= Zlog ()2 — (k+ 1)

Jj=0

= 2m log% + %Zlog(w‘j)2 — (k+ 1)x.
7=0

Donc
k41 1
—_— Kk < Y/ ] 2
loge+ 5 =771 < EmrrrD i8] +§1°g(r )Vl
1 2my 4 3 ()
& = J= 4.34
= 2% amik+1 B34
m k —dN2
m o Nk
< %k)g 2 sz-lz—:i;coi 1) par le lemme (4.6.4)
1. 2 492m?log(l + &L
< Elog 2 27:; fi(-l—i o) par le lemme (4.6.5)
o a 1 1 k41
19 1 4 k4L :
=g :gii ++18m2)6_2nﬁt'£"_’“' (4.35)

L’inégalité (4.34) est obtenue par la propriété de concavité du logarithme, & savoir
log(z Aidi) > Z Ailoga;, st Ay >0 et Z Ay & 1, (4.36)

b ot 2m+k+1
(77)? sont positifs et satisfont égalité 5 2% + EJ o T = -

Nous vérifions en effet que les coefﬁcuents associés respectivement & 3 et

mlo Al +
Par la contraposée, % > Q—Jﬂ—m’ﬁ) ~ i entraine que B(QF+) <
2m + k + 1) log &, et donc algorithme s’arréte.
g,
CQFD.
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Ce théoreme implique que la complexité de P'algorithme ACCPM, estimée en nombre
d’appels a l'oracle (i.e. en nombre d’itérations k) est en O*(?—:), o O* signifie que les
termes d’ordre inférieur sont ignorés.

Cette affirmation a pu étre prouvée dans le cas ot ¢ > 1/2, c’est & dire dans le cas oll
la boule contenue dans ’ensemble admissible C a un rayon supérieur a 1/2. Sous cette
hypothese, I'inégalité (4.33) sera satisfaite si

e z+2m(l+55)

4.3
m Im+k+1 (4.37)

puisque e~ mriiem < 1 et log(1 + g—kl-) <1+ g-;%.
Or, (4.37) peut encore s’écrire
2m* k+1 2m48m’4k+1

m
2 k+1>—
M >2521L g2 T 42 4e?

On obtient donc
k(4e® — 1) > 2m + 8m? 4+ 1 — 8me® — 4e,

ou

S 2m + 8m? + 1 — 8me? — 4¢?

k
4e2 — 1

(car € > 1/2),

' . 2 . . . .
ol le terme de droite est effectivement en O*("%;-) si 'on ignore les termes d’ordre inférieur.
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Chapitre 5

Algorithme ACCPM générant

plusieurs coupes pour le probleme
d’admissibilité convexe.

5.1 Introduction

Ce chapitre propose une généralisation de ’algorithme ACCPM étudié au chapitre précédent.
Il consiste 3 améliorer la vitesse de convergence en générant plusieurs coupes a chaque
itération, au lieu d’une seule comme précédemment.

Aprés avoir décrit 1’algorithme proprement dit, nous établirons une relation entre les fonc-
tions potentielles B(Q1) et B(£), ou O est obtenu en ajoutant plus d’une coupe a {2,
passant toutes par un centre analytique approximatif de . Ensuite, nous bornerons le
nombre total de coupes nécessaires pour générer un point admissible de C, ainsi que le
nombre de pas de Newton nécessaires.

Ces deux nombres seront tous deux du méme ordre, c’est & dire polynomiaux en m et 1/e,
ot m est la dimension de l'espace contenant C, et ¢ la précision utilisée pour le probleme.

5.2 Algorithme ACCPM générant plusieurs coupes

Décrivons ’algorithme ACCPM générant plusieurs coupes a chaque itération. Rappelons
que C C Q° = {y € R™:0 <y < e} est & intérieur non vide, et qu’il existe un oracle
qui, pour chaque y* € R™, confirme que y* € C, ou génére des coupes {y € R™ : atfy <
aly*} D C, avec ||a;|| = 1.
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Algorithme :

BEGIN

Initialisation

Posons A = (I —1I)e R™?™ 0 = (e 0)T € R¥™, y° = 0.5e € R™, s* = *—(A%)Ty® =
0.5e € R*™, et enfin 20 = 2e € R*™,
Posons encore § = +,k = 0, et n(0) = 0.

k°me itération |

Soit y* un &-centre de OF = {y € R™ : & — (A)Ty > 0}, sF = & — (A%)Ty* Décart
associé, et z* le point primal admissible associé, obtenu comme au lemme (3.4.3). On sup-
pose de plus que (c*)Ta* = 2m + n(k).

L oracle vérifie si y* € C ou pas. Si oui, 'algorithme s’arréte et y* est le point admissible
recher.ché. Sinon, 'algorithme géneére des hyperplans {y € R™ : az(k) WY S ag(k) U} DE
pour i = 1,...,7n(k), avec ||an()4i]| = 1, et nous posons

Qk+1 — {y eR™: ck+1 _ (Ak+1)Ty > 0}

ol
AR = (A, tniy 11, Oy )

ck

T k
k1l _ Dn(k)+1Y e REmAn(k) (k)
Gtk ety

La deuxiéme partie de la k*™ itération consiste a mettre & jour le §-centre, c’est a dire a
calculer un é-centre de Q5+,
On pose ensuite n(k + 1) = n(k) + n(k), et on passe a itération k + 1 (i.e. k =k + 1).

END.

Ici, n(k) représente le nombre de coupes ajoutées & chaque itération k, et n(k) représente le
nombre de coupes au début de Pitération k, sans tenir compte des 2m contraintes initiales
formant Q°.

Nous développerons la mise a jour du §- centre plus tard dans notre analyse.
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5.3 Réduction de potentiel

Soit O = {y € R™ : c— ATy > 0}, ol nous supposons m > 2, défini par n(> m), borné, a
intérieur non vide.

Envisageons tout d’abord le cas ol les coupes ajoutées passeraient toutes par le centre
analytique exact de (2. Notons que ceci est inconcevable en pratique, comme nous ’avons
déja fait remarquer au Chapitre 3.

Ajoutons donc 1 coupes passant par y* (n > 1), le centre analytique de . Cela signifie
ajouter n nouvelles inégalités al .y < aLiy“, i=1,...,17 4 . Nous obtenons le polytope

Qf = {y € R™ :ATy <e¢ a’r1;+iy = a’zﬁya:i =1,.. '177})

olt nous supposons que ||an4il| =1, t=1,...,7.

Définissons rppi = 4/al;(A(S*)2AT)anyi, 6 =1,...,7.
Nous pouvons dés lors établir la relation suivante.
Théoréme 5.1

Soit §* le centre analytique de QT et
#=c— AT eR*, &B,= a:{Hy” —al g% i=1...,n
Alors

n+n

By = > logs
j=1

yl
2
B“”*E:bwww+gba4ﬂ4wn+nbgn+g_ﬂWj;l
i=1

IA

n

n—1 n+1
preuve :

La preuve de ce théoréme suit de celle du corollaire (5.3.1), démontré plus loin dans ce
chapitre, et qui établit une relation équivalente & celle du théoréme (5.1), dans le cas on

les coupes sont ajoutées en un centre analytique approximatif.
Le théoréme (5.1) découle donc du corollaire (5.3.1) en prenant § = 0.

CQFD.

Soit maintenant (y*, s*) un §-centre de . Ajoutons 1 (> 1) coupes a §, passant par y*.
Nous obtenons le nouveau polytope

O =y e R= 1 APy L o, iy Sasam® 2=1 . itk (5.1)

ot spdg ||tnti|| = 1,6 =1,...,7.

Pour obtenir ’équivalent du théoréme (5.1) dans le cas ol les coupes ajoutées passent
P
par un centre analytique approximatif, les deux lemmes suivants nous seront fort utiles.
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Lemme 5.3.1

Soit y un §-centre de (), s I’écart associé, et x le point primal correspondant, obtenu comme
au lemme (8.4.8), avec s = c— Ay,
Soit aussi y* le centre analytique exact de Q, et s* ["écart associé. Alors

n 52
o _ gl e 2
0< B(®) jE=1 log s; < 50— 9) (5.2)
n 52
£ - - £ :
0< ;bgmj B(Q) < =8 (5.3)
et
15716 —el < —— et (5% s el < (5.4)
=93 =155
preuve :

La premiére inégalité de (5.2) vient du fait que, par définition, B(€)) = max,—._ary0(D ;- 108 s;),
tandis que la deuxieéme inégalité de (5.2) a déja fait 'objet d’une preuve (cfr lemme (3.4.2)).

Pour démontrer la premicre inégalité de (5.3), il faut se rappeler que 2* est le point qui
maximise ) ;_; logz; sur Xq, et s* le point qui maximise D iy logs; sur Sq. Dés lors,
(2% %) est la paire qui maximise ) 7 log@;s; sur (Xa X Sg). Or, au centre analytique,
cette fonction s’annule car z%s* = e. Donc, pour toute paire admissible, 27;:1 lagses =
0, et en particulier pour s = s*. Quant & la deuxiéme inégalité de (5.3), elle peut étre
démontrée en utilisant une des inégalités établie dans le lemme (3.4.2), & savoir (3.57). En
effet, (3.57) implique que

_ - P I .-
j:zlloga:j B(Q) < Z_;log:cj J’Z__;logsj <30=9)

Il reste & démontrer les deux inégalités de (5.4).

La premiére suit du point v) au théoréme (2.1), puisque n(z,s) = ||[Xs —el| < 6. Et la
seconde a déja été démontrée au sein de la preuve du théoréme (4.1), en (4.6). Remarquons
que cette derniere inégalité n’est vérifiée que sous ’hypothese & < 0.5 (ce qui peut étre
sous-entendu spdg).

CQFD.
Lemme 5.3.2

Considérons le probléme de mazimisation

ma f(a) = [l — el|" T2,
s.c. efa=n,a>0.
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Soit o* la solution optimale. Alors

(5.5)

preuve :

De la méme facon que pour la preuve du théoréme (3.2) (cfr (3.23)), f(c) est maximum

pour o* tel que spdg of =v > let af =...=a} =22 >0, pour 1 <v < n.D’ou

fla) = lla*—el"[] o5
i=1

= O -0 - D

n n—v

= - D)
= Ry 1y
( n

< |

el
n—l)
v—1 v oon—v

7
7?-I-1) n+1(

1
2 1T L yny
)b+ 1 (2 (5.7

o + 17 oxp(LLED))

n—1

) (5.6)

n—1

(AN

n—1

ot (5.7) est obtenu par le méme raisonnement que celui tenu en (3.24), ot 7 était égal &
un, mais ou ici § = 0.

CQFD.

Nous pouvons maintenant établir ’équivalent du théoréme (5.1) dans le cas ot les coupes
ajoutées passent par un centre approximatif.

Corollaire 5.3.1
Soit §* le centre analytique exact de QOF, et 53 = ¢ — ATy® € R*, 3§, = azﬂ-yk -
al %1 =1,...,n. Alors ‘

n+n

B(QF) = > logs;
i=1

n
1 21 = =42 )
< Q n4i 2 n .
< B( )+§10gr i+ log((C—7) i + )7 exp(< 7)1 55)58)
ofk s = w0 i lA(SE) 2AT ) Lapgs 1 =1, . .00
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preuve :

Soit (y*, s*) le centre analytique exact de Q. Pour tout ¢ = 1,...,n, nous avons
= T k — 16 5
Soti = a’n-l—z'(y -y ) 5 Tﬂ‘H(“(‘S ) - 6” + 25)

de la méme fagon que dans le théoreme (4.1) (cfr (4.5)). Donc,

exp B(QT) _ f[§$1+z' - E_?
[, (rayi) exp B(Q) ot Tri iy S
§ 115
< a\\—1-a _ - \M __3_
< (st el 75T

Posons a = (S%)7'5* > 0. Nous vérifions d’une part que e’a = n, car e’(5*)7!

ef(X*)3* = n (cfr (3.21)), et d’autre part que [[}_; ej < (Z?=1 2i)® = 1. Des lors,

exp B(QT)
o) exp BEY = 11

<

Par le lemme (5.3.2),

lloe —e]|” Haﬂ =

MW+2%
n+1 7

)2 (+ 1) exp (

et donc,

3

exp B(Q1)
exp B(2) = ((n——"I

b=

b+ 1) exp (TR 4 [ rans

n+1
dont on peut facilement déduire (5.8).

CQFD.
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5.4 Complexité algorithmique

Le cheminement suivi ici est trées semblable a celui suivi au chapitre précédent dans la sec-
tion de méme nom. Nous allons adapter les résultats obtenus pour le cas de la génération
d’une seule coupe par itération a celui de la génération de plusieurs coupes par itération.

Grace au théoreme (5.1), au corollaire (5.3.1), et sachant que § = %, n(k) > 1, et n > 4
(puisque A° € R™*2™ ou m > 2 par hypothese), il est évident que les relations suivantes
sont satisfaites tant que I'algorithme n’a pas pris fin.

1) Vk >0,
ccQF car chaque coupe est choisie de la sorte. (5.9)

n(k) K41 - -
BO) < B + Y lograei-+ (R log((5) (n(k) + DM exp( L) 1 1
n(k)
< B(QF)+ ) logray+i + (k) log(n(k) +1) (5.10)

1=1

OU Tp(k)+i = \/az(k)_z_i(Ak(Sa)‘z(Ak)T)“lan(k)H, avec (y°,s®) le centre analytique exact de
(7

Remarquons que le centre analytique exact de ¥, bien qu’il n’intervienne pas dans I’algo-
rithme, sera utile dans 1’étude de la complexité.

5.4.1 Borne sur le nombre total de coupes

Nous essayons ici d’obtenir une borne supérieure sur le nombre total de coupes a ajouter
durant tout 1’algorithme pour étre siir de générer un point admissible de C.

Grace aux relations (5.9) et (5.10) établies ci-dessus, et par un raisonnement similaire
a celui tenu au lemme (4.6.1), nous avons

Lemme 5.4.1
Pour k > 0 et tant que C C QF,

B(0F) > (2m + n(k))loge.

Le lemme (5.4.1) montre que tant que C C 2, nous avons B(Q*) > (2m +n(k))loge. Des
lors, si l'on prouve qu'il existe un K tel que Vk > K, B(Q) < (2m + n(k))loge, alors
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C ¢ QF (k> K), et lalgorithme se termine (puisque (5.9) n’a lieu que si 'algorithme n’a
pas atteint son terme).

Gréce & (5.10), montrer que B(Q*) < (2m +n(k)) loge pour un certain k revient & trouver
une borne supérieure sur les r,(x)4..

Lemme 5.4.2

Soit s = c* — (AF)Ty > 0 pour tout y € QF. Alors,
1] DLn;El 94=1,72,...,20.
2) 0<s;<vm j=2m+1,...,2m+n(k).

preuve :

La premiere relation a déja été prouvée au lemme (4.6.2).

Quant & la preuve de la deuxieme relation, elle s’inspire également de celle du lemme
(4.6.2), & la différence prés que le y'=*"~! de la relation (4.18) doit étre remplacé par
y' (0 <14 < k), puisque désormais, il existe plusieurs coupes (i.e. plusieurs a;_z,,) passant
par le centre approximatif y* d'un méme polytope o

Nous avons pour § =2m +1,...,2m + n(k), et 0 <7 <k,

0 <alpny' — ol pny <llajoamlllly’ — vl = v —yll < vVm

puisque ¥,y € Q° (le. —e < y' —y < e).

CQFD.
Lemme 5.4.3
Soit s = ¢ — (AF)Ty > 0 poury € NF, B® =8I, et

" L1 n(k) "

1

B*' =B +E E G (k)i Bn(k)+i-
i=1

Alors
ArSLANT = B i.e. AFS~HAMT — BF sdp

preuve :
Nous pouvons utiliser le méme raisonnement qu’au lemme (4.6.3), en tenant compte toute-
fois des petits changements occasionnés par I’ajout simultané de plusieurs coupes. En effet,

le nombre de coupes ajoutées 3 Q° pour obtenir Q* est n(k) > k, et non plus k, puisque
nous générons plusieurs coupes par itération. De plus,
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n(k—1)
B* = B4 P Z an(k—1)+ia£(k—1)+i

=1

n(0) n(k-1)
= BOJFE(Z aﬂ(0)+ia£(0)+i+"'+ Z aﬂ(kﬁl)i'iag(k—l)ﬁ)
i=1 =1
n(0)+n(0) n(1)+n(1) n(k—1)+n(k-1)
— il AT AT
— SI—{-g(‘Z ajaj—l—‘z L S | Z ajaj)
j=n(0)+1 J=n(1)+1 j=n(k—1)+1

n(k)
= 81+ Zaja? car n(0) =0 et n(k) =n(k —1)+n(k—1).
i=1

CQFD.
Lemme 5.4.4

Soit y* le centre analytique exact de O, s* = & — (AF)Ty* le vecteur des écarts associ€ et
pO’ILT"i =1,... 1n(k)) (wn(k)+i)2 = ag(k)+i(Bk)_lan(k)+i-
Alors, pouri =1,...,n(k),

Whitygi = Oairyi(AF(SY) 2 (AR)T) angry4i 1= Ty

preuve :

La preuve de ce lemme est une conséquence directe du lemme (5.4.3).

CQFD.

Dés lors, trouver une borne supérieure sur la série des (ru(k)+i)? revient & chercher une
borne supérieure sur la série des (wy(k)+i ).

Lemme 5.4.5
Soit 1 < n(k) <n <m pour tout k. Alors
n(k+1)

18m? n(k+1
Y (w)* < 5 los(1+ ﬁf))-

=1
preuve :

n(k)
de‘tBkH = dBL(BI" + EZ an(k)+éag(k)+i) (511)

=1
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n(k)
1
= det(B" + Z“n(kw Unky i T ﬁaﬂ(k)"l-lan(k)ﬂ) (5.12)

=2
o1 n(k)
= det(l +— (B afe— Zan(k)+zaﬂ(k)+1) “n(k)+la'n(k)+1)

i=2
n{k)

1
det(B* + Zan(w aly i) (5.13)

=2
n(k)

1
= (1+—a (k)+1(B i Zan(k)+% n(k)+:) "an(ry+1)

n(k)
det(B* + — _ an(i)iauys:) (5.14)

1%2
1 (k)
s (L )det(B’“-l— Zan(w Gy 44) (5.15)
1—2
n(k)

ott w? = alyy i (B* + &) any+itingry i) iy
=2

L’égalité (5 14) vient de la formule det(! +uv?) =1 4 vTu,
ol ici u = (B't” -|'- Zlﬁ2 an(k)+1 'n.(k)+z) l&n(k)+1, et v = fl"n(k)-i—l-

On vérifie que w? < alyy  (B*)  any41 = (Wa(ky41)?, car B+ L 21_2 (k) il ()i T
B*, puisque le second terme est défini positif.

De plus, nous pouvons montrer que la plus grande valeur propre Apq. de la matrice
M=I+= L s~ Bk)= 1f2an(k)+zan(k)+%(8k) 172 egt telle que Apas < 9/8. La matrice M
étant symétrique par construction, cela revient & montrer qu || M|z = Apnee < £, ou encore
que supjy=1 |Myll2 < 2.

Soit donc y € R™ tel que ||y|| = 1. Nous avons

(k)
f & _ _
yT(H—TEZ(Bk) Y2yt i (BF) )y
1=2
n(k)
= [lyl* + Z yT(B¥) 2 an gy 4i)
1=2

(k)
i ~
= IIMI”EZIIMIZH(B’“) Y2 gyl
=2

AN
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n(k)

= 14+ ~Z an(k)+z an(k)Jﬂ- puisque |y|| =1
(k)
] Sk
y T o - 5.16
< +mM8 (5.16)
k) -1
= 1+ 2(?)— < % car n(k) < m+ 1 par hypothese (5.17)
m

ou (5.16) est vérifiée puisque

o _ " 1 1
a2y 4:(BY) P angyri = |(BY) ™ an@yill* < NB*) 2P langyll® < 5 llangyill® = 5
(5.18)
vu que B¥ = B =8I, et ||an)+i]| = 1 par hypothese .
Ainsi,
n(k)
wZ = n(k)-}—l(B e == Z Qo (k)i n(}c)-H) Ap(k)+1
=2
(k)
_ K _ il i
= ahp(BY) 1/2(1+;Z(Bk) Y20 ity 1 (BF) TR N (BR) T P angry
i=2
—1/2,8 e
>t (BN (GD(BY) Y2 an ()1
8
= g(”tb’n(k)ﬂ)2 (5.19)

ot I’ unique inégalité est due au fait que Ayqe(M) < %, ce qui prouve que
(I + & SH(BE)apuyyiakpy . (BY) 7)< (9/8)1.
Par (5.15) et (5.19), nous obtenons

(k)
8 'ﬂ
det B > (14 @E(wn(’c)ﬂ )det(B* + Z“n(kHz (K)+i)>

oll, grace au méme développement que celui utilisé pour obtenir (5.15),

il n(k) (w')? n(k)
det(Bk -+ ;E.Z an(k)+,-az(k)+i) = (1 + _)det(Bk + _Z an(k)“ag:(k)“),
1=2 m m 1=3
n(k) 3
ol (w')? =l 4o (BE + 55D tniiyritingayrd) ™ aniyr > g (Wn(42)”
=3
Des lors,
k . 5 (k)
det B > (1 + g_m(wn(k)-!-l) )+ Q—'(wn(k)"r?) )det(B* + — Z Gl +i (k) 41)-

1=3
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Par récurrence, nous obtenons

(k)
8
det B¥+! > det BF[J (1 + 5, (Wn(s+)"),

3._..

et
(k) ]
log det B*+! > log detB* +) " log(1 + %(wn(k)+i)2). (5.20)
i=1
Mais, pour z = 1,...,n(k),
8 2 8 oo ky—1
o (Wn)” = g n(k)+t(B )7 ngr)+i (5.21)
8 1
1 1
d’ou
8 8 (o (Wngy4i)*)*
ll_ﬂi2>"_—'ni2—9m
o8l T g (nire)) 2 g (nieys) 2(1 — g (Wary+i)?)

g , o (wn(k)+a)
= —(wnur)i) (1 —

2 S
ol la premiére inégalité vient de la relation
A2
log(1+A) > A — =D ¥ £ 1, (5.24)
et ott la deuxieme inégalité suit de (5.23), puisque alors, 2(1— 2 (W) 4i)?) = 2(1—3) = 32
et donc

2 (Wn(ky4i)? 8 9 1
om \ Pn(k)+i 2
n < —(Whpypi)— < —— 5.23),
2(1 — —(wn(k)ﬂ) y = Qm(w (k) 16 — 16m Pt {6.23)
ce qui entraine
8 2 (wn(k)+t)2 8 2 1
 (wag) (1 — o2 > (wagat)2(1 — T
8 m
o QR O - Qi
8 515 15

= g_m(wn(k)+z') 16 = ﬁ(wn(k)m)z-



Ainsi, (5.20) devient

n(k)
1> log det B + )~ ——(wapri)”.
log det B*"" > log det B* + 2.1 (Wa(k)+i)

Par induction sur k, et sachant que n(k) = n(k — 1) 4+ n(k — 1) et n(0) = 0, nous obtenons

n(k+1) 15
J pk+1 0 RY:
log det B > logdetB® + ‘El 18_m(w“’)
‘?:

n(k+1) 1
- E AY;
ot mlogS-I— 2 B_m(wj) 2 (525)
Mais ; - k+1)
trace n(k +
k
E log detB e S log T = 10g(8 + T), (5.26)

par un raisonnement similaire & celui tenu pour (4.31) au chapitre précédent, mais ot k+1
est remplacé par n(k + 1).

Par (5.26) et (5.25), il suit donc que

n(k+1)

1 k+1
Z 1—8575(11)3-)2 < log det B¥*' — mlog8 < mlog(8 + —@) —mlog8,
i=1
ou
n(k+1)
18m? n(k+1)
2

CQFD.
Venons en maintenant au résultat principal.
Théoréme 5.2
Supposons que le nombre de coupes ajoulées & chaque itération soit compris entre 1 el

n(< m). Alors, Ualgorithme ACCPM génére un point admissible de C et prend fin aussitol
que n(k + 1) satisfail

e 3+ log(1 + 250 (5.27)
MrE~ omin(ktD) '
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preuve :

Par le lemme (5.4.1), nous savons que tant que C C QF, nous avons B(Q2*) > (2m +
n(k))loge.

Dés lors, si il existe K tel que Yk > K, B(Q*) < (2m + n(k))loge, C ne sera plus inclus
dans F, et Palgorithme se terminera puisque par la contraposée, si I’algorithme n’a pas
atteint son terme, (5.9) nous assure que C C QF.

Prouvons donc qu’ partir d’une certaine itération, B(Q2%) < (2m + n(k))loge.
Tant que lalgorithme tourne, nous savons grice & (5.10) et au lemme (5.4.1) que

(2m 4+ n(k+1))loge < B(ﬂk“)

n(k)
< B(Qk) + §Zlog(?“n(k)+i)2 + n(k)log(n(k) +1)
i=1
n(k)
< B + 5 log(rag+i)” + n(k) log(n + 1)
=1
]_n(k 1)
< BOFY 42 Z log(rak-1)+i)” + n(k — 1) log(n + 1) +
=1
(k)
—Zlog Paky+i) -+ (k) log(n +1)
i=1
n(k+1)
=

B(Q%) +5 », logr +n(k +1)log(n +1)
j=1
n{k+1)
= 2mlog 3 + 5 Z log 7% 4+ n(k + 1) log(n + 1)
1=1

puisque B(Q°) = Ele log(c® — (A%)Ty%); = mlog(l — 1) + mlog 3 = 2mlog 3.
Donc,
n(k -+ 1)log(n+1) _ 1 o

loge — om log(=)? 1
BT otk +1) "2(2m+n(k+l))[mog) ZOgT

et comme 2m + n(k + 1) > n(k -+ 1),

1 n{k+1)

1 -1 1) < 2 1

1 2m + En(k+1) 2

< = :
S glog 2m—|—n(k+1) \528)
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1 _l_z'n(k-l-l)
< = g 4,
< 21g 2m+n(k+1) par le lemme (5.4.4)
L, 3 og(1 4 2
< =l o 1 4.5) (5.2
< glog 2m t (k1) par le lemme (5.4.5) (5.29)

oit I'inégalité (5.28) est obtenue en utilisant la propriété de concavité de la fonction loga-
rithme, & savoir
10g(z )\ia,‘,;) Z Z )\1' ]Og aqy s )\,; Z 0 et Z /\i = 1., (530)

[ : 2m caoa 1 : 1
On vérifie en effet que les coefficients o oDy @ssocie & g, et les coeflicients -— TalFD)
associés aux rf pour j = 1,...,n(k + 1) sont positifs, et satisfont

n(k+1)

2m+n(k+1) om+n(k+1)

(5.29) peut encore s’exprimer
m m? n!k+1!
e _ 5+ g log(l+ )
(n+1)2 — 2m+n(k+1)

Par la contraposée, nous obtenons (5.27).

CQFD.

Le théoréme précédent implique que la complexité de ’algorithme ACCPM avec génération
de plus;eurs coupes, estimée par le nombre de coupes ajoutées durant l’a,lgonthme est en
O*(” ) olt la notation ©* signifie que les termes d’ordre inférieur sont ignorés.

Cette affirmation a pu étre prouvée dans le cas ot € > 2\/\;- (n+ 1). En effet, sous cette
hypothése, 'inégalité (5.27) est satisfaite si

GO e )

8m?

> ,
(n+1)2 2m + n(k + 1)

c’est-a-dire si

60m(n + 1)2 + 144m?(n + 1)* + 18(n + 1)*n(k + 1)
120e2 ’

2m +n(k+1) >
ou encore
n(k + 1)[120e? — 18(n + 1)?] > 60m(n + 1)* + 144m* (n + 1)* — 240’ m.
Des lors, (5.27) sera satisfaite si

60m(n + 1)% + 144m?(n + 1)® — 240e*m
120e? — 18(n + 1)?

fear & 5 E(77-%~1) ),

k
n(k+1) > 750

: , Baalts i ; e
oit le terme de droite est effectivement en O*(25-) si 'on ignore les termes d’ordre inférieur.
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5.4.2 Borne sur le nombre total de pas de Newton

Nous essayons ici de trouver une borne supérieure sur le nombre total de pas de Newton a
effectuer durant tout I’algorithme pour étre stir de générer un point admissible de C.

A chaque itération de I’algorithme décrit & la section (5.2), nous devons calculer un centre
analytique approximatif de Q*+!. Cela peut se faire en utilisant un algorithme de points
intérieurs basé sur la méthode de Newton. Dans ce cas, le nombre de pas de Newton pour
générer ce centre approximatif est borné par un nombre en O(y/2m +n(k + 1)).

Soit k* le premier indice k pour lequel n(k* + 1) satisfait (5.27). Alors, la complexité de
I’algorithme ACCPM, estimée par le nombre total de pas de Newton, est bornée par un
nombre en

3 3

o ((k*+1) ™ < O*(n (k*+1) e ET 3. (5.31)

En effet, le premier terme est obtenu en multipliant le nombre d’itérations par une approx-
imation du nombre de pas de Newton & chaque itération. ™ est effectivement un ordre de
grandeur pour le nombre de pas de Newton par itération, puisque ce dernier est de Pordre
de O(y/2m + n(k +1)) < O(y/2m + n(k* + 1)), ot n(k* + 1) est lui en (9*( %) (gréace
au théoréme (5.2)). En ignorant le terme 2m sous la racine, il en résulte que le nombre de
pas de Newton par itération est en O*(%Z%),

Quant aux inégalités de (5.31), elles sont immédiates puisque nous savons que k* + 1 <

n(k* + 1) et que, par le théoreme (5.2), n(k* + 1) est en (9*(”27?2-)

Cette section nous montrera cependant qu’un algorithme de réduction de potentiel permet
d’effectuer un nombre moindre de pas de Newton. Pour obtenir ce nombre, nous devons
établir plusieurs résultats intermédiaires.

Au polytope F = {y € R™ : & — (A*)Ty > 0}, nous associons la fonction potentielle
primale
2m+n(k)

Pz, V) := (2m + n(k))log(c*) 'z — Z log &5,

7=1
pour tout @ > 0 tel que A¥z = 0, ainsi que la fonction potentielle primale-duale

2m+n(k)
Pamn(k) (T, 8) = (2m + n(k)) log( sTa) Z log #;8;,

ol s = ¢ — (A% Ty
Nous savons, depuis que nous avons défini la fonction potentielle primale-duale (cfr2.13),

qu’elle vérifie la propriété Poumin(r) (@, 8) = (2m + n(k)) log(2m + n(k)).
De plus,

2m+4n(k)
Vomin(r)(T,8%) = (2m +n(k)) log(cF Z log z;s%  car Afz =0
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2m+n(k)
= P(z,0F) - Z log 5§
=1

= Pz, 0F) — B(OY). (5.32)

Pour obtenir une borne sur le nombre de pas de Newton de I’algorithme, il faut tout
d’abord éclaircir ’étape de mise & jour du J-centre. En réalité, la mise & jour s’effectue
comme suit.

Partant d’un point & > 0 tel que A*'¢ = 0, nous appliquons un algorithme de réduction
de potentiel primal pour réduire P(z,2**+1), et s’approcher ainsi du centre analytique de
Q#+1. Cet algorithme est détaillé dans Particle [8], et utilise une démarche similaire a celle
suivie dans Palgorithme de Karmarkar décrit au Chapitre 2. Cependant, ce nouvel algo-
rithme ne passe pas par l'intermédiaire d’une fonction P’, et démarre en un point & tel
que A1 =0, & > 0, mais ne vérifiant pas spécialement la contrainte de normalisation
els = n. Les itérés engendles par cet algonthme permettent la réduction de P(z, )
a chaque itération, et cela jusqu’a ce qu'un point (y,s) € (Qk‘H X Sqri1) satisfaisant
(ck+1)T T

I+ 1Xs— el <6 soit généré, ol p = 5Ty = 5oy S = - (A Ty et § < 1.
Remar quons qu’un tel point était également engendre par I'algorithme de Karmarkar.

Ensuite, si (z,y,s) vérifie cette inégalité, nous posons (y*+',s**1) = (y,s), et gttt = 2,

Notons que (c*t1)TaF+! = 2m + n(k + 1) par définition de p.
Dés lors, (2!, y#t1) est la paire correspondant & un é-centre approximatif de Okt
PP

Le nombre de pas de Newton nécessaires a 'itération k& pour générer un é-centre de e,
noté N (k), est donc borné par

YN (k) < P& Q) - P(a", @)
= P(& Q) — B(QM) + BO*) — Pz, Q)
= ,P( ‘QH‘I) B(ﬂk+1) ¢2m+n(k+1)(3_:a:§a)
= P&, ) — BOY) — (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k 4+ 1)) (5.33)

ot (3. 3%) est la paire centrale associée & Q%1 et ol v est une constante dans (0,1).
) p ;) ,}‘ b

Deés lors, pour calculer un é-centre de QFL on

Qk+1 - {y cR™: ck+1 . (Ak+1)Ty > 0}’
AR = (AR i covs Sl
o
P k
ML an(k).Hy c R2m+n(k+1)’
an(k)+ﬂ(k)yk

3 partir d’une paire (¥, y*) associée & un S-centre de OF, i.e. gF =t (Ak)T'yk >0, AFsF =
0, () Tz = 2m +n(k), et || X*s* —e|| < 6, nous devons comme annoncé, appliquer la,lgo—
rithme de réduction de potentiel primal & partir d’un point z € REmAn(ktl) te] que & > 0,
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et A¥HE =1,
Pour obtenir ce point, nous procédons de la maniere suivante.

Posons

n(k)
d* = ) auyr (5.34)

t=1

= VAR (AR e (5.35)
Am = _( ﬁ )Xk(Sk)Hl(Ak)T(Aka(Sk)_l(Ak)T)—lak (5.36)

rk

ol 3 := 3.
Nous définissons alors & = (2* + Az, ;gk—,. .., BT e R¥mtn(k+1) | Nous vérifions que

r

AME = AR + Az) + —ﬁgak = Afgk — %a’c + %ak = 0,
T r r

k
(Ck+1)T5’ = (Ck)Tl‘k + (Ck)TA:c + g(af(kmy’“)ip%

i=1
- (Ck)ka & (ck . (Ak)Tyk L8 (Ak)Tyk)TA:E EY %(yk)’rak
s (Ck)ka . (Sk)TA:E o (yk)TAk/‘_\:E en %(yk)TGk
= (Ma*+ (y)TAR AT + %(yk)Tak car AFzF =0
= (F)Ta* - %(yk)Tak + %(yk)Tak par définition de Az
= (T2 = 2m +n(k)

et
.‘l‘k 1Az = a;k _ (%)Xk(Sk)ﬁl(Ak)T(Aka(Sk)ul(Ak)T)-—lak

ol p* = (£)(S4) (AT (AFXH(SH)(AR)T) 1
Notons que ||p¥]| < \/% puisque

P17 = (RS (AT (AR (84 (AR

IA

()7 (A4 X¥(54) (497 e (539)
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ot I'inégalité est due au fait que A¥(S*)~ 2(ART < L AkX"(Sk) L(AMYT puisque, par hy-
pothése, || X*s* — || < 6, et donc, o¥ > (1= 8)(sF)™" et Xk = (1—68)(S*)7, ot X* et S*

sont diagonales.

Comme ||p*|| < 4= ﬂ, et par (5.37), nous vérifions qu’avec § = 1 et § = ; comme c’est le
cas dans l’algorithme, le nouveau point & est tel que & > 0 puisque lo*|| = —‘é—g < 1.

Ayant défini le point initial # de Valgorithme de réduction de potentiel, nous pouvons
des lors Iappliquer, jusqu’a 1'obtention d’un é-centre de 9 Ll

Remarquons que la valeur de la fonction potentielle primale au point initial & satisfait

2m—+n(k+1)
P&, ) = (2m+n(k+1))log(c* ) E — Z log &;
j=1
2m+n(k) 2m+n(k+1)
— @m+n(k+1)log@m + k)~ Y logi;j— Y log;

i=1 j=2m4n(k)+1
2m+n(k) B
= @m+n(k+1)log2m +n(k) — Y logé; —n(k) log(%)
j=1
ﬁ 2m-+n(k)
= (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k)) — n(k) log(ﬁ) - Z log z;
2m+n(k) "
- Z log(1 — pJ par définition de &
< (2m+n(k -+ 1)) log(2m + (k) — n(k) log(5) + B
52 2m+n(k)
20— 5) Zl log(1 — pJ par le lemme (5.3.1)
< (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k)) — n(k )log( 7)+ B(Q)
&2 7 , g
TR =6) Tl =b=pA—0 17" < 7=
< (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k)) + n(k) log rk (5.39)

—n(k)log B+ B(Q*)+1  puisque § =1/4 et 8 =1/2.

Par les relations (5.33) et (5.39), le nombre de pas de Newton de 'algorithme de réduction
de potenticl & 'itération k, démarrant en &, est donc borné par

YN(k) < P(&,QF) — BQF) — (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k + 1)
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< (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k)) — (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k + 1))
+1 + nk)logr* — n(k) log § + B(Q*) — B(Q**)
< (2m+n(k+1))log(2m +n(k + 1) — 1) — (2m + n(k + 1)) log(2m + n(k +1))
+1 + n(k)log r* — n(k)log B + B(QY) — B(Q¥!)  car n(k+1) > n(k) +1
I
= (2m+n(k+1))log(l - T 1))

+1 + (k) logr* — (k) log B + B(Q*) — B(Q*1)
< n(k)logr* —n(k)log B + B(QF) — B(Q**)

1

car log(1 — Zm-l-T:(k%«l)) S o)

Donc, le nombre total de pas de Newton pour l’algorithme complet, c’est & dire jusqu’a
I'itération k* du théoréme (5.2) est

k*

»
’YZ NG) <Y () log(r?) = n(j) log B) + B(R°) — B(A*)

§=0

= %Z(n(j)bg(rf’)z) +B(Q°%) — B(Q¥*!) — n(k* +1)log B

k*
= %Z(n(j) log(r#)?) + 2mlog % — B(Q" ) — n(k* + 1) log B

(k)
Posons (w*)? = (a*)¥(B*)™'a*, on B* est définie au lemme (5.4.3), et a* = Z G (k)i

Alors, par le lemme (5.4.3), i=1
(wk)z (ak)T(Ak(Sk) ( )T ~1,k

(1 — 5)( ) (Akxk(sk) ( )T) 1,k (5-40)

(1—6)(r*)* par (5.35),

I AVAR LY

ol (5.40) est obtenu par la méme justification que (5.38). Finalement, le nombre de pas de
Newton de P’algorithme ACCPM est borné par

. k*

}
TYNG) < —2 ) log(w)?) + 5> (0(3) log(1 = 6))

7=0
+2m log — —B(OFF) —n(k* +1)log B (5.41)
k*
= 22 ) log(w)?) = (n(4) log V1 - §)
7=0
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+2m log % — B(O¥ ) — n(k* + 1) log B (5.42)
= “Z ) log(w’)?) — n(k* + 1) log(BV1 —6)
+2m10g 5~ B(§*F 1) (5.43)

)
= L2 00) tog(w)?) + 2m1og )

—B(QF ) — n(k* + 1) log(BV1 — 3) (5.44)
om (ks +1). 2+ 35 n()(w)?

= 2 o8+ + 1)
—B(OF ) — n(k* + 1) log(BV1 — 6) (5.45)
om 4kt +1). 2 4qY i o(w!)?

= 2 log 2m + n(k* + 1)
—B(QF ) — n(k* + 1)log(BV1 — 9) (5.46)

ott (5.45) est obtenue par la propriété de concavité du logarithme (5.30), applicable ici
puisque la somme des coeflicients (positifs) de 1/4 et des (w’)? satisfait

2m 1(5) B
2m + n(k* + 1) +;2m—|—n(k*+1) -

Partant de cette derniere relation, nous établissons le lemme suivant.

Lemme 5.4.6

Soit 1 < n(k) <n < m Vk. Alors,

k

. 14 - n(k+1)
7\2 i) 2
=0
preuve :
Remarquons tout d’abord que
n(k) 1
T ki, kNT
U ()i G (1yas T~ @ (@) 5.47
; (y¥ifn(iye 2 gy (a%) (5.47)
En effet, cela revient & montrer que pour tout x # 0,
n(k) 1 n(k) n(k)
:BT(Z aﬂ(k)+i(l’£(k)+i)$ 2 ;(ESQ;T(Z f"'n(k)-l"i)(z a’ﬂ(k)+z’)T$’
i=1 3=1 =1

121



ou encore

n(k) n(k)

1
T 2 /4 2
R ) B e G (p)4i)”
En posant u; = aZ(k)+£$ i=1,...,n(k), (5.48) peut encore s’écrire
(k) n(k) n(k)
Zu >—-—Zue ou HU’HZ—\/—'Z
n(k)

Cette derniére inégalité est toujours satisfaite puisque ——

Des lors,

det BF1 > det(Bk—I—n

= detB* det(I + ——=—

ky2
= detB* (1 + ;“’ 2,

ot (5.51) vient de la formule det(! + wv®) = (1 +vTu), avec u =
De plus

1
n(k)m

(k) (k )

(w*)? L g ,

< _ —

2ym S Sim @< 877 k Z\|anu«)+z\| o

puisque d’une part (w*)? =

d’autre part, 1 < T}(k) < m.
Par conséquent,

()2 y2
(w)? @?  GEm) .
log(1 + (k)m) = - 2(1ﬁl_“iﬁ) par (5.24)
n(k)m
(w)?
Bl P N T
n(k)m 2(1-}&”—,0)17;)
. 13
= 1dn(k)m

puisque (5.52) implique 2(1 — é%%%) >2(1—3)= 14, et donc

(w")? ky2
= n{k)m R (U) ) _8__
o1 — Ly n(k)m 14
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(5.48)

Uil > UISUZ-
IZ | < ﬁll Iy < [l

Gréce & (5.47) et par définition de B¥! (cfr lemme (5.4-3))5 Bk“ i B e k(ak)T,

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(B¥)laF, et v = d*.

(5.52)

I(BF)7/2a*|? < ||(B’°)‘”2|| la*|I* < glla®|]* car B = B, e

(5.53)



8
2 1=g-qq P& (5.52)
1
S e <
> 1 4 car n <m
13
14
Donc, il suit de (5.51) et (5.53) que
13(wk)?
log det B¥*1 > log det B*
OEREET 2 OBUERETT T
et par induction sur k, nous obtenons
k+1 0 13(w’)?
log det B > log detB° + Z Ty (7)m

k iV2
= mlog8+ Z w)
=0

Mais de nouveau, X log det B¥! < log tﬁ‘—”ﬂ?lr— = log(8 + n(k+1)) (cfr 5.26), et donc

k

13(wi)? " n(k+1)
E ; < log det B¥*!' —mlog8 < ml 5.
2 TanG)m S og det B mlog8 < mlog(l + - ) (5.54)

ou .
14 n(k + 1) .
2 2 .
jE:D(wJ) £ T?:nm log(1 + = ) (car n(j) <n).
CQFD.

Gréce & la relation (5.46) et au lemme (5.4.6), le nombre total de pas de Newton pour
I’algorithme ACCPM complet est borné par

o 4k +1), A4 Mrmlag(q 2L

) < 8m?
7.2:)\((3) = 2 log < A + 1)
—B(QF ) — n(k* 4 1) log(BV1 — ) (5.55)
* n*m 18nm e n(k*+1)
< 2m + n(k +1)log = gl 4 E—)
2 2m+n(k*-|—l)
—B(OF ) — n(k* 4 1)log(BV1 — 6) (5.56)
* ”m 18nm loa(1 ﬂﬁ;ﬁ
< 2m + n(k* +1) log 2 + g(l+5527) (5.57)
2 2m—|—n(k*+1)

—(2m + n(k* +1))loge — n(k* + 1)log(BV1 —§) par le lemme (5.4.1)
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| mmn( ), ol 4 2 oY
2 e2(2m + n(k* +1))
—n(k* +1)log(BV1 - §) (5.58)

< —n(k* + 1) log(6v1 — ) (5.59)
= n(k* +1)log

|
BV —3

oit (5.59) est due au fait que k* satisfait la condition du théoreme (5.2), i.e.

Py 10 g1 4 2ER) (e B gy 4 24

e2(2m + n(k* + 1)) - e2(2m + n(k* + 1))

z L

Nous obtenons finalement le théoreme suivant.

Théoréme 5.3

Supposons que le nombre de coupes n(k) ajoutées @ chaque itération soit situe entre 1 et
n (< m). Alors, le nombre total de pas de Newton effectués par lalgorithme est borné par

n(k* +1) < O*("g‘ ) (c¢fr théoréme (5.2)), i.e. la méme borne que pour le nombre de
coupes ajoutées jusqu’a la fin de lalgorithme.

En effet, (5.60) peut étre borné par n(k* 4+ 1) puisque sous les conditions de l'algorithme
(i.e. § = 1/4 et B =1/2), on vérifie que log(1/(Bv1 —4)) < 1.

Pour conclure, remarquons que le nombre d’itérations de cet algorithme est borné par
le nombres de coupes ajoutées (i.e. k* + 1 < n(k* + 1)) puisque nous générons plus d’une
coupe par itération.

Comme le nombre de coupes total est borné par (9*(

), et que le nombre de coupes

14 2 ~
par itération ne dépasse pas 7, le nombre d’itérations est borné par O*("%5-). Grace au -
théoreme (5.3), nous remarquons encore que le nombre de pas de Newton par itération
?
sera donc borné par 7.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons montré en quoi une méthode de réduction de potentiel

utilisant des centres analytiques et des plans coupants (méthode ACCPM) pouvait étre
utile pour la résolution d’un probleme d’admissibilité convexe. Ce probléme consistait a
trouver un point y dans C convexe, ou & conclure que C est vide.
Nous avons d’abord exposé 'idée de la méthode pour ensuite 'appliquer au probléme d’ad-
missibilité linéaire et convexe. Nous avons enfin présenté une stratégie pour améliorer la
vitesse de convergence de cette méthode dans le cas convexe. Celle-ci consistait a effectuer
plusieurs coupes au lieu d’une seule & chaque itération.

Comme annoncé dans I'introduction, la méthode ACCPM peut étre utilisée pour résoudre
d’autres problémes que celui d’admissibilité convexe, notamment celui de programmation

convexe.

Par manque de temps, nous nous sommes limités dans ce mémoire & ’étude du probléeme
d’admissibilité convexe, qui & lui seul, fait déja 'objet de nombreux articles.
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