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Avant—propos.

Ces notes ont été congues initialement pour “aider”les étudiants dans la préparation

du cours Equations Différentielles Ordinaire BAC2 et LIC1 année 2005—-2006. L’ar-
gument a traiter était strement tres vaste, méme trop pour un cours de 30h, j’ai
di donc faire des choix portant sur le matériel a présenter, compte tenu aussi du
“role” et de la “position”de ce cours parmi les cours dispensés aux Département de
Mathématique FUNDP. J’ai cependant inclus dans ces notes, non seulement tout
le matériel traité en cours, mais aussi des arguments que les étudiants intéressés
pourront développer par eux—mémes. Le but des ces notes étant de compléter la
préparation des étudiants avec les notes prises en cours par—eux mémes, je conseille
vivement de chercher d’autres sources “classiques”dont un certain nombre est pro-
posé en Bibliographie.

Je tiens a remercier Sandrine d’Hoedt pour son aide dans la préparation des
exercices pour les TD, mais aussi pour tous les conseils donnés pour améliorer la
premiere version de ces notes, y compris la correction de fautes.

Les moyens informatiques offerts par le webcampus, permettent d’avoir un syl-
labus en évolution—-amélioration permanente, et non figé d’année en année. Pour
cela toute suggestion, conseil, idée pour corriger—-modifier—remodeler ces notes sera
la bienvenue.

Je termine cet avant—propos avec une remarque concernant le numérotage des
équations, sections, sous—section etc. Les équations sont numérotées consécutivement
a l'intérieur de chaque section et leur nombre contient toujours le nombre du Cha-
pitre, c’est—a—dire équation (I.2.3) signifie la troisieme équation de la seconde sec-
tion du premier Chapitre. Définitions, Exemples, Remarques, Théoremes, Corol-
laires, Lemmes et tout autre objet seront numérotés consécutivement a l'intérieur
de chaque section, leur nombre ne contient pas le nombre du Chapitre, mais seule-
ment le nombre de la Section. On aura donc Définition 3.1, le premier objet de la
section 3, et qui sera suivie par Remarque 3.2, et cetera.

Les références & objets (autres que équations) contiennent le nombre du Cha-
pitre si elle font référence a un objet contenu dans un Chapitre différent du Chapitre
courant. Donc objet 1.2.3 signifie le troisieme objet de la seconde section du premier
Chapitre, si on n’est pas en train de lire le premier Chapitre, autrement le méme
objet sera indiqué avec 2.3 dans le Chapitre 1.

TIMOTEO CARLETTI

DEPARTEMENT DES MATHEMATIQUES FUNDP

REMPART DE LA VIERGE, 8

B-5000 NAMUR BELGIQUE

TIMOTEO.CARLETTIQFUNDP.AC.BE Namur, Janvier 2006






CHAPITRE 1

Introduction et premieéeres définitions.

Le but de ce Chapitre introductif est de définir, en partant d’un exemple, qu’est-
ce qu'une équation différentielle (ordinaire) et qu’est-ce que signifie en déterminer
une solution. On donnera aussi la définition de Probleme de Cauchy : recherche de
solutions avec données initiales fixées & priori.

On va démarrer avec quelques exemples.

1. Datation avec C14

Le carbone présent en nature est formé par un mélange de plusieurs isotopes
(méme nombre de protons et électrons mais différent nombre de neutrons dans son
noyau), parmi ceux—ci il y a le Carbone 14 qui est radioactif : ses neutrons ont un
temps de vie fini et leurs nombre décroit dans le temps.

Un arbre prend le carbone de 'atmosphere (sous forme d’anhydride-carbonique
CO,) et le lie a sa structure, donc le pourcentage de C'* dans son bois est le
méme que celui de l'air et donc constant. Si au temps tcoupe On coupe l'arbre
il ne fixera plus de carbone, et donc C'* non plus, dans son bois, de plus le
pourcentage de C'* va diminuer suivant la loi (que I'on va établir maintenant) :
N(t) = N(teoupe)e~ @t teoure) En connaissant «, constante physique, et N (toupe)
(1ié & la proportion de C* sur le total de carbone au moment de la coupe), de la
mesure de N(t) on peut déterminer le temps passé entre la coupe de I’arbre et le
moment de la mesure (aujourd’hui) :

1. N(t

Passons maintenant a la détermination de la loi suivie par le nombre de neutrons
contenus dans le noyau d’un atome. Les neutrons sont des particules instables :
spontanément ils peuvent se désintégrer en un proton, un électron et un neutrino,
en formule,

n — pJr +e 4.
Ce processus est régi par des lois statistiques : la probabilité qu'un neutron se
désintegre dans un “petit” intervalle de temps [t, t+ At] est une constante physique,
ici appelée a. Si on indique par N(t) le nombre (moyen) de neutrons présents au
temps ¢, on aura au temps ¢ + At un nombre de neutrons donné par :

N(t+ At) = N(t) — N(t)aAt,
le nombre de neutrons au temps t+ At est le nombre de neutrons au temps ¢ duquel
on soustrait le nombre de neutrons qui peuvent se désintégrer dans le temps At. Si
on réarrange les termes et on passe a la limite At — 0, on obtient :
N(t+ At) — N(t
(I.1.1) lim (t+ A1) ®) :
At—0 At

=N(t)=—-N(t)a,
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ott N(t) = dl};gt) (notation de Physiciens) : dérivée de N(t) par rapport au temps,
évaluée a l'instant ¢t. C’est—a—dire : le taux net de changement du nombre (moyen)
de neutrons est proportionnel au nombre de neutrons présents, fois la probabilité
de désintégration.

On veut maintenant déterminer le nombre de neutrons & un certain temps t1,
N(t1) ; pour cela il faudra résoudre ’équation (I.1.1) mais il faudra aussi connaitre
le nombre de neutrons présents & un certain temps tg, N (to).

Si pour un certain £ € [tg,t1) on a N(f) = 0 alors, puisque le nombre de
neutron ne peut que diminuer et puisque ce nombre doit étre positif, on a forcement
N(t1) = 0. On peut donc supposer que pour tout ¢t € [tg,t1), N(¢) > 0 et diviser
dans (I.1.1) par N(¢) :

1 dN(t)

N(t) dt
en utilisant la regle de dérivation de fonction composée et la dérivée de la fonction
logarithme on peut reconnaitre que : ﬁ d]zl’t(t) = 4 (log N(t)). Si maintenant on
integre (voir section suivante) la relation précédente entre les instants de temps ¢

et t1,on a:

log(N (1)) — log(N (to)) = —a(t — to)
et donc
N(t1) = N(tg)e~*tri=to)

2. Capital et intérét

Nous allons présenter maintenant un deuxieme exemple pour nous diriger vers
une définition d’une équation différentielle.

Supposons de déposer dans un banque une somme d’argent initiale, ug, a un
certain temps tg, et supposons que la banque nous offre un taux d’intérét annuel
de p%. Nous pouvons assumer que la banque calcule les intéréts diis a la fin de
chaque échéance, qui peut étre une année, un mois ou un jour. Dans tout cas
a la fin de chaque échéance notre capital est augmenté grace aux intéréts, donc
pendant 1’échéance successive les intéréts sont calculés sur un montant d’argent
plus important.

Si nous appelons u(t;) I'argent présent sur notre compte bancaire au début de
la i—eme échéance alors nous avons :

(1.2.1) w(tiv1) = u(ts) + pu(t;)At,

c’est—a—dire au temps t; 1 notre capital sera donné par le capital présent au début
de I’échéance précédente, augmenté par les intéréts calculés pendant cette période,
étant At = t;11 — t; la durée entre deux échéances successives.

Nous voudrons maintenant savoir répondre a la question suivante : combien
d’argent aurons—nous dans un an ? Ou plus en générale dans un temps ¢ quelconque.
Pour faire cela nous allons récrire la relation (I1.2.1) de fagon différente :

u(tizr) — u(ts)

(1.2.2) —ay = pult),

car At # 0. Ensuite nous allons supposer que la durée des échéances peut étre de
plus en plus courte, mathématiquement nous allons faire tendre At — 0 pour avoir
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. . . .. . ti+AL)—u(t;
un tauz instantané de croissance. Nous pouvons supposer que la limite lima;—,¢ %

existe finie, autrement dit que la fonction wu(t;) soit dérivable pour tout ¢;, alors :

du lim u(t; + At) — u(t;)

(123) E(tz) = Al At - pu(tz) B

Supposons pour le moment que u(t) # 0 pour tout ¢, alors en divisant par ce
terme nous allons obtenir :

1 du
uyat
et si nous utilisons I'identité suivante (dérivation de fonction composée) :

d 1 ) 1 du
—logu(t) = ——
dt % u(t) dt
nous pouvons conclure que :
© togu(t)
—logu(t)=p.
a8 p
Pour passer des dérivées aux fonctions il suffit d’intégrer I’équation précédente :

t d t
— logu(s)ds :/ pds,
/to dt to

en utilisant le théoreme fondamental du calcul intégrale nous avons :
logu(t) —logu(ty) = p(t — o),
et finalement
u(t) = u(to)ePt=to)

Nous avons donc trouvée une fonction qui nous permet de savoir combien d’ar-
gent nous aurons & un temps ¢ quelconque, en connaissant la quantité initiale u(tp).

Revenons sur I'hypothése u(t) # 0 pour tout ¢. S’il existait un ¢ pour lequel
u(t) = 0 alors, grace & ’équation différentielle on aurait aussi u(f)’ = 0, ¢’est—a—dire
u(t) constant, et puisque en ¢ la fonction vaut zéro, cette constante sera zéro. On
vérifie facilement que la fonction u(t) = 0 pour tout ¢, est bien une solution, mais
qui sera écartée, car elle n’est pas compatible avec notre condition initiale.

Supposons maintenant de retirer a chaque échéance une quantité d’argent, b,
donc le taux de croissance instantané devient

(1.2.4) u=pu—>b,

et nous nous posons toujours la méme question : savoir combien d’argent nous
aurons a un certain temps t.
En suivant des idées similaires & celles utilisées précédemment nous récrivons (1.2.4)
de la facon suivante :
1
pu—b
et donc avec une intégration nous allons déterminer une fonction w qui satis-
fait (1.2.4) :

)

b b
u(t) = = + (u(ty) — = ) ePtt0)
) p ( (to) p)
Il faut distinguer trois cas :

(1) b < pu(to) : on retire moins d’argent que celui produit par les intéréts,
donc le capital augmente; en fait la fonction u(t) est toujours positive;
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(2) b > pu(ty) : on retire plus d’argent que celui produit par les intéréts, le
capital décroit. La fonction est positive entre ¢y et un certain 7' > tg et
ensuite toujours négative, la valeur T' peut étre déterminée en imposant
la condition «(7T) = 0, qui va nous donner :

b/p
T =ty +log —————.
b/p —u(to)
(3) b = pu(ty) : on retire autant d’argent que celui produit par les intéréts,
le capital reste constant, la fonction w(t) est réduite & une constante :
u(t) = b/p pour tout ¢.

3. Recherche des Primitives

Dans I'exemple précédent un pas fondamental pour obtenir la solution a été la
recherche d’une fonction dont la dérivée était connue (c’était le cas du logarithme),
c’est—a dire une primitive. C’est cela une des applications les plus importantes de
la théorie des équations différentielles : on se donne une fonction f(z) et on cherche

une deuxieéme fonction F(z) telle que : F'(x) = f(x) (on a ici utilisé la notation
dF (z)

“des mathématiciens” ', F’(z) = =.2). D’aprés le cours de Calcul si f est une

fonction continue dans un intervalle (a,b) C R alors la fonction définie par :

F(z) = / f(&)d¢  pour tout x € (a,b),

est continue, sa dérivé est continue dans (a,b) et vérifie pour tout =z € (a,b) la
relation F'(z) = f(x). On remarque qu’on peut rajouter a F(x) une quelconque
constante arbitraire, ¢, telle que la fonction F.(x) = F(z) + ¢ ait les mémes pro-
priétés que la fonction F', notamment sa dérivée vérifie F!(x) = f(z), pour tout
x € (a,b).

4. Chute des corps a la surface de la terre

Ca releve de I'expérience quotidienne que, lorsqu’un corps est laissé libre proche
de la surface de la terre, il tombe (voir la “pomme de Newton”). Dans cette section
nous allons montrer comme les EDO peuvent donne une réponse a la question
suivante : apres combien de temps un corps lancé sur la vertical avec une vitesse
Vg, tombe & terre?

Si avec la variable z nous mesurons les hauteurs & partir de la surface de la,
alors la position du corps au temps ¢ sera donné par z(t). Si la position du corps,
mesurée entre deux instants de temps ¢; < t3, varie, alors nous pouvons définir la
vitesse moyenne comme

x(t1) — x(tg)

t1 —to
Si les deux mesures de position sont faites pour de temps de plus en plus proche
Uy, ¢, tendra vers une valeur limite, la vitesse instantanée au temps ¢; :

o z(t) = 2(te)
(14.2) oftr) = Jimg =)

(1.4.1) Uty e =

3

1On utilisera souvent le point en haut,“”, pour indiquer la dérivé par rapport a la variable
indépendante s’il s’agit du temps, par contre le symbole “ '”“sera préféré dans les autres cas. On
pourra aussi utiliser une lettre supérieure (k) pour dénoter la dérivée k—ieme.
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cette limite n’est rien d’autre que la dérivée de la fonction position par rapport au
temps :

. x(t1)—$(t2) dx
1.4. t1) =1 _— =
( 3) 1)( 1> tzllgl t1 — 1o dt

t=ty

De fagon similaire une variation de la vitesse implique une accélération non
nulle et donc :
d?z

(144)  a(ty) = lim vit) —vlts) _dvy b(t1) = =

to—ty t1 —to o E

= fi‘(tl) .

t=t1 ‘t:tl

D’aprés la mécanique classique (voir Galilée et Newton), tout corps de masse
m proche de la terre est soumis & une force —mg dirigée vers le centre de la terre,
olt ¢ = 9.8m/s? est une constante universelle. De plus cette force entraine une
variation d’accélération :

(1.4.5) ma = F;
dans notre cas nous avons donc :
(1.4.6) mi(t) = —mg.

Pour résoudre la question posée, a savoir combien de temps faut—il avant que
le corps tombe par terre, il est évident que nous devons donner aussi I'hauteur de
laquelle le corps est lancé et sa vitesse, c’est—a dire il faut donner les conditions
initiales. Dans notre cas :

(1.4.7) z(0)=h et #(0)=0vg.
L’intégration de ’équation (I.4.6) est banale :

(1.4.8) @(t) — 2(0) = —gt et ensuite x(t) — x(0) = #(0)t — 2t2,

Le temps cherché ¢ sera donc solution de :
(1.4.9) z(t)=0;

cette solution existe toujours, car la solution (I1.4.8) représente dans le plan temps—
position une parabole concave avec sommet d’ordonnée positive. Quelques passages
d’algebre nous fournissent la solution :

(1.4.10) p Yot VUt 2gh V05 + 2gh
g 3

observons que des deux solutions de 1’équation de deuxieme degré (I1.4.8) seulement
une est physiquement acceptable, 'autre correspond a une évolution du temps
contraire a la fleche du temps réel.

5. Vers une définition

Les exemples des sections précédentes nous montrent qu’'une équation différentielle

est une relation fonctionnelle (c’est—a dire une équation dont la solution est une
fonction et pas un nombre, par exemple) entre une fonction et sa (ses) dérivée(s).
Formellement on donne la définition suivante
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p- 6 Chapitre 1

DEFINITION 5.1 (équation différentielle ordinaire). Une équation différentielle
d’ordre n, entier positif, est une relation du type :

(15.1) F (6 £ L0870, 7 W) =0,

entre la variable indépendante t, la fonction inconnue f(t) et ses dérivées successives
jusqu’a Uordre n, notées par fO(t), 1=1,...,n.
Si on peut isoler la dérivée d’ordre plus grand et récrire la relation comme :

(15.2) ORI (NONLON ORI

on parlera de forme normale. On a ici considéré le cas de fonctions d valeurs dans
R, mais de fagcon similaire on pourra considérer fonctions a valeurs dans RF.

L’adjectif ordinaire se référe au fait que la fonction inconnue ne dépend que
de la variable t; dans le cas de dépendance de plusieurs variables et des dérivées
respectives on aura une équation aux dérivées partielles.

Dans la plupart des cas on considérera des Equations Différentielles Ordinaires
(EDO dans la suite) en forme normale pour lesquelles il n’est pas restrictif de les
considérer seulement du premier ordre,

REMARQUE 5.2. Supposons d’avoir une EDO d’ordre n > 2 (en forme nor-
male) :

) = F (4@, 10, 110, SO0

on wva introduire la fonction vectorielle > u(t) = (ug(t),...,un—1(t))*, dont les
composantes sont les fonctions définies par :

up(t) = f(t),ur(t) = f/(t), ... sun—i(t) = FO7D(1).
Notre relation est donc équivalente o l'équation différentielle vectorielle du premier
ordre :

F (t,u(t))
comme on peut aisément vérifier par calcul direct.

Si PEDO ne dépend pas explicitement de la variable indépendante on parlera
d’EDO autonome.

Les exemples des sections précédentes nous permettent de mettre en évidence
deux faits fondamentaux. D’apres les exemples des paragraphes précédents on re-
marque que pour connaitre le nombre de neutrons/argent/position au temps ¢i,
il faut savoir combien de neutrons/argent/position—vitesse on avait & un certain
temps to (conditions initiales). Par contre pour résoudre le probléme du § 3, on
n’a pas eu besoin de cette information ultérieure mais on a introduit une constante
arbitraire et on détermine une famille de solutions.

DEFINITION 5.3 (Solution). On considére la fonction vectorielle f(t,u) =
(fi(t,a),..., fo(t,u)T des n + 1 variables réelles (t,u) = (t,u1,...,u,), définie
dans Uouvert A C R"* et ’'EDO du premier ordre (vectorielle) suivante :

(15.3) u=f(tu).
2Les vecteurs seront toujours, sauf avis différent, des vecteurs colonne.
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Une fonction y(t) = (y1(t),...,y(t)n)T, définie dans un intervalle I C R, est une
solution de 'EDO (1.5.3) si :

(1) pour tout t € I le point (t,y(t)) appartient a A ;
(2) pour toutt €I on ay =1f(t,y(t)).

Si maintenant on fixe les conditions initiales, on cherche donc parmi toutes les
solutions celles qui passent pour un point donné, on a :

DEFINITION 5.4 (Probléme de Cauchy et sa forme intégrale). On considére
EDO (1.5.3) et soit (to,ug) un point dans A, la recherche d’une solution avec
condition initiale y(to) = ug, est appelé Probleme de Cauchy (PdC dans la suite),
en formule :

(15.4) {E(: f(t’z)

to) =ug.

Soit la fonction £ continue dans A ; une fonction y(t) est une solution de (1.5.4) si
et seulement si elle est une solution continue de I’ équation intégrale :

(1.5.5) yit)=uo+ [ f(s,y(s))ds.

to

En fait si y(¢) est une solution continue de (I1.5.5), définie dans un voisinage de
to, alors on a y(t9) = ug et en étant une primitive de f(¢,y(¢)) elle est continiiment
dérivable et y(t) = (¢, y(t)), donc elle est une solution de (I.5.4). Par contre si y(t)
est une solution contintiment dérivable de (I.5.4) définie dans un voisinage de to,
en intégrant entre ¢y et ¢ on obtient (1.5.5).

6. Conclusions

Dans ce Chapitre on a introduit le concept d’ équation différentielle ordinaire
et de Probleme de Cauchy, nous avons aussi donné la définition de solution.

Dans le Chapitre IT on verra qu’on peut déterminer des conditions, assez faibles,
sur f suffisantes pour l'existence et I'unicité du PdC. Méme si ces résultats sont
puissants et généraux “il ne servent pratiquement a rien”si on cherche a déterminer
“explicitement”la (les) solution(s) du PdC. On devra donc considérer en détail
quelques cas particuliers, mais tres importants, o1 on puisse développer une Théorie
aussi pour la recherche d’une solution, Chapitre V.

Dans l'exemple du nombre de neutrons on a résolu un PdC avec une et une
seule solution, qui en plus est définie pour tout ¢ (si on oublie la contrainte sur la
positivité du nombre de neutrons). Cela est une situation bien spéciale, on peut
tres bien exhiber des exemples, aussi simples que les précédents, ol il y a plusieurs
fonctions qui vérifient le PAC et/ou la solution n’est pas définie pour tout ¢.

EXEMPLE 6.1 (Manque d’unicité). On considére le PdC suivant :

U = 3u?/3
u(0) =0.
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On vérifie aisément que la fonction y1(t) = t> est une solution, mais aussi la
fonction yo(t) = 0, comme d’ailleurs toutes les fonctions yq u(t) définies par :

(t+b)3 t<—b
Yab(t) =40 -b<t<a
(t—a)3 t>a,

avec a et b nombres réels positifs.

Fig. 1. Manque de Unicité : différentes solutions du PdC ci—
dessus, y2.1(x) en pointillé et y1(x) en trait plein.

EXEMPLE 6.2 (Existence locale). On considére le PdC suivant :

{u(O) ; :1 .

On vérifie aisément que la fonction y(t) = 1/(t — 1) est une solution, qui est définie
seulement pour t < 1.

Dans les Chapitres IT et III on considérera ces problemes avec plus de détails
en montrant sous quelles conditions on pourra avoir une solution unique et définie
dans le plus grand intervalle possible.

Dans beaucoup de situations une EDO est le résultat d’'un modele qui doit
décrire le comportement d’un certain systeme réel; il peut arriver que le modele
dépende de certains parametres ou bien que le modele ne soit qu’une premiere ap-
proximation du phénomene réel, donc on peut espérer qu’il soit “proche” du systeme
que nous étudions. Une question importante est donc de savoir combien les solutions
de ’EDO obtenues avec le modele sont “proches”du comportement réel et comment
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02 04 0.6 08

Fia. 2. Solution locale : exemple avec solution qui ne peut pas
étre prolongée dans aucun intervalle contenant [0, 1].

ces solutions varient en changeant les parametres du modele. Ces questions seront
considérées dans le Chapitre IV.

Le Chapitre VI sera entierement consacré a ’étude du cas trés important des
EDO linéaires. Dans le Chapitre VII nous nous concentrerons sur les solutions
stationnaires (points d’équilibre) pour des EDO avec un intérét particulier pour le
cas a deux variables. Finalement dans le Chapitre VIII les outils mis au point dans
I’avant dernier Chapitre seront appliqués pour étudier des simples dynamiques de
populations (prédateur—proie / espéces en compétition).

version 7 mai 2008 Timoteo Carletti






CHAPITRE 1II

Le probléme de Cauchy.

Dans ce Chapitre nous allons considérer en détail le Probleme de Cauchy (PdC
dans la suite) et déterminer des conditions suffisantes pour assurer I’existence d’une
solution. Dans beaucoup d’applications (et aussi d’un point de vu théorique) il est
trés important de démontrer aussi 'unicité de la solution : si les solutions d’un PdC
décrivent la position d’un corps a un certain temps on voudrait étre strs que, pour
des conditions initiales données, on trouvera le corps dans un état bien précis a un
temps donné.

Les deux résultats principaux que nous verrons sont résumés dans les deux
Théoremes suivants :

THEOREME (Existence de Peano) Si f(t,u) ! est continue dans un voisinage
du point (to,uo), alors le Probléme de Cauchy admet une solution t — y(t) définie
dans un voisinage de t.

et

THEOREME (Existence et unicité de Picard) Si f(t,u) est continue dans un
voisinage du point (tg,ug) et vérifie une condition de Lipschitz par rapport d la
deuziéme variable (voir Définition 1.1), alors le Probléeme de Cauchy admet une
solution locale unique.

Meéme si d’un point de vu logique il serait préférable de considérer d’abord
le probléeme d’existence et apres le probleme d’unicité des solutions du PdC, on
est amené a inverser 'ordre logique et de résoudre d’abord la deuxieme question,
en reléguant en Annexe comme matériel complémentaire la question d’existence.
Cela pour la “simple raison” que les outils nécessaires pour le Théoréeme d’existence
dépassent les limites de ce cours et le temps & notre disposition.

REMARQUE Dans ce Chapitre il y a trois démonstrations du Théoréme de
Picard, deux valables pour le cas différentiable et une pour le cas analytique. Ce-
pendant il sera suffisant que le lecteur en connaisse la premiére cfr. § 2, les deux
autres cfr. § 3 et § 4 sont laissées comme matériel complémentaire.

1. Existence et Unicité du PdC

Soit f(t,u) une fonction des variables réelles (¢, u), définie dans 'ouvert A C R?
et soit (tp,up) un point dans A. Le résultat principal de cette section est la preuve
du Théoreme d’existence et unicité di a Picard. Dans la suite on aura besoin de la
définition suivante :

pour alléger les notations on va considérer dans ce Chapitre les cas d’EDO scalaires, c’est—
a dire fonctions a valeurs dans R. On montrera cependant les modifications nécessaires pour
développer une Théorie analogue dans le cas vectoriel.

11
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DEFINITION 1.1 (Condition de Lipschitz). Soit f une fonction continue dans
A ouvert de R? & valeurs dans R. S7l existe une constante positive L, tel que :

(I1.1.1) |f(t,u) — f(t,v)] < Llu—1v|,

pour tout (t,u) et (t,v) dans A, alors on dit que f vérifie une condition de Lip-
schitz (de constante L) par rapport a la deuziéme variable (noter que t, la premiére
variable est fize).

Cette définition, qui peut paraitre difficile a vérifier est automatiquement sa-
tisfaite si la fonction d’une seule variable u — f(t,u), ou ¢ est fixe, est contintiment
dérivable, dans ce cas on dénote par %(t,u) sa dérivée. En effet en utilisant le
Théoreme de la valeur moyenne ou de Lagrange (voir § A.2) on obtient quelles que
soient (t,u) et (t,v) dans A, avec u < v :

Pt~ £(t0) = ),

pour un certain § € (u,v), si on appelle L = max ’%(f,ﬁ)‘ (dont D'existence est
assuré par la continuité de u — %(t, u)), on conclut que :
|f(t7u) - f(t,’l))| < L|U_U| )

pour tout (¢,u) et (¢t,v) dans A.
On va maintenant pouvoir énoncer avec tous les détails le principal Théoreme
de ce Chapitre,

THEOREME 1.2 (Picard). Soit A C R? ouvert et (to,ug) € A. Soient r1 et ro
deux réels positifs tels que, dénoté par I = (to —r1,to+r1) et J = (ug—ra, ug+12)
les intervalles ouverts centrés respectivement sur to et ug, on ait I x J C A. Soit
f(t,u) une fonction :

(1) continue pour tout (t,u) € A;

(2) vérifiant une condition de Lipschitz de constante L > 0 dans I X J ;

(3) il existe M > 0 tel que : |f(t,u)| < M pour tout (t,u) € I x J.
Alors il existe g, 0 < 1o < 71, tel que le PdC

(IL1.2) {” =/t

’U,(to) = Ug .
admet une solution unique dans (to — ro,to + r0)-

Le reste du Chapitre est dévoué a la démonstration de ce Théoreme, vu son im-
portance on en donnera deux démonstrations légerement différentes ; la premiere est
obtenue en utilisant le Théoreme du Point Fixe pour les application contractantes,
ce qui nous permettra d’introduire et étudier ce dernier résultat. Dans la section 4
nous donnerons une nouvelle démonstration de ce résultat, valable seulement dans
le cas analytique, qui nous permettra d’introduire et utiliser la méthode des séries
majorantes.

On remarque que la condition I x J C A peut étre toujours vérifiée en prenant
r1 et ro suffisamment petits et en utilisant le fait que A est ouvert.
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Fiac. 1. Géométrie pour le Théoreme de Picard.

2. Premiére démonstration du Théoréme d’existence et unicité

Cette démonstration du Théoreme d’existence et unicité nous donnera ’'oppor-
tunité d’introduire et démonter le Théoreme de Contractions. On commence par
écrire le PAC dans son équivalente formulation intégrale :

(I1.2.1) u(t) =wuo + /t f(s,u(s))ds,

et on remarque que le Théoréme est démontré si on prouve que I’ équation intégrale (I1.2.1)
a une unique solution continue définie pour ¢ € (tg — ro,to + 79). Pour cela on va
introduire une application F, qui a une fonction continue, v(t), associe la fonction

F(v)(t) définie par :

(I1.2.2) F(v)(t) =uo+ /t f(s,v(s))ds.

Donc I’ équation intégrale (I1.2.1) a une unique solution continue si il existe une
unique fonction continue y(t) telle que : F(y)(t) = y(t), c’est—a dire que application
F admet une seul point fize.

Le Théoréme des Contractions est un puissant outil qui sous des conditions
assez générales nous permet de démontrer I'existence et I'unicité d’un point fixe pour
une application contractante. On va donc arréter la démonstration, pour introduire
et prouver ce résultat, et aprés on finira la preuve du Théoreme avec ce nouveau
outil.

2.1. Théoréme des Contractions. On considére un espace métrique (X, d)
(voir § A.4) et une fonction F': X — X, on introduit la définition suivante :

DEFINITION 2.1 (Contraction). Sl existe une constante réelle 0 < a < 1,
telle que pour tout couple (z,y) € X x X on ait :

d(F(z), F(y)) < ad(z,y),
alors on dit que F est une contraction, ou application contractante.
On a tout de suite le résultat suivant
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PROPOSITION 2.2. Une contraction est continue.

DEMONSTRATION. Soit « la constante de contraction de F, alors pour tout
¢ > 0 on peut prendre § = ¢/a et pour tout (z,y) € X x X tels que d(z,y) < § 2,
alors
d(F(z), F(y)) < ad(z,y) < ad =e€.

D’ou la continuité. O

REMARQUE 2.3. On a démontré plus que la continuité, on a démontré la conti-
nuité uniforme : € est indépendant de x et y.

Une contraction vérifie une condition de Lipschitz de constante strictement plus
petite que 1.

On peut maintenant énoncer le résultat

THEOREME 2.4 (Des contractions). Soit (X,d) un espace métrique complet et
soit F': X — X wune contraction. Alors il existe un seul point T € X tel que
Fz) =1z,
c’est-a dire T est un point fixe de F'. De plus T est un attracteur : pour tout x € X

alors 3 F°"(z) — & quand n — oo.

DEMONSTRATION. Soit xp un point arbitraire de X, si F'(zp) = o on a trouvé
le point fixe et on pourra passer & la preuve de son unicité. Autrement si F(zg) # o
on définit la suite : 1 = F(x9), 22 = F(x1), en formule z,, = F°"(zp). On va
mesurer la distance (voir note numéro 2 a page 14) entre deux points successifs
dans la suite, donc pour tout entier positif n on a :
A(@ns1,20) = d(F°CHD (a0), F (0)) < ad(F™ (20), "D (20)) = ad(zn, @1)
et donc par induction :

d(xn—i-la xn) < and(xl ) :EO) .

Si on prend un deuxieme entier positif m > n, on a

A(@mi1,00) <Y d(@ggr, o) < d(wn,z0) Yk,
k=n k=n

et finalement avec a < 1 pour le calcul explicite de la somme)

a”
d(xm+17xn) S d(iEl, IO)l —

Cette derniere relation implique que la suite (z,),>0 est de Cauchy * dans (X, d)
et donc puisque (X, d) est complet la suite est convergente (voir § A.4), il existe
donc z € X tel que z,, — T pour n — oc.

Il nous reste a prouver que Z est un point fixe de F' et qu’il est le seul. Par la
continuité de F on a F(limy, e ©p) = lim, .o F(2,) et donc :

F(z)=F(lim z,) = lim F(z,)= lim 2,41 =Z.

2 Puisque ’espace de départ et I’espace d’arrivé sont les mémes, X, on peut utiliser la métrique
d pour mesurer soit les distances entre les points que entre leurs images par F'.
3F°n(z) est la composition de F, n—fois avec elle méme, évalué sur le point z : F°n(z) =
F (Fe(n=1)(2)).
Des que n est assez grand, le terme a™/(1 — «) peut étre rendu plus petit que tout € > 0
fixé a priori.
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Si maintenant on suppose qu’il existe un deuxiéme point fixe pour F, & # T, on va
montrer une contradiction et donc I'unicité du point fixe. On a

d(z,%) = d(F(z), F(%)) < ad(Z, 1),

mais a < 1, donc cette relation est possible si et seulement si d(z, %) = 0, c’est—a
dire £ = , absurde.

Puisque xp est un point générique dans X on a aussi montré que pour tout
point de X, les itérés de F' évalués sur ce point convergent vers Z. O

Dans la suite on aura besoin du suivant résultat

PROPOSITION 2.5. Soit (X,d) un espace métrique complet et F : X — X
une fonction continue. Si pour un certain entier positif m la fonction F°™ est une
contraction, alors il existe un unique point fize pour F', qui est un attracteur.

DEMONSTRATION. Soit Z le point fixe attractif de F°™, qui existe et est unique
pour le Théoreme 2.4. Pour tout entier positif, n, il existe des entiers k et [ avec
k>0et0<1l<mtels que : n = km + [. Soit zg € X quelconque, on indique
par z; = F°(xg), avec 0 < | < m. Puisque T est un attracteur pour F°™ on a
[Fom)°% (2)) — Z quand k — oo pour 0 < I < m. Mais [F°™]°" (z;) = F°"(z0) et
puisque n — oo si et seulement si k — 0o (m et donc [, sont fixés), on a prouvé que
pour tout zy € X, alors F°"(x¢) — &, c’est-a dire T est un attracteur aussi pour
F.

On va maintenant montrer que T est I'unique point fixe pour F', la démonstration
est faite de la méme fagon que dans le Théoréme 2.4, et la continuité joue un role
fondamental (différemment du Théoréme 2.4 on ne sait pas que F' est une contrac-
tion et donc il faut assumer la continuité pour F'). Sur une ligne :

= lim F°" (F(z)) = lim F°*) (2) = F(lim F°"(z)) = F(z).

n—oo

O

2.2. Suite et Fin démonstration Théoréme existence et unicité. On
fixe Vintervalle Iy = (to — 79,0 + ro), avec 19 < min{ry,ro/M} et on va définir
I’espace des fonctions continues sur Iy qui soient ro—proches de la fonction constante
uo dans la norme (voir § A4) dusup : X = {u € C(lp) : [Ju — uolleo < T2}

C(Ip) est un espace complet (voir Exemple A.4.3) et X est un sous ensemble
fermé (grace a l'inégalité large < dans sa définition) de C(Iy) donc il est complet.

On va maintenant monter que F, définie dans (II.2.2), vérifie :
(1) F(X) c X;
(2) il existe m entier positif, tel que F°™ est une contraction;

a ce point on peut utiliser le Théoréme des Contractions 2.4 et conclure qu’il existe
une unique fonction dans X, donc continue et définie sur Iy, telle que F(u) = u,
c’est—a dire une unique solution du PdC.

Soit donct € Iy ety € X, F(1))(t) est continue en étant définie comme intégrale
de la composition d’une fonction continue f(s,u) avec une fonction continue ) :

F(X) cC(ly); de plus

[F@)(t) = uol =

/t F(s,(s)) ds| < Mo,
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oll on a borné f avec son maximum M sur I x .J, mais Mrg < ro, par définition de
70, donc en prenant le supremum sur ¢ € Iy on a ||F(¢) — uglleo < r2, c’est—a dire
F(X)cCX.

Pour vérifier la propriété 2 on montre que pour tout ¥; et 1o dans X et tout
n entier positif on a :

(IL.2.3) [Fo () () = F2" () (1)] <

Cette relation est démontrée par récurrence (voir § A.1) sur n; si n = 0 elle est
banale, on suppose qu’elle soit vraie pour n > 0 et on la démontre pour n + 1 :

[FoCH (1) (8) = FOOHD (1) (1)) S/ F(s: 72 (1)(5)) = £ (s, F7" (4h2)(s)) | ds ,

to

L7t — to|™
%H% —sllee YVt e Ip.

puisque F°"(X) C X pour tout n, on peut utiliser la condition de Lipschitz pour
f et hypothese d’induction :

t t
on on L™|s —1o|"
< [ rfrerwne - Frwn|as < o [ EE 0l - glias.
to to :
Une intégration nous permet de conclure :
L(nJrl) |t _ t0|(n+1)
(n+1)!
La relation (I1.2.3) nous permet de affirmer que pour n assez grand F°" est

une contraction. Donc pour la Proposition 2.5 F admet un unique point fixe dans
X, qui résulte étre la solution du PdC.

FCED @) (1) = FoOD () ()] < 191 = alloe

REMARQUE 2.6 (Cas vectoriel). Le Théoréme des contractions est valable pour
un espace métrique complet général. Donc si on définit & = {u € C(Ip) : |ju—
Wo|loo < 72}, espace des fonctions continues et bornées a valeurs dans RF, pour
un certain k € N, ro—proche du vecteur constant ug, et on démontre une relation
similaire & la (11.2.3) avec une norme au lieu de la valeur absolue, on peut adapter

la méme démonstration pour le cas vectoriel.

3. Deuxiéme démonstration du Théoréme d’existence et unicité

Encore une fois on considere le PAC (II.1.2) dans sa formulation intégrale
équivalente :

(I1.3.1) u(t) = uo + ) f(s,u(s))ds,

et on définit par récurrence la suite de fonctions (yx(¢))k>0 telles que : yo(t) = uo
et pour tout k£ > 1

t
(I1.3.2) ye(t) =uo+ [ f(s,yk—1(s))ds Vtel.

to
On veut démontrer que la suite (yx)r>0 converge vers une fonction y qui sera la
seule solution du PdC version intégrale (II.3.1) et donc du PdC (I1.1.2).

Puisque la propriété Lipschitz de f est valable seulement dans I x J, et qu’on
voudra l'utiliser dans la suite, on impose une premiere restriction sur la taille de
Iintervalle temporel. Il faut donc contrdler que pour tout £ > 0 et t € I on ait
yi(t) € J, c’est—a dire : |yg(t) —uo| < r2. On affirme que le choix t € (to—ro, to+70),
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avec ro < min{rq,re/M?}, s’avere convenable. On va le vérifier par récurrence (voir
§A1l)surk. Pork=1ona:

t
1) — ol < [ 1/(s,u0)lds < Mlt—to],
to
et donc avec le choix de g, on conclut |y;(t) — ug| < r2 pour tout |t —to| < r9. On
va supposer maintenant l'affirmation vraie pour & > 1 et on la démontrera pour
k + 1. Par définition

t
mﬂw—ws/ﬁmymWMSMW4w
to

ou la derniére estimation a été faite car (par induction) |yx(t) — uo| < 72, pour
tout |t — tg| < 19 < 71, donc f est évaluée dans un domaine ot M est une borne
supérieure pour f. On peut donc conclure que : |y41(t) — uo| < 72.

3.1. Une majoration. On aura besoin de I'estimation suivante :

k

L
(I1.3.3) [Ye+1(t) — yk(t)| < MWV —to[FH1,

pour tout k£ > 0 et t € I. Elle sera démontrée par récurrence sur k.
La relation (I1.3.3) est vraie pour k = 0 puisque par définition de y;(¢) et yo(t)
on a :

(8 = w001 = | [ Flssu0) ] < bt~ tal.

On la suppose (I1.3.3) vraie pour un certain k£ > 0 et on va démontrer qu’elle est
vraie pour k + 1 aussi. On va donc estimer

s (0=00)] = | [ 1G5 = s mms (D] ds| < [ 7o) =Fs.mmr ()] .

en introduisant la condition de Lipschitz pour f on a :

t

e (®) = 50 < [ Llons) = s ds.
to

et maintenant la condition (II.3.3) valable pour k nous permet d’estimer le terme

intégrant :
k—1

t
L
|yk+1(t)_yk(t)|§/ L=—ls = tol" ds,
t() :

d’ot1 on obtient la these pour k + 1 avec une intégration.

3.2. Suite et fin. La série de fonctions 3,20 [yk+1(t) — yx(t)] converge en
norme 5 pour tout t € (tg — 71,19 + r1). En effet pour tout ¢ € (to — r1,to +71) en
utilisant (I1.3.3) on obtient :

Lkric-i-l

—Yklloo M,
yk+1 — Yrlloo < )

5Une série a valeur dans un espace de Banach, > <, Zn, converge en norme si converge la

série des normes : > < ||@n|| < 4o00. Voir aussi § A.4
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N

ol on a introduit la norme uniforme pour les fonctions continues (voir § A.4), d’ott
I’estimation

+o00 <+oo _ 00 M(Lﬁ)l B . .
H;[?Jk-ﬁ-l(t)_yk(t)]”m—kZ_OHyk—l—l_yk”oo_;f T _f(e ~1),

S

et la convergence pour t € I.
Cependant pour tout m > 1 on peut écrire

gnl) =0+ 3 s () — yi(8)]
k=0

donc la suite (y,)n>1 converge uniformément vers une fonction continue 6, ici ap-

pelée y(t). Que la convergence soit uniforme peut étre démontré de la fagon sui-
vante : pour tout € > 0 il existe N > 0 tel que pour tout ¢ € (tg — ro,to + 19) €t
pour tout n > N on a (en utilisant (I1.3.3) dans (to — ro0,t0 + 70)) :

)01 < o) =0l < 7 5 o),

La somme & droite est le reste de la somme pour la fonction exponentielle et donc 7
M (LTQ)"
i) — y(0) < T et
etsin > N ona |y, (t)—y(t)| < e pour tout t € (to—ro,to+ro). Dol la convergence
uniforme.
Si maintenant on passe & la limite sur k dans (I1.3.2) on obtient (par continuité

de f)

To

)

n!

y(t) = o + / f(s,y(s)) ds.

¢’est—a dire y est solution du PAC dans sa formulation intégrale et donc du PdC (11.1.2).
Puisque la limite, si elle existe, est unique, on a aussi démontré I'unicité de la solu-
tion du PdC.

4. Troisiéme démonstration du Théoréme d’existence et unicité : cas
analytique

Dans cette section on va donner une démonstration du Théoreme d’existence
et unicité du PdC valable seulement dans le cas analytique, le but de cette nouvelle
version est donc seulement didactique et ¢a va nous permettre d’apprendre 'usage
d’une méthode tres importante dans beaucoup d’applications : méthode des séries
magorantes.

On va donc considérer le PdC

(IL4.1) {“ = f(tw)

u(to) = Up -

6La limite d’une suite de fonctions continues qui convergent uniformément est une fonction

continue, voir Exemple A.4.3.
1 gl k
"Par le Théoreme de Taylor avec reste en forme différentielle : e* — Z?:é ”;—J, = ”;—,!65 pour

un certain 0 < & < z.
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ott f est une fonction analytique dans un ouvert A C R? et (tg,ug) € A; on rappelle
ici que une fonction analytique peut étre écrite dans un certain voisinage de (¢, ug)
comme séries de puissances convergente (dans ce voisinage) :

flt,u) = Z frm(t —t0)" (u —ug)™,

n>0,m>0
en plus ils existent trois constantes positives a, b et c telles que :
(11.4.2) | fam| < ca™™  ¥(n,m) € N?.

On va maintenant chercher la solution du PdC, y(t), sous forme de séries de
puissances en t — g :

y(t) = wilt—to)'.

1>0

On fera d’abord un calcul formel, ¢’est—a dire on effectuera des opérations (comme
dérivation d’une séries et composition de fonctions, sans pouvoir les justifier & priori,
et seulement a la fin de la démonstration on saura que toutes les opérations étaient
admises grace a la propriété d’analyticité qu’on démontrera.

La dérivée de y peut étre calculée comme :

d
I1.4. —y(t) = — o)
(I1.4.3) () ;lyl(t to)'

et la condition initiale : y(tg) = ug, qui implique yo = uop.

Si y(t) était une fonction analytique, alors aussi f(¢,y(t)) serait une fonction
analytique (étant composition de fonctions analytiques). On va faire “comme si”¢ga
était vrai et on développe f(¢,y(t)) en puissances de t —tg et on regroupe les termes
avec la méme puissance de t — ¢ :

(IL.4.4)
Fy®) = Y fam(t—t0)" (y(t) —uo)™
n>0,m>0
= Z fnm(t - tO)n Z yl(t - tO)l
n>0,m>0 >1

= foo+ (t —to) (fio + foryr) + (t — to)* (f20 + f11y1 + forye + f02y%) +.o.

Dans cette derniere équation les coefficients (¥, )m>1 sont inconnus, on va donc
les déterminer en imposant que y soit une solution : on égalise les relations (11.4.3)
et (II.4.5). En imposant que les coefficients devant les mémes puissances de t — tg
soient égaux on trouve :

(I1.4.5)
y1 = Jfoo
Y2 = %(f10+f01y1) = %(f10+f01f00)
Y3 = % (f20 + friys + forye + fooyi) = % f20+f11f00+f01%(f10+f01f00)+f02fo20
Ysa =
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On peut démonter (par induction) que pour tout I, y; est un polynéme a coefficients
rationnels positifs dans les variables (fnm)o<n<i—1,0<m<i—1 que lon va appeler
pl(f nm)-

Il nous reste & vérifier que y(t) = ug+> ;5 yi(t—to)' avec y; donnés par (I11.4.5)
est bien une fonction analytique, c’est—a dire que cette séries est convergente dans un
certain voisinage de tg, c¢’est maintenant qu’on va introduire les séries magjorantes.
Une série majorante pour f(t,u) est une série, F'(t,u) =3, <o >0 Fnm(t—to)™ (u—
ug)™, a coefficients positifs, tels que pour tout n et m on ait :

|fnm| < an7

en symboles on écrit f < F. Gréce & la condition (I1.4.2) d’analyticité sur f une série
majorante pour f est donnée par : F'(t,u) = Y ¢ >0 ca™0™(t — o)™ (u — uo)™.
Cette série peut étre sommée (dans |t — tola < 1 et |u — ug|b < 1) et sa somme est

la fonction m—r—~5—7— .
(1—a(t—to))(1—b(u—wup))
On considére maintenant le PdC avec méme condition initiale et fonction

F(t,u) :
(IL4.6) {“ = F(tu)

u(to) = up;
et on affirme que si Y (¢) est sa solution formelle, alors elle est une série majorante
pour la solution y(t) du PAC (I1.4.1) : y < Y. En effet si on cherche la solution de
la forme Y(t) = uo + >y, Yi(t — to)! et on repete les mémes passages faits pour
y(t), on obtient

Y1 = Fy
1
Y, = §(F10+F01F00)
1 1
Y = 3 F20+F11F00+F01§(F10+F01F00)+F02F020
Y, = ...

de plus on peut démonter que pour tout I > 1, Y; est donnée par le méme polynome a
coefficients rationaux positifs que y; mais dans les variables (Fpm )o<n<i—1,0<m<i—1-
Finalement pour tout [ > 1 on a :

la premiere inégalité est due a la positivité des coefficients de p;, et la deuxieéme au
fait que f < F, on a donc prouvé que y < Y.
Le PdC (I1.4.6) a une solution explicite, comme montré dans § 4.1 :

Y(t):uo—l-% <1—\/1+27bclog(1—a(t—to))> :

qui est analytique pour |t — to| < % (1 — eﬁ) (intervalle temporel ou la racine est
bien définie). Cela implique que la solution formelle y(t) est analytique dans le méme

domaine et ici on a D'estimation y(t) < ug + § (1 - \/1 + 2 Jog(1 — a(t — to))>.

REMARQUE 4.1 (Dimension supérieure & 1). Cette démonstration peut étre
adaptée tres simplement au cas d’un PdC en dimension quelconque, et a bien voir
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ca est effectivement une des raisons de l'importance de la méthode des séries majo-
rantes. La premiére remarque est qu’il faut travailler maintenant avec des fonctions
a valeurs vecteurs et cela complique les formules puisque il faut tenir en compte
toutes les composantes.

La deuziéme remarque est que une fonction analytique des plusieurs variables, f (x),
x = (21,...,24), peut étre écrite comme série de puissances :

fx)= Z Jrtsna @it xy

ni,...,ng >0

et une estimation similaire & la (11.4.2) est toujours valable. La composition de fonc-
tions analytiques donne encore une fonction analytique, seulement la formule (11.4.5)
va étre plus compliquée vu le nombre plus grand de vartables par rapport aux quelles
il faut développer.

La partie restante de la démonstration est exactement la méme, y comprise la
définition de série majorante vectorielle sauf introduire une norme au lieu de la
valeur absolue.

4.1. Recherche de la solution explicite pour (I1.4.6). On considere 'EDO :

1 1
T 1—a(t—to) 1 —blu—up)’

]

qui résulte & variables séparables (voir § V.3) et donc elle peut étre résolue par

quadratures :
u t
dt
1—b(u—u duzc/i.
/uo( (1 = uo)) v 1—al(t—to)

Ces intégrales sont élémentaires :

(u — ug) — g (u — up)? = _§1og[1 —alt—t)] .

on va résoudre ’équation précédente par rapport a u (équation du deuxieme dégré
dans la variable u) :

u(t):uo—l—% <1_ \/1+27lwlog(1—a(t—to))> .

5. Régularité des solutions du PdC

On a vu que si f est continue (et Lipschitz dans la deuxiéme variable) alors la
solution du PdC est C1(I), c’est-a dire elle est continue et avec dérivée premiere
continue.

Si f est plus réguliére alors la solution du PdC aussi, sera plus réguliere. Plus
précisément si f € C* alors la solution sera C*+1(Iy). On peut démontrer cela par
récurrence sur ’ordre de régularité k. Pour £ = 0 on connait déja le résultat, on va
assumer cela vrai pour k et on le démontre pour k + 1. Soit donc f € C**! et u une
solution de @ = f(t,u), puisque f est aussi f € C*, par hypothese d’induction u est
C**+1. La fonction composée f(t,u(t)) est C¥*1 (en étant composition de fonctions
CF1), mais 1 = f(t,u(t)), donc u € CF+2.

Si f € C*, infiniment dérivable avec toutes dérivées continues, alors u € C>.
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6. Conclusions

Dans ce Chapitre on a montré (de trois facons différentes) que le Probleme de
Cauchy admet une solution unique si la fonction f est assez réguliere. Quelle que
soit la régularité la solution est, en général, seulement locale (voir Exemple 1.6.2).
Dans le Chapitre III on étudiera la question de prolongeabilité des solutions et sous
quelles hypothéses on aura des solutions définies pour tout temps.

La méthode de Picard est puissante pour démontrer I'existence des solutions
mains elle n’est point utile pour déterminer les solutions explicites et/ou pour une
étude qualitative. On a donc besoin d’ étudier des méthodes qui vont nous permettre
(hélas seulement dans certains cas, néanmoins tres fréquents dans les applications
et donc utiles) de trouver une solution explicite. Cela sera le but des Chapitre V
et Chapitre VI. L’ étude qualitative des solutions sera étudiée dans un cas simple
(voisinage d’une solution d’équilibre) dans le Chapitre VII, et avec beaucoup plus
de détails dans le Cours de Master 1 Théorie Qualitative des Systémes Dynamiques.
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CHAPITRE III

Prolongement des solutions.

Dans ce Chapitre on va aborder et résoudre une question laissée ouverte dans le
Chapitre II, & savoir la question de prolongeabilité des solutions. Le Théoréme I1.1.2
nous permet de démontrer ’existence d’une solution définie dans un voisinage de la
condition initiale tg, In = (to —70,t0+70). On a déja vu des exemples ot la solution
n’est pas définie pour tout ¢ réel, cependant on peut espérer pouvoir prolonger la so-
lution donnée par le précédent Théoreme dans des intervalles contenants l'intervalle
Iy, jusqu’a obtenir une solution définie sur I'intervalle le plus grand possible.

Encore une fois pour simplifier les notations on ne considérera explicitement
que le cas scalaire, c’est—a dire dimension n = 1, mais toute la théorie peut étre
étendue au cas multidimensionnel.

1. Définitions et Théoréme d’existence

On remarque que dans tout ce Chapitre on va supposer vérifiées les conditions
du Théoreme I1.1.2, c’est—a dire existence et unicité locale des solutions.

DEFINITION 1.1 (Prolongement et Solution Maximale). On considére I’EDO
= f(t,u) et ui(t) et ua(t) deux solutions définies, respectivement, dans les in-
tervalles I = (a1,b1) et I = (aa,be). On appellera uy un prolongement de wuy

(1) L Cl ;
(2) u1(t) = ua(t) pour tout t € I.

Une solution qui n’admet aucun prolongement sera dite maximale.

Up(t).

| “\_/}
- w(®)

¢ Il

>

Fi1G. 1. Définition de prolongement : us prolonge u; au dela de I.

23
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EXEMPLE 1.2. Considérons le PdC

m = —2t%y?
u(0) =-—1;
1

dont la fonction y(t) = m=, définie pour |t| < 1, est une solution (démontrez-
le ou bien vérifiez-le). Cette solution est mazimale, puisque elle n’admet pas de

prolongement contenant |t| < 1.

On observe que la condition 2 peut étre affaiblie (si comme nous supposons
les conditions d’existence et unicité sont vérifiées) en demandant que uq(t) et ua(t)
coincident en un point de I, comme le Lemme suivant nous montre.

LEMME 1.3. Soient ui(t) et ua(t) deux solutions de ’EDO, u = f(t,u) définies
dans Uintervalle I = (a,b). Si il existe un point t € I tel que : ui(t) = ua(t), alors
uy = uo dans 1.

DEMONSTRATION. On considere séparément les cas t > ¢ et t < . Soit
Pensemble des points de (¢,b) olt u1 # uz. On suppose par absurde que E ne soit
pas vide et on appelle tg = inf F'; clairement on a t < tg < b et ui(tg) = ua(to).
Cela est banal si t = tg, par contre si ¢ < ty le résultat suit de la continuité des
solutions et de I’ égalité uy (t) = ua(t) pour t <t < to.

On consideére maintenant le PAC avec donné initiale (to, u1(to)) :

U = f(t,u)
u(to) =ui(to);

pour le Théoreme I1.1.2 il existe une solution unique dans I, voisinage de tg, donc
les deux solutions u; et ws doivent coincider : u; = uy dans I. Ce qui est en
contradiction avec : ui(t) = ug(t) pour t <t < to et uy(t) # ua(t) pour t > to.
On conclut que E doit étre vide, c’est—a dire il n’y a pas de points dans (¢,b) ou
U1 # ug, donc uy = up dans (¢,0).

De la méme fagon on montre que u; = uz dans (a,t) et la preuve du Lemme
est conclue. (]

Cela nous permet d’affirmer que deux solutions du méme PdC, définies dans
des intervalles différents coincident sur 'intersection des deux intervalles.

COROLLAIRE 1.4. Soient uy et us deux solutions d’un PdC' définies respecti-
vement dans Iy et Iy. Si Iy C Iy alors us est un prolongement de ;.

Le résultat suivant permet de répondre a la question fondamentale : toute EDO
admet—elle une solution mazximale ?

THEOREME 1.5 (Existence de solutions maximales). Chaque solution u(t) de
VEDO, u = f(t,u), admet un prolongement mazimal.

DEMONSTRATION. On appelle I, l'intervalle dans lequel la solution wu(t) est
définie. Soit U ’ensemble de tous les prolongements de u, chaque élément v € U est
défini dans un intervalle I, = (ay, by) : I, C I, et u(t) = v(t) dans I,,. De plus si v
et w sont dans U/ alors v = w dans I, N I,,.

Nous définissons les quantités suivantes

a=infa, et b=supb,.
veU veU
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Sit € (a,b) alors il existe v € U telle que t € I,,, on va définir la fonction 4 au point
t:u(t) = v(t). Cette définition est bien donnée, en fait si il existe aussi w € U telle
que t € I, alors on aurait pu définir @(t) = w(t), mais on a déja observé que v = w
dans I, N I, donc a(t) = w(t) = v(¢).

On va maintenant démontrer que @ est un prolongement de u. D’abord @ est
une solution de 'EDO : si t € I,, alors u(t) = v(t) et & = v dans un voisinage de ¢,
donc u(t) = 0(t) et

u(t) = o(t) = f(t,v(t) = f(t,u(t)).
Par construction @ est définie dans I = (a,b) et par définition de & on a I, C I,
pour tout v € U, donc I, C I. De plus pour chaque v € I on a u = v dans I, et
donc u = w pour tout t € I,,.

Il nous reste a prouver que u# est un prolongement maximal. Cela découle
immédiatement du fait que pour tout v € Y on a I, C (a,b). O

Dans la prochaine section nous allons étudier les “raisons géométriques” qui
permettent ou pas de construire un prolongement, c’est—a dire le comportement
des solutions pres de la frontiere de U'intervalle de définition locale.

2. Construction du prolongement

La possibilité de construire un prolongement est liée au comportement de la
solution quand on s’approche au bord de Uintervalle d’existence locale. Si v(t) est
une solution de u = f(¢,u) dans (a, b) et si on suppose que la limite suivante existe :
(I11.2.1) lim v(t) = v,

t—b—
et le point (b, vo) appartienne a l’ensemble ol f vérifie les conditions du Théoreme I1.1.2,
alors on considere le PAC suivant :

qui par le Théoreme de Picard admet une solution unique dans un voisinage de b,
que nous allons appeler w(t). Mais alors la fonction

_Jo(t) dans (a,b)
Mﬂ_{mw dans [b,b + o),

est un prolongement de v, en étant une solution de @ = f(¢t,u) dans (a,b+ ro) :
puisque (a, b+ rg) contient (a,b) et u(t) coincide avec v(t) dans (a,b).

Pour démontrer que u(t) est une solution il faut vérifier que u(t) est dérivable
en b et elle y vérifie I’ équation différentielle. Tout d’abord on vérifie que la limite
lim; ., u(t) existe et donc la continuité de u. Par définition de u, u(b) = w(b) et
w(b) = vy en étant solution du PdC, donc

lim u(t) = lim v(t) =vo = lim w(?) = lim u(t).
t—b— ( ) t—b— ( ) 0 t—bt ( ) t—bt ( )

Pour le Théoreme de Lagrange (u est continue dans (a,b] et dérivable dans

(a,b))(voir § A.2) on a pour tout t € (a,b) :

u(t) —u(b) _ .
ﬁ—u(f),
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u
u)
Vo
b
a t bb+r, t

FiG. 2. Construction du prolongement.

avec £ € (t,b), mais
u(§) =0(&) = f(&,v(8))-
En passant a la limite t — b~ on a (£ — b, continuité de u et par hypothese le
point (b, v9) appartient au domaine de continuité de f(¢,u)) :

lim u(t) — u(b)

t—b— t— b - f(b, UO) ’
de la méme facon on peut démontrer que
t) —u(b
lim U( ) U( ) = f(b7 U0)7

t—bt t—b

et donc la dérivabilité de u en b ou elle vérifie I’ équation différentielle.

La méthode ici présentée est assez générale mais elle a un point faible dans
la limite (II1.2.1) : ce n’est pas toujours facile & démontrer que cette limite existe,
puisque en général on ne connait pas une forme explicite de la solution. Les deux
résultats suivants nous permettent de résoudre la question dans certains cas.

THEOREME 2.1. Soit u(t) une solution de u = f(t,u) définie dans (a,b). Nous
supposons qu’il existe une suite (tn)n>0 strictement croissante telle que :

(I11.2.2) lim ¢, =b et lim wu(t,)=ug,

n—oo n—oo

et que le point (b,ug) appartienne au domaine, A, ot [ vérifie les hypotheéses du

Théoreme I11.1.2. Alors

(I11.2.3) lirgl u(t) = uo,
t—b—

et donc la solution u admet un prolongement.

DEMONSTRATION. Puisque A est ouvert on peut trouver deux intervalles, I et
J, centrés respectivement en b et ug (qui appartiennent & A par hypothese), tels
que I x J C A. On dénote M = sup;, ;| f(t,u)|. Pour démontrer I'existence de la
limite (III.2.3) on prouvera que pour tout € > 0 il existe j € N tel que sit; <t <b
alors on a : |u(t) — ug| < e.

Soit € > 0 suffisamment petit pour avoir (ug — €,ug + €) C J, il existe j € N
(suffisamment grand) tel que ¢; € I et :

€

4M
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Si on arrive a démontrer que
€
(II1.2.4) lu(t) —u(t;)] < 3
pour t; <t < b, alors on a finit puisque :
€ €
u(t) — ol < fu(t) — w(ts)| + fult) — ol < £+ 5 <.
comme on voulait démontrer.

Pour prouver (I11.2.4) on proceéde par contradiction, on suppose que celle—ci ne
soit pas vraie et donc que I'ensemble E = {t € (t;,b) : [u(t) — u(t;)| > 5} ne soit
pas vide. Soit 7 = inf E, puisque |u(t) — u(t;)|;=t, =0 et §>0on a1 >t;.

Si on prend & € (t;,7) on a (par définition de 7) |u(§) — u(t;)| < § et donc
€
2 3
mais (ug — €, ug +€) C J donc u(§) € J. Puisque t; € I et £ € (t;,b) ona e let
donc le couple (&, u(§)) appartient a I x J ou on a lestimation |f(¢,u)| < M, donc

(&) = [£(&,u(@))] < M.

Si on utilise le point & pour le Théoreme de Lagrange on a

|u(r) = ulty)] = |a(€) (T — ;)

[u(©) — o] < Ju(€) = u(ty)] + [ulty) = uol < 5 +

et

€ ) € €

=< () — ulty)| = [a(€) (7 — 1) | < Mlp—t;] < Mo = =,
et voila une contradiction : § < §, donc E est vide, c’est-a dire pour tout ¢ € (¢, b)
on a |u(t;) —u(t)] < §. O

Ce résultat peut étre récrit de la facon suivante :

THEOREME 2.2. Soit u(t) une solution mazimale de I’ équation 4 = f(t,u) et
soit (a,b) son intervalle de définition. Pour tout compact K, contenu dans A (ot
f vérifie les hypothéses du Théoréme I1.1.2) il existe 6 > 0 (qui dépend de K ) tel
que pour tout t € (a + 8,b— 0) alors (t,u(t)) n'appartient pas d K.

DEMONSTRATION. On suppose que la thése soit fausse, donc on a une infinité
de points (¢;),>0, arbitrairement proches et qui convergent vers b (le méme raison-
nement peut étre fait pour a), tels que (¢;,u(t;)) appartienne & K. Puisque K est
compact on peut extraire une sous-suite (t;, )n>0, tel que u(t;, ) converge vers un
point ug, donc (¢;,, u(t;,)) — (b,uo) € K C A. Mais alors pour le Théoréme 2.1 la
solution u(t) serait prolongeable en contradiction avec le fait que u(t) soit maximale.

O

REMARQUE 2.3. Le résultat précédent nous dit que lorsque t — b~ le point
(t,u(t)) se dirige vers la fronticre de A (un résultat similaire est vrai pour t — a™),
mais il ne faut pas croire qu’il converge vers un point de A, comme [’exemple
sutvant nous montre.

EXEMPLE 2.4. On considere I’ équation différentielle

, et 1
U =1u— — cos —,
12 t
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F1c. 3. Géométrie du Théoreme 2.2.

la fonction f(t,u) = u — f—; cos% ne vérifie pas les hypothéses du Théoréme I11.1.2

(elle n’est pas bornée) ; elle est cependant continue et Lipschitzienne dans A =
(0, +00) X R avec constante de Lipschitz L = 1.

La fonction y(t) = e'sin 1, pourt > 0, est une solution (vérifiez-le) de I’ équation
différentielle. La frontiére de A est {0} x R, et quand t — 0% le point (¢,y(t)) ne
converge vers aucun point de A, en fait pour tout yo € [—1,1] on peut trouver
une suite (tn)n telle que : t, — 0 et y(tn) — yo pour n — oo. Par exemple soit
By € [0,27) tel que sinfy = yo alors la suite t, = (6 + 27m)_1 vérifie :

1

:m—)() pour n — o0

n
et
y(tn) = elbo+2mm) ™! iy (6p + 27n) = eot2mm) ™" i 0 = e(9°+27m)71y0 — Yo,

puisque et — 1 quand t — 0.

t

F1c. 4. Graphique de la fonction y(t) = e’ sin 1 proche de ¢ = 0.
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REMARQUE 2.5 (Cas prolongeable). On considére le cas ot A est de la forme
I xR, avec I = (o, B) intervalle de R. Si f est bornée : |f| < M dans A, et si u
est une solution dans (a,b) C (a, B), alors elle est bornée dans un voisinage de b et
donc la solution est prolongeable.

Soient t,s € («, ), alors pour la solution on peut écrire, en utilisant la borne
sur f :

u(®) ~ulo)] = | [ srur)dr| < e s,

d’ot, on obtient que u est bornée. De plus cette relation implique par le critére
de Cauchy que u(t) — ug quand t — b et pour le Théoréeme 2.1 la solution est
prolongeable.

K2

X
K1 ‘ 2

— |Ju=-L

F1a. 5. Géométrie du Théoreme 2.2 pour A = (a,b) X R.

Cette remarque nous donne un bon outil pour comprendre quand une solution
est prolongeable : solutions bornées dans un voisinage de b et/ou a. On a donc

COROLLAIRE 2.6. Soit u(t) une solution de & = f(t,u) dans (a,b) C («, )
(on rappelle que f est définie dans (o, 3) x R). Si il existe deux constantes P > 0
et Q > 0 telles que pour tout t € (a,b) et u € R on a :

(I11.2.5) |f(t, u)] < P+ Qlu| (ces fonctions sont appelées sublinéaires),

alors pour tout t,s € (a,b) on a :
P
o] = |+ luts) | 2.

DEMONSTRATION. De I’ équation différentielle et de la borne sur f on a :
[a(t)] < P+ Qlu(t)];

puisque la fonction valeur absolue n’est pas dérivable nous allons la “régulariser” en
posant o > 0 et z(t) = /o2 4+ u2(t), alors pour tout ¢ € (a,b) on a :

10 = | g < a0,

version 7 mai 2008 Timoteo Carletti



p- 30 Chapitre IIT

ol on a utilisé estimation y/x2 + y2 > |z|. Donc on obtient
2] < P+ Qlu(t)] < P+ Q[=(1)],

c’est—a dire :

d
|Zlog (P+Qz(1) | < Q.
et avec une intégration entre t et s :
P+ Qz(t)
log————= < Q|t —
OgP—i—Qz(s) < Qlt—sl,

qui revient au méme que :
P+ Qz(t) < [P+ Qz(s)] el
Mais Q|u(t)] < Qz(t) < Qz(t) + P donc :
ju(t)) < 2L g,

pour tout ¢, s dans (a,b) et pour tout o > 0. Si on passe maintenant & la limite
pour ¢ — 0%, on a z(t) — |u(t)] et :

o)l < |+ luts) | @,

On conclut cette section avec le résultat suivant

THEOREME 2.7. Soit f(t,u) définie dans A = I xR, avec I = («, 3). Supposons
que pour tout compact K C I il existe deuzx constantes Pk et Qg , telles que :

(I11.2.6) If(t,u)] < Px + Qxlu| Vte K VueR.

Alors chaque solution u(t) de | équation i = f(t,u) est prolongeable en une solution
définie dans tout I.

DEMONSTRATION. Soit u(t) une solution et soit u(t) la solution maximale
définie dans (a,b) C I. Si on avait b < 3 alors en prenant un compact (a,b) C K C I
par le Corollaire 2.6 @ serait bornée dans un voisinage de b, mais cela implique (re-
marque 2.5) qu’elle est prolongeable au dela de b, qui est absurde puisque u est
maximale. Un méme raisonnement peut étre fait pour a et donc on conclut que
toute solution u est prolongeable dans I tout entier. (|
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CHAPITRE IV

Dépendance continue par rapport aux
parameétres.

Dans ce Chapitre nous considérerons brievement le probleme de la dépendance
d’une solution d’un PdC (sous conditions d’existence et unicité) par rapport aux
données initiales et & des parametres dont la fonction f pourrait dépendre.

Nous montrerons d’abord un résultat de dépendance continue de la solution du
PdC par rapport aux parametres et aux conditions initiales, ensuite nous prouverons
un résultat de dépendance différentiable par rapport aux parametres et énoncerons
le résultat de dépendance différentiable par rapport aux conditions initiales. Ensuite
nous donnerons quelques estimation sur I’écart entre deux solutions du méme PdC
mais avec données initiales différentes et comment se comportent deux solutions de
deux PdC “proches I'un de 'autre” avec méme données initiales.

1. Dépendance Continue par rapport aux parametres

Considérons un EDO en forme normale scalaire (le cas vectoriel pourra étre

considere de fagon similaire) qui dépend des parametres réels pq, ..., :
(Iv.1.1) = f(t,z,p),
ol nous avons utilisé la notation compacte g = (u1, ..., w).

La fonction f est définie dans 'ouvert A C R!*2 ot elle et sa dérivée premiere
par rapport & x, sont des fonctions continues par rapport aux variables (¢, x,u).
Fixons les conditions initiales (o, xo) pour le PdC :

T = f(tv xvﬂ')
(IV.1.2) {x(to) o

et désignons par M C R l'ensemble des points p tel que le point (to,xo, ) soit
dans A. 11 est évident que M est ouvert dans R! et que & tout point p € M on
peut associer une unique solution mazimale, ¢(t, p), du PAC définie dans I'intervalle
mi(p) <t < ma(p) qui dépend évidemment de p.

Soit T ’ensemble des couples (¢, u) pour lesquels la fonction ¢(t, p) est définie;
cet ensemble peut étre défini par les deux conditions :

pE€Mette (mi(p),ma(p)) .
On peut donc démontrer le résultat

THEOREME 1.1. L’ensemble T est un ouvert de Rt et la fonction ¢(t, u) est
continue sur T.
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IR?

AN e

Fic. 1. L’ensemble M.

DEMONSTRATION. Soit (£*, #*) un point de T', nous allons démontrer que tout
point (t,u) € R suffisamment proche de (t*, u*), appartient & T (et donc T est
ouvert) en montrant que ¢(t, 1) est bien définie. De plus Iécart |¢p(t, p) — p(¢*, u*)]
est petit d’out la continuité de ¢.

Nous allons considérer séparément les deux cas tg > t* et ty < t*, mais puisque
le traitement du deuxieme est tres fort similaire au premier nous développerons en
détails seulement le premier.

Puisque (t*,p*) € T par définition ¢(t*, u*) est bien définie et il doit résulter
t* < ma(p*), c’est pour ¢a qu’il existe ro € (t*, ma(u*)) tel que ¢(¢, u*) soit définie
pour tg <t < 7.

Quand t parcourt U'intervalle [tg, 2], le point (¢, ¢(¢, p*), p*) décrit une courbe,
appelée Q dans R!*2. Soit P un voisinage tubulaire de la courbe Q défini par les
conditions :

(IV13) to St§T27 |$—¢(t,ll,*)| SCL, |I‘L_”*| Sba

ou a et b sont deux réels positifs suffisamment petits afin que P soit contenu dans
A; cela est toujours possible puisque P est fermé, borné et contenu dans 'ouvert

A.

La dérivée de f par rapport & x est continue et donc bornée par un certain
K > 0 sur P, donc griace au Théoreme de Lagrange (ou de la valeur moyenne,
voir § A.2) on peut conclure que :

(IV.1.4) |[f(t, 1, ) — f(t, 22, 1) < K|v1 — 22| V(t,25,p)i=12 €P.

La fonction f est uniformément continue sur P, en étant une fonction continue sur
un compact, donc pour tout € > 0 il existe d1(¢) > 0 (qui ne dépend que de €) tel
que pour tout couple (;, x;, f;)i=1,2 dans P on a :

|[f(t1, 21, 1) — ft2, za,pm2)| <€,

des que les points (t1, 21, 1) et (t2, T2, p2) sont au moins §;—proches. En particulier
on a :

(IV.1.5) [ft,z,p) — ft,z,p")| <e V|p—p'| <,
si (t,x,p) et (¢, z, p*) appartiennent & P.
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H (o) 1)

FiG. 2. La géométrie pour le Théoreme 1.1. En foncé la courbe
o(t,p*), en trait la courbe ¢(t, p), en pointillé—trait le voisinage P.

Soit |p — p*| < b et prenons maintenant comme coordonné z la solution du
PdC, ¢(t,u), avec donné initiale (tg,xo), définie pour mi(p) < t < mo(p). Le
Théoreme I11.2.2 affirme que le point (¢, ¢(¢, p), 1) doit quitter Pensemble fermé P
quand t — ma() ; soit to le premier instant auquel le point atteint la frontiere de
P. 1l est évident que tg < to < ro, car si to > rq, alors le point (¢, z, u') aurait déja
quitté ’ensemble P.

nous allons maintenant estimer I'écart |¢(t, p) — (¢, u*)| sur Uintervalle tg <
t < to. L’expression intégrale de la solution (rappelons que les données initiales
coincident) nous permet d’écrire

ot p) — o(t, 1" :/ (f(s,0(s, ), 1) = [ (5, 0(s,17), 7)) ds Yt € [to, t2] .

to

Le terme dans l'intégrale peut étre controlé grace aux estimations (IV.1.4) et (IV.1.5) :

|f(8,(]5(8,[l,),[l,) - f(Sv ¢(87M*)7“*)| < |f(8,(]5(8,[l,),[l,) - f(S, ¢(87P’*)7“)|
(s, 0(s,17), 1) = f(5,0(s,7), n7)| < K[d(s,p) — ¢(s,17)[ + €,

si | — p*| < 61(€). Finalement on peut conclure que :

t
|(]5(t,/l,) - ¢(t7“*)| < K|¢(S7“) - (]5(8,[11*” ds + E(t - tO) :
to
Le Lemme 1.2 (dont la démonstration sera faite dans le paragraphe 1.1 pour ne pas
interrompre cette démonstration), nous permet de conclure que :

(IV.1.6) |¢@u)—¢@uﬂh;%(a“”4ﬂ—1):m@,

qui définit la constante co.

Dans la suite nous choisirons € > 0 tel que d1(¢) < b et cae < a, et supposerons
que i — | < 8i(e).

Nous allons démontrer que t3 = 19 de sorte que la solution ¢(t, u) est définie
sur tout le segment [tg,r2]. Par hypothese le point (2, ¢(t2, 1), pt) appartient a la
frontiere de P, donc au moins une des inégalitées (IV.1.3) doit étre une égalité.
Mais par hypothese

= p*| < di(e) <D,
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en outre par la (IV.1.6) on a :

|¢(tall‘) - ¢(tall‘*)| S €ce < a,

puisque to > tg on doit forcement avoir to = ro.

En résumant nous avons démontré que pour t* > ¢, il existe ro > ¢y et (pour
tout € > 0 suffisamment petit) 61 = d(e) tels que pour ¢ < ¢ < rg et |[u— p*| < d1,
la solution ¢(¢, ) est bien définie (donc le point (¢, ) appartient & T) et de plus
0t 11) — 6(t 1%)] < cae

De fagon similaire nous pouvons démontrer que pour tg > t*, il existe r; < g et
(pour tout € > 0 suffisamment petit) d2(€), tels que pour 1 < ¢ < ¢y et |p—p*| < do,
la solution ¢(¢, ) est bien définie (donc le point (¢, ) appartient & T') et de plus
|o(t, ) — &(t, p*)| < c1€, pour une certaine constante positive ¢;.

Nous pouvons donc conclure que pour tout t* (plus grand ou plus petit que tg)
il existe r = min{ry,r2} > 0 et (pour tout € > 0 suffisamment petit), § > 0 tels que
pour

[t—t|<r et |p—p*l<d,
la solution ¢(t, p) est bien définie et donc le point (¢, ) appartient a T et I'inégalité

(IV.1.7) lp(t, ) — (t,p")] < ce

est vérifiée, avec ¢ = max{ci, ca}. Montrons que cela implique que ¢(¢, p) est conti-
nue au point (¢*,p*) :

lo(t, ) — o™, u)| < |o(t, ) — ot 7)) + |o(t, 1") — G(t", 7).
Soit € > 0 suffisamment petit, alors le premier terme est plus petit que ce, grace a
Pestimation précédente (IV.1.7), et le deuxieéme est petit grace & la continuité de la
solution du PdC par rapport au temps.

Le Théoreme est ainsi démontré modulo la preuve du Lemme 1.2 qui sera faite
dans le prochain paragraphe.

1.1. Un Lemme technique [Théoréme de la comparaison]. Dans ce
paragraphe nous montrons le Lemme suivant qui a été utilisé dans la preuve du
Théoreme 1.1.

LEMME 1.2. Soit u(t) une fonction positive et continue sur un intervalle [to, t1],
qui satisfait, pour tout t dans le méme intervalle, l’inégalité

u(t) < / (au(s) +b) ds,

to

pour des constantes positives a, et b. Alors on a l’estimation

b
n<? ( a(t—to) _ 1) 7
u(t) < e
pour tout t € [to,t1].

Ce Lemme est en fait contenu dans le suivant résultat plus générale, qui sera
donc démontré

THEOREME 1.3 (Comparaison !). Soient fi(t,x) et fa(t,x) fonctions continues
telles que f1(t,x) < fa(t,x). Soient ¢;(t), i = 1,2, les solutions des PdC & = f;(t, x)
LCelui qui marche plus doucement, n’arrive pas plus loin; mais il peut arriver que la vitesse

de ¢1 & un instant donné soit plus grande de la vitesse de ¢ au méme instant.
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avec donnée initiale x(tg) = xo, définies sur Uintervalle a < t < b. Alors pourt > t,
dans (a,b) on a ¢1(t) < ¢@a(t) et pour t < tg dans (a,b) on a ¢1(t) > ¢a(t)

DEMONSTRATION. Soit 6 = sup{s : ¢1(t) < ¢2(t) pour tout ¢ty < ¢ < s}, par
hypothese tg < 6 < b. Si € = b on a fini, supposons donc que # < b; par la
continuité de ¢1 et ¢o on a ¢1(0) = ¢2(0). Mais en étant solutions de V'EDO les
fonctions vérifient

P _ fitt o) e @),
qui pour ¢t = € nous donne :
dos (6 doo (6
WO — 10.010) < 10,6200 = 220

Cette relation implique que ¢1(t) < ¢2(t) dans un voisinage droit de 6, donc 6 ne
peut pas étre le plus grand point ol ¢1(t) < ¢2(t). On conclut que 6 = b.
De la méme facon on peut étudier le cas t < tg. ([

Nous allons maintenant montrer pourquoi le Lemme 1.2 suit du Théoreme de
la confrontation.

Soit € > 0, fi(x,t) = ax + b et fa(xr,t) = ax + b+ ¢, avec les constantes a et b
introduites dans le Lemme 1.2. Alors appelées u, respectivement v, les solutions du
PdC & = fi(z,t), respectivement & = fa(z,t), avec donnée initiale z(ty9) = 0. La
fonction u vérifie donc : .

u(t) < / (au(s) +b) ds

to

mais par le Théoreme 1.3 (en étant fi(x,t) < fa(z,t)) :

u(t) < ’U(t) Vit € [to,tl] .
avec v(t) déterminée explicitement :

’U(t) _ b+ € (ea(tft[)) _ 1) ,
a

donc

b+e/ 4
u(t)gT(e (=0 _1) Ve [to,t].

Puisque toutes les estimations sont valables pour tout € > 0, on peut passer a la
limite € — 0T et conclure que :

b
u(t) < - (ea“*tf)) - 1) Vit € [to, t1] .

2. Dépendance continue par rapport aux données initiales

Dans cette section nous allons montrer que la solution d’'un PdC dépend de
fagon continue des données initiales. Considérons une EDO en forme normale sca-
laire (le cas vectoriel pourra étre consideére de fagon similaire)

(IV.2.1) @ = ft,z),

ot la fonction f est définie dans 'ouvert A C R? et y est continue avec sa dérivée
premiére par rapport & z. Pour toute condition initiale (1,£) € A, le PdC :

z = f(t,x)
(IV.2.2) {w(T) o
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a une et une seule solution mazimale, ¢(t,7,§), définie pour t € (mq(7,§), ma(7,§)),
c’est—a dire la fonction et son domaine de définition dépendent des données initiales.
Soit S C R3 I'ensemble des points (¢,7,£) pour les quels la solution ¢(t,7,€) est
définie. C’est clair que cet ensemble peut étre défini par les conditions :

(7—7 5) €EAette (ml(Ta g)va(Tv 5)) .
On peut donc énoncer le résultat

THEOREME 2.1. L’ensemble S est un ouvert de R? et la fonction ¢(t,,£) est
continue sur S.

DEMONSTRATION. La preuve de ce Théoreéme sera obtenue comme Corollaire
du Théoreme 1.1, nous allons donc montrer comment lier la solution ¢(¢,7,€) a un
probleme avec parametres.

Pour (1,£) € R?, soit s un “nouveau temps”, défini par t = 7 + s et soit y
une nouvelle variable 2 = £ + y. Nous voulons lier une solution une solution x(t)
avec une solution dans les nouvelles variables y(s) ; TEDO (IV.2.1) peut étre récrite
comme :

dy(s) _ d da(t) dt

75 = g5 @) =8 =— =2 = f(t,2(t) = f(T+s,y(s)+E) = 9(5,9,7,6),

ou nous avons utilisé le fait que £ est une constante et nous avons introduit la
définition de la fonction g(s,y,7,&).

La fonction g(s,y, 7, &) est définie pourvu que (s+7,y+¢&) € A, cette condition
définit un ensemble A C R%. On peut aisément montrer que A est ouvert et que g
et dyg sont continues dans cet ensemble.

La condition initiale z(7) = & devient dans les nouvelles variables y(0) = 0,
donc le PAC (IV.2.2) se récrit comme

W = g(s,y,7,8)
y(0) =0,

et on observe que maintenant 7 et & sont considérés comme des parametres. Ce PdC
vérifie les hypotheses d’existence et unicité, soit y = (s, 7, €) la solution maximale
qui pour s = 0 passe par le point 0, c’est—a dire ¢(0, 7,&) = 0. Par le Théoréme 1.1
cette solution (avec données initiales fixées) est définie dans un ensemble ouvert
T C R? et y est continue par rapport & ses variables.

Le changement de variables peut étre inversé pour donner :

Qb(taTag) :€+w(t_7'v7'v§)v

on peut vérifier que cette fonction ¢(t, 7, &) est solution du PAC (IV.2.2), de plus la
transformation de (s, 7,&) & (¢,7,&) est affine et donc envoie ouverts en ouverts. Si
S est 'image de T par cette transformation nous pouvons conclure que la solution
o(t,7,€) est définie dans un ouvert et continue sur cet ouvert. ]

Les Théoremes 1.1 et 2.1 peuvent étre réunis dans un seul énoncé qui tient
compte des parametres et des conditions initiales :

THEOREME 2.2 (Dépendance continue de parameétres et données initiales).
Soient f(t,x,u) et Oy f(t,,m) fonctions continues dans un ouvert A C R**! oq
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= (p1,..., 1) sont des paramétres réels. Soit ¢(t,7,&, ) la solution mazimale du
PdC
{j? = f(tv xv”)
x(r) = ¢,

avec (1,&, ) € A. Alors cette solution est définie et continue dans un ouvert de
R¥* (=R, x Ry x Re xR ).
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CHAPITRE V

Quelques solutions explicites.

1. Introduction

Dans le Chapitre II on a vu que le Probleme de Cauchy @ = f(t,u), avec
u(tp) = up a une solution si f est continue, et de plus la solution est unique si
f est Lipschitz par rapport a la deuxieme variable. Mais hélas, le Théoréeme ne
nous donne aucune facon de déterminer explicitement la solution, sauf si f est
linéaire et indépendante du temps, on aura donc besoin de “trucs et astuces”qui
nous permettent de travailler en beaucoup de cas intéressants.

EXEMPLE 1.1 (f(t,u) = Au). Soit A une matrice n x n réelle, constante et
soit f: R x R™ — R™, définie par : f: (t,u) — Au. On affirme que le PdC :

{1'1— f(t,u) = Au

u(to) =g,

a une et une seule solution (quelque soit ug € R™ et tg € R), de plus cette so-
lution définie pour tout t € R est donnée par : u(t) = eAt"t)ug, ou eAlt—t) =
S wso AR (t — to)k /K! est Uexponentielle de la matrice A(t — to).

f est linéaire et donc vérifie une condition de Lipschitz avec constante L =
[|A|| = maxi<i j<n |aij|, ¢’est-a dire la norme de la matrice A. Ca suffirait donc
de vérifier que u(t) est bien une solution pour conclure grace & l'unicité, mais on
va donner une démonstration constructive a l'atde du Théoréme de Picard.

On construit la suite :

t
ug =ug et pourk >1: uk:u0+/ Aug_1(s)ds.

to
Les premiers termes de la suite sont :
t
u = ug-+ / AUO ds = ug + Auo(t - to)
to
! o (t—t)?
u = ug+ A[UO+AUO(S—t0)] ds:u0+Au0(t—to)+A U.OT,
to
et par récurrence sur k on peut monter que :
t—t t—to)k
ui, = UQ—FAUO(t—to) +A2II0 0 : +AkUQ%.

Le Théoréme de Picard nous dit que la solution du PdC' est obtenue comme limite
de la suite (ug)k, donc u(t) = limy Ef:o ALt —to) /1.
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2. Variations des constantes : cas linéaire, dimension 1.

On va considérer ici un cas particulier d’équation linéaire scalaire, qui sera
étudié dans un contexte plus générale dans le Chapitre VI. Soit donc 1’ équation :

(V.2.1) y' = a(z)y +b(z),
ot les fonctions a et b sont continues et définies sur un intervalle I (qui peut coincider
aussi avec R tout entier). Les hypotheses du Théoreme I1.1.2 sont vérifiées :
(1) f(z,y) = a(z)y + b(z) est continue dans T x R, puisque a et b le sont;
(2) f(z,y) = a(x)y + b(x) est Lipschitz par rapport a la variable y, avec
constante L = max.¢s |a(z)] :

£ 1) = S 2)| = lo@) 1 — vl < max|a(@)llon — vl

(3) pour tout J = (a, 3), intervalle borné de R, il existe M = L max{|a/|, |3]|}+
maxzer |b(z)], tel que |f(z,y)| < M :

|/ (@, )] < la(@)llyl + [b(2)] < Lmax{|al, |5} + max|b(z)] = M .

On a donc existence et unicité pour le PAC avec donnée initiale dans I x J. Nous al-
lons maintenant construire une solution, qui sera donc la seule solution de I’ équation
différentielle.

L’ équation (V.2.1) n’est pas homogene & cause du terme b(zx), ignorons—le pour
le moment et considérons 1’ équation homogéne associée :

y =alx)y,
il est immédiat de montrer (vérifier) que si A(z) = f;o a(&) d§ alors ypom(z) =
eA(®)yq est sa solution avec donnée initiale y(zo) = yo.
Nous allons chercher la solution de 1’équation (V.2.1) dans la forme y(x)

eA@)y(x), ol v est une fonction inconnue qui sera déterminée en imposant que y(z)

vérifie (V.2.1) :
d
a(z)y +b(z) =y = vd—eA(””) + 4@y = pa(z)ed® 4+ Ay
x
donc v doit résoudre :
v = b(z)e 4@

La solution générale de (V.2.1) est :

y(z) = A® ( [ were e ag+ ) ,

avec ¢ constante arbitraire a déterminer pour satisfaire la condition initiale.
La méthode doit son nom au fait que la solution a été trouvée en “variant la
constante yo de la solution homogene”.

3. Variables Séparables.

Le concept de solution, comme d’ailleurs de fonction, a changé dans le temps;
dans un premier temps déterminer une solution signifiait trouver une fonction com-
posée en partant de polynomes, exponentielles et logarithmes. Plus tard on a admis
dans le role de solution acceptable aussi les intégrales de polynomes, exponentielles
et logarithmes, cela a été un gros pas puisque généralement on ne sait pas intégrer
ces fonctions et donc la solution restait quelque peu cachée.
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Pour cette raison quand une EDO peut étre résolue en terme d’intégrale de
fonctions simples (polynémes, exponentielles et logarithmes), on dira par quadra-
ture, on peut se considérer heureux et croire avoir une solution explicite. Cela arrive
quand ’EDO scalaire du premier ordre est a variables séparables, ¢’est—a dire quand

ft,u) = g(t)h(u).
La solution de © = g(t)h(u) peut étre obtenue comme suit, s’il existe un point
@ tel que h(a) = 0 alors la fonction u(t) = @ est une solution '. Autrement soit
G(t) = ft g(s) ds une primitive de g et W(u) = [*1/h(z) dz une primitive de 1/h,
alors en divisant par h(u) PEDO et en intégrant par rapport & ¢ on obtient :

/ | héiffi» w5~ [ (o)

dans la premiere intégrale on peut changer la variable d’intégration de s & u et donc
la solution en forme implicite :

ou la constante ¢ sera fixée par la condition initiale : ¢ = W(ug) — G(to). Si de plus
W est inversible on pourra écrire :

u(t) = WH(G(t) + W (uo) — G(to)) ,
oll nous avons noté par W1 la fonction inverse ou réciproque de W.

3.1. Attentions : tournants dangereux! Il faut faire tres attention quand
on inverse la fonction W et on détermine un solution explicite, on peut vite se
tromper comme ’exemple suivant nous montre.

EXEMPLE 3.1. On considére le PdC

v =k
y(0) =m.

Avec les notations précédentes h(y) = 1/ cosy, g(x) = 14 2z et d’aprés ce qu’on
vient de dire si W(y) = [Y1/h(y)dy = siny et G(z) = [* g(z)dr = x + 22, une
solution est donnée en forme implicite par :

siny(r) =z + 2> +c,
et pour satisfaire la condition initiale on pose : ¢ = 0.

On voudrait rendre explicite cette relation a l’aide des fonctions trigonométriques
inverse et on serait tenté écrire :

y(x) = arcsin(z + %),
mais hélas y(0) = arcsin(0) = 0 # 7 : la condition initiale n'est plus vérifiée. Le
probléme est que la fonction sin n’est pas globalement inversible et arcsin est son
inverse seulement dans [—7/2,m/2], nous voulons par contre inverser le sin dans
un voisinage de w (condition initiale), on va donc poser z = y — w et la solution
implicite devient :
x + 2? = sin (z(z) + 7) = —sinz(x),

1Si on doit résoudre le PAC @ = g(t)h(u) avec u(to) = uo, alors si ug # @ le PAC n’a pas de
solution. Autrement dit le PAC a solution seulement pour les données initiales u(tg) = ug telles
que h(up) = 0.
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ot nous avons utilisé les propriétées de la fonction sin ; on peut finalement inverser
la fonction sin dans un voisinage de 7 et on obtient :
z(z) = —arcsin (z + 2°)
et en retournant a la variable initiale :
y(z) = 7 — arcsin (z + 2?) .
Nous pouvons vérifier que, y(x) est bien une solution 2 :

Y (z) = — 1+ 22 _ 1+ 22 _ 1+ 22
Ji—@+a?  J1-pinr—y@)? V@

et y(0) = 7.
3.2. Cas a reconduire a Variables Séparables. On considere I’ équation :
y' = flax + by +¢c),

avec b # 0 (autrement on intégre directement), soit u = ax + by + ¢; dans cette
nouvelle variable I’ équation peut étre récrite comme :

W = a+by(2) = a+bf(u).
qui est & variables séparables g(t) = 1 et h(u) = a + bf (u).
EXEMPLE 3.2. Résoudre 1’ équation :
y =sin(z+y+3).
On pose u=1x+y+ 3 et on se raméne a étudier :
u =1+sinu,

qui peut €tre résolue comme suit :

+_/ du _/ 2dt 2
T [ T sine ) @r02 T 14t

ot nous avons utilisé le changement de variables (ou bien truc trigonométrique)
sinu = 2t/(1+t2) avec t = tanu/2, donc cosu = (1 —t2)/(1 +t?) et

du du 1 d 2t 1—12 1+ 144
— = - — =2 dt .
1+sinu 14sinucosudt \ 1+ ¢? (I+2)21 -2 (1+1¢)2
Finalement la solution est x +c = —2/(1 + tany), qui peut étre inversée pour

donner :

2 2
u=—2arctan(1+—) = y = —2arctan (1+—> -z —3.
Tr—+c xr+c

2Nous rappelons ici la régle de dérivation pour la fonction inverse, soit vg = f(ug) alors
Dy f~(vo) = 1/Du f(uo). Montrons que Dans notre D, arcsin(vg) = 1/4/1 — v2 ; en fait arcsinv

est la fonction inverse de sinu restreint & [—m/2,7/2]. Soit ug € [—7/2,7/2] et vo = sinwug, alors
par la régle générale on a Dy arcsin(vg) = 1/Dy sin(ug) = 1/ cosug, mais cosug est positif car

ug € [-m/2,7/2], donc cosug = /1 —sin2ug = /1 — 22.
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3.3. Equations Homogénes. On appelle homogene une équation de la forme

/= ()

si on pose y = wux alors I’équation dans la nouvelle variable u est a variables
séparables, puisque ¥’ = v/ + u, on a :

1 f(u)_u

u = )

x

EXEMPLE 3.3. Résoudre I’ équation
L a2 ty?
y =
Ty
On remarque que

22+y? oz oy 1

Z="4u,
xy y T ou
avec y = ux, donc I’ équation peut étre récrite comme

, 1

u = —

dont la solution (en forme implicite) est

T’
% logla] +
5 = logla| +ec,
d’ot : y = x+/2 (log x| + ¢).

4. Equation de Bernoulli
Une équation du premier ordre de la forme

Y +a(z)y = b(z)y®,

(olt on peut supposer « # 0 et o # 1, puisque autrement on retombe sur un cas
déja étudié : cas linéaire) est dite de Bernoulli.

Une facon de les résoudre est de faire le changement des variables suivant :
y=u"1=% " on a donc :

J = 1 e/ (=)
1 —«
et finalement :

1

11—«

w0y = —a(z)ut/ ) 4p(2)u 17 = ' = —(1—a)a(z)u+(1—a)b(z) .

Cette équation est linéaire et la forme générale de sa solution est :

u(z) = e~ (" g () |

[ o©ds et o= [0-ap@e-4 ae.

Une deuzieme fagon de résoudre une équation de Bernoulli est d’introduire deux
fonctions inconnues u et v et de chercher la solution de la forme y = uv, cela nous

ou

Az) =

permet de récrire I’ équation comme

u (v + a(x)v) +vu’ = b(z)uv® .
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On choisi v comme solution de 1’ équation v' + a(z)v = 0 et donc u doit résoudre
u' = b(x)u® vt Mais alors

)

v(@) = e ITHOE of = p(ayue (@D [T () ds
et I’ équation pour u est & variables séparable.

EXEMPLE 4.1. Résoudre 1’ équation :

y’—gzy?’sinx,
x

on remarque qu’elle est de Bernoulli avec a(xz) = 1/x, b(x) =sinx et a = 3.

Premiére méthode. On pose y = u=/? et donc :

U .
u' = —2— —2sinz;
x

I’ équation homogéne associée (u' +2u/x = 0) admet comme solution u(x) = c/x?,
avec la méthode des variation des constantes la solution générale est :

¢()

2

u(z) =

)

avec ¢(x) = fw —2&sin& d€. Cette intégrale peut étre explicitement calculée avec la
formule d’intégration par parties 3

p(x) = 22 cosx — 4w sinz — 4cosx + ¢,

¢ constante arbitraire. On conclut que la solution de I’ équation de Bernoulli est
1

y(z) = - - :
\/2cos3:— sinw — = cosw + =%

x

Deuziéme méthode. On pose y = uv avec v solution de v/ —v/x = 0 et donc
u doit résoudre u' = u3v?sinz. La premiére équation a solution v(x) = ax, avec

a # 0 constante arbitraire, pour la deuxiéme on a :

/

— = a’r?sinx,
U

d’ot (variables séparables) :

1
NG i a? (—x2cosx+2xsin:c+ 2cosa:—|—c) ,
U

¢ constante arbitraire, et finalement la solution y(x) est :

xra

B Va? (222 cosz — dzsinz — dcosw +c¢)

y(z) = u(z)o(z)

qui apres simplification nous donne a nouveau la solution déja trouvée.

3La formule d’intégration par parties dit que S Fag=1fg—[fg.
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5. Méthode de la différentielle exacte et Intégrales premieéres

On considere une équation différentielle de la forme :
r_ f(@,y)
g9(z,y)’
avec les fonctions f et g définies et réguliere dans un ouvert A C R2 ol g ne

s’annule pas. On suppose qu'il existe une fonction F'(x,y) définie et réguliere sur A
telle que :

fwm=—%@w agwm=%@m,

pour tout point (z,y) € A. Sicas’avere on dira que I’ équation admet une différentielle
exacte. On affirme que toutes les solutions sont de la forme F(x,y(z)) = ¢, avec ¢
constante arbitraire, on dira aussi qu’elle sont les lignes de niveaux de F'.

Si y(z) est une solution de 'EDO, alors pour tout 2 dans I'intervalle de définition

e L faw) | 0Py
“@_M%w__%ﬂ%w’

c’est—a dire :
d
0= 0,F(2,0)y () + 0 F(2,y) = - F(w,0)

comme on peut constater en utilisant la regle de dérivation de fonction composée;
mais alors la fonction F' est constante sur 'orbite, et donc il existe une constante ¢
telle que : F(x,y(x)) = ¢ pour tout x dans 'intervalle de définition.

Si maintenant y(x) est une courbe solution de F'(z,y(x)) = ¢ pour une certaine
constante c et pour tout z dans un certain intervalle, alors en dérivant par rapport
a x on a (encore regle de dérivation de fonction composée) :

0= 2 y(a)) + g—j@,y(w»yw ,

qui nous donne

M@:_%ﬂ%w:f@w
OyF (z,y)  g(x,y)’
donc la courbe solution y(x) est aussi une solution de I’ équation différentielle.

La fonction F(z,y) est aussi appelée intégrale premiére. En général si on a
une EDO x = f(x), avec f “réguliere”sur un ouvert A, toute fonction u définie
et réguliere dans G ouvert contenu dans A, telle que si ¢(t) est une solution de
IEDO, dont la trajectoire est completement contenue dans G, alors u(¢(t)) est
une constante qui dépend de la solution ¢(t) et pas de t (donc on a u(é(t)) = ¢
constante). On peut montrer que une fonction est une intégrale premiére si et
seulement si elle est solution de

Z Ju(x) fi(2) =0,

=1 al'j
ol nous avons utilisé la notation x = (x1,...,zy) et £f(x) = (f1(x),..., fn(x)). On
peut vérifier sans peine que cette équation est équivalente &
du(x) ‘ B
dt |fiot ’
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ou la dérivée doit étre évaluée “sur le flot”de 'EDO, c’est—a dire la dérivée de x
par rapport a t est donnée par 'EDO.

6. Oscillateur harmonique

Dans cette section nous allons étudier un systéme tres important et fondamen-
tale dans beaucoup d’applications : I'oscillateur harmonique. 11 s’agit du “plus sim-
ple”systeme qui produit des oscillations, c’est—a—dire des mouvements périodiques
dans le temps. Vu son importance nous reverrons sur cet exemple dans le Cha-

pitre VL
Il peut se présenter sous forme d’équation du deuxieme ordre :
(V.6.1) i=—wir,

ou w est un réel positif, que l'on verra représente la fréquence des oscillations
périodiques et le double point représente la dérivée seconde par rapport au temps.
Nous avons aussi vu que une équation du second ordre peut étre récrite comme une
équation du premier ordre mais vectorielle. Plus précisément nous allons introduire
le vecteur & = (x1,x2)T, défini par :

.Il:IetIQijl,

alors 1’équation (V.6.1) permet d’écrire la relation suivante entre les composantes

du vecteur T :

T1 =T = X2 etg'cgziélz—w%:—wle.

Sous forme vectorielle nous pouvons donc écrire :

(V.6.2) %@) = <_i§x1) = (-&2 (1)> <2> - A(Z) ’

ol la derniere égalité défini la matrice A.
Dans I’exemple 1.1 nous avons vu que la solution de (V.6.2) est donnée par :

(V.6.3) Z(t) = e E(1y)

o Z(tp) est la donnée du vecteur a un certain temps to. Cette solution peut étre
mise dans une forme plus explicite en calculant I'exponentielle de la matrice A.
Pour faire cela remarquons les faits suivants :

(V.6.4) AP = (W)™ et AP = (—w)™A Ym > 0;

la démonstration est triviale et laissée en exercice.
Mais alors par définition d’exponentielle d’une matrice nous avons :

Al Al Al
A==yt X

>0 | paire | impaire
A2m A2m+1
= D Gt :
= (2m)! = (2m +1)!

et en utilisant (V.6.4) nous pouvons écrire :
A2mt2m A2m+1t2m+1 _ 2t2 m
D B e i D
(2m)! — (2m+1)! —  (2m)!

(—w?t2)mt
HWZ::O Gmr
Z (_1)m(wt)2mﬂ+ 1 Z (_1)m(wt)2m+1

w (2m +1)!

L.
2m)! P A = cos(wt)I + = sin(wt)A,

m=0
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et finalement

ves) at =et i = (00 ST ) e

Dans les variables initiales nous avons donc :
1
(V.6.6) x = cos(w(t — to))x(to) + » sin(w(t — to))Z(to) -

Rappelons qu’il faut donner la valeur de la fonction en un point t; mais aussi de
sa dérivée (dans le méme point) car il s’agit d’une équation du deuxiéme ordre. La
vérification que (V.6.6) est une solution est laissée en exercice.

On observe que la solution est périodique, apres un temps T = 27 /w, dit période
la solution repasse par la valeur du départ :

x(t + i}_w) = cos(w(t+ 2% —t0))z(to) + ésin(w(t + 2w_7r —to))x(to)

= cos(w(t —to) + 2m)x(to) + é sin(w(t — to) + 2m)&(to)
(V.6.7) = z(t).

Le nombre w = T'/(27) est appelé fréquence du mouvement.
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CHAPITRE VI

Equations Différentielles Ordinaires Linéaires.

1. EDO Linéaires : préliminaires.

Dans ce Chapitre nous étudierons en détail le cas des EDO linéaires, le sujet
n’est pas completement neuf puisque nous avons déja eu occasion de voir des EDO
linéaires, le but de ce Chapitre est de déterminer de formules explicites pour les
solutions des EDO linéaires.

L’intérét pour ces types d’ équations vient du faits qu’on puisse déterminer une
solution explicite mais aussi du fait que I’approximation linéaire d’'une EDO non—
linéaire peut nous donner des informations sur le comportement de la solution pour
le cas non-linéaire.

Une EDO linéaire vectorielle du premier ordre en forme normale, est une
équation du type :

(VL.1.1) x = A(t)x,
ol x appartient & R™ et A(t) est une matrice n X n dont les composantes sont des

fonctions définies dans I C R intervalle ouvert. Nous avons aussi déja remarqué que
toute EDO scalaire d’ordre n homogene !

(VI.1.2) u™ 4+ a, (™ 4 pag(Hu =0,

ou u est une fonction & valeur dans R, (a;(t));=0,....n—1 sont des fonctions définies
dans un intervalle I C R, peut étre récrite comme EDO vectorielle linéaire (VI.1.1)

(dimension = ordre), avec x = (u,u™, ..., u®=V) et
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A(t) =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
—ap —ai —asg N —Qpn—2 —Up—-1

Nous pouvons généraliser les équation sous étude, en considérant le cas non ho-
mogene (scalaire ou vectoriel) :

(VL13)  x=A@t)x+ft) et u™ +a,_ () 4 fag(t)u= f(t).

Si A(t) et £(¢) (ou bien (a;(t));j=0,...n—1 €t f(t)) sont définies et continues sur
un intervalle I C R, alors on peut aisément montrer que on peut appliquer le
Théoreme de Picard I1.1.2, et donc on a existence et unicité des solutions pour tout

'Remarquons que I’ écriture plus générale an (£)u™ +an_1 (£)u*~D +.. . +ag(t)u = 0 donne
lieu & des problémes si il existe to € I tel que an(to) = 0, puisque dans ce cas l’ordre de 'EDO
change. Si par ailleurs an, (t) # 0 pour tout ¢ nous pouvons diviser par an(t) et donc se ramener
au cas (VI.1.2).
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PdC associé, et grace au Théoreme II1.2.7 on sait que la solution maximale est
définie sur tout l'intervalle I.

REMARQUE 1.1. Soit L, : C*(I) — C lopérateur qui a toute fonction n—fois
contintiment différentiable associe la fonction :

(VI.1.4) Lo(u) = u™ 4 ap_1 (Hu™ ™V + - 4+ ag(t)u,
avec cette définition 'EDO scalaire d’ordre n peut étre récrite comme :
Lo (u) = 0 si homogéne et Ly(u) = f autrement,
on observe de plus que lopérateur L, est linéaire (d’ot le nom EDO linéaire),
c’est—a dire :
La()‘u + /M)) = )‘La(u) + ﬂLa(U) )

pour tout \ et p réels.
Siu et v sont deux solutions de (VI.1.3) :

Lo(u)=f et La(v)=f,
alors la fonction w = u — v est solution de 'EDOQO linéaire scalaire homogeéne :
Lo(u—v)=0.

En d’autres termes st uy est une solution de I’EDO linéaire non homogéne alors
Pespace de toutes les solutions, Vi, est décrit par :

w € Vy < w=1us+uavec Lo(u) =0.

La remarque précédente nous dit que pour déterminer toutes les solutions
de (VI.1.3) “ca suffit "de trouver une solution particuliére upqr¢ et de lui rajouter
toutes les solutions de 'EDO homogene, c’est pour cela que nous allons démarrer
notre étude avec la caractérisation de Vy. Si nous notons V; I’ensemble des solutions
de (VI.1.3) alors

Vf =V + Upart -

EXEMPLE 1.2. Considérons I’EDQO
(VLL.5) u+%:ef;

la solution de ’EDO homogéne (4 + u/t = 0) est ug(t) = ¢/t avec ¢ constante
arbitraire. La solution générale de (VI.1.5) est donc ugen(t) = uo(t) + upart(t), ot
Upart(t) est une solution particuliére de (VI.1.5). On peut vérifier que upqeri(t) =
(1 —1/t)et est une solution et donc la solution générale de (VI.1.5) est

Ugen (t) = ¢/t + (1 — 1/t)e".

THEOREME 1.3 (caractérisation de Vy). L’espace des solutions de ’EDO linéaire
scalaire d’ordre n est un espace vectoriel de dimension n.

DEMONSTRATION. Le fait que V, soit un espace vectoriel sur R (ou bien sur
C si on travaille avec des fonctions & valeurs complexes) suit tout de suite de la
linéarité de l'opérateur L, si u et v sont dans V), alors, pour tout A et p dans R,
on a :

Lo(Au+ pv) = Lo(Au) + Lo (pv) =0 = Au+ pv € V.

Pour montrer que la dimension est n il faut prouver l'existence de n vecteurs
dans V) linéairement indépendants et apres montrer que tout élément de Vy peut
étre écrit comme combinaison linéaire a coefficients dans R des n vecteurs trouvés.
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On consideére les n PAC

Lo(u)=0 Lo(u)=0 Lo(u)=0
u(to) =1 u(to) =0 u(to) =
’u(l)(to) =0 ’u(l)(to) =1 . ’u(l)(to) =0
u(n_l)(to) =0 u(n_l)(to) =0 u(n_l)(to) =1
pour un certain to € I, et soient wui(t),uz2(t),...,un(t) les respectives solutions.

Montrons que ces fonctions sont linéairement indépendantes. Si elles n’étaient pas
linéairement indépendantes il y aurait une combinaison linéaire

u(t) = Mur(t) + -+ Apun(t),

avec Ai,..., A, non tous égales a zéro tels que u(t) = 0 (la fonction nulle est
I’ élément zéro de Vy). Puisque Vy est un espace vectoriel u(t) appartient & Vy, donc
elle est une solution Ly(u) = 0, de plus elle est solution du PdC

La(u) =0, u(te) = A, uM (to) = Ay .., u" V(1) = A,

comme on peut directement vérifier. Mais par 1'unicité du Théoreme de Picard la
fonction nulle est solution si et seulement si tous les A; sont eaux & zéro.

Montrons maintenant que les solutions (u(t););=1,...,» engendrent Vy, c’est—a
dire tout v € Vy peut étre écrit comme combinaison linéaire des (u(t););j=1,...n. La
fonction v vérifie le PdC

La(v) = 0,0(tg) = v(to) , v (t) = vV (to) , ..., v V(te) = v V(ty),
Définissons la fonction
u(t) = v(to)us (t) + v (to)ua(t) + - - - + o™V (to)un(t),
par la linéarité u est une solution, L,(u) = 0, de plus elle vérifie le PdC :
La(u) = 0,u(to) = v(te) ,ulV (tg) = vV (to) ... ,u™ D(tg) = v (ko).
Qui est le méme PdC vérifié par v et donc a cause de I'unicité nous pouvons conclure
que v(t) = u(t), c’est-a dire si on pose 1 = v(to), ..., tn = " P (ty), alors on a
trouvé la combinaison linéaire
v(t) = paur(t) + -+ paun(t) Vel
O
Un étude complet des EDO linéaires sera donc fait une fois nous aurons ca-
ractérisé l'espace vectoriel Vy et que nous aurons déterminé des procédures pour
trouver les solutions particulieres.
Nous allons considérer d’abord le cas de EDO lindires a coefficients constants,

c’est—a dire les fonctions ag(t),...,a,—1(t) sont des constantes.
Considérons donc 'EDO linéaire non homogéne

u(n) + an_lu(n_l) + P + apgu = f7

ol ag, ..., an—_1 sont des nombres réels non tous zéro 2. Dans la prochaine section
nous étudierons les trois étapes suivantes :

(1) déterminer une base de Vy;

20n peut toujours normaliser & 1 un coefficient de ’EDO, nous avons choisi celui d’ordre n.
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(2) déterminer V; pour certaines fonctions f “simples” ;

(3) décrire une méthode générale pour déterminer Vy.

2. EDO linéaires a coefficients constants homogeénes

Dans cette section nous considérons une EDO linéaire a coefficients constants
homogene, nous montrerons que a chaque EDO de ce type on peut associer un
polynéme qui va nous permettre de résoudre & la question du point 1). Avant de
démontrer ce résultat nous avons besoin d’un petit rappel d’algebre et quelques
définitions.

2.1. Rappel d’algebre. Une algebre sur un corps K (pour nous R ou bien C)
est un espace vectoriel V' sur K sur le quel nous avons défini un produit, noté x - y,
de vecteurs avec les propriétées suivantes, pour tout z,y,z € V et a € K alors :

(@-y)-z = x(y2)
z-(y+2) = Ty+x-z
az-y)= (ax)-y =z (ay),

side plus on a x -y = y - x alors on dira que 'algebre est commutative.
Soient A et B deux algebres et ® : A — B, on dira que ® est un isomorphisme
de algébres si
— & est un isomorphisme d’espaces vectoriels (® est injective et surjective,
O(x+y) =P(x) + D(y) et Plax) = aP(x));
- ®(x-y) = P(x) - P(y) pour tout x,y € A.

2.2. Opérateur de dérivation. Considérons 'opérateur de dérivation D :
C®(I,R) — C>(I,R), avec I C R intervalle ouvert, défini par Du := ‘2—1;. Introdui-

d"u

sons aussi la notation D" := Do D" 1, c’est-& dire D"u = i

Considérons ’ensemble des opérateurs linéaires D :
(VI.2.1)

D— {La|La . C%(I,R) — C®(I,R), Ly = D"+-an_1D" "4 +a,D+ag,ag, ..., an € C,n € N} .

Si L, et Ly son deux éléments de D, Ly, = D" + ap_1 D" 1+ .- +ag et Ly =
D™ + b1 D™ + -« + bg, alors on peut définir la somme comme (n > m) :

Lo+ Ly:=D"+a, 1D" '+ 4 am1 D™ + (a + b)) D™ + -+ + (a0 + bo) ,

et le produit comme convolution des opérateurs :

(1, IR c*(1,IR

A
AB

c*(1,IR
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Par exemple (D — a) o (D —b) = D? — a(a + b)D + ab, puisque pour tout fonction
u € C*°(I,R) nous avons :

Lo o Lyu(t) = Lq (u(l)(t) - bu(t)) = u® () — (a+ b)u(t) + abul(t).

On peut vérifier que D est une algebre commutative, puisque les dérivées commutent.
Soit Pla] I'espace vectoriel (vérifiez—le) des polynémes dans la variable a avec
coefficients complexes. On a (vérifiez—le) que Pla] est une algébre commutative, ol
le produit est le produit standard entre polynémes.
Nous pouvons finalement énoncer le

THEOREME 2.1 (Polynéme caractéristique). Les algébres commutatives D et
Pla] sont isomorphes et Uapplication ® : D — Pla], définie par

(V1.2.2) ®(L,) =®(D" +an1D" 4+ +ag) =a" +ap_1a" "+ +a,

est un isomorphisme de algébres. ®(L,) est appelé polyndéme caractéristique (de
IEDO linéaire a coefficients constants).

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que ® est un isomorphisme entre espaces
vectoriels.

Soient L, et L, deux opérateurs de D tels que L, # Ly. Si deg L, # deg L
alors ®(L,) est un polynéme de dégrée différent de celui de ®(Lp) et donc ®(L,) #
®(Ly); si deg L, = deg L, alors au moins un des coefficients ag,...,a,-1 (n =
deg L) est différent du correspondant coefficient dans L, : il existe j € {0,...n—1}
tel que a; # b;. Alors les polynémes ®(L,) et ®(L;) différent dans un coefficient et
donc ils sont différents (remarquez que les polynémes sont normalisés en posant le
coefficient du dégrée plus grand égal a un). Donc ® est injectif.

Il est surjectif puisque quelque soit le polynome p(a) € Pla], a™ + a,_1a™ "1 +
-+« 4+ ag, alors l'opérateur L, = D" + a,_1D" ! + ... 4 ag est bien dans D et
O(La) = pla).

Finalement pour tout A € C il est clair que

®(AL,) = @ (AD"+Xayp_1 D"+ + Aap)
= A"+ A0+ Aag = A (0" +an1a™ T+ ag)
AD(L,),

et donc ® est un isomorphisme entre espaces vectoriels.

Pour montrer qu’il est isomorphisme entre algebres il faut contréler son action
par rapport au produit dans les deux algebres. Considérons d’abord deux opérateurs
du premier ordre, L, = D —a et Ly, = D —b, alors ®(L,) = a—a et ®(Lp) = a—b.
Nous avons déja montré que L, o Ly = D* — (a + b)D + ab et donc ®(L, o Ly) =
a? — (a + b)a + ab, finalement :

®(LyoLy) =0 —(a+b)a+ab=(a—a)la—0b) = ®(L,)P(Ly).

En utilisant le Théoréme fondamentale de 1’algebre (tout polynome se factorise
de fagon unique en un produit de polynémes du premier ordre) on peut avec une
démonstration par induction sur ’ordre des opérateurs, montrer que ® se “comporte
bien” par rapport aux produits. (|
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REMARQUE 2.2 (Factorisation). Puisque tout polynéme peut étre factorisé de
fagcon unique en polynémes du premier dégrée, grace a l’isomorphisme ® une fac-
torisation similaire est obtenue pour les opérateurs.

Q" a1 ag = (= A)™ (@ — A)™

pour des opportuns entiers k < n, my + --- +mg = n et des opportuns nombres
complezes (\j)j=1,.. k, Tacines du polynéme de multiplicitées (m;)j=1,.. k. Pour
Vopérateur Ly, = D™ + a,,_1 D™ ! +--- 4+ ag on a la factorisation
Lo=(D—=X\)™ o0 0(D—X\)"™.
Puisque l’algébre D est commutative nous avons
u€ Ker(D—X\;)™ = u € KerL,.

Gréce & cette remarque nous pouvons commencer a déterminer le noyau (Ker-
nel) de (D — X\)™, pour A € C et m > 1.

LEMME 2.3. Soit A€ C et m > 1, alors :
(V1.2.3) eMoteM e € Ker(D — \)™.

DEMONSTRATION. Nous allons démontrer le résultat par induction sur m. Si
m =1 alors
(D = N)er = DeM — AeM = e — AeM =0,
et donc e’ appartient au noyau de (D — \).
Supposons (VI.2.3) vraie pour m et nous allons la démontrer pour m+1. A cause
de la factorisation (voir remarque 2.2) nous avons (D — \)™™1 = (D — X\)(D — \)™

et donc par I'hypothese d’induction les fonctions e, ter, ..., t™~1eM sont dans
le noyau de (D — \)™. Il nous reste & prouver que t™e** appartient a(D — \)™+! :
(D —N)™F (gmeM) = (D= XN)"(D =) (t"eM) = (D — N)™ (mt™ teM 4 tmAeM — AtmeM)

= (D-\N" (mtmfle)‘t) =0,
ou la derniere égalité est obtenue puisque par I’hypothese d’induction nous savons
que t™leM € Ker(D — \)™. O
EXEMPLE 2.4. Considérons I’EDO linéaire a coefficients constants homogéne :
(VI.2.4) U—3u+2u=0.
En termes d’opérateurs nous avons (D* — 3D + 2)u = 0. Le polynéme associé est
pla) = a? — 3a + 2, qui admet la factorisation p(a) = (o — 1)(a — 2) et donc
Uopérateur est factorisé en (D — 1)(D — 2). Les fonctions ui(t) = e’ et ug(t) = €
sont respectivement dans les noyaux de D — 1 et D — 2, c’est—a dire uy et ug sont
solutions de (V1.2.4). Puisque elles sont linéairement indépendantes (A\1e’+ \ge?t =
0 si et seulement si Ay = Az = 0) la solution générale de (V1.2.4) est donnée par
u(t) = crug (t) + cousa(t),
avec ¢y et co constantes arbitraires.
REMARQUE 2.5 (Racines complexes). Si I’EDO linéaire homogéne & coeffi-
cients constants et réels, alors le polynome p(«) est aussi & coefficients réels. I

peut cependant avoir des racines complexes et si A = a+1ib est une racine complexe
alors la racine complexe conjuguée, A = a — b, est solution :

PN = X"+ an N7 4 ag = A @ AT - ag = p(N) = 0.
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Cela implique que les fonctions e(@+)t et gla—ib)t (qui sont linéairement indépendantes)
sont solutions de UEDO. Mais
(9T — ¢a(cos bt + i sin bt) ete ™t = % (cos bt — isinbt),

et puisque une solution générale de I’EDO est combinaison linéaire de el¢+i)t
et e~ on pourra aussi la écrire comme combinaison linéaire des fonctions
a® cosbt et e sin bt.

EXEMPLE 2.6. Considérons I’EDQO
u® — 242 49, (M) — 0;

on lui associe l'opérateur D3 — 2D? 4+ 2D, dont le polynéme caractéristique est
pla) = a® — 202 + 2a. Ses racines sont o =0, o = 1+ et (donc) a =1 —1, la
solution générale est

u(t) = c1 + coel cost + cze’ sint,

ot ¢ doit étre lu comme c1et.

EXEMPLE 2.7. Considérons I’EDQO
ih—2u+u=0,

avec son opérateur (D? — 2D + 1), factorisé en (D — 1)? : 1 racine double. Les
solutions sont uy(t) = €' et ua(t) = te', elles sont bien linéairement indépendantes,
donc la solution générale est

u(t) = cre + cotel .
Pour conclure la caractérisation de Vy il nous reste a prouver que les fonctions
eM teMt L pmaleMt ekttt ¢me—leAkt sont linéairement indépendantes,

puisque elles sont n et la dimension de V, est n aussi, nous aurons déterminé une
base de l'espace vectoriel qui est appelée aussi systeme fondamentale.

2.3. Déterminant de Wronski. Soient ¢4, ..., ¢, éléments de KerL,, c’est—

a dire solutions de I'EDO linéaire homogene, définissons la fonction :

gig)(t) e (;5(,11)(15)

t) ... (1)

(VI.2.5) t— W(t) = ! ) ) ;

() B e ()
et la fonction déterminant appelée déterminant de Wronski ou Wronskien :
(VI.2.6) t— W(t) =det W(t) = W(t;01,...,0n).

Nous allons montrer que a 'aide W (t) la question de l'indépendance linéaire
sera facilement résolue grace aux Lemmes suivants.

LEMME 2.8. Les fonctions ¢1,...,¢n forment un systéme fondamental de Vy
si et seulement si W(t; ¢1,...,¢n) # 0 pour tout t € I.

DEMONSTRATION. La démonstration est faite par contradiction. Supposons
donc qu’il existe n constantes, c1,...,c,, pas toutes nulles telles que :

(VL.2.7) cad1(t)+ -+ cndn(t) =0 Vtel,
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puisque les fonctions ¢; sont réguliere (admettent les premieres n — 1 dérivées

continues) pour tout k entier, k = 1,...,n — 1, nous pouvons calculer la dérivée
d’ordre k de la relation (VI.2.7) :
(VL.2.8) At + P () =0 VteTeth=1,...,n—1.
Ces n relations peuvent étre écrite sous forme matricielle :

I ) cl

o e ] e

. . .| =0 Vvtel.
oY Y] \ea

Mais par hypothese W (t) # 0, donc (c1,...,¢,)T = 0 est la seule solution, contre
I'hypothese que les ¢; n’étaient pas toutes nulles. Donc les ¢; sont linéairement
indépendantes. O

Mais on peut se simplifier la vie en vérifiant seulement que il existe ¢tg € I tel
que Wi(tg) #0:
LEMME 2.9. Soient ¢1,...,¢, dans Vg, alors on a deux seules possibilitées :
(1) W(t) =0 dans I ;
(2) W(t) #0 pour tout t € I.

DEMONSTRATION. Soit tg € I tel que W (tp) = 0, nous allons montrer que cela
implique W (¢) = 0 pour tout t.

Puisque le déterminant vaut zéro en ty ils existent des constantes réelles ¢y, . . ., ¢,
pas toutes nulles, telles que :
¢1(to) dn(to)
c1 : +oten : =0.
(n—1) (n—1)
¢ (to) o (to)

La fonction 9(t) = c1¢1(t) + -+ + cndn(t) est dans Vo (elle est solution de
IPEDO homogene a cause de la linéarité) et de plus elle est solution du PdC :

La(1/}) = 01/’@0) = va(l)(to) =0 PR a¢(n71)(t0) = 07
Mais ce PAC a comme solution la fonction identiquement nulle et donc par 'unicité
du Théoréme de Picard nous avons ¥(t) = 0 et donc W (t) = 0. O

Ce résultat est contenu dans le suivant Lemme purement algébrique du a Liou-
ville

LEMME 2.10 (Liouville). Soient ¢1,...,¢n dans Vo, alors on a la relation
(VL.2.9) W(t) = e~ tto)an—1yy/(44) .

DEMONSTRATION. Notons que les composantes de la matrice W peuvent étre
récrite comme il suit, pour 1 <i<net1<j<n:

Wi,j = ¢§i71) :
Alors le déterminant de Wronski est par définition :
W(t) =det W(t) = Z $gN(P) Wp(1),1 - - - Wp(n),n »
PESR
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ou S, est ’ensemble des permutations des entiers entre 1 et n, sgn(p) est la signature
de la permutation

() {1 si p est paire (produit d’un nombre pair de transpositions)
sgn(p) =

—1 sip est impaire (produit d’'un nombre impair de transpositions)

et la somme est faite sur toutes les fagons possibles de choisir n éléments de W
appartenant a des lignes et colonnes distinctes.

Calculons la dérivé de W (t) (rappelons que les composantes w; ; sont des fonc-
tions du temps) :

d d
At W(t) = sgn(p) 7 (W) - Wpn).n)
PESH

= Z Z sgn(p) Wp(1),1 - - - wp(if1),1wp(i),1wp(i+1),lwp(n),n

i=1 peS,
wi,1 W1,n
n Wi—1,1 e Wi—1,n n .
= E det [ win ... Win | = E W(t; o1, i1, G, Pit1s -
i=1 Wi+1,1 -+ Witln i=1
Wn, 1 e Wn .n

)

Donc le déterminant est la somme de n déterminants, chacun avec une seule dérivé.
Mais si ¢ < n — 1, alors

d

d (i-1) _ ()
Wi = b =0 = Wi,

et donc tous les déterminant W;(t) sont zéro si ¢ < n — 1 puisque ils ont deux lignes
égales, par exemple

w11 NN W1,n
w21 NN Ww2,n
’LU371 e ’LU37n
w21 NN wW2,n w w
Wi(t) =det | . D =0, Wa(t) =det | W31 oo Wsn | =0,
Wn,1 .- Wn,n
Wn,1 .- Wn,n
et en général
W11 W1,n
Wi—1,1 .. Wi—1,n
Wl(t) = det Wi+1,1 e Wit+1,n =0.
Wi41,1 ---  Witln
Wn,1 NN Wn.n

)
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Le seul déterminant qui n’est pas zéro est W,, donc

’LU171 e wlﬁn
d : :
p det W(t) = det : : )
t Wn—1,1 e Wn—1,n

mais Wy, ; = (;'Sg-n_l) = ¢§-") et donc puisque ¢; sont des solutions de 'EDO nous
avons

(n) _ (n—1) _
¢; = —an—1¢; T~ —a0P; = —An_1Wnj — - — GoW15,
donc
w11 SN W1,n
d
pr det W(t) = det
t Wn—1,1 e Wn—1,n
—O0p—-1Wnp1 — - —aWi,1 ... —0p-1Wpn — " """ — aAOW1n

On remarque que la derniére ligne a été construite & partir W(¢) comme il suit :
—ap—1 fois la derniére ligne de W(t), —a,—o fois I'avant derniére ligne de W (%)
et cetera. Mais le déterminant ne change pas si on substitue une ligne avec une
combinaison linéaire d’autres ligne et donc on peut retrancher tous les termes de la
combinaison linéaire sauf les premiers :

w11 NN W1,n
d : :
W (t) = det - - :
Wn—1,1 v Wn—1,n
—O0p—-1Wnp,1 .- —O0p—-1Wnn

et pour la propriété du déterminant (si on multiplie une ligne par une constante
alors tout le déterminant est multiplié par la méme constante on conclut que :
SW (1) = —an W),
et donc avec intégration
W(t) = e" =10 (1) .
O

REMARQUE 2.11. Nous observons que —a,_1 est la trace de la matrice A
(somme des termes sur la diagonale) de UEDO linéaire, donc en général pour ’EDO
% = Ax le déterminant de Wronski vérifie :

W (t) = W(tg)e trE—to)

REMARQUE 2.12. La démonstration du Lemme 2.9 suit du Lemme 2.10 en
remarquant que la fonction exponentielle n’est jamais zéro et donc si il existe tg tel
que W (to) # 0 alors W (t) # 0 pour tout t.

REMARQUE 2.13 (Interprétation géométrique de Lemme 2.10). D’aprés le
cours d’algébre (ou de calcul) on sait que le déterminant est le volume orienté des
n vecteurs lignes (ou colonnes), donc le Lemme de Liouville nous dit que le volume
(de Uespace de phases) varie par rapport au temps avec une lois exponentielles, sauf
st la trace est nulle et alors il est constant.
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2.4. Indépendance linéaire de fonctions. Nous avons maintenant tous les
moyens pour démontrer que les n fonctions e, teMt, ... tmi—leMt Mk ekt gme—loAkt
de Vy sont linéairement indépendantes. Pour cela ¢a suffit de calculer leurs déterminant
de Wronski :

W(t) = W(t; et et . gmamtet oM petnt  gmemleAnty

et vérifier (grace au Lemme 2.9) qu'il existe un point ¢y pour lequel W (ty) = 0.
Cela est généralement un tache dure sauf si le polynéme caractéristique p(a) =
a4+ ap_1a" L+ +ag an racines distinctes : Ai,..., \n (k=netm; =1 pour
1 < j < n). Dans ce cas avec tg = 0 nous avons
et . ernt 1 . 1

AeMt o et M .. A

W(t;eM, ..., eM) = det , , (t=0) = det
ApTteMt 0 AnTleAat PV D

Montrons que ce déterminant (appelé déterminant de Van der Monde) est
différent de zéro. Supposons au contraire qu’il soit égal a zéro, donc ils existent
n constantes, non toutes nulles, c1, ..., ¢, telles que pour tout 1 < k < n (combi-
naison linéaire des n colonnes) :

C1 +02/\k +03/\i"'+0n/\2_1 = 0,

mais alors le polynome g(z) = >, ciz' =1, de dégrée n — 1, a n racines distinctes
AL, ..., Ay ce qui est absurde puisque un polynéme peut avoir au plus un nombre
de racines distinctes égal a son degré.

La partie restante du paragraphe sera consacrée a la démonstration de 'indépendance
des n fonctions e, tert, ... tmi—leMt ek gerkt o pme—leArt dang le cas
générale. Soit donc & =< e teMt . tTiTleMt Mk getRt o pme— Lokt
vous voulons démontrer que § = Vy, pour le moment nous savons seulement que :

S C V. Pré mettons quelques remarques.

REMARQUE 2.14. Toute combinaison linéaire d’éléments de S peut étre récrite
comme : p1(t)eMt + - +ps(t)erst, ou s < k et p;(t) sont des polynémes de dégrée
degp; = d;j < m;—1. Pour cela ¢a suffit de mettre en facteurs pour j € {1,...,k}, la
fonction exponentielle e*it, et donc son “coefficient”sera par définition le polynéme
P

Donc des éléments de S sont linéairement dépendant s’ils existent s < k po-
lyndmes (p;(t))1<j<s) de dégrée degp; = d;j < m; — 1, qui ne sont pas tous nuls
tels que :

(VI.2.10) pl(t)eht 4o +p5(t)€>\st —0.

Montrons maintenant 1’indépendance linéaire des éléments de S. Supposons que
la these soit fausse et donc que les éléments de S sont linéairement dépendants;
grace au remarque précédant 2.14 ils existent s < k polynomes (p;(t))1<;<s) de
dégrée degp; = d; < m; — 1, pas tous nuls tels que : py (t)eM? + - -+ ps(t)erst = 0.
Supposons que s soit le nombre minimale de polynémes nécessaires pour faire une
telle combinaisons linéaire 3. Puisque e*'* n’est jamais zéro on peut le factoriser et
donc la relation de dépendance linéaire devient :

p1(t) + pa(t)e2 A o4 p ()M = 0.

30n peut assumer s > 1 puisque la relation p1(t)e*1* = 0 ne peut jamais étre réalisée.
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Dérivons la relation précédente d; + 1 fois (étant d; le dégrée de py), puisque
dlerl
g =0,

nous avons

dhtt (Az—A1)t (hs—A1)t
S (P27 (e 1) — 0.
Soit 2 < j < s et considérons la dérivée du terme avec p;(t) :
(VL.2.11)
dhitl ,_ d S
qrdiL (Pj(f)e(kj A1)’5) = (()\j — AT p(t) + (dy + 1)(A; — A)™ 2P (t) + . ) ePimAt

ol les points représentent des termes avec dérivées de p; d’ordre plus grand que
un avec certains coefficients. Donc si deg p;(t) = d;, le seul terme qui contiendra la
puissance ¢% sera le premier avec un coefficient o 4, (A; — A1) ! différent de zéro
puisque A; # Aj, tous les autres termes aurons des puissances t? avec ¢ < d;. Si on
revient & (VI.2.11) on pourra la récrire comme

9 (t)e()\z—)\l)t + oy (t)e()\s—)\l)t -0,

avec (7 (t))2<;<s polynémes non tous nuls qui permettent d’écrire une combinaison
linéaire nulle de éléments de S, ce qui est en contradiction avec la minimalité de
s (le nombre de polynémes choisi au départ était le plus petit possible). Donc
les éléments de S sont bien linéairement indépendants et ils constituent une base,
systeme fondamentale, de V.

2.5. Conclusions. Nous pouvons donc conclure cette section en résumant les
résultats obtenus de la facon suivante.

THEOREME 2.15. L’EDO linéaire homogéne d’ordre n d coefficients constants :
(V1.2.12) u™ 4+ a, uY 4+ 4 au=0,

avecn € N et (ar)o<n—1 C C, admet une solution générale (intégrale générale) de
la forme :

o(t) =Y _pi(t)eM’,
j=1

ou :

(1) s est un entier plus petit ou égal a n ;

(2) A1,...,As sont les racines distinctes complexes du polyndme caractéristique
associé a 'EDO : p(a) = a™ + ap_10" 1+ -+ ap;

(3) m1,...,ms (entiers plus grand que 1) sont les multiplicités des racines
)\1, ey )\s 5

(4) p1(t),...,ps(t) sont des polyndmes a coefficients complezes de dégrée res-
pectivement my; — 1,...,ms — 1.

Si PEDO (VI1.2.12) est & coefficients réels alors on voudrait pouvoir écrire la
solution générale avec des fonctions réelles, cela est possible grace au Théoreme
suivant :
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THEOREME 2.16 (Coefficients réels). L’EDO linéaire homogéne d’ordre n a
coefficients réels constants :
(V1.2.13) u™ 4+ ap_u Y 4 agu =0,

avec n € N et (ag)o<n—1 C R, admet une solution générale (intégrale générale) de
la forme :

¢(t) =D pi(H)eN + ) (quai(t) cos(Bit) + qu2sin(Bit))
j=1 =1

ou :
(1) §' et s” sont des entiers tels que s’ +s" <n;

(2) A1,..., A sont les racines distinctes réelles du polynéme caractéristique
associé¢ a 'EDO : p(a) = a" + ap_ 10" ' + -+ + ag, de multiplicités :
my,...,Mg 5

(3) a1 %ify,...,as il sont les racines distinctes complexes conjuguées du
polynome caractéristique associé a ’EDO de multiplicités : pq, ..., g ;

(4) p1(t),...,ps (t) sont des polyndmes a coefficients réels de dégrée respecti-
vement m; —1,...,mg—1;

(5) q1;(@),...,psra(t), I = 1,2, sont des polynémes a coefficients réels de
dégrée respectivement 1 — 1,..., psr — 1.

3. EDO linéaires a coefficients constants non homogeénes
Considérons maintenant une EDO de la forme
u(n) + anflu(nil) + - + apu = f7

c’est—a dire linéaire, non homogene a coefficients constants. Nous avons déja vu que
toute solution peut étre écrite comme somme de la solution générale du probleme
homogene associé (voir section précédente) avec une solution particuliére.

Dans cette section nous montrerons une méthode valable pour une classe de
fonctions f (polynémes trigonométriques généralisés avec fonctions exponentielles)
qui nous permettra de déterminer une solution particuliere et donc une solution
générale d’apres les résultats précédents.

Dans la section suivante nous présenterons une méthode générale (pour f quel-
conque) pour déterminer une solution particuliere valable dans le cas de coefficient
non constants, mais quelque peu formelle et compliquée.

Considérons donc 'EDO

u(n) + an_lu(n_l) + P + agu = f7
ou la fonction f peut étre dans un des suivants cas :
(1) f est un polynéme P(t);

(2) f(t) est le produit d’un polynéme par une exponentielle réelle : f(t) =
P(t)ePt, avec B € R et P(t) un polynome;

(3) f(t) est le produit d’un polynome, d’une exponentielle réelle et d’'un po-
lynome trigonométrique : f(t) = P(t)e’t (acos(yt) + bsin(qt)), avec a, b,
et 7y réels et P(t) un polynéme;

(4) f est une combinaison linéaire des trois cas précédents.
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Chaque cas sera considéré séparément dans un des paragraphes suivants ou
une méthode pratique pour la recherche d’une solution particuliere de 'EDO sera
montrée.

3.1. Cas 1:f(t) = P(t). Soit p = deg P(t), cherchons la solutions particuliere
dans la forme d'un polynéme de dégrée ¢, upqri(t) = ¢(t). Les inconnues sont les
coefficients du polynome ¢(t) et son dégrée.

Soit j le plus petit entier plus grand que 1 tel que a; # 0, en d’autres termes
le polynéme caractéristique associé & I'EDO est de la forme : p(a) = afp;i(a), on
p1(0) # 0 (J est dite aussi multiplicité de 0). Alors Loq(t) est un polyndéme de dégrée
q — j (on fait agir sur ¢(¢) au minimum j dérivées) qui doit étre égal au dégrée de
P(t), ce qui va fixer la premiere inconnue : ¢ = j + p.

Si on écrit maintenant * wperi(t) = #7 (b + byt + - -+ + byt?) nous pouvons
déterminer tous les coefficients en égalisant les coefficients de mémes puissances
en t dans Lqupert = P(2).

EXEMPLE 3.1. Déterminer la solution générale de I’EDO
u® 4 20® o™ =144,

Le polynéme caractéristique associé est p(a) = a3 + 2a? + « qui se factorise en
a(a + 1)% donc le racine sont A\ = 0, avec m; = 1 et Ay = —1 avec mo = 2.
D’aprés le Théoréeme 2.15 l'intégrale générale de ’EDO homogéne est :

ug(t) = c1 + coe ™t +este .

Le polynéme P(t) = 1+ 12 a dégrée 2 et la multiplicité de la racine o = 0 est
un donc j = 1. On doit chercher les coefficients upart(t) = t(bo + b1t + bat?). Si on
fait agir Lo sur uper+(t) on trouve :

u® () + 202 (1) + ull) L (#) = Bbot? + (2by + 12b)t + (bo + 4by + 6bs) ,

part part part
qui doit étre égal a P(t), donc
3by =1
2b1 + 12by =0
bo +4by +6by =1.

On obtient avec simple calcul
1
Upart(t) =t (7 — 2t + §t2> :

3.2. Cas 2 : f(t) = P(t)e’t. Soit p = deg P(t) et soit j la multiplicité de (3
comme racine du polynome caractéristique p(a), si p(8) # 0 alors j = 0. On cherche
une solution particuliere de la forme :

Upart(t) = 7P (b + byt 4 - - - + byt?) .

Encore une fois les coefficients by, ...,b, sont déterminés en identifiant les coeffi-
cients des mémes puissances de ¢ dans Loupqr(t) et P(2).

4Nous remarquons que celle—ci n’est pas la formule générale d’un polynéme de dégrée j+p, qui
serait G(t) = co+c¢ + - -+ cj+pt? TP. Mais 'opérateur différentiel se factorise en Lo = a; Lo 0 D7,
ol L, c’est un opérateur différentiel d’ordre n — j, et donc 'action de D7 élimine dans G(t) tous
les coefficients des puissances plus petites que j, d’ou la forme recherchée.
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EXEMPLE 3.2. Considérons 'EDQO

u® — M —2u = (2 + 1)

Le polynéme caractéristique de ’EDO homogéne associée est p(a) = a?

qui se factorise en (a — 2)(a + 1) avec deuz racines simples. La solution générale
de ’EDO homogéne est donc : ug(t) = c1e? + coe ™.

Le quasi—polynéme e* (t2 +t) a 3 =2 et p =2, de plus 3 = 2 est racine simple
de p(a) donc j = 1. La solution particuliére est cherchée de la forme :

—a—2,

Upart (t) = te* (bo + byt + bat?)
dont les coefficients sont déterminés d’aprés le calcul de Laupgrt :
a2 =l — 2upare = €2 [(3bo + 2b1) + (6b2 + 6Dy )t + 9bat?] .

En égalisant avec e*(t2 +t) on a :

9bs =1
6by + 667 =1
3bp+2b =0,

d’ou :

U’Part(t) = te? <_ﬁ + E + §> .

3.3. Cas 3 : f(t) = P(t)e’* (acos(yt) + bsin(qt)). Soit p = deg P(t), j la
multiplicité de B+tivy comme racine complexe conjuguée du polynéme caractéristique
p(a), si p(8 +iy) # 0 alors j = 0. On cherche alors une solution particuliere de la
forme :

Upare(t) = 77" (Qu(t) cos(yt) + Qa2 (t) sin(t)) ,
ou @1 et Q2 sont deux polynoémes de dégrée p.
EXEMPLE 3.3. Considérons I’EDO
u® +u = cost,

dont le polynéme caractéristique de I’EDO homogéne associée est p(a) = o + 1,
qui a comme racines simples +i. La solution générale est donc

ug(t) = ¢1 cost + cosint = die’ + dye™ .

Le quasi—polynéme trigonométrique (ici réduit aucos) a:3=0,v=1etp=0, on
remarque que p(i) = 0 (racine simple) et donc j = 1, finalement on peut chercher
la solution particuliere de la forme :

Upart(t) = t(g1 cost + gasint),
et les coefficients q1 et g2 sont déterminés de LoUpars = cOSt :

()

COSt = Upgpy + Upart = —2q1 sint + go cost,

donc g1 =0, g2 = 1/2 et la solution particuliére est :
t .
Upart(t) = 3 sint.
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3.4. f(t) combinaisons de précédents. Si f est obtenue comme somme de
f1+ fa+ f3, ou chaque terme est de la forme vu dans le cas précédents, a cause de la
linéarité de I'opérateur L, nous pourrons déterminer une solution particuliere pour
chaque terme composant f et apres obtenir I'intégrale particuliere comme somme
des solutions particulieres.

4. EDO linéaires

Considérons a nouveau une EDO d’ordre n linéaire avec coefficients dépendant
du temps :

u(n) + an_l(t)u("_l) 4+ ..o+ ao(t)u = f7
ou avec 'opérateur différentiel associé

Lou=f.

Nous avons déja montré que toute solution peut étre écrite comme somme de la
solution générale de ’'EDO homogene associée avec une solution particuliere et que
Iespace des solutions de de 'EDO homogene associée, Vy est un espace vectoriel
de dimension n.

Hélas cette fois nous n’avons pas une description en générale de la base, systéme
fondamental, de Vy, mais il ne fallait pas s’attendre différemment puisque si les fonc-
tions ag(t) sont quelconques, la base aussi pourra étre quelconque. On devra donc
utiliser pour chaque probleme des méthodes différentes pour obtenir les solutions
de 'EDO homogeéne associée.

Si nous supposons d’avoir un systeme fondamental pour Vy, nous pouvons
considérer le probleme initial non homogene et montrer comment trouver une solu-
tion particuliere (et donc toute solution en rajoutant la solution générale de 'EDO
homogene).

4.1. Méthode de la variation des constantes. La méthode exposée dans
cette section est une généralisation de la méthode, portant le méme nom, vue dans
la section V.2 pour le cas particulier de dimension un.

Supposons de connaitre un systeme fondamental de ’'EDO homogene :

w(™ + anil(t)u(n—l) 4ot ao(t)u =0,

et appelons ces fonctions (¢;(t))i<j<n définies sur Uintervalle ouvert I, ol aussi
les (a;j(t))o<j<n—1 sont définies et continues. Donc la solution générale de I’'EDO
homogene est une fonction de la forme :

wo(t) = Aier(t) + - + chon(t),

ol les c? sont des constantes (réelles ou complexes). En formule compacte nous
écrirons :

O(t) = (41(t),-.., n(t)) € = (c},...,ch),
et donc la solution générale comme :

n

zot) = ¢ (1) == 3 05 (1).

Jj=1
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Donnée cette forme pour la solution de 'EDO homogene, nous cherchons une
solution particuliere de ’EDO non homogene de la forme :

(VL4.1) z(t) = e(t) - ¢(t) := Z c;(t)g;(t),

ol maintenant ¢(t) est une fonction du temps (inconnue). La fonction z(t) est une
solution si elle vérifie

(VL1.4.2) (1) + an—1 (") + -+ ao(H)x(t) = f(1),

puisque les fonctions ¢(t) sont arbitraire nous décidons de les soumettre aux contraints
suivants :

(V1.4.3) zM(t) = e(t)-¢M(t)
K20 = elt) ()

(@) = eft) ¢ ().
En dérivant la définition (VI.4.1) nous obtenons :
2V (1) = V(1) - $(1) +et) - SV 1),
qui avec le premier contraint (VI1.4.3) nous donne :
(VL1.4.4) cV(t)-¢(t)=0.
Si nous dérivons le premier contraint (VI.4.3)
2 ®(t) = V(1) - ¢ (1) + e(t) - 9D (1),

et nous utilisons la relation (VI.4.4), nous avons :

c(l)(t) -¢(1)(t) —=0.

C’est clair qu’on peut continuer & dériver les premiers n — 2 contraints (VI.4.3) et
utiliser les relations déja trouvées pour trouver :

c(l)(t) . ¢(2)(t):0

c(l)(t) . ¢(n—2)(t) =0.
La dérivation du dernier contraint nous donne
™M (t) =M (t) - ¢ V(1) +e(t) - ™M),

mais z(t) est une solution et donc elle vérifie (VI.4.2), en remplagant les dérivées
de z(t) avec les (V1.4.3) et en utilisant la relation précédente on obtient :

FO) =an-1(8)e(t)- ()" D (1) - —ao(t)e(t) ¢(t) = ¢V (t) ¢V () +e(t) - (1).
Mais ¢(t) est un vecteur dont les composantes sont des solutions de 'EDO homogene
associée, c’est—a dire :

¢(6)") (1) + an—1()p(H) "V (t) + -+ + ao(t)e(t) = 0,

et donc :
(VL.4.5) Mty V(1) = f(t).
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En résumant 2(t) = ¢(t) - ¢(t) est une solution de 'EDO si les fonctions ¢! (t)
vérifient le systéeme linéaire non homogene suivant :

V) 4(1) =0
V()¢ =0

)42 0
V(D) "N = f(1),

qui peut étre récrit en utilisant la matrice de Wronski (VI.2.5) dans la forme suivante
(VL.4.6) W(t)eW (t) =

Puisque det W(t) # 0, pour tout ¢t € I (Lemme 2.10) on peut inverser la matrice
W(t) et donc déterminer le vecteur (¢)™)

0
(1) =W (1) O :
f(t)
qui peut étre simplifié avec la regle de Cramer
o1(t) e Gima(t) 0 dir1(t) ... On(t)
TS S I AP & Y I (O R L O R IO

ORI R OR (OR R DR a0

ou W (t) est le déterminant de Wronski et 'autre est le déterminant de la matrice
obtenue en substituant la colonne i—eme avec le vecteur (0,...,0, f(¢))T. Dans
la derniere égalité W,,;(t) est le complément algébrique (n,i) de la matrice W(t)
(c’est—a dire le déterminant de la matrice obtenue en supprimant la n—eme ligne et
la i—eme colonne de W(t) multiplié par (—1)"T%), cette égalité est évidente une fois
qu’on développe le déterminant dans la formule par rapport a la colonne i—eme et
on remarque que toutes les entrées sont nulles sauf la n—iéme qui vaut f(t).
Par intégration nous trouvons

WnZ(S)
W) f(s)ds,

c(t) = e(ty) + /t:

d’ot1 la solution particuliere est donnée par :
n t
Wai(s)
x@=;ym(mm+41wﬁﬂw@.
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5. Oscillateur linéaire (d’aprés Anne Lemaitre, cours mécanique)

Nous allons conclure ce Chapitre avec une “application” des méthodes de résolution
des EDO linéaires. Cette application est prise du cours de Mécanique de BAC2, il
s’agit de l'oscillateur linéaire. Nous avons déja vu au paragraphe V.6 l'oscillateur
harmonique, ce que nous ferons ici sera donc d’inclure I'exemple connu dans un
cadre plus général.

Loscillateur linéaire libre (par opposition a loscillateur linéaire forcé que nous
étudierons dans le paragraphe suivant) est d’écrit par léquation différentielle ho-
mogene :

(VL5.1) &+ 2hi +w?r =0,

par rapport & loscillateur harmonique le extra-terme, 2hz (le facteur 2 est mis
pour des “raisons esthétiques”pour les calculs suivants), peut étre identifié avec
une friction, qui s’oppose au mouvement “naturel”’et qui cause la non—conservation
de Iénergie.
Cette équation est importante pour (au moins) deux raisons :
(1) Cest une équation linéaire. Cest donc une équation dont on peut trouver
aisément une solution générale.

(2) De nombreuses situations physiques intéressantes peuvent étre modélisées
par une équation de ce type. Par exemple :

(a) Le ressort linéaire : Soit une masse attachée & lextrémité dun ressort.
La masse peut se déplacer le long de laxe z. La force de rappel du
ressort est proportionnelle au déplacement de la masse et la force de
frottement est proportionnelle & la vitesse.

(b) Circuit électrique oscillant : Si la charge du condensateur est g,le
courant ¢ vaut dg/dt et la tension créée par la bobine dinduction
vaut Ldi/dt. En sommant les différences de potentiel sur le circuit
fermé, on trouve :

. .4
LG+ R¢+ = =0.
a+hg+ 5

L’équation (VIL.5.1) est homogene et linéaire, dons les méthode vu dans ce
Chapitre sont d’application. Le polynoéme caractéristique associé a cette EDOL
est :

(V1.5.2) o+ 2ha +w? =0,
dont les racines sont :
(VL.5.3) M=—-h+vVh?2—-—w? and M =—-h—Vh?—-w?.

Selon les valeurs des parametres h et w nous aurons des comportements tout & fait
différents.

5.1. Oscillateur harmonique : & = 0. Nous avons déja étudié ce cas; nous
rappelons brievement que les solutions sont données par

z(t) = aeM? 4 ber2t

avec des constantes complexes arbitraires a et b. Car Ay = iw = Ay et puisque
I’EDO est réelle, nous pouvons exprimer aussi la solution en forme réelle avec les
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fonctions trigonométriques, nous écrirons donc :
x(t) = ccos(wt) + dsin(wt) ,
ou encore
x(t) = Acos(wt + @) .

Nous pouvons passer d’'une formule a I'autre avec les relations :
d
A=+/c2+d?> et tangp=——.
c

5.2. Oscillateur faiblement amorti : h? < w?. Les deux racines du po-
lynoéme caractéristique restent complexes conjuguées :

M= —h+ivVw?—h? et do=—h—ivw?—h2,

donc la solution générale est de la forme :
z(t) = e " (ccos Qt + dsin Qt) = Ae " cos(Ut + ¢),

avec Q := w? — h?, et la relation entre les deux formes de la solution est la méme de
celle vue au paragraphe précédent. 2 est appelée pseudo—fréquence, car elle donne
bien une structure périodique du mouvement (la solution passe par le zéro tous les
multiples entiers de 27/2), mais la solution n’est pas périodique, par exemple si
h > 0, alors la solution décroit de fagon exponentielle pour ¢ qui devient de plus en
plus grand.

2

T\ AN
L Y
F1c. 1. Oscillateur faiblement amorti. Solution z(¢) pour h > 0.

On peut interpréter cette solution comme un mouvement oscillatoire avec décroissance
exponentielle.

5.3. Oscillateur fortement amorti : h? > w?. Cette fois, les deux racines
du polynome caractéristique sont réelles et valent :

M=—-h+vVh2—-w?2 et Aa=—-h—Vh2—-w2,
la solution générale est :
z(t) = e " (ce™ +de™ "),

avec k = Vh? —w?; observons que, si A > 0, alors kK < h est donc le mouve-
ment sera toujours décroissant pour ¢ grand positif. Les oscillations périodiques ont
completement disparu.
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}\_

F1a. 2. Oscillateur fortement amorti. Solution z(t) pour h > 0.

5.4. Cas critique : h? = w?. Dans ce cas les valeurs propres sont égales :
Al =X=—h,

ou autrement dit —h est une solution de multiplicité 2 du polynéme caractéristique,
donc la solution générale est :

z(t) = ce " 4 dte "t

Encore une fois il n’y a aucun phénomene oscillatoire.

5.5. Oscillateur forcé : phénomeéne de résonance. Dans ce paragraphe
nous allons considérer la généralisation suivante de ’oscillateur vu précédemment.
Supposons quune force extérieure périodique soit appliquée sur loscillateur linéaire.
Dans le cas le plus simple nous pouvons supposer que cette force ait une seule
fréquence, alors léquation du mouvement sera du type :

(VL5.4) &+ 2hi + w?r = Fsin(wit).

Léquation différentielle nest plus homogene; la fonction f(t) vaut ici F'sin(wst).
Nous avons vu que la solution générale de ces EDOL non-homogene est donnée par
la solution générale de ’équation homogene associée, plus une solution particuliere.
Soit p(a) le polynéme caractéristique de 1’équation homogene, alors si p(wy
neq0, hypotheése que nous supposerons dans la suite, cette solution particuliere sera
de la forme

zp(t) = acoswit + bsinwnt,
ol les constantes a et b doivent étre déterminées en imposant que z, soit une
solution de (VI.5.4).

Apres avoir substitué z, dans (VI.5.4) et égalisé les coefficients de mémes fonc-
tions trigonométrique nous trouvons :

@
{a T 4R?wi4 (w2 —wi)?

b — —2hw1F ’
4h2w?+(w2—w?)2

Nous pouvons écrire sous une forme de plus facile interprétation :
y(t) = Asin(wit + ¢),

avec :

F b —2hw1
A=Va2+b?2 = et tang=- = ———.

\/4h2w% + (w? — wi)? a  w?—w?
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La solution générale sera donc la somme de y(t) plus une des solutions vues
aux paragraphes précédents selon les valeurs des parametres. Si h > 0, ces solutions
ont toujours un terme décroissant exponentiellement :

z(t) = y(t) + e " (dépend de la valeur de h? — w?),

donc apreés suffisamment long temps la partie exponentielle sera tellement petite
qu’on ne pourra plus la détecter et donc la solution aura un comportement pure-
ment oscillatoire avec fréquence w;. De plus la dépendance des conditions initiales
est contenue dans cette partie exponentiellement petite, et donc a cause de I’amor-
tissement, apres un certain temps (transientla réponse de l'oscillateur ne dépendra
que de la force externe.

Considérons maintenant 'amplitude de la solution apres ce transient; nous
pouvons considérer A comme une fonction de la fréquence externe, wy, et chercher
pour quelle valeur cet amplitude admet un maximum. Un simple calcule montre
que la dérivé de A(w;) vaut zéro si w; = 0 et si w? = w? — 2h2. Cette deuxieme
solution est celle qui va nous intéresser et nous pouvons supposer qu’elle soit valable
dans le régime de faible amortissement. Si donc w? — 2h2 > 0, alors le maximum de
A vaut :

F_1
2hw?2 42"

Ama;ﬂ =

Ao?/F

Fia. 3. Maximum de I'amplitude pour 'oscillateur forcé.

On voit que 'amplitude de la réponse présente un maximum pour w; ~ w et ce
maximum dépend de 1/h : de plus Pamortissement est petit de plus ce maximum
est grand, et dans la limite h — 0 nous avons A, — 00. C’est le phénomene de
résonance : si la fréquence externe est tres proche de la fréquence propre, alors la
réponse peut devenir catastrophique.

5.6. Battements. Dans le paragraphe précédent nous avons étudié la réponse
d’un oscillateur linéaire avec amortissement soumis a une force externe. Dans cette
section nous allons considérer le dernier cas laissé ouvert, c’est—a—dire la réponse
d’un oscillateur harmonique & une force externe périodique.

Supposons que la fréquence propre, w, et la fréquence externe, wy, ne soient pas
égales, alors la solution s’écrit comme :

x(t) = Asin(wt + ¢) + Ay sin(wit + ¢1) .
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La réponse est maintenant toujours oscillatoire, et si les fréquences sont proches
mais distinctes nous sommes en présence d’un phénomene bien connu par les mu-
siciens : les battements. La réponse a presque la fréquence propre mais 'amplitude
aussi admet une oscillation dans le temps, avec une fréquence tres petite et donc
avec une période tres grande. Si la réponse est une onde sonore, nous pouvons en-
tendre une note de fréquence bien définie, mais dont 'intensité varie dans le temps.

D’un point de vu mathématique nous pouvons nous limiter au cas suivant sans
perte de généralité :

A:Al, ¢=¢1 et w1=w+5,
ol 0 < § << 1 est le petit décalage entre les fréquences. Alors un peu de trigo-
nométrie :

sin(a + b) + sin(a — b) = 2sinacosb,
nous permet de récrire la réponse comme :

o= 2ces () (o ) 4]

Donc z(t) oscille avec une fréquence proche de w si ¢ est petit, 'amplitude n’est
pas constate mais elle oscille avec un fréquence 9.

15

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fic. 4. Phénomene des battements. En bleu la solution homogene
et sur posé en noir la réponse, elles oscillent avec deux fréquences
trés proches, mais les amplitudes sont tres différentes.
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CHAPITRE VII

Points d’équilibre et Dynamique locale.

1. Introduction
Considérons ’'EDO autonome
%= £(x).

ol x € R" et f est une fonction définie et C! dans un ouvert de R”. Parmi toutes
les solutions il peut y avoir les solutions d’équilibre. S’il existe xq tel que f(xg) = 0,
X est appelé aussi point singulier, alors

x(t) = X,

est une solution d’équilibre.

Il y a une autre situation dans la quelle on est emmenés a étudier les racines
de f(x) = 0 : I’étude du comportement des solutions pour ¢ — oo. Supposons que
la limite lim¢—, 1 o x(t) = uy existe finie, donc par continuité de f nous avons aussi
Pexistence de la limite lim¢—, 1 o £(x(¢)) = f(uy). Puisque x = f(x), si f(uy) # 0,
alors pour ¢ “grand”nous avons x(t) ~ f(u4)t, qui est en contradiction avec I’exis-
tence de la limite de x(¢) pour ¢ — 4o00; donc il faut supposer f(uy) = 0. En
d’autres termes si une solution admet une limite pour ¢ — oo alors cette limite doit
étre un point singulier de f.

Dans la suite nous étudierons les possibles comportements des solutions dans
le voisinage d’un point singulier dans un cas simple : f est linéaire et n = 2.

Dans le Chapitre VIII nous considérerons quelques applications de la Théorie
présentée ici.

2. Points singuliers pour EDO linéaire a coefficients constants
homogénes dans R?

Considérons une EDO linéaire a coeflicients constants homogene dans le plan,
nous pouvons toujours supposer que le point singulier (le zéro de I’application
linéaire) coincide avec l'origine (en fait nous pouvons faire un changement des coor-
données linéaire pour nous ramener en ce cas). Soient donc le coordonnées (x1, z2)
telles que 'EDO est de la forme :

1 = anzi + a2
To = a21%1 + G222,
ou sous forme vectorielle
(VIL2.1) % = Ax,
ou x = (x1,x2) et A = (gil a22).

73



p- 74 Chapitre VII

Nous supposerons aussi que ’origine soit le seul point singulier (au moins loca-
lement), et pour cela est nécessaire et suffisant * que det A # 0, qui revient & dire
que aucun valeur propre est égal a zéro.

Nous avons déja vu que la solution peut étre écrite comme x(t) = eA(t—to)x,
Pour calculer I'exponentielle de la matrice At nous utilisons les deux remarques
suivantes :

REMARQUE 2.1. Soient A et B deux matrices, supposons il existe une troisiéme
matrice non singulicre C ; si AC' = CB alors eC = CeP?.

On peur démontrer par récurrence que A*C' = CB* : pour k = 1 la thése est
vraie, nous le supposons pour k > 1 et le démontrons pour k + 1 avec

AFIC = AA*C = ACB* = CBB* = CB**'.

Donc avec la définition d’exponentielle de matrice

th th
At v _ kv k _ ~ Bt
e’tC = E _k'A C = E _k:!CB = (Ce”".

k>0 k>0
Donc si C est une matrice telle que C~1AC = Adiag, oU Agiag = (Aol )?2) alors :

M = Mo = 07 (40 0) 0
REMARQUE 2.2. Si A est une valeur propre de A et v le vecteur propres associé,
alors ¢(t) = eMv est une solution.
Par définition Av = Av et donc

%(ﬁ(t) = \eMv = eMAv = Ad(t).

La solution générale sera donc donnée par une combinaison linéaire des solutions
propres :

x(t) = creMtvy + cpe™?tvy
ot c1 et co sont deux constates arbitraires quelconques, déterminées par les condi-
tions initiales.

Si A1 et A sont deux valeurs propres distinctes et vi et vy les vecteurs propres
associés, alors ®(t) = (v1vz) est une matrice fondamentale et

et =o(t)d71(0).

Pour avoir une description précise de la dynamique autour du point singulier
nous allons analyser les différents cas possibles pour les valeurs propres.

2.1. Valeurs propres réelles et distinctes. Si les valeurs propres sont
réelles et distinctes, alors nous pouvons déterminer deux vecteurs vy et vo, dis-
tincts avec composantes réelles, qui serons les vecteurs propres. La remarque 2.2
nous permet d’affirmer que la solution générale est de la forme :

)‘ltvl + 026)‘2tV2 .

x(t) = cre
Si ¢; = c2 = 0 nous avons la dynamique de ’origine : le point d’équilibre qui ne

bouge pas. Si ¢; = 0 et ¢y # 0 alors 'orbite décrit la droite repérée par le vecteur

1Si det A = 0 alors ils existent \ et w réels non nuls tels que A(a11, a12) = p(a21,a22), donc le
systeme Ax = 0 admet comme solution la droite a1121 + aj2z2 = 0, c’est-a dire il y a des points
singuliers autant proche qu’on veuille de d’origine.
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vy vers lorigine si Ay < 0 pour ¢t > 0 et en s’éloignant de ’origine pour ¢ < 0. D’une
fagon similaire nous pouvons décrire les autres cas, ce que nous allons faire dans la
partie restante de cette section.

2.1.1. Noeeuds : Stables et Instables. Si \; < Ay < 0 nous avons un Neeud
Stable et si 0 < A1 < Ay un Neeud Instable. Nous allons considérer seulement le
premier cas, étant le deuxieme similaire.

Toute trajectoire converge vers 'origine quand t — +o00 et diverge a “o0” pour
t — —oo, non seulement les orbites sur les droites vi et vo. De plus si on part “loin
”de la droite v; (qui correspond & la valeur propre plus petite), donc co # 0, Uorbite
tend vers Porigine (si ¢t > 0) avec comme tangente la direction de vo, en fait :

).

et puisque A\; — Ay < 0, 'exponentielle est “trées petite ”si t est grand positif, donc
x(t) est presque parallele & vo si ¢ est grand. Si ¢ est tres négatif, alors c’est A1 qui
domine :

A

x(t) = cre

4] _
Uy + cpet?tvy = cpe???t (vz + L)ty
C

2

C2
vy + —e
C1

() = e (vi+ 2N )

c’est—a—dire l'orbite vient de 'infini en suivant des directions paralleles a v;.
La Figure 1 montre un exemple de Neeud Stable pour le systeme

s

Y

=—-10x—y

13 1
Mo = —— 4+ =4I,
2 — 3y 2 2 72

et la Figure 2 montre un exemple de Neoeud Instable pour le systeme

e e e

T =b5r+y 9 1
. A= -+ -VI13.
§ =3z+4y 272
x'=-10x-y
y'=2x-3y
E R R T AVRVE R B VAP 2 ot o
TATRu NN Ny Ny s o e e e
b sy Wy WY e e e
TR e ] Wi v v e e e
TS Ta e vy T e e e
|

e = T T St R N A

¢ i e e e

FiG. 1.
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Neeud Stable pour le systeme : £ = —10x — y y = 2x — 3y.
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Dans chaque Figure nous avons représenté par des fleches les directions du
champs de vecteurs (c’est—a dire la tangente a Porbite qui passe par le point en
question), le ligne en trait épais correspondent & les droites des vecteurs propres et
les lignes en trait fin sont des orbites.

x'=5x+y
y'=3x+4y

Fi1c. 2. Neoeud Instable pour le systeme : © = bx +y y = 3z + 4y.

2.1.2. Point selle. Les valeurs propres sont de signes opposés, pour fixer les
idées supposons A1 < 0 < Ag. Soient encore v; et vy les respectives vecteurs propres,
alors lorbite de condition initiale sur la droite de direction vy (¢; # 0 et cg = 0)
approche l'origine si t — 400 et s’en éloigne si ¢ — —o0, toujours en restant sur
cette droite. Pour v (¢; = 0 et ¢a # 0) la situation est opposée : 'orbite s’éloigne
de Dorigine (en restant sur la droite vy) pour ¢ — +00, et s’approche de l'origine
pour ¢t — —oo0.

Ces sont les seules orbites qui peuvent atteindre l’origine (le point singulier),
toute outre orbite arrive proche (autant que 'on veut) & lorigine pour apres s’en
éloigner indéfiniment (elle diverge a l'infini).

Ecrivons encore une fois la solution comme combinaison linéaire des solutions
fondamentales : x(t) = cie*tvy + cae*?'vy, alors une orbite générique (c; # 0 et
co # 0) tendra vers la direction vy (direction relative a la valeur propre négative)
pour t — —o0

c
x(t) = creMt <v1 + —26(>‘2_’\1)tV2> ,
C1

et puisque A2 — A1 > 0 pour ¢ tres négatif le deuxieme terme est tres petit.
Par contre une orbite générique (c; # 0 et c2 # 0) tendra vers la direction v
(direction relative & la valeur propre positive) pour ¢ — 400

x(t) = coe?t (V2 + C—le()‘l_’\z)tw)
C2

et cette fois A7 — A2 < 0 et si t est grand alors le deuxieme terme est tres petit.
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Dans la Figure 3 nous montrons un exemple de point selle pour le systeme

T =3x+2y
y =Tr+vy

Ao =2+V15.

x'=3x+2y
y'=7x+3y

T P B B B e Eo f e e
Fo R OfL e e = e o

i T S S

b

Fi1G. 3. Point Selle pour le systeme : & =3x + 2y y = 7Tz + y.

2.2. Valeurs propres complexes. Assumons maintenant que les valeurs
propres soient complexes, donc elles doivent étre complexes conjuguées puisque le
systeme est réel, posons donc A\ = p+iv et Ao = p —iv, avec pu,v € Ret v # 0.
Nous pouvons déterminer des vecteurs propres complexes conjugués, v et v (car si
Av = \v alors AV = \v en étant A réelle) et donc la solution générale peut s’écrire
comme :

x(t) = eveHtit 4 Gyeln—t
avec ¢ constante arbitraire complexe.

Nous pouvons introduire deux vecteurs réels 2 linéairement indépendant vy et
vy tels que : v = vy +1iva, cest—a—dire vi = Rv et vo = Sv. Ces vecteurs forment
une base de R? et donc la solution x(¢) admet une écriture dans cette base (voir
Fig. 4) :

X(t) = §1V1 —|— §2V2 .

2Attention : ces vecteurs ne sont pas des vecteurs propres,car

Avi = R(Av) =R[(p + w)v] = pvi —vva
Ave = S(Av) =S [(p+iw)v] =vvi + pva.

Par exemple si A = (f‘ﬁ g) alors un simple calcul permet de montrer que A = a+i8 et v = (1),
donc v = ((1)) et vo = ((1)) Si dans la base < v,V > la matrice A est diagonale, dans la base

< vi,va > elle a la forme initiale.
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€
X (t)
P ’.\
v \\ Vl
: 3
Xy e

FiG. 4. Géométrie pour le changement de base.

Les composantes de x(t) dans les deux systémes sont liées par :

M= e(vy +ive)eM +é(vy — ivz)eh
= vi(ce™ + M) + vo(ice™ —iceM) = 2R(ce M )vy + 23(ceM) vy

= &vi+&va,

X = cve)‘t—i-EVe

c’est—a dire :
£1(t) = 2R(ce™) et &(t) = 23 (ceM).

La distance du point x(¢) de l'origine est donc :
[x(t)] = (61)° + (&2)* = 4lcf?e,

nous pouvons aussi calculer sa position angulaire (par rapport & 'axe des abscisses
par exemple) mais le calcul devient vite long, nous allons donc identifier le point
(€1,&) avec un point dans le plan complexe : ¢ = & + i€y == ce#+®)! et donc
nous allons obtenir son module :

C(t)] = 2lclet”,
et sa position angulaire (par rapport & Paxe des abscisses, ici R() :
o(t) = arg(c) + ivt,

ou arg(c) est argument du nombre complexe ¢. Nous concluons donc que le com-
portement des solutions est fortement déterminé par le signe de p (la partie réelle du
valeur propre, dans les paragraphes suivants nous allons considérer les cas possibles.

2.2.1. Foyer Stable et Instable. Siu < 0 alors toute orbite tend vers l'origine
pour t > 0 car sa distance diminue exponentiellement, et diverge a 'infini pour
t < 0 en suivant la trajectoire d'une spirale logarithmique, 1’origine est appelée foyer
stable. Si p > 0 la situation est inversée et on parle de foyer instable. Considérons
le premier cas.

Considérons & nouveau la nombre complexe (, c’est—a—dire le point dans la base
vi,ve 1 ¢ = [Cle? arg ¢ op éerivant la constante ¢ comme ¢ = Re'®, alors 'orbite est
décrite par

IC|(t) = ReM* et arg((t) =vt+a.

Puisque p < 0 nous avons lim;—. 4« [|(¢) = 0 et lim;—._ |{|(t) = +o0, par contre
arg ((t) n’admet pas de limite en étant une fonction monotone non—bornée de ¢
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(croissante si ¥ > 0 et décroissante autrement). Dans les coordonnées de départ

nous aurons une spirale déformée a cause du changement de base :
x(t) §1vi + &ve = [(] (cosarg (v + sinarg (vz)
Ret (cos (vt + a) vy +sin (vt + ) va) .
EXEMPLE 2.3 (Foyer instable). Considérons ’ezemple suivant :
T =x—2y
y =r+y,
on peut aisément vérifier que les valeurs propres sont
M=1—iV2 et N=1+iV2,

avec vecteurs propres complexes

2
v:<_‘/_l> et V.
W3

On peut choisir les vecteurs réels :

Vlz(\/ig) et V2:( l)-
0 3

La solution générale est donc

o

[}

- % sin(v/2t4a)

2 cos o
x(t) = Re' (COS(\/§t + a)vy +sin(V2t + a)v2) _ ( 2 cos(V2U+ )) |

avec R et a constantes réelles positives. La Figure 5 représente quelques orbites

pour ce systemes.

x'=x-2y
¥y =x+y
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.k ki

e e
Lo « Ny
P e
05be et e et S

K'({K;/éé/"t\ﬁ\
- i & e g
5

LS
~\
N~

[N N
Yo w2 2 7 7 7
fﬁ%ﬂ@ﬁj@ﬁﬁ
R e e e e T
s b s e i e ]

e B e A
R Sl
0 05 1 18 2
X

S
P el

|
o
IN
>F
i
|

o

o

Fi1G. 5. Foyer Instable pour le systeme : t =x — 2y y =z + y.
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2.2.2. Centre. Sip = 0 alors le module de ¢ (coordonnées complexe) ne change
pas dans le temps, donc le point décrit un cercle, dans les coordonnées &7, € ce cercle

est déformé en une ellipse.
EXEMPLE 2.4 (Centre). Considérons le systéme
T =x—y
y =2r-y,
les valeurs propres sont

)\1:i et )\gz—i,
(%)
1+4
V3
) et V2—(

x(t) = Rcos ((a+ 1)t) vi + Rsin ((a + 1)t) va ,

avec R et o constantes réelle positives.

avec vecteurs propres

et Vv;

S

\%

_ 3
Vi = 1
3

La solution générale est donc

+

)

les vecteurs :

Sk

S
Sho

Si on appelle x1 est xa ses composantes, c’est—a dire x1 = %RCOS ((a+1)t)
et xg = %Rcos ((a+1)t) + \%Rsin((a + 1)t), nous avons aussi :
2
202 — 2wy 29 + 2% = §R2 ,

qui donne 'équation cartésienne de Uellipse (voir § A.5 pour la détermination du
type d’une conique dans le plan). La Figure 6 montre quelques orbites pour ce centre.

s s e o]

LN RRNK

D

Wy s N

o et D
B R R

Fia. 6. Centre pour le systeme : & =2 —y ¢ = 2z — y.
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2.3. Cas dégénéré : valeurs propres égales. Il nous reste un dernier cas
& étudier : quand les valeurs propres sont égales et réelles A\; = Ay = X (multiplicité
algébrique égale & 2). Cette situation est appelée généralement Neeud dégénéré méme
si elle donne lieu a deux comportements différents.

REMARQUE 2.5. Cette situation est appelée dégénéré a différence des tous les
cas vus dans les sections précédentes qui sont appelés non dégénéré, sauf le centre
qut lui aussi résulte dans cette catégorie. La raison est la suivante, dans tous les cas
non dégénéré les valeurs propres sont distinctes et non nulles, donc nous pouvons
modifier légerement les éléments de la matrice A sans changer la relation entre les
valeurs propres et donc les orbites non plus ne serons pas tres différentes avant et
apres. Dans le cas dégénéré méme un changement trés faible de la matrice A peut
modifier l’égalité entre les valeurs propres ou bien le fait que la partie réelle soit
égale a zéro.

2.3.1. Noeud dégénéré : Cas I. Il existe une base vi, vy composée de deux
vecteurs propres de A (multiplicité géométrique égale & 2) :

AV1 = )\Vl et AV2 = )\VQ y

dans ce cas la solution générale de 'EDO est donnée par : x(t) = ¢1vy eM4covoert =

e M(c1 vy +cava). Donc toute solution décrit une demie—droite qui passe par I'origine
avec direction ¢1vi + cave. Comme la Figure 7 présente pour le systéeme

T =2z
) A=2.
y =2
x'=2x
y'=2y
SRR R AN WY T A AT
NRKERESA SV YTt rr A S
SASRSNKASAAW NN TP a2
SRR RS NN Y N 1 rrAss s
RORCRCRCRCRNS ROW T L A A G A ]
e RoRCRCR RV LY PR A A A A
NERRRNRNK A\ VA A A A AT
o5l L N N T B T P R A )
o N R R Yoara a2 s s
o e e e * e e e e s e d
e e e e e e e S - >3
e e e e 274 ) i T Y
_OSKK&/( CER AR T4 Y ST e T T
el 2 LU\ Sty w I e
ApFT N L N N R
SR LT R RN RRN
R e A N A L N
A A A A A N N R e N N )
P AT A N A N W R VIR VNV VI
Pl UL LMY VY SN
2 15 1 05 0 0§58 1 15 2

Fi1G. 7. Nceud dégénéré instable pour le systeme : & = 2x § = 2y.

2.3.2. Neeud dégénéré : Cas II. Supposons maintenant que Ker(A— Al) ait
dimension un (multiplicité géométrique égale & 1), il existe donc un vecteur propre
vi et un vecteur v, tel que v; et v soient linéairement indépendants et

Avi=Avy et Av=Av+vy.
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Dans cette base la matrice A peut étre écrite comme A = (3 9\) avec a # 0, et
donc la solution générale est de la forme (calcul de eA?) :

x(t) = c1eMvy + ea(tvy + v)ert.

Dans les coordonnées associées a cette base, nous avons x = & vy + &v, & =
(c1 + cot)e et & = coe.

Supposons A < 0 (la cas A > 0 est similaire et nous ne le considérerons pas).
Si ¢co = 0 lorbite décrit la demie—droite repérée par vi en s’approchant a ’origine;
sic; = 0 alors & = cate™ et & = cpe™, pour t = 0 le point est en (0,cz), pour
t qui tend vers —oo, & est & deviennent grands (en valeur absolue) et de signes
opposés (le signe dépend de ¢;). Puisque la fonction te* a un seul maximum absolu
et tend vers zéro quand ¢ — +00, nous avons que &; croit en valeur absolue jusqu’a
une certaine valeur de t et apres décroit en valeur absolue jusqu’a zéro, & décroit
en valeur absolue ‘a zéro. Cela en décrivant une S, ou Z, comme montré dans la
Figure 8 pour le systeme :

<R
|
[
[SISENT IS
T+
<

[ e R e b b

e e e T |

[
o R e e e e e e
R B e e
R R e e e

B T T P o Pl o
T B o o P P T

Dans les coordonnées initiales le S ou Z sera étiré et déformé a cause du changement
de base.

2.4. Valeurs propres nulles. Dans ce dernier paragraphe nous allons considérer
le cas avec valeurs propres égale a zéro, nous devons distinguer deux sous cas : A1 # 0
etAQZOOﬁbien/\leQZO.

2.4.1. A1 #0 et A2 = 0. Si vy et vy sont les vecteurs propres de A, la solution
générale est de la forme

At

x(t) = crvie™t’ + cova,
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donc toute solution avec ¢; = 0 (c’est—a dire sur la droite repérée par vy est une
solution stationnaire, par contre si ¢; # 0, pour ¢ grand l'orbite se dirige en ligne
droite vers cette droite (si A1 < 0). Voir Figure 9 pour le systéme

T =-—x+2
y = —3z+ 6y.

A e )
e s s

T T o o o B o e R e e
PO (B B B o B F e e B e e

Fi1G. 9. A1 #0 et Ay =0, pour le systéme : £ = —x + 2y y = —3x + 6y.

2.4.2. A1 = A2 = 0. Nous avons ici deux cas possibles : ou bien la matrice A = 0
et donc toute solution est une solution stationnaire, ou bien la matrice A = (§ &)
avec o # 0. Dans ce cas (voir § 2.3.2 )la solution générale est de la forme x(¢) =

(c1 + cat)vi + cav, et donc chaque orbite décrit une droite parallele & la direction

V.
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CHAPITRE VIII

Applications : dynamique des populations.

1. Modeles de croissance de populations

Dans ce Chapitre nous montrerons certaines applications de la Théorie vue dans
le Chapitre précédent, notamment nous étudierons quelques modeles de croissance
de populations. Nous analyserons ces modeles avec la Théorie Qualitative, c’est—a
dire nous chercherons & déterminer le comportement qualitatif d’une solution (est-ce
qu’elle diverge a infini 7 Ou bien elle s’accumule sur un point singulier 7 Ou encore
elle oscille) plutdt qu’en déterminer une solution explicite.

Dans la premiere section nous considérons un simple modele, dit de Verhulst ou
logistique, pour décrire la croissance d’ une seule population ; dans la section suivante
nous étudierons un modele pour décrire deux populations en compétition pour la
nourriture. Finalement dans la derniére section nous considérerons un modele a
deux populations ol une est une proie pour la seconde.

2. Un modeéle de croissance d’une population

Considérons une population isolée et designons par z(t) le nombre d’individus
présents au temps t dans la population.

Si & un certain temps £ la population contient “peu d’individus”, (%) est petit,
on peut assumer que dans les instants suivant la population grandisse en proportion

du nombre d’individus :
dx

dt
ou a > 0 est appelé taux de croissance. L’idée derriere ce modele est que s’il y a peu
d’individus, alors il y a de la nourriture (ressources) suffisante pour tous et donc il
y aura plus de naissances que de déces.
Ce modele n’est pas réaliste, puisque nous avons déja vu que la solution de
cette EDO est donnée par

oz,

x(t) = e D (1),

donc une population qui croit de facon exponentielle! Il faut donc tenir en compte
qu’a un certain moment il y aura “trop d’individus”dans la population et il n’y
aura pas assez de nourriture pour tous. Voila qu’a ce moment le modele ne sera
plus correct. La facon plus simple d’introduire cette limitation due a la population
elle méme, est de considérer un terme toujours négatif qui “domine” par rapport au
terme ax si x est grand, un choix convenable est

(VIIL.2.1) it pr?,

ol B > 0, le terme Bx? peut étre interprété comme la compétition de deux individus
pour la nourriture commune, avec une force .
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Cette équation avec une donnée initiale z(tg) est appelée en littérature modele
de Verhulst ou logistique, ou encore de Landau. Le modele est si simple que nous
pouvons déterminer les solutions explicitement.

Si la donnée initiale vérifie :

x(tg) =0 ou xz(ty) = % ,

alors on a une solution stationnaire :
o

xz(t)=0 ou I(t):B Vt.

A cause du Théoreme d’existence (vérifiez que notre modele satisfait aux hy-
potheses du Théoreme de Picard) toute autre solution ne pourra pas assumer ces
valeurs, 0 et /3, pour aucun temps, donc toute autre solution vérifiera x(t) # 0
et z(t) # a/B. LEDO peut étre récrite comme

L e
ar — Bx2 dt

le facteur & gauche peut étre récrit comme

1 1/1 B
aw—ﬁgﬂ_a(g_'—a—ﬁx)’

et donc en intégrant (VIIL.2.2) entre ¢ et ¢y nous avons

oli ~to) = / <w<1> e gw<s>) e

On peut faire une changement de variable d’intégration et intégrer en dx :

z(t)
a(t—to):/ (l—l- _6 )da:;
e(to) \& =Pz

cette intégrale peut étre directement calculée :

(t)

a(t —tg) =log —= —log‘

z(to)
et résolue par rapport & z(t) nous donne :
(1) -

B e
z(to

(VIIL.2.2)

a— Bx(t) ‘
a— Bx(ty) !’

Une fois que nous avons la solution explicite nous pouvons étudier le compor-
tement du systéme en étudiant la graphe de la fonction z(t), mais dans la plupart
de cas nous ne savons (pouvons) pas déterminer une solution explicite et d’ailleurs
pour beaucoup de question ce n’est pas important d’avoir une solution explicite.
C’est pour cela que nous allons étudier le méme systeme avec la Théorie Qualitative.

Nous ferons les considérations suivantes en nous référant a la Figure 1.

Nous connaissons déja les solutions stationnaire (ou d’équilibre) z(t) = 0 et
x(t) = a/B. Si maintenant nous partons avec une donnée initiale z(0) € (0, /()
alors & cause de 'EDO #(0) > 0 et donc z(t) est une fonction croissante du temps
(au moins pour ¢ petit). Pendant que z(t) € (0, a/3), alors &(t) > 0 et donc x(t) est
monotone croissante. Mais & fur et & mesure que z(t) s’approche de la valeur «/f3,
la dérivée & devient de plus en plus petite (mais toujours positive) et elle s’annule
quand z(t) = o/, mais cette valeur ne peut pas étre rejointe en temps fini (encore
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FiG. 1. Portrait de phase du modele logistique pour a = 2 et § = 0.3.

Théoréme unicité) et donc une solution que part avec z(0) € (0, /) reste toujours
confinée dans cet intervalle et admet comme limite (¢ — +oo la valeur «/f3).

Si z(0) > a/B, alors ©(0) < 0 et la solution est décroissante donc elle reste
bornée pour tout temps. Quand /3 < z(t) < x(0), la dérivée est toujours négative
et donc z(t) décroit; mais elle ne peut pas rejoindre la valeur a/3 en temps fini
(Théoreme unicité) et donc toute solution qui part de z(0) > a/( tend pour ¢ —
+00 & la valeur o/ de fagon monotone.

Si I’équation logistique décrit un modele de biologie, la valeur a/3 est appelée
niveau de saturation ou capacité totale : une population au dessous de cette valeur
ne peut jamais I'atteindre, par contre un population au dessus ’aura comme valeur
asymptotique. La solution d’équilibre a/3 est dite stable puisque toute orbite qui
démarre dans un voisinage est “attiré”par cette solution, par contre la solution 0
est instable toute orbite qui démarre dans un voisinage, autant proche qu’on veuille
de 0, s’en éloigne indéfiniment.

D’un point de vu mathématique 1’équation logistique a une valeur propre po-
sitive, «v, si on la linéarise (on ne garde que les termes linéaires et on jette tout le
reste) autour de x = 0. Par contre si on linéarise autour de x = a// 1’équation a
une valeur propre négative, —a. Pour linéariser autour de z = «/( nous posons
y =z — a/f et donc 'EDO est récrite comme

2
S o « 5
y=1=a y+—) —6<y+—) =—ay — By~
(15) (o435
siz ~ «/f alors y ~ 0 et donc linéariser revient & jeter tous les termes (en y) qui
ne sont pas linéaires.

3. Un modéle avec deux espéce en compétition

Considérons maintenant un modele pour deux populations en compétition pour
la nourriture, par exemple deux espece de poissons qui vivent dans un lac en
compétition pour la méme nourriture mais qui ne sont pas prédateurs 'un des
autres.
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Soit z(t) la population de la premiere espéce au temps t, et y(¢) celle la de la
deuxieme espece. Par ce qu’on a vu dans le paragraphe précédent, en ’absence de
l’autre espece chacune suit la loi

& =ox— Pia?
S 2
Yy =y — [y,
avec tous les coefficients sont positifs.
Cependant quand les deux espéces sont présentes, elles vont étre en compétition
pour la nourriture et donc la croissance de chaque espece est aussi déterminé par
la présence de 'autre. Nous pouvons décrire cela comme suit :

. o _ 2
(VIIL3.1) {x = ar = fa = may

y =gy~ Pay® — ey,
ou les termes v;zy, j € {1, 2}, décrivent 'interaction (compétition) des deux especes

pour la nourriture. Le coefficient v; > 0 donne la “dégré”avec lequel la premiere

espece est influencée par la présence de la deuxieme, et de fagon similaire pour
Y2 > 0.

Puisque nous ne pouvons pas déterminer une solution explicite de (VIII.3.1)
nous procéderons avec une analyse qualitative des solutions. La premiere étape
consiste a déterminer les solutions d’équilibre, c’est—a dire trouver les zéros de

r (a1 — Brr —my) =0
y (a2 — B2y — 727) = 0.
Trois premier zéros sont facilement déterminés :
(@) = 0.0). () = (0.5 ) et e9) = (5.0
2 B

ces trois positions d’équilibre correspondent au cas ou au moins une espece disparait
(toutes les deux dans le premier cas). Un quatrieme éventuel zéro pourrait venir de
Pintersection des deux droites :

a1 — iz —my=0
az — foy — v =0.

Il y a donc plusieurs cas a étudier selon la disposition relative des points (%, O),

(0, %), (%, O) et (O, %) dans le plan zy. Pour cela nous allons commencer par

un exemple spécifique.
Considérons les systéme :

(VIIL3.2) v
Y Y
Les points d’équilibre sont :

(529) = (0.0)(2:9) = (1.0)(2.9) = O 2et ) = (5.3 ) -

nous allons étudier le comportement des solutions dans un voisinage de chaque
point.
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3.1. Analyse du point (x,y) = (0,0). Nous devons linéariser le systéme dans
un voisinage du point (0,0), et cela revient & oublier tous les termes non linéaires
en x et y, il nous reste donc :

x

Yy =39,

I= o= 8

les valeurs propres sont A1 = 1 et A2 = 5 et les vecteurs propres associés sont
vi = (1,0) et vo = (0,1). Les valeurs propres sont positives et distinctes, donc
Porigine est un neud instable (voir § VIL.2.1.1). La solution générale est de la forme
x(t) = c1viel +cavael/?, pour ¢; et ¢y constantes réelles. Pour ¢; = 0 Porbite décrit
I’axe y et pour co = 0 'axe des x, en direction de l’origine pour ¢ — —oo, toute
autre solution se dirige vers l'origine pour ¢ — —oo avec tangente la direction de
vy (axe des y) :

C1
x(t) = coet’? [ vy + v —et/? ,
C2
et le dernier terme va a zéro pour t — —oo.
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Fi1G. 2. Portrait de phase du modele deux especes dans un voisi-
nage du point (0,0)

Dans le modele biologique cette dynamique implique que les deux especes, si
présentes au début, n’irons jamais vers ’extinction totale.

3.2. Analyse du point (x,y) = (1,0). Nous devons linéariser le systéme dans
un voisinage du point (1,0), pour cela nous introduisons des nouvelles coordonnées

E=2—-1 et n=y,
dans les quelles nous récrivons le systeme(VIIL.3.2) :

£ =E+D(=¢-n)

i =n(-t-%-1n).
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Si maintenant nous gardons seulement les termes linéaires en £ et 1 nous obtenons

§ =-&—n

. 1
{ _ZT]7

n

et les valeurs propres sont \; let Ay = —%. Elles sont négatives et distinctes
donc le point (1,0) est un neud stable (voir § VII.2.1.1). Si les deux populations
démarrent avec des valeurs “assez proches”du point (1,0) alors dans le futur la
deuxieme espece y ira vers son extinction et la premiere x vers son niveau de satu-
ration.

Le vecteur propre associé & la valeur propre A\; = —1 est vi = (1,0), et vo =
(4,—3) est associé a \g —1/4. Pour le systéme linéaire nous connaissons les
solutions explicites :

(€0 (1) = exvie™ ervae™t = (1™ +dese ™/, “3ere )

si ca = 0 le point suit la direction vy (axe £ ou bien x) vers le point singulier (1,0)
pour t — +00. Si ¢; = 0 le point se dirige vers (1,0) pour ¢ grand en suivant la
direction vo. Une solution générale s’approchera du point singulier pour ¢ — 400
avec comme tangente la direction vs :

“a e3t/4> _

C2

x(t) = cre /4 <v2 +vi
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Fia. 3. Portrait de phase du modele deux espéces dans un voisi-
nage du point (1,0)

3.3. Analyse du point (z,y) = (0,2). Nous devons linéariser le systeme dans
un voisinage du point (0, 2), pour cela nous introduisons des nouvelles coordonnées

E==x

et n=y-—2,

dans les quelles nous récrivons le systeme(VIIL.3.2) :
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Si maintenant nous gardons seulement les termes linéaires en £ et 1 nous obtenons

£ =—(-

7;] = _in )
et les valeurs propres sont Ay = —1 et Ao = —%. Elles sont négatives et distinctes
donc le point (0,2) aussi est un neud stable (voir § VII.2.1.1). Si les deux popula-
tions démarrent avec des valeurs “assez proches”du point (0,2) alors dans le futur
la premiere espece x ira vers son extinction et la deuxieme y vers son niveau de
saturation.

Le vecteur propre associé & la valeur propre A\; = —1 est vi = (1,-3), et

vy = (0,1) celui associé & Ao = —1/2. La solution générale est

x(t) = cyvie !t + covae 2

donc pour ¢y = 0 lorigine est atteinte le long de la direction v1, pour ¢; = 0 U'orbite
se dirige vers (0, 2) le long de 'axe y (direction v3) et cela est vrai pour toutes les
autres orbites :

x(t) = coe /2 (VQ + vlz—;etm) .
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Fi1G. 4. Portrait de phase du modele deux especes dans un voisi-
nage du point (0,2)

3.4. Analyse du point (z,y) = (1/2,1/2). Pour linéariser autour du point
singulier (1/2,1/2) nous introduisons le changement des coordonnées :

1 1
= — = t — _ _
E=uw 5 & n=y—3,

qui permet de récrire le systéme comme
£ =—(E+3)E+n
no=m+3) (31
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La linéarisation consiste a ne retenir que les termes linéaires en £ et n

. 1 1
- — 3 n
77 _g — §7

les valeurs propres sont \; = (=5 —/57) /16 avec vecteur propre vi = (8, —3 +
VBT7) et Ay = (=5 + V/57) /16 avec vecteur propre vo = (8, —3 — v/57). Les valeurs
propres sont réelles; distinctes et de signe opposé, donc le point singulier (1/2,1/2)
est un point selle (voir §2.1.2). L’orbite sur la droite de direction v; s’approche du
point singulier pour ¢ — +00 , et celle sur la droite vo s’éloigne du point (1/2,1/2)
pour t grand.
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Fi1c. 5. Portrait de phase du modele deux especes dans un voisi-
nage du point (1/2,1/2)

3.5. Dynamique globale. Nous avons ainsi construit les dynamiques locales
dans des voisinages de chaque point singulier, pour avoir une description complete
nous devons déterminer la dynamique globale, c’est—a dire relier les dynamiques
locales entre elles.

Pour cela nous ferons un certain nombre des remarques :

(1) A cause du Théoreme d’unicité les orbites ne peuvent pas se croiser. Mais
chaque axe, x et y, est composée de quatre orbites (par exemple pour I’axe
x={0}U(0,1)U{1} U (1,400)) et donc une orbite qui démarre dans le
premier quadrant, 2(0) > 0 et y(0) > 0, restera toujours dans ce quadrant,
et de plus une orbite qui démarre dehors de ce quadrant ne pourra jamais
y arriver.

(2) Siz et y sont suffisamment grands alors nous avons & < 0 et ¢ < 0, c’est—
a dire une orbite qui se trouve dans une zone lointaine de ’origine, aura

tendance a s’en approcher. Pour cela ca suffit de regarder directement le
systeme d’EDO :

z =-xz(zx+y—1)
yo=-y(@e+i-3),
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avec x > 0 et y > 0, la premiere équation est positive si et seulement si
x+y—1>0 et la deuxieme si et seulement si 3z 4+ y — 2 > 0, donc pour
tous les points (z,y), dans le premier quadrant, tels que :

z+y—1>0
3x+y—2>0,

nous aurons & < 0 et y < 0.

(3) Nous donnons pour acquit le fait suivant : toute orbite tend, pour ¢ — oo,
vers un point singulier, ol elle s’accumule sur une orbite périodique, ou
bien elle diverge a I'infini. Dans notre exemple nous n’avons pas d’orbites
périodiques et les orbites ne peuvent pas aller vers I'infini a cause de la
remarque précédente. Donc toute orbite doit se diriger vers un de quatre
points singuliers.

Une analyse de la “topologie”des orbites possible dans l’espace des phases nous
permet de conclure que le portrait de phase du systéme (VIII1.3.2) est bien reproduit
par la Figure 6.

3.6. Conclusion. L’analyse du systeme de EDO nous a permit de conclure
que, génériquement, quel que soit le nombre d’individus de la premiere et de la
deuxiéme espéce & un temps donné (choix de conditions initiales), alors une des
deux espéces va vers son extinction (cela dépend du fait que le point initial soit
dans le domaine d’attraction — bassin d’attraction — du point stable (1,0) ou (0, 2)).
Cela n’est pas vrai pour les données initiales qui correspondent a la wvariété stable
du point selle (1/2,1/2), ¢’est—a dire les points dont les orbites convergent vers ce
point selle, mais cette condition est “difficilement”vérifiée (dans un ensemble de
mesure nulle de 'espace des phase, donc avec probabilité zéro).

T — T
e ;5:,@5/4{/ P = T
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Fi1G. 6. Portrait de phase globale du modele deux espéces
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3.7. Retour au systéme générale (VIII.3.1). Dans le cas général nous avons
un systeme d’EDO du type (VIIL.3.1) :

t =z(a1— Gz —7Yy)
v =y(ae — Boy —121) ,

et comme nous avons vu trois points d’équilibre existent toujours, le quatrieme
(intersection des droites) dépend de la position relative des droites; il y a quatre
possibilitées décrite dans la Figure 7.

o O 0 oy
BB % B
F1G. 7. Les quatre cas possibles pour la position relative des deux

droites. Les lignes “plaines ”correspondent a ’équation ay — 1 —
v1y = 0 et les lignes “en trait”correspondent a 1’équation as —

Boy — yoxr = 0.

En générale la démarche a faire implique une linéarisation dans un voisinage
d’un des points d’équilibre qui ne soit pas lorigine (car dans ce cas la situation est
beaucoup plus simple et elle ne nécessite pas d’un traitement particulier). Appelons—
les génériquement (X g, Yg), alors nous posons :

r =Xg+u
y =Yg+v,

et effectuons le changement de variables dans le systeme (VIII.3.1) et rangeons les
termes en gardant seulement les termes au plus linéaires en u et/ou v :

U :XE(Otl —61XE—’}/1YE)+U(041 —251XE—’}/1YE)—’}/1XE’U+...
y =Yg (g —[oYE — 7 XEg)+v(ae —2602Yg — 72 XE) —y2Ypu+....
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Nous observons que le premier terme est toujours zéro, quel que soit le point
d’équilibre en question, puisque :

(1) le point d’équilibre coincide avec 'origine;

(2) le point d’équilibre appartient & une des axes coordonnées : au moins une

des coordonnées est zéro et Pautre vaut o /3;, j =1 ou j =2;

(3) le point d’équilibre est donné par U'intersection des deux droites.
Remarquons aussi que si Xg = 0 et/ou Yg = 0 alors le calcul est plus simple
et la linéarisation triviale. Avec un raisonnement similaire on peut vérifier que les
coefficients de u et v aussi se simplifient ; done, si (Xg,Yg) # (0,0), le systéme
linéaire associé peut étre écrit comme :

(VIIL3.3) o =—hXpu-mXey
y = —7Ygu— B2Ypv,
par contre si (Xg,Yg) = (0,0), nous avons
(VIIL3.4) {f‘ -
y = aqu,

et on voit tout de suite que l'origine est un noeud instable : valeurs propres positives
et génériquement distinctes.
Nous allons maintenant chercher les valeurs propres associées a ce systeme

c g - N _ [ —BXe —mX .
linéaire, det(A — AI) =0, o A = (—'ngf; —EYS) :

N (51 XE + B2YE) + \/(ﬁlXE + 32YE)? —4(B1B2 — 12) XpYE
= 5 )
Pour déterminer le caractere de chaque point d’équilibre nous allons étudier le
signe (de la partie réelle, si valeurs propres complexes) des racines A1 2, pour cela
nous distinguerons deux cas :

BifB2—v1v2>0 et Bi1B2—miv72 <O0.

Remarquons que avec notre choix initial tous les parametres sont réels positifs et
que les coordonnées des points d’équilibre qui nous intéressent sont elles aussi réelles
et positives.

Si (182 — 1172 < 0 alors le terme dans la racine est toujours positif et donc
nous avons deux valeurs propres réelles, distinctes et de signes opposées. Le point
d’équilibre en question est un point selle.

Si 3182 —y172 > 0 alors le terme dans la racine peut étre soit positif que négatif,
donc les racine sont réelles, distinctes et négative ou bien complexes conjuguées
avec partie réelle négative. Montrons que ce dernier cas n’est pas possible puisque
le terme dans la racine est toujours positif :

(61 XE + foYE)” — 4(B1fa—n72) XeYe
(61XE)° + (B2YE)” + 26102 XEYE — 4B1 0o XEYE + 47172 XY E
= (5 Xg— BoYE)’ + 47172 XpYE .

Donc le point d’équilibre en question est un neeud stable.

En analysant de cette facon tous les points d’équilibres et les possibles orbites
qui peuvent les relier, nous pouvons construire un portrait de phase qualitatif et
obtenir nos conclusion sur I’évolution des deux especes.
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4. Modéle Proie—Prédateur

Dans cette section nous considérons une deuxieme application de la Théorie
qualitative a un modele d’évolution d’especes. Encore une fois nous avons deux
especes, disons lievres et renards, dont une est proie de la deuxieme. Pour établir
le modele assumons que :

(1) ¢l n’y a pas de prédateurs, les proies suivent un modele logistique, vu
dans le §2, donc leur nombre z(t), vérifie 'EDO :

& = ax — ba?,
avec a et b parametres réels positifs;

(2) en absence de proies les prédateurs meurent, donc leur nombre y(¢) doit
décroitre a zéro, un bon modele est :

y = -y,
avec ¢ parametre réel positif.

(3) les nombres de prédateurs augmente s’il y a beaucoup de proies “dispo-
nibles et au méme temps le nombre de proies diminue en présence de
beaucoup de prédateurs.

Un bon modele qui résume ces hypotheses est le suivant :

. _ —b 2
(VIIL4.1) {x e ey

y = —cy + 5179 ’
ou « et [ sont deux parametres réels positifs qui décrivent 'interaction entre les
proies et les prédateurs (le taux avec le quel les prédateurs mangent des proies &
chaque rencontre et similaire pour les proies).
Comme nous avons déja fait nous commengons notre analyse en déterminant
les points d’équilibre du systeme d’EDO :

a c bfa c
2.9) = (0,0), (z.y)=(3.0) et(@y) = |52 (2-5)] .
@ = 0.0, @)= (5.0) etlen = |52 (5-5)]
ce dernier point doit étre considéré seulement si son ordonnée est positive % ( T %) >
0; cette condition est vérifiée si et seulement si (rappelons que tous les parametres
sont réels positifs).
a ¢
VIII.4.2 - > —.
(VIIL4.2) 2>
Considérons maintenant la caractere de chaque position d’équilibre pour pou-
voir construire a la fin un portrait de phases globale.

4.1. Etude de Porigine. Le systéme linéaire associé au systéme (VIII.4.1)
est (on rappelle que cela équivaut a ne garder que les termes au plus linéaires en x

et y) :
T =ax
y = -y,

les valeurs propres, \;y = a et Ay = —c, sont réelles, distinctes et de signe opposé,

donc le point d’équilibre (0, 0) est une selle, quelle que soit la valeur de § — %
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4.2. Etude du point (z,y) = (%, O). On fait le changement des coordonnées

r =7+u

y =v,
et le systeme linéaire associé au systeme (VIIL.4.1) est (en gardant seulement les
termes linéaires en u et v) :

Les valeurs propres sont les racines de ’équation du deuxieme ordre, obtenue de

det(A — Al) =0 avec A = (_Oa 5(::7&5)) :

R
5(%—%)—ai\/w(%—g)—42+&w(%_§)'

2 )
remarquons que le terme sous racine est toujours positif puisque il peut étre écrit
comme

5(5-5)—a] +t00(5-5) = (- 5) ~20 (5 - 5) + 4109 (5 - 5)

HEGDETE

Nous distinguerons deux cas possibles : deux racines égales ou bien distinctes.

c’est—a dire

(VIILA.3) Mo =

(1) Cas: g (% — %) +a # 0. Un simple calcul montre que les valeurs propres
sont

elles sont réelles et distinctes, A\; = 8 (% — %) # —a = Mg, leurs signes et

positions relatives dépendent de la condition (VII1.4.2).
— Sia/b—¢/B > 0 les valeurs propres sont de signe opposé et donc
la position d’équilibre est un point selle; voir Figure 10 pour le
systeme

z =z(2—x—y)
y =y(-1+a).
— Sia/b—c/B < 0 les valeurs propres sont du méme signe et le point
est un neeud stable; voir Figure 8 pour le choix des parametres :

a=b=a=1=p0=1 et c=3.
Le vecteur propres associé a la valeur propre Ay = —a est vi = (1,0)

et celui associé a \; est vy = (—%,a + 0 (% — %))
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(2) Cas : 8 (% — %) +a = 0 (cas dégénéré). Les deux valeurs propres
coincident et la formule pour les racines de I’équation du deuxieme degré
nous donne

ALQ:Z—a.
Un premier vecteur propre est vi = (1,0), on vérifie que ker(A + al) a
dimension 1, on doit donc chercher (voir § 2.3.2) un deuxiéme vecteur, v,
linéairement indépendant de vy tel que : Av = —av + vy, on peut vérifier
que v = (0, —b/(a)) est un bon choix :

Av = (é) = (g) +vi = —a(_(i%) +vi=v+vy.
Donc le point d’équilibre est un noeud dégénéré du deuxieme type. Voir
Figure 9 pour un exemple de portrait de phase avec
a=b=a=1=p0=1 et c=2,
donc

a ¢ a c
———==1-2<0etf|+-—= a=0.
b 3(3-5)+

Notez que la seule différence entre ce systéme et celui du cas précédent
est le changement du parametre ¢ de la valeur 3 a la valeur 2.

X'=x(1-x—y)
¥i=yi(-3+x
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F1G. 8. Portrait de phase globale pour le systeme : & = z(1 —x —
y) y=y(=3+m).

4.3. Etude du point (z,y) = [%,% (% — %)} Ce point d’équilibre peut
étre considéré si et seulement si la condition (VII1.4.2) est vérifiée, de cette fagon
il correspond bien a un nombre positif d’individus de la population y, donc :

a C
a_C.y,
b B
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F1a. 9. Portrait de phase globale pour le systeme : & = 2(1 —z —
Y) g =y(=2+x).

a5 ‘

r/, /-

T e

F1G. 10. Portrait de phase globale pour le systeme : & = 2(2—xz —
y) g =y(-1+x).

Pour linéariser nous allons changer coordonnées :

Q| wla

+u
(8-5)+>

et récrire 'EDO dans les nouvelles variables (u,v) (en ne gardant que les termes
au plus linéaires) :

T

y =

) = _bey

u =—TFu

o =2
«
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Les vecteurs propres sont les racines de I’équation

bc a c
P b(———) =0,
B b B
donc
be 1 be\? a c
A = —— + = — | —dbc|l=-—=].
ST 2\/<ﬁ) C<b ﬁ)
Puisque 7 — % > 0 le terme dans la racine peut étre négatif ou bien positif, il

faut donc distinguer ces deux cas qui donnent lieu & des valeurs propres complexes
ou réelles.

2
(1) cas: (%) —4be (% — %) > 0. Les valeurs propres sont réelles, négatives

et distinctes, en fait

B

be 1 be\ 2 a c
AQ——%—Fg\/(E) —4bc<g—5) <0

Le point d’équilibre est donc un neud stable. La Figure 11 représente cette
situation pour le systeme

G

2
et puisque § — 5 > 0 nous avons \/(%) — 4bc (% — %) < %, donc

z(2-30-y)

y(—1+zx).

X' =x[2-32x-y)
yimyi-14x)

T T T T
&&&&&&N
D R T S
R e e

T T T Tl T Tl Tl T T T

4l

251

S

Fic. 11. Portrait de phase globale pour le systeme : & =
r(2-3z—y) y=y(-1+a).
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2
(2) cas : (%) — 4bc (% — %) < 0. Les valeurs propres sont complexes

conjuguées, avec parties réelles négatives et distinctes. La position d’équilibre
est un foyer stable. La Figure 10 représente cette situation pour le systeme

{:1'7 =z(2—xz—vy)
y =y(-1+z).

2
(3) cas : (%) — 4bc (% - %) = 0 (cas dégénéré). Les valeurs propres
sont réelles, négatives et coincident (multiplicité algébrique égale a 2) :

A= —g—g. Comme vecteur propre associé on peut choisir : vi = ( B ),

2
et on peut vérifier que la dimension de I’espace associé a la valeur propre

est 1 (multiplicité géométrique égal & un). Comme vu au § 2.3.2 il faut
chercher un deuxieme vecteur, v, linéairement indépendant de vy tel que :
Av=Av+vi, ol A= ( b3 (o 7 ) On peut vérifier que v = (0, —1)

est un bon choix :

_bc _ca ca be ca
_ B B oy_(FY__% /o0 5o\
av= (gl ) 0= (5) =550+ () =wem
Donc le point d’équilibre est un neud dégénéré du deuxieme type. Voir
Figure 12 pour le systeme :

t =x(3-2zx—y)
Y y(—1+4x).

T T T T

T

T
Ll
Y

Lty
Worar

t
r

P

F1G. 12. Portrait de phase globale pour le systeme : & = z(3 —
20 —y) y=y(=1+u).

Avant de conclure I'analyse locale des points d’équilibre et de passer a l'in-
terprétation biologique, nous allons considérer un dernier cas dégénéré, c’est—a dire

a/b=c/p.
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REMARQUE 4.1 (Etude du cas dégénéré ¢ =

dépend pas de la valeur de § — %, et donc ce poin

5)- La stabilité de Uorigine ne
t d’équilibre ne change pas son
caractere.

Si on revient en arriére & Uanalyse faite pour (a/b,0) on s’aper¢oit que la
linéarisation nous donne un nouveau systéme :

U = —au— v
v =0,

c’est—a dire dans Uapprozimation linéaire la coordonné v (et donc y) ne change pas
dans le temps. Les valeurs propres sont

)\120 et )\2:—(1,

avec vecteurs propres

vi=(}) et va=( ) ).

Nous sommes dans le cas considéré en § VIIL.2.4.1 ot il y a une droite invariante
des point d’équilibre, cette droite est déterminé par la direction du vecteur propre
va, et donc son équation cartésienne est : bx + ay — a = 0. Cette situation est
valable pour le systeme linéaire mais pas pour le systéme complet, en fait si on
évalue UEDO sur la droite en question (on remplace dans le systéme la relation
entre © et y donnée par la droite) on trouve

z =0
io=—F )

donc y diminue, c’est—a dire tout point sur la droite s’en éloigne puisque son or-
donnée décroit. En particulier elle ne sera plus un ensemble des point d’équilibre.
Nous avons ici un phénomeéne générale pour les cas dégénérés : le caractére
du point d’équilibre déterminé avec la linéarisation n’est pas le méme du systeme
complet. Son analyse nécessite donc d’autres moyens qui dépassent le niveau de ce
cours.
Le dernier point d’équilibre o étudier est celui du § 4.3 qui maintenant devient

(%,O) et a cause de la relation § = % c’est la méme chose que le cas qu’on vient

—_a
b

de voir. La Figure 13 décrit ce cas pour le systéme

T =z(l—z—y)
y =y(-1+z).

4.4. Portrait de phase globale. Nous pouvons finalement réunir les construc-
tions locales pour essayer de décrire les différents portraits de phase globaux;
puisque cela va dépendre des valeurs des parametres, et il y en a beaucoup, nous
analyserons seulement les cas non dégénérés. Il suffit donc de distinguer deux cas

selon le signe de § — %

(1) § < §- Le systeme présente deux seuls points d’équilibre, (0,0) et (a/b,0).
Le premier est toujours un point selle avec 'axe de y attractif et 'axe de
x répulsif, par contre le deuxieme est toujours un nceud attracteur. Le
systeme proie—prédateur a un seul possible scénario futur si au départ on
a soit de proies que de prédateurs : les prédateur vont tous vers l'extinc-
tion et les proies vers leurs niveau de saturation. Si au départ il y avait
seulement prédateurs alors ils irons vers leur extinction.
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X =x(l-%-y)
yi=yi=1+x)

oar

0B

04

02

F1G. 13. Portrait de phase globale pour le systeme : & = z(1 —xz —
y) g =y(-1+m).

a
b
[% b (9 — %)}, le premier et le deuxieme sont toujours des points selle,

le troisieme peut étre un foyer stable ou bien un nceud attracteur. Si a
I'instant initiale les deux especes sont présentes, alors il y a une seule
possibilité pour le futur : coexistence des deux espéces sur le troisieme
point d’équilibre.
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CHAPITRE IX
Bibliographie.

Les sujets traités dans ce cours peuvent étre retrouvé dans beaucoup de bou-
quins Classique de EDO, nous proposons une liste (forcement incomplete) qui
pourra aider I’étudiant & completer sa preparation.

— V. Arnol’d : Equations différentielles ordinaires

— L. Pontriaguine : Equations différentielles ordinaires

— G. Sansone et R. Conti : Non-linear differential equations

— 7. Zhang : Qualitative theory of differential equations
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ANNEXE A

“Tout ce que vous auriez toujours voulu savoir
mais que vous n’avez jamais osé demander
concernant ’analyse”

ot DY, g W bt

Dans ce Chapitre final nous avons essayé de mettre tous les résultats utilisés ou
rappelés dans les cours. Son but est donc de fournir un recueil, afin de compléter
la premiere partie et d’avoir sous la main facilement et rapidement les résultats
les plus importants utilisés. En consequent le style be sera pas trop formel, tout
lecteur est ivnité a consulter un livre d’analyse/calcul pour avoir plus de détails et
approfondir les sujets traités.

1. Le Principe d’induction
Voila un outils tres pratique pour démontrer des choses,

THEOREME 1.1 (Principe Induction). Soit (Py)n>1 une suite de propositions,
dépendantes de l'indice entier positif n. Si

(1) P1 est vrai (hypothése d’induction);
(2) pour tout n entier positif P, = Pp+1 (induction);

alors P, est vrai pour tout n.

EXEMPLE 1.2. Soit h > —1, on veut montrer que pour tout n > 1 on a :
(I+h)" >1+nh.
On considere la famille de propositions :
Pr:(1+h)" >1+ nhest vrai.

Pourn=1ona(1+h)! —(1+1h) =0 et donc Py est vraie, si on suppose Py,
vraie alors P,41 est vraie, puisque :

(1+h)"T =1 +h)(1+h)" > (14+h)(1+nh) =1+ (n+1)h+nh*> 1+ (n+1)h,

ot pour le premier passage on a utilisé P, et le fait que 14+h > 0, le reste est simple
algébre. On peut donc conclure que pour tout n entier positif (1 + h)™ > 1+ nh.
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2. Théoréme de la Moyenne ou de Lagrange.

THEOREME 2.1 (Valeur Moyenne ou de Lagrange). Soit f(xz) une fonction
continue dans [a,b] C R et dérivable dans (a,b). Alors il existe un point & € (a,b)
tel que :

3. Théoréme de Schwartz ou de ’inversion de ’ordre de dérivation.

THEOREME 3.1 (Schwartz). Soit A C R¥ ouvert, f définie dans A et xo un
point de A. Si les dérivées partielles mixtes
0? 0?
—f et
8$i8$j 8$J8I1

f )

existent dans un voisinage de X et sont continues en Xq, alors
02 0?
——f(x0) = =———f(x0) .
g [ %0) = 5 0

4. Normes et Distances.

Soit X un ensemble on appelle distance ou métrigue une fonctiond : X x X — R
telle que :
(d1) (positivité) d(xz,y) > 0 pour tout (x,y) € X x X; d(z,y) = 0 si et
seulement si x = y.
(d2) (symétrie) d(z,y) = d(y,x) pour tout (z,y) € X x X.
(d3) (inégalité triangulaire) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pour tout (z,y,z) €
X xX xX.
Si d est une distance pour l’ensemble X, on appellera le couple (X,d) espace
métrique.

EXEMPLE 4.1 (Métriques pour R?). Une distance (bien connue) dans le plan
R? est la suivante : si deuz points P, et Py ont coordonnées respectivement (z1,11)
et (z2,y2), alors on vérifie aisément que la fonction d(Py, P2), définie par

d(Py, Py) = \/(z1 — 22)? + (1 — y2)?,

est une distance sur R?, c’est—a dire elle vérifie (d1), (d2) et (d3).
On peur vérifier que les fonctions :

di(P1, Py) = |v1 — z2| + |y1 — y2| et do( Pr, P2) = max{|z; — x2l, [y1 — y2l},

sont aussi des distances pour R%. Les couples (R?,d), (R?,dy) et (R?,ds) sont tous
des espaces métriques a priori distincts, mais on peut prouver que ces meétriques
sont équivalentes.

EXEMPLE 4.2 (Fonctions Continues et métrique de la convergence uniforme).
Soit A C R un ouvert et soit C(A) Uensemble des fonction continues et bornées de
A a valeurs réelles. La fonction d : C(A) x C(A) — R définie par :

d(f,g9) = sup |f(t) —g(D)],

est une distance sur C(A).
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Soient f et g deuz fonctions continue dans A C R, alors par définition de valeur
absolue : |f(t)—g(t)| > 0 pour tout t € A, d’ot la premiére partie de (d1). Si f =g
alors d(f,g) =0, par contre si d(f,g) =0, on obtient :

0=d(f,9) = [f(t) —g(®)| =0 Vte A,

c’est—a dire f(t) = g(t) dans A.
Etant la propriété (d2) triviale, il nous reste ¢ démontrer (d3). Pour tout f,g
et h dans C(A) et toutt € A on a (propriété triangulaire de la valeur absolue) :

[F(#) = g@)] < [f(t) = h(O)] + [h(t) — g(B)],
mais (définition de sup) |f(t)| < sup|f(t)|, donc
|f(t) = g(®)] < d(f,h) +d(h,g).

Etant cette inégalité valable pour toutt € A, on peut “passer au sup”, et elle restera
valable pour le sup aussi :

d(f,g) < d(f,h) +d(h,g).
Cette métrique est dite de la convergence uniforme ou du sup (supremum,).

On va maintenant supposer que I’ensemble X ait plus de structure, par exemple
quil soit un espace vectoriel ! sur R. Une application N : X — R est dite norme
si:

(nl) (positivité) N(x) > 0 pour tout © € X; N(z) = 0 si et seulement si

z=0.

(n2) (homogénéité) N(azx) = |a|N(z) pour tout z € X et a € R.

(n3) (inégalité triangulaire) N(x+y) < N(x)+N(y) pour tout (z,y) € X x X.
Le couple (X, N) est appelé espace normé; on indiquera souvent la norme par || - ||
au lieu de N(-).

Dans un espace normé on peut introduire une distance d(x,y) = ||z — y||, qui
le rend un espace métrique. De plus un espace normé qui résulte complet ? (comme
espace métrique par rapport a la métrique induite de la norme) est appelé espace
de Banach.

EXEMPLE 4.3 (C(X,R) est de Banach). Soit C(X,R) l’espace de fonctions
bornées et continues de X (espace métrique) & valeurs dans R. On va démontrer
que avec la métrique de la convergence uniforme, d(f,g) = supx |f(x) — g(z)],
C(X,R) c’est un espace métrique complet.

Soit, en effet, (fn)n>0 une suite de Cauchy dans C(X,R), alors pour tout x € X
la suite (fn(x))n>0 est fondamentale ® dans R (espace complet) et donc la suite
admet une limite appelée f(x).

On va montrer que (fn)n>0 converge vers f, f est bornée et continue, donc
C(X,R) est complet.

1Un espace vectoriel, aussi noté espace linéaire, sur le corps K, est un ensemble (non vide), X,
sur le quel on a définies une opération de addition, X x X 3 (z,y) — = +y € X, et un produit par
scalaire, X x K 3 (z,a) — az € X. Entre les opérations on a deux conditions de compatibilité :
alz+y) =az+ay et (a+ Bz = ax + Bz.

2Toute suite fondamentale (ou de Cauchy) converge.

3Par définition, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n,mm» > N on a :
d(fn, fm) < €, donc pour tout x € X on a aussi : |fn(z) — fm(z)| <e.
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On a déja remarqué que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n,m >N on a :|fn(z) — fm(x)] < € pour tout x € X. On peut passer a la limite
surm — oo et de la convergence de (fum(x))m>0 on obtient :

|fr(z) — f(z)|<e VxeX.

Mais alors on a d(fn, f) < e sin > N. Puisque (fn)n>0 est bornée et la convergence
est uniforme, on a aussi que f est bornée.
On fixe maintenant xg € X et a Uaide de l'inégalité triangulaire on écrit :

[f (@) = f(xo)| < [f(2) = ful@)| + [fn(2) = fulzo)l + [fn(x0) = f(20)l;

soit donc € > 0, il existe N > 0 tel que sin > N alors : d(fn, f) < €/3, et pour
tout x € X : |f(x) — fn(z)| < €/3. Cela nous permet d’écrire :

[f (@) = fzo)l < €/3+[fn(x) = fulzo)l +€/3,

mais fr, est continue pour tout m, donc (avec le méme € utilisé avant) il existe
d > 0 tel que si dx(x,z0) < 0 (métriqgue sur X ), alors : |fn(x) — fn(xo)| < €/3.
D’ou finalement |f(z) — f(xo)| < €, pour tout € > 0, si x et xg sont assez proches.
Puisque o est arbitraire on a la these.

La norme qui induit la métrique de la convergence uniforme sera dite norme
uniforme et notée avec || - ||oo-

5. Réduction de ’équation d’une conique en forme normale

On se donne un repere orthonormale avec coordonnées (x,y), un conique est
I’ensemble des points C tels que :

a112? + a2ey® + 24122y + 24137 + 2a23y + asz =0,

pour des coefficients réels (a;;). Le choix (apparemment bizarre) des notations est

du au fait que la classification des coniques du plan est étroitement lié a la Théorie
. . . ail aiz ais , .
des Formes Quadratiques, en particulier si A = a12 a2 a2 ), alors on pourra écrire
13 @23 33

la conique comme (@Qx,x), ou x = (z,y,1).

Sous cette forme n’est pas facile comprendre le type de la conique : cercle,
ellipse, parabole ou hyperbole. Mais la Théorie de Formes quadratiques va nous
aider.

La premiere étape est de rendre la forme quadratique canonique,c’est—a dire
sans termes mixtes zy, on effectue donc une rotation de repere d’angle 6 et on
passe & nouvelles coordonnées (z/,y’) :

x =a'cosh —y'sinf
y =a'sind +y cosf’

un choix approprié de 6 permet d’écrire dans ces nouvelles coordonnées 1’équation
de C dans la forme suivante :

M ()2 4+ Xa(y))? + 2a) 30" + 2absy’ + azs =0,

pour des nouveaux parametres réels Ai, A2, a}; et ahs. Nous observons que cela
revient a chercher les valeurs propres, A1, A2, et les vecteurs propres de la matrice
A — (ll11 aiz )

a1z a22
Effectuons maintenant un changement des coordonnées (translation)

¥=xy+X et y=y,+Y,
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avec (), y4) inconnus & déterminer pour simplifier encore la conique. Aprés substi-
tution I’équation de la conique dévient

MXZ 4+ NY2 4 2(a)s + Mxh) X + 2(abs + Aayh)Y +v =0,

olt v = A (x()? + Xa(y))? + 2a)3x) + 2absyl + ass. 11 faut distinguer & ce moment
plusieurs cas :

(1) A1A2 # 0, on peut donc univoquement déterminer (z(),y(,) pour éliminer
les termes linéaires :

als + Mz =0 et ahs+ Ay, =0
et la conique s’écrit comme :
MXZ+ Y2 +9=0,
et elle représente une ellipse ou bien une hyperbole .

(2) Un des \j est égal & zéro. La translation n’est pas complétement définie,
mais en utilisant la formule pour v on peut toujours se ramener a une
parabole (méme dégénérée en deux droites).
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