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Numerische Modellierung von Stromungen
und Salzausbreitung in Astuarien

Von Karsten Fischer

Zusammenfassung

Es wird ein numerisches Modell fiir Stromungen und Salzausbreitung in Astuarien vor-
gestell, wobei ein klassisches Verfahren zur Losung der Bewegungsgleichungen und ein
neues Verfahren zur Losung der Transportgleichung angewandt werden. Die Auswirkungen
der baroklinen Krifte (welche durch Dichteunterschiede verursacht werden) auf die Stro-
mungen werden in einem zweidimensionalen x-z-Modell untersucht, und es wird eine gute
Ubereinstimmung zwischen numerischer Lésung, exakter Lésung und experimentellen Lr-
gebnissen fiir den Fall einer stationiren Salzzunge gefunden; auflerdem wird eine statio-
nire Stromungsverteilung fiir ein durchmischtes Astuar berechnet.

Summary

A numerical model for calculating flow wvelocities and salt dispersion in estuaries is
presented, combining a classical solution scheme for the dynamic equations with a new
solution scheme for the transport equation. The effects of baroclinic forces (caused by
density differences) on the dynamics are studied in a two-dimensional x-z model, and a good
comparison found between numerical solution, exact solution and experimental results for
a stationary salt wedge; furthermore, a stationary solution for the flow in a well-mixed
estuary is calculated.
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1. Einfiithrung

In der Brackwasserzone von Astuarien werden die Vertikalprofile der Stromungs-
geschwindigkeit im allgemeinen stark beeinflufft durch die baroklinen Krifte, so daf}
am Boden eine stromauf gerichtete Gegenstromung entsteht. Solche Gegenstrémungen
treten nicht nur bei geschichteter Strémung auf, sondern auch in durchmischten Astuarien
(IrpEN, 1966, Kap. 13), und sie konnen grofle wasserbauliche Probleme hervorbringen,
wie z.B. Gebiete starker Versandung oder Eindringen von Salzwasser. Sie sind eine
direkte Folge der Einleitung von Siif wasserfliissen in das salzhaltige Meer.

Fiir die modellmifige Bearbeitung derartiger Stromungsverhiltnisse gibt es zwel
Méglichkeiten: a) das hydraulische Modell mit variabler Dichte (Salz-Siiffwasser, Wirme)
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und b) das mathematische Modell mit vertikaler Strukturierung. In der vorliegenden
Arbeit wird fiir das mathematische Modell die Frage untersucht, wie gut die baroklinen
Wechselwirkungen mittels numerischer Verfahren wiedergegeben werden. Als Testbeispiel
wird das Salzzungenproblem behandelt, weil hierbei die baroklinen Krifte mafigeblich
und analytische Vergleichsldsungen méglich sind. Hydraulische Modelluntersuchungen von
Salzzungen (IppEN, 1966, Kap. 11) haben gute Erfolge gezeigt, wihrend mathematische
Behandlungen iiberwiegend analytische Ergebnisse fiir stark vereinfachte Problemstellun-
gen (Stationaritit, geometrisch einfache Rinder) ergaben (LEE, 1974; RATTRAY/MITSUDA,
1974; RIGTER, 1975). Bei der numerischen Behandlung sind solche Vereinfachungen nicht
notwendig.

Die Hauptschwierigkeit beim numerischen Modell tritt bei der Losung der Transport-
gleichung auf. Die bekannten Verfahren zur Losung dieser Gleichung (wie z. B. Differen-
zenverfahren mit symmetrischen oder stromauf gerichteten riumlichen Differenzen,
Lax-WenproFF, ADI, LEAPFROG, oder GALERKIN-Finite-Elemente) bringen unsinnige Er-
gebnisse, wenn der Transport eines scharfen Dichtesprunges berechnet werden soll wie
beim Salzzungenproblem. Numerische Diffusion, Massenverluste, Verletzungen des
2. Hauptsatzes der Thermodynamik oder sogar instabile Losungen treten auf. Diese nume-
rischen Fehler konnen betrichtlich verringert werden durch die Verwendung von Diffe-
renzenverfahren hoherer Ordnung (FromM, 1968); aber damit steigt der Rechenaufwand,
und die Formulierung der Randbedingungen wird kompliziert. Eine andere Méglichkeit
ist die Verwendung von beweglichen Differenzengittern; hierbei wird jedoch durch sche-
rende und kreisende Stromungen von Zeit zu Zeit eine Riickinterpolation auf ein festes
Differenzengitter notwendig, so dafl der Vorteil des beweglichen Gitters nur teilweise
erhalten bleibt, wihrend der numerische und programmiertechnische Aufwand sehr hoch
ist. Fehler in der Losung der Transportgleichung konnen das gesamte numerische Modell
in Frage stellen, weil eine fehlerhafte Dichteverteilung iiber die dadurch verursachten
fehlerhaften baroklinen Krifte auf die Lésung der Bewegungsgleichung einwirkt. Die
Frage ist, ob die numerische Verbreiterung von Dichtespriingen noch eine hinreichend
genaue Losung der Bewegungsgleichung zulafit.

Die vorliegende Arbeit beschreibt ein neues Losungsverfahren fiir die Transport-
gleichung, wodurch die obengenannten numerischen Fehler wesentlich reduziert werden.
Die numerische Losung wird mit einer halbanalytischen Losung verglichen, um die Quali-
tit des numerischen Verfahrens zu iiberpriifen. Ein weiterer Vergleich mit experimentellen
Daten stellt den Bezug zur physikalischen Realitit her. Eine weitere Rechnung zeigt die
Stromungsverhiltnisse in einem durchmischten Astuar.

2. Numerisches Verfahren

Betrachtet wird ein vertikaler Lingsschnitt durch ein idealisiertes Astuar, wobei die
x-Achse in Richtung auf den landseitigen Stilwasserzuflufl zeigt, wihrend die z-Achse
entgegen der Erdanziehung nach oben gerichtet ist. Die seitliche (y-)Abhingigkeit wird
vernachldssigt. Der Koordinatenursprung liegt am seeseitigen Ende des Astuars in Hohe
des ungestorten Wasserspiegels. Folgende Gleichungen liegen dem Modell zugrunde:

die Bewegungsgleichung

2
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die Gleichung fiir den hydrostatischen Druck

—g-§+pg =0 (2)

die Kontinuititsgleichung fiir inkompressible Stromung

du ow _

=t = =0 (3)
und die Transportgleichung

3p oy 30 4y 20 =0 (4)

ot 9x 9z

Hierbei sind u und w die Geschwindigkeitskomponenten in x- bzw. z-Richtung,
t die Zeit, p der Druck, g die Gravitationsbeschleunigung, o die Dichte und A der Koeffi-
zient der vertikalen turbulenten Reibung. Die Vernachlissigung von konvektiven Termen
in (1) und Diffusionstermen in (4) ermdglicht eine halbanalytische Vergleichslgsung und
wird durch die Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen spiter gerechtfertigt.

Die dynamischen Gleichungen (1-3) wurden mit dem Verfahren von SUNDERMANN
(1971) geldst. Fiir die Transportgleichung wurde ein neues Verfahren entwickelt (FiscHER,
1977). Ausgangspunkt dieses Verfahrens ist die Darstellung der Dichte p in einem Diffe-
renzengitter mittels Hermite-Interpolationsfunktionen. Als zeitabhingige Variable in
jedem Gitterpunkt werden die Dichtewerte und ihre riumlichen Gradienten behandelt,
fiir die jeweils eine Transportgleichung geldst wird. Das Verfahren liefert bei kleinen
Zeitschritten vergleichbare, z. T. sogar bessere Ergebnisse als Differenzenverfahren hoherer
Ordnung, ohne deren numerischen und programmiertechnischen Aufwand zu benétigen.

3. Halbanalytische Vergleichsldsung
fiir die stationdre Salzzunge

Bei der stationiren Betrachtung entfillt in (1) die partielle Ableitung nach der Zeit t.
Damit ldfit sich fiir die Salzzunge und die dariiberliegende Siiflwasserschicht jeweils eine
quadratische z-Abhingigkeit fiir die Geschwindigkeit u durch Integration berechnen. Die
freien Koeffizienten werden durch folgende Bedingungen festgelegt:

a) Die Geschwindigkeit u am Boden ist Null,

b) die Geschwindigkeit u ist an der Grenzfliche zwischen Siif8- und Salzwasser stetig,

¢) der Durchfluf in x-Richtung durch jeden Querschnitt der Salzzunge ist Null,

d) der Durchflufl in x-Richtung durch jeden Querschnitt der Siiflwasserschicht ist gleich
einer vorgegebenen Konstanten a.

Aus dem damit bestimmten Geschwindigkeitsprofil lassen sich durch zwei weitere
Bedingungen die Hohe des Wasserspiegels h(x) sowie die Tiefe der Grenzfliche t(x),
jeweils gemessen von der ungestorten Wasseroberfliche aus, bestimmen:

e) Die tangentialen Reibungskrifte an der Wasseroberfliche sind Null und
f) die tangentialen Reibungskrifte an der Grenzfliche sind stetig.

Aus diesen Bedingungen erhilt man folgendes System von Differentialgleichungen

erster Ordnung:

Eziﬁ_(g p_+_t+1_c) -
Ix c 9x 2 a-t
ah _ 12 0A

= - = (6)
X g(h+t) (4h+3a+t)
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mit der Konzentration ¢ =—22 (o° = Dichte des Siiwassers, o = Dichte des Salz-
0

wassers) und der konstanten Wassertiefe a. Dieses Gleichungssystem wurde numerisch
gelost; die Losung wird im vorliegenden Artikel als halbanalytisch oder exakt bezeichnet.

4, Numerische Ergebnisse

Als Randbedingungen des numerischen Astuarmodells wurden Wasserstand und ver-
tikale Dichteprofile an den offenen Rindern fest vorgegeben. Das Modell besafl eine
Lingenausdehnung von 36 km, in 12 Abschnitte unterteilt, sowie eine Wassertiefe von
13,7 m. Die Konzentration des Salzwassers betrug 3 /0. Der Wasserstand am seeseitigen
Ende wurde auf h = o festgehalten, am landseitigen Ende auf h = 4,7 cm. Der hierdurch
verursachte Siiflwasserzufluf und die am seeseitigen Ende vorgegebene Salzwasserschicht
von 6,8 m Dicke fithrten innerhalb von ca. 4 Wochen Modellzeit zur Ausbildung einer
stationiren Salzzunge, die in Abb. 1 dargestellt ist. Die ,exakte Losung (durchgezogene

)

rE’n] s {{4 !

th = F3
X
N R Wasserstand

6 S +2

—
5 = o -1

~
Z ~
4 = 0
-
~
3 ~
=
~
24 \ Salzzungen-
Rechenebenen y hohe r
14 A
1

0 : — ; .

0 3 6 g 12 15 i) P 24 x[km]

exakt o Hermite -nterpolation — — — Stromauf -Differenzen
Abb. 1. Stationire Salzzungenprofile und Wasserstinde — halbanalytische Losung, ooo Trans-
port mittels Hermite-Interpolation, — — — Transport mittels stromauf gerichteter Differenzen.

Linie) ist die halbanalytische; mit Kreisen ist die numerische Lésung nach dem hier vor-
gestellten neuen Verfahren zur Behandlung der Transportgleichung dargestellt. Bis auf
die Spitze der Salzzunge (wo sich die Grobheit des Differenzennetzes bemerkbar macht)
ist eine sehr gute Ubereinstimmung vorhanden. Zum Vergleich ist eine weitere numerische
Losung (gestrichelt) eingezeichnet, bei der die Transportgleichung mittels stromauf ge-
richteter Differenzen gelést wurde. Die starke numerische Diffusion dieses Verfahrens
filhrt zu einer betrichtlichen Verkiirzung der Salzzunge. Im Verlauf des Wasserstandes
lassen sich keine gravierenden Unterschiede zwischen den drei Verfahren feststellen, wie
aus dem oberen Teil von Abb. 1 zu sehen ist.

Zum Vergleich mit experimentellen Daten wurden die Ergebnisse von KEULEGAN
(IpPEN, 1966, Kap. 11) herangezogen. In Abb. 2 ist die halbanalytische Losung (durch-
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Abb. 2. Vergleich von halbanalytischer Salzzunge (durchgezogene Linie) mit experimentellen Daten,
Punktiert: Keulegans Salzzunge, kritische Stromung an der Astuarmiindung
Kreise: Keulegans Salzzunge, an halbanalytische Kurve angepafit
Gestrichelt: Wasseroberfliche

gezogene Linie) dargestellt. Zum Vergleich mit Keurecans Kurve ist eine Festlegung des
seeseitigen Endes des Astuars notwendig; iiblicherweise wird dieser Ort dadurch festgelegt,
dafl in der Siifwasserschicht kritische Stromung eintritt. Die entsprechende Dicke der
Siiflwasserschicht betrigt

2
_ 3/@ 7
B, = - (7)

Die entsprechende experimentelle Kurve in Abb. 2 ist punktiert dargestellt — die
Ubereinstimmung mit der halbanalytischen Kurve ist nicht besonders gut. Dabei ist jedoch

r[m]
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Abb. 3. Stromungsgeschwindigkeiten (Pfeile) und Salzgehalt (Zahlen) in einem durchmischten
Astuar, stationdrer Zustand. Die gestrichelte Linie trennt die Gebiete stromauf und stromab
gerichteter Geschwindigkeiten.
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zu beachten, dafl (7) ein homogenes Geschwindigkeitsprofil voraussetzt, was im vorliegen-
den Fall nicht zutrift und auch experimentell nicht sehr fundiert ist (IpPEN, 1966,
Kap. 11). Wird diese Bedingung fallengelassen und statt dessen eine freie Anpassung der
Kurven vorgenommen, so zeigen die Kreise in Abb. 2 eine sehr gute Ubereinstimmung;
die entsprechende kritische Tiefe in diesem Falle ist etwa
-8 (8)
c ™ 1ega

Somit ist gezeigt, dafl das vorliegende numerische Modell eine gute Beschreibung der
baroklinen Wechselwirkungen in einem geschichteten Astuar zu leisten vermag.

Fiir ein durchmischtes Astuar sind geringere Schwierigkeiten bei der Losung der
Transportgleichung vorhanden, weil es keine scharfen Dichtespriinge gibt. Eine entspre-
chende Rechnung ist in Abb. 3 dargestellt. Hierbei wurde die Transportgleichung (4) um
einen horizontalen und einen vertikalen Diffusionsterm erweitert. An den offenen Rin-
dern wurden vollstindig durchmischte Dichteprofile vorgegeben (Zahlen geben Konzen-
trationswerte an). Im stationdren Zustand ist im Inneren des Astuars eine partielle
Schichtung entstanden. Auf Grund des longitudinalen Dichtegefilles sowie des ansteigen-
den Bodens gibt es eine stromauf gerichtete Bodenstrdmung, deren Bereich in der unteren
linken Ecke gestrichelt abgegrenzt ist. Weitere Beispielrechnungen und Details sind der
Diplomarbeit von WrrTorr (1975) zu entnehmen.

5.Schluflifolgerungen

Das vorgestellte numerische Modell fiir Strémungen und Salzausbreitung in Astua-
rien wurde mit Hilfe einiger vereinfachter Beispielrechnungen auf seine Anwendbarkeit
gepriift. Dabei zeigte sich, daf} fiir den Fall einer stationidren Salzzunge Ergebnisse erzielt
wurden, die mit der exakten Losung und auch mit experimentellen Daten schr gut iiber-
einstimmen. Insbesondere das Problem der numerischen Diffusion konnte mit einer neuen
Methode zur Losung der Transportgleichung bewiltigt werden. Damit ist nachgewiesen,
dafl das vorgestellte numerische Modell auf Astuarien von beliebigem Schichtungsgrad
anwendbar ist. Die charakteristische, durch barokline Krifte verursachte Gegenstromung
in Bodennihe wurde im geschichteten Astuar ebenso wie im durchmischten Astuar gefun-
den; sie wird offenbar hauptsichlich durch einen longitudinalen Salzgehaltsgradienten
verursacht. Diese fiir den Sedimenttransport auflerordentlich bedeutsame Strémung kann
weder aus Messungen von Oberflichengeschwindigkeiten noch aus hydraulischen Modellen
mit konstanter Wasserdichte oder aus mathematischen, vertikal gemittelten Modellen er-
mittelt werden. Auch in durchmischten Astuarien sind daher vertikal gemittelte mathe-
matische Modelle oder homogene hydraulische Modelle nur begrenzt anwendbar.

6. Wiirdigungen

Die vorliegende Arbeit wurde aus Mitteln der Deutschen Forschungsgemeinschaft,
Sonderforschungsbereich 79 (Wasserforschung im Kiistenbereich), finanziert. Der grifite
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