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Die Tiderechnung als Problem der Numerischen Analysis

Ein Bericht liber ihre Grundlagen und Methoden

von Dipl.-Math. F.K. Rubbert

BAV-Dienststelle filir die Vertiefung der SeewasserstraBen, Hamburg
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Zusammenfassung

Literaturverzeichnis

Zusammenstellung der angewandten Bezeilchnungen:

es

Ortskoordinate
¢+ Zeitkoordinate

S
5
b ¢ Spiegelbreite
h

Mittlere Wassertiefe

u : Transportgeschwindigkeit (mittlere Geschwindigkeit)

¢ ¢ LAGRANGEsche Geschwindigkeit kleiner Storungen
g ¢ Erdbeschleunigung

A : Querschnittfldche des Profils

Q@ ¢ Durchfluss (pro Zeiteinheit)

gXt Jiderstandsglied
P: Neigungswinkel des Bettgefadlles
(2.3) bezeichnet die Formel 3 von Abschnitt 2

T 4 verweist auf das entsprechende Literaturzitat
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1+ Das hydraulische und das mathematische Problem

Die Vorausberechnung einer TidefluBregulierung ist nur mog-
lich, wenn bereits der bestehende Zustand analytisch beherrscht
wird. Und das 1ist schon ein kompliziertes hydraulisches Problemn.
Auf die Schwierigkeiten, die die Erfassung des Stromungswiderstan-
des bel der Tidebewegung bereitet, wurde in Heft 171 hingewiesen.
In einem folgenden Bericht soll die Problematik des Differential-
gleichungssystems der Flusstheorie behandelt werden. Parallel zu
diesen Problewmen der Hydraulik bedarf das damit verbundene Integra-
tionsproblem einer eingehenden Diskussion. Die folgenden Ausfiih-

rungen sollen Grundsatzliches iliber diesen Fragenkreis bringen.

Als L.FRANZIUS (um 1890) sich mit dem Ausbau der unteren de-
ser beschdftigte, glaubte er noch zur Vorausberechnung mit der An-
wendung der LAGRANGEschen Geschwindigkeitsformelq) auszukommen.
Die vollige Unbrauchbarkeit dieser zu einfachen Methode zeigte sich
schon in der Tatsache, dass die durch den Ausbau erzielten Hoch-
und Niedrigwasserhohen hinter den von FRANZIUS filir Bremen berech-

neten um nicht weniger als 85 cm bzw. 20& cm zurlickbleiben!

Nachdem OEITJEN 1919 darauf hingewiesen hatte, dass es fiir
das vorliegende Problem unerlédsslich sei, die Dynamische Gleichung
der FluBtheorie heranzuziehen und ihr fiir den praktischen Einsatz
die Gestalt einer Differenzengleichung zu geben, entwickelte REI-
NEKE 1921 ein systematisches Verfahren der Vorausberechnung. Indem
REINEKEs Methode die Tidekurve an der Miindung als gegeben ansieht
und von einer willkiirlichen Annahwme der JVasserstdnde kurz vor Nie-
drigwasser ausgeht, ergeben sich schrittweise (in Richtung der

Raumkoordinate) durch Probieren die gesuchten Tidekurven.

Die erzielte nahe Ubereinstimmung zeigte die Mdglichkeit ei-
ner solchen Berechnung. Dennoch muss aber mit allem Nachdruck da-
rauf hingewiesen werden, dass REINEKEs Methode dem bei Problemen

dieser Art einzig mdglichen Berechnungsprinzipa) nicht entspricht .

1)

24 Man vergl. hierzu die Ausfllhrungen des Abschnitts 2

Vergl., Formel (2.1)
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Auf den Umstand, daB REINEKEs Annahme und "Probiermethode' zu fal-
schen Resultaten filhren konnen, hat bereits THORADE in seiner be-
kannten Monographie [ T 11] aufmerksam gewacht. Jedoch muB das von
THORADE in diesem Zusammenhang gestellte Problem Nr.29 als nicht
vollstdndig formuliert bezeichnet werden. In diesem wird namlich
nach der Entwicklung der Flusstiden bei vorgegebener Miindungstide
gefragt. Diese Formulierung ist in zweifacher Weise unvollstandig,
da die rechnerische Erfassung einer Flusstide auch die Vorgabe der
Wasserbewegung an der (mehr oder weniger natiirlichen) oberen Be-
grenzung der Berechnungsstrecke voraussetzt und ferner ohne die An-
gabe des Anfangszustandes (Abhéngigkeit von der Vorgeschichte)

nicht auskommt.

Ein Ausweg aus diesen Schwierigkeiten ist - wenigstens was
die Aufstellung eines einwandfreien Verfahrens betrifft - flir den
theoretischen Hydrauliker sehr einfach. Zun&chst bieten die bereits
von SAINT-VENANT 1871 in voller Allgemeinheit und in der Erkennt-
nis ihrer Zusammengehorigkeit angegebenen Differentialgleichungen

der Tideflusstheorie (Kontinuitdtsgleichung und Dynamische Glei-

chung)
—%%+u—%%:gsing9—g—g%—gx (2)

die Moglichkeit, ein System zweier partieller Differentialglei-
chungen zur Bestimmung der mittleren Tiefe h = A b—1 und der Trans-
portgeschwindigkeit u = 9 Aﬂq aufzustellen.Dieses lautet,wenn zur
Vereinfachung von der Variation der Breite und auch von anderen

moglichen Zusatzeffekten abgesehen wird:

—%‘E+u—g—§+g%§:gsin?—gx (4)

Nach Hinzunahme der oben genannten Anfangs- und Randwerte ist das
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Problem der Tidebewegung dann analytisch vollsténdig bestimmt, so
daB nur noch die Frage nach dem glinstigsten Integrationsverfahren

ubrig bleibt.

Bedenkt man, daB wegen des gquadratischen Widerstandsgliedes
keine explizite analytische LOsung mdglich ist, dann liegt es nahe,
numerisch zu verfahren. Und indem wman hierbei den bzw. die Para-
meter variiert, ldsst sich auch ein Einblick in die bestehenden

Abhdngigkeitsgesetze gewinnen.

Damit entsteht die Frage nach der glinstigsten Methode zur
numerischen Integration des vorliegenden Differentialgleichungs-
systems. Als Ideal wé&re natiirlich eine solche Methode anzusehen,
die sich dem eigenartigen analytischen Verhalten dieser Systeme
anpasst. Dieses Ziel ist vor ca. zehn Jahren auch erreicht worden,
und zwar durch R.COURANT und seine Mitarbeiter, denen die Theorie
und Praxis der partiellen Differential- und Differenzengleichungen
der Mathematischen Physik in jeder Hinsicht grundlegende Arbeiten

verdankt.

Bei dem allgemeinen COURANTschen Verfahren handelt es sich
um einemit konstanten Maschenweiten arbeitende Gittermethode. Die-
ses Differenzenverfahren ist recht einfach und hat sich bei der
numerischen Integration der Differentialgleichungen der instatio-
nadren Flusstheorie und der Gasdynamikq) als sehr leistungsfdhig

bewdhrt.

Die auch mogliche numerische Integration ldngs Charakteristi-
ken ist in dem Buch von CHRISTIANONITSCH [T 1] ausfiihrlich behan-
delt worden. Die Grundlage dieses vorteilhaften Verfahrens ist die

nach MA33AU [T 4] benannte Netzkonstruktion.

Einen allgemeinen {berblick iiber die Methoden zur LGsung von
Aufgaben der Gezeitenhydraulik verdankt man DRONKERS und SCHCNFELD
[r 2l

A\
13 Es sei in diesem Zusammenhang besonders auf das grundlegende
Nerk von R.COURANT und K.O.FRIEDRICHS "Supersonic Flow and Shock

daves", N.Y. 1948, hingewiesen.
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Von der umfangreichen Literatur des behandelten Gebietes
wurden im Literaturverzeichnis i.a. nur die im Text genannten Mo-
nographien und Zeitschriftenartikel angefiihrt. Vollstandigkeit
sollte in keiner Weise angestrebt werden. Ferner muss darauf hin-
gewiesen werden, dass sich sowohl die Theorie der Tidewellen als
auch die der hier behandelten mathematischen Fragen. z.Z. in leben-
diger Entwicklung befindet, wie auch schon aus den genannten ameri-
kanischen und russischen Publikationen der letzten Jahre hervor-

geht.

Die angewandten Termini, Symbole und Abkilirzungen entsprechen

den in der wmathematischen Fachliteratur iliblichen.

Fiir eine kritische Durchsicht des Manuskriptes und filir viele
wertvolle Diskussionen ist der Verfasser Herrn ORR HORN vom Deut-
schen Hydrographischen Institut, Hamburg, sehr zu Dank verpflich-

tet.

2. Der analytische Charakter des Integrationsproblems

Bei der numerischen Losung technischer Probleme ist nicht die
Rechenfertigkeit das Entscheidende, sondern vielmehr die Einsicht
in ihren inneren physikalischen Ablauf und in ihre analytische
Struktur. Denn nur auf dieser Grundlage kann aus den i.a. zahlrei-
chen formalen Mcglichkeiten der Berechnung die brauchbarste Methode

ausgewahlt und in sinnvoller Weise durchgefiilhrt werden.

Die erste Fragestellung in dieser Hinsicht betrifft die ge-
eignetste Form der grundlegenden Differentialgleichungen des Pro-
blems. Zundchst liegt die Niitzlichkeit der Symmetrisierung der bei-
den so verschiedenen partiellen Differentialgleichungen (1439 und
(1.4) nahe. Diese gelingt auf folgende Weise: Es wird die Geschwin-

digkeit )

caVgh (1)

2. ¢ kann als die LAGRANGEsche Wellengeschwindigkeit kleiner 3to-

rungen angesehen werden. - Andererseits ist c¢ die "kritische
Geschwindigkeit'" der Wasserbewegung. Fiir Tidewellen ist c> | u]
anzunehmen, d.h. die hier betrachteten {lasserbewegungen sind
"unterkritisch™,
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eingefiihrt und dann die Summe und Differenz der beiden Gleichungen

gebildet. So gelangt man zu dem &dquivalenten Gleichungspaar

{% £ 4w+ e —g—s-}(u +2c) = g (sin @ = %) (2)
{% + =gl g‘g}(u - 2¢) = g (Sin(p - %) (3)

Seine hydraulische Deutung ist sehr einfach: Die Tidewelle als
Funktion des Ortes und der Zeit ist die Resultante zweier entge-

gengesetzt gerichteter Elementarwellen.

Wie so oft in der Mathematischen Physik zeigt sich auch hier,
dass eine naheliegende formale Vereinfachung zu Grundgleichungen
fﬁhrt,die sowohl die physikalischen als auch die analytischen Zu-
sammenh&nge klarer hervortreten lésst. Die mathematische Analyse
des symmetrischen Gleichungssystems (2), (3) ergibt ndmlich fol-
genden Sachverhalt: Die auftretenden Differentialoperatoren stel-

len = wie ein Vergleich mit der bekannten Formel

d zl{ey,t) Dz ds Dz
at =Pt *

zeigt - Zeitdifferentiationen dar, die auf ausgezeichnete Eigen-

schaften der durch die gewchnlichen Differentialgleichungen

%%ZHC, g_j_:u_c (4)
bestimmten Kurven E(s,t) = gonst, bzw. MN(s,t) = const, hinwei~-

sen. Durch jeden Punkt P des Existenzbereichs in der s,t-Ebene
gehen zwei charakteristische Kurven I‘+, I;m, die man nach MONGE
kurz als "Charakteristiken'" bezeichnet. und zwar heisst I;- die
"Vorwdrtscharakteristik" und I;_ die "Riickwdrtscharakteristik™
durch P, Die beiden '"charakteristischen Richtungen' werden vom
Ldsungspaar (u,c) bestimmt. Die Gesamtheit dieser beiden reellen
Kurvenscharen bildet in der s,t-Ebene ein ausgezeichnetes Kurven-
netz, das als natiirliches Koordinatensystem eingefiihrt werden

kanne.
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In diesewm Sinne ist das System (2), (3) als die '"charakteri-
stische Form' des Differentialgleichungsproblems anzusehen; seilne

BEinfilhrung verdankt man COURANT und LAX [= 5].

7Zu den Charakteristiken eines beliebhigen Systems zweier par-
tieller Differentialgleichungen 1. Ordnung gelangt man auch durc
die Transformationstheorie, die Systemeigenschaften durch den Uber-
gang zu neuen unabhdngigen Variablen hervortreten lédsst. Und zwar

istische Transformation'™ zu

fihrt eine solche allgemeine '"Charakte:
dem Ergebnis, dafl Systememit zwei konjugiert-komplexen, zwei ver-
schiedenen reellien und zwel zusammenfallenden Charakteristiken exi-

. s 1

man in ihren Reg

-

7]

“elliptisch

4}
C

L

(T
F
(4]
-
=
G
@

bzw. '"hyperbolische" bzw. ""parabolische" Systeme unterschiedet.

Durch diese Klassifizierung werden tiefliegende analytische
Strukturen erfaBt, die zu vollig verschiedenen LOsungseigenschaf-
ten filhren. So sind die hier (und allgemein in der Jellentheorie)
auftretenden hyperbolischen Diffcerentialgleichungssysteme dadurch
charakterisiert, dal in ihnen die Zeitvariable eine ausgezeichnete
Rolle spielt, und zwar derart, dass nur das nach CAUCHY benannte
"Anfangswertproblem''gestellt werden kann. Das bedeutet bei dem vor-
liegenden Problem,dafB die gesuchte Ldsung u(s,t), c(s,t) (unter ge-
wissen Stetigkeitseigenschaften und Differenzierbarkeitsbeding-
ungen)nur fiir solche t :>'to existiert und eindeutig bestimmt ist,

die auf einen (beliebig wdhlbaren) Anfangszustand
. o= ( C =
u(s,to) uo\s), (s,to) co(s)

folgen. Hierdurch findet die bereits oben erwéhnte Abhdngigkeit der

Tidewellen von ihrer "Vorgeschichte'" ihren analytischen Ausdruck.

Zu diesen Anfangsbedingungen konnen noch die Randbedingungen
u(sot) = al(t), c(sE,t) = elt)

hinzutreten, wo S, bzw. s, die Koordinate des Anfangs- bzw. End-

B
punktes der Berechnungsstrecke bezeichnet. Aufgrund der durch das
Differentialgleichungssystem ausgesprochenen Verknilipfung von u und
¢ kann an jedem Randpunkt nur eine dieser beiden Funktionen vorge-

geben werden.



Durch diese Anfangs- und Randbedingungen ist das Ldsungspaar
(uy,c) eindeutig bestimmt.Mit jeder ﬂnderung;der Anfangs- und Rand-

werte ist eine stetige Anderung der JWerte von u und ¢ verbunden.

Die fundamentale Bedeutung der Charakteristiken tritt bei
einem Anfangswertproblem in folgender Weise in Erscheinung: Die
Losung in einem Punkte P(s,t) des Existenzbereichs wird nur von
denjenigen Anfangswerten bestimmt, die zu dem von den beiden Cha-
rakteristiken I')%, I'J
s-Achse gehoren. Die Strecke [P+ P"') heisst in diesem Sinne das

durch P herausgeschnittenen Abschnitt der

"Abhdngigkeitsintervall® des Punktes P(s,t).Jede Anderung der An-
fangswerte auBerhalb [P+ P_] hat also auf den Jert der Losung in
P(s,t) keinen BinfluB. Dieser Sachverhalt 1ladt sich auch in fol-

gender Jelse ausdriicken:

Eine Abdnderung der Anfangswerte auf der Strecke [A1 A2] der
s-Achse beeinflufBt die LOsung nur in einem Teil G ihres Existenz-
bereichs, und die Begrenzungslinien dieses "Einflussgebiets' von

[A, A,] sind die beiden Charakteristiken I} , Ix' durch die Be-
grenzungspunkte A1 und A2. 1 &

Abhdngigkeitsintervall Einflussgebiet
des Punktes P(s,t) des Abschnitts A, A

2
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Diese Begriffsbildungen, bei denen von Abé&nderungen von Funk-
tionen nur in einem Teil ihres Definitionsbereichs die Rede ist,
sind charakteristisch fiir das physikalische Verhalten von Ausarbei-
tungsvorgidngen, die als Losungen hyperbolischer Differentialglei-

1
chungssysteme auftreten >0

Von grundlegender Wichtigkeit filir Probleme dieser Art ist
ferner die Erkenntnis der Fortsetzbarkeit der Anfangsbedingungen,
d.h. die Losung hat auf Jeder Geraden t = consts in der Umgebung
der s-Achse dieselben Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigen-

schaften.

Sind die Anfangsbedingungen - wie bel vielen Problemen der
Physik und Technik - nicht stetig und hinreichend oft differenzier-
bar, so ist di.a. die Existenz der Losung eines Anfangs~Randwert-
problems nicht mehr gesichert. Wie die wichtigen Untersuchungen von
SOBOLEW H 15 ergaben, ist es dann aber moglich, "verallgemeinerte
Losungen” zu konstruieren, die sinngemésse Erweiterungen der Lb;

=

sungen der klassischen Theorie linearer und quasilinearer Systeme

darstellen.

Auf die Schwierigkeiten, die bei hyperbolischen Problemen mit
nichtlinearen Differentialguotienten und unstetigen Anfangsbeding-
ungen auftreten, braucht hier nicht eingegangen zu werden, da das
Differentialgleichungssystem der Tideflusstheorie (wegen des in u

quadratischen Widerstandsgliedes) nur quasilinearen Charakter hat.

13

Weitere Beziehungen der Charakteristiken zur Theorie der Wellen-
ausbreitung, speziell der Oberflédchenwellen, findet man in den
klassischen Monographien wvon HADAMARD [H 6] und LEVI-CIVITA®
[H 9], sowie in der Dissertation von SCHCNFELD [T 9].

Andererseits mul darauf hingewiesen werden, dal sich die
Losungen der ""elliptischen Systeme' der Potentialtheorie vollig
anders verhalten; bei diesen kann auch nur das reine Randwert-
problem gestellt werden. So hat Jjeder Gleichungstyp nur bei
"'sachgemdl gestellten Bedingungen eine eindeutige Losung. Man
vergleiche hierzu den interessanten Aufsatz von JOHN [ 7].

2) Ausfiihrliche Entwicklungen dieser Theorien findet man bei COU=
RANT [# 21 und PETROWSKI [H 13].
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5« Der ﬁbergang zu Differenzengleichungen

Der erste Schritt zur numerischen Integration eines Systems
von Differentialgleichungen besteht in seiner Approximation durch
das ihm zugeordnete System von Differenzengleichungen und dem ent-
sprechenden Ubergang von der kontinuierlichen Ortskoordinate s und

der Zeitkoordinate t zu einem Koordinatengitter durch

Sy = 5+ pAs, by = t_ + YAt : (1)

Hier bezeichnen

Ko W om0 = oy At (2)

die als "Maschenweiten' auftretenden Schrittlédngen der beiden un-
abhdngigen Variablen. M und Y durchlaufen alle ganzen Zahlen von
Null bis zu den der Grésse des Raumintervalls Sg = S, bzw. des
Zeitintervalls tT - to angepassten m bzw. n.

Die Funktionswerte in den Gitterpunkten ( W, V) bezeichnet
man der Einfachheit halber durch hoch und niedrig gestellte Indi-

zes, d.h. es ist

’

ut'_:__- u(SF’ ), - cta c(sp, ty) (3)

Die Anfangs- und Randbedingungen werden durch Zgquivalente

Bedingungen in den entsprechenden Gitterpunkten ersetzt.

Die Approximation von Differentialquotienten durch Differ-
enzengquotienten ist in verschiedener Weise moglich. dJe nachdem

man ndmlich die durch

AT, s, F SN SOy, vy Syvaywé =~ Ty
definierten "Vorwédrtsdifferenzen" mit dem Operator A , "Riickwdrts-

differenzen'" mit dem Operator VV , "Zentralen Differenzen'" mit dem
Operator § anwendet, existieren schon filir den ersten gewchnlichen

Differentialquotienten vier1> verschiedene Nzherungenmit Approxi-

L% Die vierte Moglichkeit folgt aus der STIRLINGschen Interpola-

tionsformel durch Differentiation.
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mationsfehlern, die sich sowohl im Betrag wie im Vorzeichen unter-

scheiden.

Die entsprechende Approximation eines partiellen Differen-
tialquotienten im Gitterpunkt ( M, y ) fiihrt zu Ausdriicken, die Li-
nearkombinationen der Funktionswerte in den benachbarten Gitter-
punkten darstellen. Die auf diese Weise formal moglichen {berginge

1)

zu finiten Ausdriicken sind aber nicht alle anwendbar, da die in
den ndchsten Abschnitten zu behandelnden Forderungen der Konvergenz

und der Stabilit&t nicht jede Gittermethode zulassen.

Jede partielle Differenzengleichung stellt eine algebraische
Relation zwischen den Funktionswerten in benachbarten Gitterpunkten
dar. Durch den Ubergang zu Differenzengleichungen wird also aus den
beiden Differentialgleichungen ein algebraisches Gleichungssystem.
Seine leichte Aufldsbarkeit nach den gesuchten Funktionswerten ist
aber durchaus keine Trivialitidt. Soist THOMAS [T 10] im Jahre 1937
die Auflosung seines unglinstig gewdhlten Systems von Differenzen-

gleichungen nicht gelungen.

Die prinzipielle Moglichkeit dieser numerischen Behandlung
eines hyperbolischen Problems beruht auf der erwghnten Fortsetzbar-
keit seiner Anfangsbedingungen. Die Rechnung schreitet also sukzes-
sivin Richtung der Zeitachse vor. Aus den bekannten Funktionswer-
ten einer Zeile ergeben sich die der ndchsten durch rekursive An-

wendung der inder o.a. Neise gewonnenen expliziten Rechenvorschrift.

Beim Fortschreiten vom Gitterpunkt (M, V) zum Gitterpunkt
(K, VYV+ 1) kommen (verursacht durch die auftretenden rdumlichen
Differenzenquotienten) auch die Einfliisse der Nachbarpunkte (}4'i b
Y ) zur Geltung. Damit wird aber auch die sich sukzessiv ins Innere

des Integrationsbereichs fortsetzende Wirkung der Randwerte klar.

(1,v+)
O O- O
(u-1,v) (ny) (u+,v)

1)

Eine fiir die Belange der Praxis niitzliche Zusammenstellung die-
ser Formel verdankt man PANOW N 12 .
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4., Die Konvergenz des Approximationsverfahrens

Von grundsdtzlicher Wichtigkeit ist zundchst die Bemerkung,
dass die angewandte Gitterpunktmethode durchaus nicht nur die Be-
deutung eines mehr oder weniger genauen Approximationsverfahrens
zur numerischen Integration hat, sondern auch eine legitime und
vielbenutzte Methode des Analytikers ist. So kOnnenmit ihrer Hilfe
sogar die fundamentalen Existenzsatze bewiesen werdenq). Bei dem
hierfiir durchzufiilhrenden Grenzprozess, der sukzessive Verieinerung
des Koordinatengitters bedeutet, muB natiirlich die Konvergenzfrage
im Grenzfall bewiesen werden. Diese Fragestellung ist durchaus nicht
trivial, d.h. aus dem Ubergang der approximierenden Differenzenglei-

chungen in die zu 16senden Differentialgleichungen folgt i.a. nicht

die Konvergenz der Ndherungslosung gegen die exakte LOsung.

Die Aufgabe einer Konvergenzuntersuchung besteht zundchst da-
rin, mdglichst allgemeine Bedingungen zu ermitteln, unter denen
die in den Gitterpunkten definierten Funktionswerte gegen die Losung
des Differentialgleichungssystems konvergieren. IThre Schwierigkeit
erkennt man an der Bemerkung, dal es durchaus nicht selbstverst&nd-
lich ist, daB bei dem Grenzprozess die Approximationsldsung in der
erwarteten Weise konvergiert. Ein Naherungsverfahren kann konver-
gieren und normale Verhdltnisse vortduschen, wzhrend es nicht gegen
die gesuchte Ldsung konvergiert, sondern gegen ein Element einer
verwandten Funktionsklasse oder gar gegen eine vollig abweichende

2)

Phantom-Losung .

Zu einer FEinsicht in die die Konvergenz zerstorenden Einfliis-
se gelangt man durch folgende Betrachtung: Das Anfangs-Randwertpro-
blem der Differentialgleichungstheorie geht durch den o.a. Zuord-
nungsprozess iliber in ein Anfangs-Randwertproblem von Differenzen-
gleichungen. Die Theorie der Differenzengleichungen hat aber ihre
eigenen Gesetze, wie diesem Gebiet der Analysis iliberhaupt eine vol-

lig selbstdndige Bedeutung zukommt.Interessant und wesenserhellend

1)
2]

Z.B. bei BECKERT [H 1]

Dieser Terminus wurde aus dem englischen Schrifttum iibernommen.
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ist die Untersuchung der bestehenden Analoga. Andererseits stimmen
bei hyperbolischen Problemen die "Charakteristiken" = und damit
auch die Einfluss- und Abh&ngigkeitsbereiche - der Differenzen-
gleichungen durchaus nicht iberein mit denen des zugeordneten Dif-

ferentialgleichungsproblems.

Die Beachtung dieses fundamentalen Unterschiedes und seiner
Konsequenzen filhrt zu der Erkenntnis, dass eine konvergenzsichere
Nadherungslosung nur bei einer entsprechenden Anpassung der beiden
Abhdngigkeitsbereiche mdglich ist. Das ﬁédeutet, daB die Wahl des

Verhdltnisses At : As von entscheidender Bedeutung ist.

Aufgrund dieser Einsicht muss bei dem vorliegenden Problem
das Verh&dltnis At : As so klein gewdhlt werden, dass der zu be-
rechnende Gitterpunkt ( My Y+ 1) innerhalb des Dreiecks liegt, das
von den Basiseckpunkten (jo- 1, ¥) und (WP+ 1, V) gebildet wird
und dort die (sich aus den Richtungsfaktoren der entsprechenden

Charakteristiken ergebenden) Neigungswinkel

arctan {CH—1 + uH'_q} bzw. arctan {CH+1 - uHH}
v v v y

besitzt. Diese Bedingung fiihrt fiir die praktische Rechnung auf das

leicht einzuhaltende Konvergenzkriterium

A‘t<:clésu

Wie COURANT, ISAACSON und REES [N 3] zeigten, ist aber auch
der {bergang zu finiten Differenzen durchaus nicht willkiirlich,
indem sich ein konvergentes Gitterverfahren nur auf folgende Weise
ergibti In DaGl. (2.2), die der Vorwidrtscharakteristik zugeordnet
ist, werdendie Ableitungen nach der Raumkoordinate durch die ent-
sprechenden Riickwdrts-Differenzenguotienten approximiert, dagegen
in der der Riickwdrtscharakteristik zugeordneten D.GL.(2.3) durch
die Vorwdrts-Differenzenquotienten. Der Eigenart des Anfangswert -
problems entsprechend, werden aber in jeder der beiden Differential-
gleichungen die partiellen Ableitungen nach der Zeit durch Vorwarts-

Differenzenquotienten ausgedriickt. Die Differenzengleichungen,die
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man auf diese Weise erhdlt, lassen sich leicht nach u und c
v+1 v+

auflésenq)o

Fiir die Berechnung innerer (d.h. randferner) Gitterpunkte
haben KELLER und LAX [N 8] ein besonders einfaches Losungsverfah-

ren entwickelt.

Konvergenzbetrachtungen sind also auch bel der praktischen
Rechnung mit finiten Differenzen erforderlich. Insbesondere ver-
langen auch diese ein Versténdnis der analytischen Natur der Losung,

deh. der fundamentalen Bedeutung der Charakteristiken.

5. Das Stabilitdtsproblem

Beli der Anwendung eines konvergenten Differenzenverfahrens
sollte es moglich sein, die Approximationsfehler durch die Wahl
hinreichend kleiner Schrittlidngen unter jede vorgegebene Schranke
herunterzudriicken. Die praktische Durchfiihrung der numerischen In-
tegration einer partiellen Differentialgleichung zeigt aber, dass
diese Annahme durchaus nicht immer richtigist. Durch diese Erkennt-
nis ist das Stabilitdtsproblem entstanden. Konvergenzbetrachtungen
sind also i1.a. nicht hinreichend zur Beurteilung der Brauchbarkeit

eines numerischen Integrationsverfahrens.

Zundchst kann n&mlich durch die Wahl eines nicht geeigneten
Differenzenschemas eine die Losung unbrauchbar machende Fehlerfort-
pflanzung auftreten. So entsteht z.B. durchdie Anwendung Zentraler
Differenzen i.a. eine sukzessiv wachsende StSrwirkung der Abrun-
dungsfehler, also eine instabile Losung, obwohl der Zentrale Dif-
ferenzenquotient mit der zu approximierenden Tangentenrichtung we-
sentlich besser {iibereinstimmt als der Vorwadrts- bzw. Rilickwadrts-

2)

Differenzenquotient ‘.

Von dieserStabilitdt im Mittel',wie sie ausfiihrlich O'BRIEN,
HYMAN und KAPLAN [N 10] untersucht haben, ist die "C-Stabilitit™"

zu unterscheiden. Es ist n&mlich durchaus moglich, dass auch beil

1)

Die expliziten und recht einfachen Formeln findet man in den im
Literaturverzeichnis angegebenen Arbeiten von COURANT und STOKER.

a
) Beispiele bei COLLATZ [N 1].
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Annahme exakter Zahlenwerte die Losung unbrauchbar wird, und zwar
aufgrund eines aus dem inneren Formalismus des Approximationsver-
fahrens entstehenden Aufschaukelungsphanomens. Eine zusammenfas-
sende Ubersicht verdankt man LAX und RICHTMYER [N 9], eine ausfihr-
liche Monographie RICHTMYER [N 12].

Eine wichtige Frage ist die nach dem Zusammenhang zwischen
der Stabilitat und der Konvergenz eines Differenzenschemas. Und
dieses tiefliegende theoretische Problemist auch von groRer prak-
tischer Bedeutung, da es oft betrdchtlich einfacher ist, die Sta-
bilitdt bzw. Instabilitdt zu erkennen als die Konvergenz zu bewei-
sen. Flir das CAUCHYsche Problem einer umfassenden Klasse von Dif-
ferentialgleichungen hat RJABENKI [N 14] nachgewiesen, dass ein
C-stabiles Differenzenschema auch konvergent ist. Ein entsprechen-
des Aquivalenztheorem, das die Stabilitdt als die notwendige und
hinreichende Bedingung der Konvergenz formuliert, wurde von LAX
[N 9] fiir eine ausgezeichnete Klasse von Anfangswertproblemen auf-

gestellt.

Das o.a. COURANTsche Differenzenverfahren besitzt mit der
Konvergenz- auch die Stabilit&@tseigenschaft. Bei seiner Anwendung

konnen also keine Stdrungen durch Instabilitdten auftreten.

6. Die Genauigkeit der NidherungslSsung

Ausser der Tatsache der Konvergenz muss auch die Giite der
Konvergenz eines Gitterverfahrens gepriift werden, d.h. es ist not-
wendig, die Approximationsfehler des Losungspaares, also die Aus-

driicke

au’f'-lu':,'—u(S,t)] A 80=|cﬁ—c(s,t) X

abzuschdtzen, Diese wichtige Frage ist i.a. recht schwierig zu be-
1) . : : :

antworten °, obwohl sofort einzusehen ist, dal die zu bestimmenden

Abweichungen um so kleiner sein werden, Jje genauer die in den Dif-

ferentialquotienten durch Differenzenguotienten approximiert werden,

Grundsétzliches enthalt die Arbeit von GERSCHGORIN [N 5]
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Einen Einblick in die bestehenden GenauigkeitsverhZltnisse
gewinnt man auch durch die Betrachtung der Approximationsfehler der
Differenzengleichungen. Im englischen Schrifttum wird diese Abwei-
chung "truncation error'" genannt. Insbesondere ergeben sich auf
diese Weise explizite Ausdriicke zur Untersuchung der Wirkung einer
Netzverfeinerung, die auch die glinstigste Wahl des Verh&@ltnisses

1)

At : As erkennen lassen ‘.

AuBer diesen mathematischen Verfahrensfehlern, die =- ebenso
wie alle Abrundungs- und Messfehler = unvermeidbar sind und hinrei-
chend klein gehalten werden miissen, sind die Ergebnisse einer Tide-
rechnung nochmit weiteren Ungenauigkeiten belastet. So l&sst sich
die physikalische Richtigkeit der Dynamischen Grundgleichung nie
vollstdndig erreichen. Immerhin gestatten es die neueren Fort-
schritte der Hydrodynamik, die wichtigsten Effekte durch entspre-
chende Zusatzgliederzuﬂberﬁcksichtigena). Dazu kommt die schwieri-

ge Erfassung des Stromungswiderstandes.

Eine weitere Schwierigkeit, die die Resultate einer Tiderech-
nung beeinfluBt, ist die hinreichend genaue Erfassung der regellos
wechselnden Morphologie. Auch hierdurch ist der mathematisch-for-
malen Betrachtungsweise eine Grenze gesetzt. Diese Frage 1laBt sich
am einfachsten durch eine Vergleichsrechnungmit kleinerem As be-

antwortene.

7 Der Einsatz moderner Grossrechenmaschinen

Die in den letzten 15 Jahren erfolgte Entwicklung der pro-
grammgesteuerten Rechenmaschinen hat der Numerischen Analysis die
Losung bisher unangreifbar komplizierter Probleme mdglich gemacht,
indem Jjetzt Rechnungen grofen Umfanges ca. 1ooo-mal schneller be-

wdltigt werden konnen. Der groBe Zeitgewinn rechtfertigt auch die

1)

Ausfiihrliche mathematische Entwicklung wird der Verfasser dem-
nédchst an anderer Stelle verdffentlichen.

4 Auf diese Effekte wird die angekiindigte 2. Mitteilung des Ver-
fassers ausfilhrlich eingehen.
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immerhin betrdchtlichen Kosten, die der Einsatz dieser teuren Ma-
schinenmit sich bringt. Auch auf den Zeit- und Geldaufwand fiir die

erforderliche Programmierung muss hingewiesen werden.

Die Rechenoperationen kommen 1in elner programmgesteuerten
Maschine durch das Zusammenwirken von Steuerwerk, Speicher und Re-
chenwerk zustande. Die handelsiiblichen Maschinen arbeitenmit 1o =~
12stelligen Dezimalzahlen und konnen durchschnittlich etwa 15 ooo
Elementarbefehle in der Sekunde ausfﬁhrenq). Die gesuchten Ergeb-
nisse liefert das Registrierwerk in Form von Funktionstabellen,

und zwar mit Hilfe wvon elektrischen Schreibmaschinen vom Fern-

schreibertyp.

Der Einsatz dieser elektronischen Hochgeschwindigkeits-Auto-
maten ist zur Bewadltigung der grossen Rechenarbeit einer hinrei-
chend genauen Tiderechnung (insbesondere in einer nicht zu langen
Zeitspanne) unbedingt erforderlich. Die notwendige Ubertragung des
Integrationsproblems in ein Rechenprogramma)ist leicht ausfiihrbar.
Insbesondere kann ein solchen Programm so eingerichtet werden, dass
die i.a. notwendigen #iederholungen der Rechnung mit oder ohne Va=
riagtion der Parameter iterativ ausgefiihrt werden. Auf diese Weilse
kann man nicht nur die erforderliche Genaulgkeitsuntersuchung leicht
vornehmen, sondern auch den Einschwingvorgang bei einer Regulie-
rungsrechnung in der einfachsten Weise durchfiihren.Der Wasserbauer
hat damit auch die Moglichkeit, Baumassnahmen bester Wirkung zu

erkennen.

Erfahrungen lber Anwendungen auf Probleme der Fluss- und Ge-
zeitenhydraulik liegen vor. Von FAURE [R 4] wurde die Tidebewegung
der GIRONDEmit Hilfe einer IBM-Maschine untersucht. Die durch die
Einteilung der Berechnungsstrecke und der Tidedauer notwendig ge-
wesenen 90 o000 Rechenoperationen wurden auf diese Weise in 30 Stun-
den durchgefithrt. Der CENTRALE STUDIENDIENST des MINISTERIE VAN
VERKEER EN JATERSTAAT, Den Haag, l&dBRt seine umfangreichen Voraus-

») Die IBM 705 - III kann sogar 45 4oo logische Entscheidungen in

der Sekunde durchfiihren

2) Anein bestimmtes Integrationsverfahren ist wman dabei nicht ge-
bunden
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berechnungen auf der ARMAC des MATHEMATICAL CENTER, Amsterdam,
durchfihren.lber Methoden und Ergebnisse hat SCHCNFELD [R PP TR 8]
berichtet. Mit dem REMINGTON-RAND-UNIVAC der Universitat New York
sind die Hochwasserwellen der Jahre 1945, 1947, 1950 auf dem OHIO
und MISSISSIPPI berechnet worden. Flir die Vorausberechnung einer
Periode von drei dochen benctigte diese Hochgeschwindigkeitsma-
schine ca. vier Stunden. Berichte hieriiber vercffentlichten ISAAC-

SON, STOKER und TROESCH [N 3, N 4].

AuBer den programmgesteuerten Ziffermaschinen sind im letz-
ten Jahrzehnt auch "Analogiemaschinen" entwickelt worden. Diese
stellen physikalische Modelle fiir Probleme der Analysis dar. Ihre
Rechengenauigkeit ist daher beschrédnkt. Die Analogiemaschinen eig-
nen sich auch fiir die Integration. von Problemen der Gezeitenhy~
draulik; Nsheres enthilt eine Arbeit von SCHCNFELD [R 9]. Uber die
Anwendung des GOODYEAR ELECTRONIC DIFFERENTIAL ANALYSER (GEDA) ha-
ben LAVLER und DRUML [R 6] berichtet.
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Zusammenfassung

Die Vorausberechnung einer TidefluBregulierung ist ohne die
Beherrschung des bestehenden Zustandes nicht mdglich. Dieses Pro-
blem der theoretischen Hydraulik ist mit den Hilfsmitteln der mo-

dernen Numerischen Analysis losbar.

Die Grundgleichungen zu einer analytischen Erfassung der Ti-
dewellen sind die beiden Differentialgleichungen der instation&ren
Flusstheorie von SAINT-VENANT. Dieses Gleichungssystem kann durch
Einfilhrung der LAGRANGEschen Jellengeschwindigkeit derart umgeformt
und symmetrisiert werden, daB es in natiirlicher Weise dem physika-

lischen Ablauf der Wellenbewegung des Wassers angepasst ist.

Fiir die Dbesonders wichtige numerische Integration des Dif-
ferentialgleichungssystems existiert ein einfaches Approximations-
verfahren, das in organischer Verbindung mit dem analytischen Ver-
halten der Losung steht. Diese wvon COURANT und seinen Mitarbeitern
entwickelte und erprobte Methode eignet sich in hervorragendem Mas-
se fliir die numerische Losung des Anfangs-Randwertproblems einer

Flusstide.

Der grosse Arbeits- und Zeitaufwand einer Tiderechnung kann
durch den Einsatz einer elektronischen Rechenmaschine wesentlich
verkiirzt werden.Erfolgreiche Ergebnisse auslédndischer Jissenschaft-

ler liegen vor.

Auch der Binnenwasserbau kann die hier besprochenen Methoden
und Ergebnisse verwerten, nd@mlich filir die Berechnung von Hochwas-
serwellen, instationdren Bewegungen in Kraftwerkskandlen und ilUber-

haupt fir alle Schwall- und Sunkph&dnomene.

Die Ausfiihrungen und Literaturangaben machenkeinen Anspruch
auf Vollsténdigkeit. Es sollte lediglichein leichtverstdndlicher,
aber doch die wesentlichen Grundlagen und mathematischen Fragestel-
lungen hervorhebender Uberblick gegeben werden iiber ein ebenso in-

teressantes wie wichtiges Problem der theoretischen Hydraulik.
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