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1TU Dresden, Institut für Geotechnik
2Grenoble-INP/UJF-Grenoble 1/CNRS UMR 5521, Laboratoire 3SR,
Grenoble, France

Die Granular Element Method (GEM) stellt ein Verfahren dar, welches die Möglichkeit

eröffnet, Kontaktkräfte in Granulaten zu ermitteln. Die Methode macht dabei Ge-

brauch von der Digital Image Correlation (DIC), um den Deformationszustand der

einzelnen Körner infolge einer Belastung zu bestimmen und diese somit als Deh-

nungsmesser zu verwenden. Weiterhin werden die Kontaktpunkte und die konstituti-

ven Parameter der Körner genutzt, um die intergranularen Kräfte zu kalkulieren. In

diesem Beitrag wird die erste experimentelle Anwendung von GEM auf ein einfaches

Granulat in einem biaxialen Schergerät beschrieben. Da die quantitative Güte der

Ergebnisse bei der numerischen Weiterverwertung von DIC-Resultaten von hoher Re-

levanz ist, wurde diesbezüglich eine Optimierung durchgeführt. Des Weiteren werden

eine Modifikation von GEM (GEM-plus) und eine Sensitivitätsanalyse beider Verfah-

ren (GEM und GEM-plus) bezüglich der Eingangsparameter vorgestellt. Einige der

ermittelten Kräfte wurden darüber hinaus mit den Resultaten einer alternativen Me-

thode zur Kraftermittlung verglichen.

1 Einleitung

Granulare Materialien spielen in vielen Bereichen eine wichtige Rolle. So kommen sie

zum Beispiel in der Pharmazie, der Industrie, als Nahrungsmittel und als Bestandteil

der Umwelt vor. Eine besondere Rolle kommt ihnen beispielsweise in der Bodenme-

chanik bei der Beschreibung von granularen Böden wie Sanden zu.

Obwohl ihr Verhalten auf Partikelebene vermeintlich einfachen physikalischen Geset-

zen unterliegt, so können die Verhaltensweisen von Granulaten auf anderen Betrach-

tungsebenen nicht durch einheitliche Theorien beschrieben werden. In der Geomecha-
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nik greift man so zum Beispiel auf makroskopischer Ebene auf phänomenologische

Stoffmodelle in unterschiedlichsten Bezugssystemen, auf mikroskopischer Ebene auf

diskrete Modelle und außerdem auf eine Kopplung der Modelle beider Skalen zurück.

Ziel für eine möglichst einheitliche Beschreibung der granularen Materialien sollte es

sein, die Verbindung zwischen dem makroskopischen Verhalten und der dem zugrunde

liegenden diskreten Natur der Granulate zu finden.

Um das mikromechanische Verhalten umfassend beschreiben zu können, müssen (i)

die Struktur eines Granulates: die Positionen der Körner und Kontakte (ii) die Evolu-

tion der Verformungen: Verschiebungen, Rotationen und Evolution der Kontakte und

(iii) die Kontaktkräfte erfasst werden [CCL97].

In den letzten Jahrzehnten wurden große Fortschritte in der experimentellen Bestim-

mung von Deformationen gemacht. So ist es mittlerweile möglich, die Verschiebun-

gen und Rotationen einzelner Körner und die Verzerrungen von Kornbereichen z.B.

mit Hilfe der Digital Image Correlation zu ermitteln [VH08].

Allerdings ist die experimentelle Beschreibung von intergranularen Kräften bisher nur

über Anwendung der Photoelastizität möglich [DJ72]. Diese beschränkt sich aber auf

doppelbrechende Materialien mit einfachen Geometrien und eine Kenntnis der Rand-

kräfte, die auf das jeweilige Granulat wirken.

Durch die Entwicklung der Discrete Element Methods [CS79] ist es möglich gewor-

den, Granulate mit einer hohen Anzahl von regulär geformten Partikeln in numeri-

schen Simulationen zu untersuchen. Dadurch konnten bereits einige Beziehungen zwi-

schen dem diskreten und dem makroskopischen Verhalten von granularen Materialien

aufgestellt werden. Es mangelt allerdings immer noch an experimentellen Ermittlun-

gen der Kontaktkräfte und somit der Validierung von bereits aufgestellten Modellen.

Andrade hat in [AA12] eine Methode vorgestellt, mit der es möglich ist, die Kontakt-

kräfte in irregulär geformten Granulaten experimentell zu bestimmen. Die Granular

Element Method (GEM) nutzt die Bedingungen des statischen Gleichgewichtes und

der Impulserhaltung der einzelnen Partikel, mit denen es möglich ist, die intergranu-

laren Kräfte über die Kontaktpunkte und die mittleren Verzerrungen jedes Partikels

zu bestimmen. Die Verzerrungsfelder der einzelnen Körner können experimentell mit

Hilfe der Digital Image Correlation bestimmt werden. Numerisch wurde GEM bereits

durch eine gekoppelte Anwendung mit der DEM und der Finiten Elemente Methode

verifiziert [AA12].

Dieses Projekt zielt auf die experimentelle Validierung von GEM. Dazu wurden Ver-

suche an einem ideellen Granulat in dem Schergerät 1γ-2ε in Grenoble durchgeführt.

Die Eingangsgrößen für GEM sind auf verschiedene Weisen bestimmt worden, um

so einen Einblick in die Unschärfe dieser Größen zu erhalten und deren Einfluss auf

die Methode mit einer Sensitivitätsanalyse zu untersuchen. Weiterhin wird eine modi-

fizierte Formulierung vorgestellt, die physikalisch realistischere Bedingungen an die

Lösung des Problems stellt. Letztendlich wurde eine alternative Methode gewählt,

um einige Kontaktkräfte aus den experimentellen Messungen abzuleiten und mit den
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durch GEM ermittelten zu vergleichen.

2 Granular Element Method (GEM)

Das mathematische Konzept der Granular Element Method (GEM) wurde von Andra-

de in [AA12] eingeführt. Um es allerdings auf die Experimente anwenden zu können,

mit denen sich diese Studie befasst, musste es leicht modifiziert werden, da in der ur-

sprünglichen Formulierung lediglich verformbare elastische Partikel betrachtet wur-

den.

Im Folgenden wird die in dieser Studie verwendete mathematische Formulierung von

GEM kurz dargestellt. Die Gesamtmenge aller Körper, die sich im betrachteten Sys-

tem befinden, besteht aus elatisch verformbaren Körnern und undeformierbaren Fest-

körpern. Die Menge der Körner wird mit g ∈ G , die Menge der Starrkörper mit u ∈U

und die Gesamtmenge mit S = G ∪U bezeichnet. Die Kontakte zwischen den ein-

zelnen Bestandteilen, Körnern und Starrkörpern, werden mit c ∈ C benannt. Um über

die intergranularen Kräfte mechanische Beziehungen aufstellen zu können, muss ei-

ne Richtung dieser Kräfte eingeführt werden. Jedem Kontakt wird ein Origin-Partikel

O(c) und ein Extremity-Partikel E(c) zugewiesen, ihre Mengen werden mit O−1(c)
und E−1(c) bezeichnet. Die Kraft ~Fc am Kontakt~xc ist die Kraft, die vom Extremity-

Partikel auf das Origin-Partikel übertragen wird.

Das statische Gleichgewicht eines Bestandteiles s liest sich somit:

∑
c∈O−1(s)

~Fc − ∑
c∈E−1(s)

~Fc +~Fe/s = 0 (1)

∑
c∈O−1(s)

~xc ×~Fc − ∑
c∈E−1(s)

~xc ×~Fc +~xe/s ×~Fe/s = 0 (2)

~Fe/s seien äußere Kräfte, die an der Stelle~xe/s auf die einzelnen Partikel wirken.

In den numerischen Studien, die Andrade genutzt hat, um GEM zu validieren, wurden

die durch das Experiment auf die äußeren Partikel aufgebrachten Kräfte ~Fe/s vorge-

schrieben. In diesem Projekt wurde das Schergerät 1γ-2ε [JLDF92] genutzt, um das

Granulat zu belasten. Das Schergerät und das später vorgestellte Granulat sind in Ab-

bildung 1 dargestellt. Der Apparat besteht aus 2 horizontalen und 2 vertikalen Platten,

zwischen denen sich das Granulat befindet. Da das Gerät, wie später noch beschrie-

ben, die granulare Masse über diese Platten und somit mehrere Kontakte spannungs-

bzw. kraftgesteuert belastet und die Kräfte nur zwischen den einzelnen Platten gemes-

sen werden, müssen die Gleichungen (1) und (2) noch modifiziert werden. Die Platten

werden hierbei als Starrkörper u ∈ U in das statische Gleichgewicht einbezogen und

die Kräfte, die für die Spannungssteuerung zwischen ihnen aufgebracht werden, wir-

ken an den Kontaktpunkten der Platten c ∈ O−1 (u) und c ∈ E−1 (u). Damit liest sich
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Abbildung 1: Das Granulat im 1γ-2ε Schergerät

das statische Gleichgewicht wie folgt:

∑
c∈O−1(s)

~Fc − ∑
c∈E−1(s)

~Fc =− ∑
c∈O−1(u)

~Fc + ∑
c∈E−1(u)

~Fc (3)

∑
c∈O−1(s)

~xc ×~Fc − ∑
c∈E−1(s)

~xc ×~Fc =− ∑
c∈O−1(u)

~xc ×~Fc + ∑
c∈E−1(u)

~xc ×~Fc (4)

Um die Gleichungen später lösen zu können, wird eine Matrix-Notation eingeführt.

FC sei der Vektor aller Kontaktkräfte und ergibt sich im zweidimensionalen Bezugs-

system zu:

FC =















F1
1

F1
2
...

F
Nc
1

F
Nc
2















(5)

Nc sei die Anzahl aller Kontakte. Mit eingeführter Matrixnotation kann das System

des statischen Gleichgewichtes für alle Bestandteile aufgestellt werden:

KEFC = FE (6)
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Die Dimension des Vektors der Kontaktkräfte FC ist d ·Nc, wobei d die räumliche

Dimension darstellt. Die Dimension des Vektors FE ergibt sich zu d d+1
2

NS, hierbei

ist NS die Anzahl aller Körper, Körner und Starrkörper. Als Konsequenz beträgt die

Dimension der Matrix dim
(

KE
)

= d d+1
2

NS × d ·Nc. Da normalerweise die Anzahl

der Unbekannten d ·Nc wesentlich höher als die Anzahl der Gleichungen d d+1
2

NS ist,

bedient sich die Granular Element Method einer weiteren Beziehung.

Andrade [AA12] hat zusätzlich zu den statischen Gleichgewichtsbedingungen die Im-

pulserhaltung einbezogen. Unter der Annahme, dass das mittlere Spannungsfeld jedes

Korns g ∈ G bekannt ist, können die Kontaktkräfte über die Impulserhaltung mit dem

mittleren Spannungsfeld für jedes Korn g ∈ G in Verbindung gebracht werden:

Ag 〈σg〉= ∑
c∈O−1(g)

(

~Fc ⊗~xc
)S

− ∑
c∈E−1(g)

(

~Fc ⊗~xc
)S

− ∑
c∈I−1(c)

(

~Fc ⊗~xc
)S

(7)

+
(

~Fe/g ⊗~xe/g
)S

Ag sei die Fläche eines Korns g ∈ G und I−1(c) bezeichnet die Menge aller Körner,

die in Kontakt mit den undeformierbaren Bestandteilen u ∈ U stehen. Mit Hilfe der

eingeführten Matrixnotation können die Gleichungen für alle Körner gesammelt wer-

den:

KAFC = SA (8)

Die Dimension des Vektors SA beträgt d d+1
2

NG, NG bezeichnet die Anzahl aller Körner

g ∈ G . Folglich besitzt die Matrix KA die Dimension d d+1
2

NG ×d ·Nc.

Mit beiden Gleichungssystemen (6) und (8) besitzt GEM d d+1
2

(NS +NG) Gleichun-

gen und d ·Nc Unbekannte. Da das System in den meisten Fällen somit überbestimmt

ist, kann eine Lösung nur approximativ gefunden werden. In diesem Projekt wurde

das Gleichungssystem mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate gelöst.

Da die Deformationsgeschichte im aufgestellten Rahmen von GEM nicht berücksich-

tigt werden kann, wird angenommen, dass die Körner sich linear isotrop elastisch

verhalten. Damit ergibt sich aus dem konstitutiven Modell die Beziehung zwischen

Spannungen und Dehnungen:

〈σg〉= λ tr〈εg〉I+2µ 〈εg〉 (9)

mit λ und µ als Lamés Konstanten. Da die Deformation während der Experimente

durch Digital Image Correlation verfolgt werden soll, können die Spannungen mit

der Beziehung (9) ermittelt werden.

3 Bestimmung der Input-Daten aus Experimenten

Wie aus dem letzten Abschnitt anhand der mathematischen Formulierung von GEM

hervorgeht, sind verschiedene Eingangsgrößen und Parameter nötig, um intergranu-
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lare Kräfte mit Hilfe von GEM zu ermitteln. Die Eingangsgrößen sind das mittlere

Verzerrungsfeld eines jeden Partikels, die Kontaktpunkte zwischen den Partikeln und

die elastischen Parameter, um aus dem Verzerrungsfeld das Spannungsfeld jedes Par-

tikels zu berechnen. Über die Anwendung der zweidimensionalen Digital Image Cor-

relation kann das mittlere Verzerrungsfeld über einen Belastungsvorgang hinweg aus

Experimenten extrahiert werden.

3.1 2D Digital Image Correlation

Digital Image Correlation (DIC) ist ein Verfahren, welches zwei Abbilder miteinander

vergleicht und über einen Optimierungsalgorithmus die Deformation eines Objektes

von einer initialen in die aktuelle Konfiguration misst, z.B [PQXA09]. In allen DIC-

Verfahren wird eine Untermenge des Bildes in der Ausgangskonfiguration gewählt,

welche über ein Korrelationsmaß in der aktuellen (deformierten) Konfiguration ge-

sucht wird. Mit einem kontinuierlichen Ansatz können so die Verschiebungen und

Verzerrungen der spezifischen Untermengen bestimmt werden. Um Verschiebungen

nicht nur im ganzzahligen Pixel-Bereich sondern auch im Subpixel-Bereich zu er-

mitteln, müssen zusätzlich Verfahren zu Einsatz kommen, um die Verschiebungen in

diesem Level zu interpolieren, z.B. [Hal12].

In diesem Projekt wurde das Programm photowarp, geschrieben von Steve Hall am

Laboratoire 3SR, Grenoble, verwendet. Um Verschiebungen im Subpixel-Bereich er-

mitteln zu können, kommt in photowarp die Interpolation des Korrelationskoeffizien-

ten zum Einsatz.

3.2 Untersuchung und Optimierung des Verzerrungsfeldes

Da es äußerst wichtig ist, mit akkuraten Verzerrungsfeldern zu arbeiten, wurden die

Resultate von 2D-DIC an Beispielexperimenten und dem später durchgeführten Ex-

periment sorgfältig untersucht. Die durch das DIC-Verfahren ermittelten Verzerrungs-

felder zeigten unregelmäßige Muster und waren weit davon entfernt, glatte kontinuier-

liche Felder abzubilden. Eine Ursache findet sich in der zugrunde gelegten Subpixel-

Verfeinerung. Durch die Interpolation der Korrelationskoeffizienten im Subpixel-Be-

reich werden die Verschiebungen zwar wesentlich kontinuierlicher ermittelt, tendie-

ren aber dennoch zu ganzzahligen Werten. Obwohl die so ermittelten Verschiebungs-

felder sehr glatt und kontinuierlich wirken, zeigte sich durch das Plotten einzelner

Schnitte des Feldes, dass die Verläufe sprunghaft und geräuschvoll sind, siehe Linie

’01-normal’ in Abbildung 2. Da sich die Verzerrungen aus den Gradienten der Ver-

schiebungen ergeben, werden diese stark von den Unebenheiten im Verschiebungsfeld

beeinflusst.

Um dennoch quantitativ verwertbare Verzerrungsfelder aus den Experimenten zu ge-

winnen, wurde in diesem Projekt daran gearbeitet, die Verschiebungsfelder zu glätten
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und die Verzerrungen neu zu berechnen. Die folgenden Filter kamen dabei zum Ein-

satz: Durchschnittswert, Medianwert, Gauss’sche Unschärfe und ein Savitaki-Golay

Filter [PXH+06]. Diese Filter wurden aufgrund der Vergleichbarkeit mit derselben

Größe des Glättungsfensters auf die Verschiebungsbilder angewandt. Die Resultate

sind in Abbildung 3 dargestellt. In diesem Fall haben der Durchschnittswert und der

Medianwert die besten Ergebnisse geliefert und wurden weiterhin zur Glättung der

Verschiebungsfelder angewandt, siehe z.B Abbildung 2.

3.3 Das granulare Material

Um einen möglichst einfachen Rahmen für die erste experimentelle Anwendung von

GEM zu schaffen, wurde ein Granulat gewählt, welches unregelmäßige ebene Formen

(2D) mit einer konstanten Dicke in der dritten Richtung besitzt. Dabei fiel die Wahl auf

ein Material aus Gummi, da sich dieses zumindest annähernd linear isotrop elastisch

verhält. Aufgrund der Anwendbarkeit von GEM auf beliebige Formen von Partikeln

kamen drei verschiedene Formen zum Einsatz: kreis-, oval- und bohnenförmige Par-

tikel.

Die Parameter des Materials für das linear isotrope elastische Verhalten, wurden unter

Verwendung von zwei unterschiedlichen Methoden ermittelt. Die erste ist ausführlich

in [LL08] beschrieben. Analog zu dieser Veröffentlichung wurde ein kreisförmiges

Korn einaxial belastet. Die Verformungen wurden über den Deformationsprozess hin-

weg mit 2D-DIC ermittelt. Aus der elastischen Lösung dieses Problems ergibt sich

eine Verformungsfunktion mit den Parametern E und ν .

Um die Parameter zu bestimmen, kann die Verformungsfunktion über die Parameter

auf das gemessene Verschiebungsfeld gefittet werden. Hierbei wurde die Methode der

kleinsten Fehlerquadrate gewählt. Allerdings wurden dabei einige Probleme festge-

stellt [Wie12] und die Querdehnzahl wurde auf ν = 0.5 fixiert, da es sich bei dem Ma-

terial um Gummi handelt. Dieses Verfahren ergab einen Elastizitätsmodul von E ≈ 7

MPa.

Das zweite herkömmlichere Verfahren bestand darin das Korn über die ebenen Sei-

tenflächen zu belasten und somit den Elastizitätsmodul direkt aus den Messungen der

Verschiebung und Kraft zu ermitteln. Auch hier ergab die Auswertung einen Wert

von E ≈ 7 MPa. Durch die Ermittlung des Elastizitätsmoduls aus verschiedenen In-

krementen der Belastung hat sich allerdings herausgestellt, dass dieser im Bereich

von 6 ≤ E ≤ 7 MPa variiert [Wie12]. Da das Material aber als linear isotrop elas-

tisch angenommen werden sollte, wurde der E-Modul auf E = 7 MPa festgelegt. Um

diese Schwankungen dennoch mit in die Analyse einzubeziehen, wurde eine Sensiti-

vitätsanalyse bezüglich des Elastizitätsmoduls ausgetragen.
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3.4 Bestimmung der Kontaktpunkte

Die Kontaktpunkte der Partikel im Granulat stellen eine essentielle Eingangsgröße

von GEM dar, können allerdings nicht exakt bestimmt werden. Da das Material so

gewählt wurde, dass es sich bei Belastung merklich verformt, sind die Kontakte eher

Kontaktlinien (oder -flächen) als Kontaktpunkte. Ein Kontaktpunkt ist als die Stelle

eines Kontakts definiert, an der nur Kräfte zwischen den Partikeln und keine Momen-

te wirken. Daher ist es wichtig bei der Anwendung von GEM diese Punkte möglichst

genau zu ermitteln, da das Verfahren keine Momente an den Kontaktpunkten in ih-

rer Formulierung des Gleichgewichtes berücksichtigt. Analog zur Bestimmung der

elastischen Parameter wird die Position der Kontaktpunkte mit zwei verschiedenen

Verfahren abgeschätzt.

Die erste Methode besteht darin, eine gerade Linie zwischen den Grenzpunkten der

Kontaktflächen zu ziehen und den Mittelpunkt dieser Linie als Kontaktpunkt zu be-

zeichnen. Beim zweiten Ansatz werden Polynome eines zu ermittelnden Grades je-

weils an die Form beider in Kontakt stehender Körner angelegt. Die Stelle, an der

beide Polynome denselben Gradienten aufweisen, wird zum Kontaktpunkt erklärt.

Es ergaben sich durch beide Verfahren leicht unterschiedliche Kontaktpunkte. Die

Sensitivität von GEM bezüglich dieser Eingangsgröße wurde ebenfalls untersucht und

wird im Folgenden dargestellt.

4 Anwendung und Validierung von GEM

4.1 Durchgeführte Experimente

Die im Rahmen dieses Projektes durchgeführten Experimente wurden an dem 1γ-

2ε [JLDF92] Schergerät im Laboratoire 3SR in Grenoble durchgeführt. Dieser Ver-

suchsapparat ist in der Lage einen ebenen Spannungszustand im granularen Medium

zu kreieren. Das Gerät kann Stauchungen in horizontaler und vertikaler Richtung (2ε)

sowie eine Scherdehnung (1γ) aufbringen. Die Belastung in 1γ-2ε wird durch das

Aufbringen von einer Motorgeschwindigkeit kontrolliert und wird somit größtenteils

durch die Verzerrungsrate gesteuert. Werden die Spannungskomponenten allerdings

nah den durch die aufgebrachten Dehnungen wirkenden Spannungen gehalten, so

kann jeglicher dehnungs- oder spannungsgesteuerte Versuch durchgeführt werden. Für

eine ausführliche Beschreibung des Schergerätes siehe [JLDF92].

Es wurden Versuche unter isotropen und ödometrischen Randbedingungen durch-

geführt. Im Folgenden wird allerdings nur auf den isotropen Kompressionsversuch

eingegangen. Die entsprechende Spannungs-Dehnungskurve ist in Abbildung 4 dar-

gestellt. Im 1γ-2ε Schergerät wurden zu diesem Zweck 11 Körner unterschiedlicher

Größe und Form, wie beispielsweise in Abbildung 1 dargestellt, eingebaut.
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4.2 Ergebnisse der Anwendung von GEM

Um schließlich das Verzerrungsfeld eines jeden Partikels zu ermitteln, musste ein In-

krement der Belastung gewählt werden. Da es nicht von Bedeutung ist, welches In-

krement für die Ermittlung des mittleren Dehnungsfeldes genutzt wird, wurde das

größtmögliche gewählt, welches noch zufriedenstellende DIC-Resultate liefert. Die

einzige Bedingung war, die undefomierte als initiale Konfiguration zu wählen, da nur

elastische Stoffmodelle in GEM zum Einsatz kommen können. Die Auswertung wird

am Inkrement 206-260 dargestellt, siehe Abbildung 4.

Nach der Bestimmung aller Eingangsgrößen für GEM kann es schließlich auf das

ausgewählte Inkrement 206-260 angewandt werden. Die ermittelten intergranularen

Kräfte sind in Abbildung 5 dargestellt. Die Kräfte in dieser Darstellung sind entspre-

chend ihrer definierten Richtung in der Origin-Extremity Notation eingetragen. Hier-

bei handelt es sich bei allen Kräften um Druckkräfte mit Ausnahme einer Zugkraft, die

durch den grünen Kreis markiert ist. Da es in einem kohäsionslosen granularen Me-

dium keine Zugkräfte zwischen den Partikeln geben kann, muss eine Fehlerquelle in

den Eingangsgrößen vorhanden sein. Höchstwahrscheinlich liegt die Fehlerquelle in

der Genauigkeit der Eingangsdaten und der Empfindlichkeit des Verfahren diesen ge-

genüber, da die Kraft, die den Fehler aufweist, einen sehr kleinen Betrag im Vergleich
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Abbildung 5: GEM: Kontaktkräfte - Inkrement 206-260

zu den anderen besitzt. Die Sensitivität von GEM bezüglich der Eingangsgrößen wur-

de untersucht und wird später ausgewertet.

Um die Berechnungsergebnisse zu überprüfen, wurde die Summe aller auf jeden ein-

zelnen Partikel wirkenden Kräfte ermittelt, woraus sich ergab, dass die Partikel sich

teilweise nicht in statischem Gleichgewicht befanden. Das kann zum einen auf die

Lösung der überbestimmten Gleichungssysteme (6) und (7) und zum anderen auf die

Unschärfe der Eingangsgrößen zurückgeführt werden.

4.3 GEM-plus

Um statisches Gleichgewicht der einzelnen Körner bei der Anwendung von GEM zu

erzwingen, ist GEM-plus, eine modifizierte Version von GEM, entwickelt worden. Die

Grundlage von GEM-plus ist dieselbe wie die von GEM, siehe Gleichungen (6) und

(7). Allerdings werden die Gleichungssysteme anders gelöst. Da sich die einzelnen

Körner definitiv in statischem Gleichgewicht befinden, wird das dem entsprechende

System (6) exakt gelöst und die Impulserhaltung (7) mit Hilfe der Methode der kleins-

ten Fehlerquadrate nur über die Bedingung, dass die intergranularen Kräfte statisches
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Abbildung 6: GEM-plus: Kontaktkräfte - Inkrement 206-260

Gleichgewicht der einzelnen Partikel erzeugen, approximiert. Mit Hilfe des Prinzips

der virtuellen Arbeit und der Methode der kleinsten Fehlerquadrate können die fol-

genden Gleichungssysteme ermittelt werden:

NtKAtFC = NtKAtSA (10)

KE

red
FC = FE

red (11)

Das Gleichungssystem für statisches Gleichgewicht musste um eine Gleichgewichts-

bedingung vermindert werden und ergibt sich nun über die Matrix KE
red

und den Vek-

tor FE
red . N sei die Basis des Nullraums von KE

red
. Eine ausführliche Herleitung von

GEM-plus ist in [Wie12] dargestellt.

Die Anwendung von GEM-plus auf dasselbe Inkrement des isotropen Belastungsver-

suches mit denselben Eingangsgrößen resultierte in unterschiedlichen intergranularen

Kräften, siehe Abbildung 6. Allerdings werden mehr und größere Zugkräfte durch

GEM-plus ermittelt. Eine mögliche Erklärung könnte sein, dass GEM-plus wesent-

lich empfindlicher auf die Genauigkeit der Position der Kontaktpunkte ist als GEM,

da das statische Gleichgewicht durch die Lösung erzwungen wird. Eine Untersuchung

dieser Sensitivität wird ebenfalls im Folgenden dargestellt.
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4.4 Sensitivitätsanalyse

Wie bereits herausgestellt, ist es wichtig, die Sensitivität der Methode bezüglich ih-

rer Eingangsgrößen zu untersuchen, um Aussagen hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit

zu machen. In Abbildung 5 ist zu sehen, dass sich aus der Anwendung von GEM eine

Zugkraft ergeben hat. Es wurde angenommen, dass dieser Fehler durch die Sensitivität

bezüglich der Kontaktpunkte hervorgerufen wurde, da diese Kraft relativ klein ist. Um

die Empfindlichkeit zu überprüfen, wurde die Position des Kontaktpunktes innerhalb

der Kontaktzone vertikal nach oben und unten verschoben. Durch die Änderung dieser

Eingangsgröße haben sich die Kräfte im direkten Umfeld des entsprechenden Kon-

taktpunktes geändert. In Abbildung 7 ist die Differenz zwischen den resultierenden

intergranularen Kräften mit dem ursprünglichen und einem veränderten Kontaktpunkt

dargestellt. Der Kontaktpunkt ist der, an dem die Zugkraft in Abbildung 5 entstanden

ist. Die höchste Änderung einer Kraft durch das Verschieben dieses Punktes betrug

7%.

Abbildung 7: GEM: Kraftänderung durch Verschieben des in Abbildung 5 umrandeten

Kontaktpunktes

Die Anwendung von GEM-plus auf dieselbe Änderung des Kontaktpunktes resultier-

te in einer Kraftänderung von bis zu 13%. Die Vermutung der erhöhten Sensitivität
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Abbildung 8: Gleichgewicht und Anwendung von Cauchy’s Theorem am Einzelkorn

von GEM-plus auf die Kontaktpunkte durch das Erzwingen des statischen Gleichge-

wichtes konnte damit bestätigt werden. Damit änderte sich die Kraft von Zug- auf

Druckkraft.

Da die elastischen Parameter eher unscharf bestimmt wurden und in einem granula-

ren Medium auch eher unscharf bestimmt werden können, wurde die Sensitivität der

Methode ebenfalls bezüglich des Elastizitätsmoduls untersucht. Aus der Bestimmung

von E ergab sich ein Bereich von 6 ≤ E ≤ 7 MPa. Die Anwendung von GEM auf

einen E-Modul von 6 und 7 MPa zeigte, dass GEM sehr empfindlich hinsichtlich die-

ser Eingangsgröße ist. Die Kräfte änderten sich bis maximal 30%. Im Gegensatz dazu

stellte sich heraus, dass GEM-plus diesbezüglich nicht so empfindlich ist, da sich nur

eine Kraftänderung bis zu 20% ergab. Allerdings ist die Empfindlichkeit immer noch

sehr hoch.

4.5 Validierung/Bewertung der Ergebnisse von GEM

Um die ermittelten Kräfte zu überprüfen, musste eine andere alternative Methode

in die Betrachtungen einbezogen werden. Mit einem Verzerrungsfeld, welches durch

DIC ermittelt werden kann, lässt sich ein Spannungsfeld über ein Stoffmodell bestim-

men, siehe z.B. Gleichung (9).

Mit Hilfe von Cauchy’s Theorem kann ein Spannungsvektor ~T (n), der auf eine Fläche

des Materials wirkt, aus dem Spannungsfeld bestimmt werden [Hol00]:

~T (n) = σ~n (12)

~n sei die Normale zur betrachteten Ebene. Mit diesem Spannungsvektor lässt sich über
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Integration eine Kraft ermitteln:

~F =
∫

Ω

~T (n)dΩ (13)

Hinsichtlich des Experimentes kann jede beliebige Ebene innerhalb eines Partikels

herangezogen werden, um die Kraft zu berechnen, mit der Bedingung, dass es nur

einen Kontakt an der Stelle, an dem der Partikel geschnitten wird, geben darf, siehe

Abbildung 8. Anderenfalls würde die so ermittelte Kraft zwei oder mehr Kontakt-

kräften entsprechen.

Dieser Ansatz wurde anhand eines Versuches validiert, bei dem nur ein Korn belastet

wurde, da hierbei die Kontaktkraft der aufgebrachten Kraft entspricht. Dieser Ver-

such wurde bereits bei der Ermittlung der elastischen Parameter genutzt. Allerdings

ist diese Methode stärker abhängig von den DIC-Resultaten als GEM, da jeder ein-

zelne Wert entlang der betrachteten Ebene und nicht ein gemittelter verwendet wird.

Daher werden die Resultate in hohem Maße von Rauschen in den Verzerrungsfeldern

beeinflusst. Mit der beschriebenen Optimierung der DIC-Resultate konnten sehr gute

Verzerrungsfelder ermittelt werden, so dass im Validierungsversuch eine Kraft ermit-

telt wurde, die der aufgebrachten entsprach.

Exemplarisch wurden vier Kontaktkräfte von GEM mit diesem Verfahren überprüft.

Der Vergleich beider Methoden ergab eine relativ gute Übereinstimmung mit einer

maximalen Abweichung von 30%. Als Vergleichsmaß diente die Norm der jeweiligen

Kontaktkräfte.

5 Zusammenfassung und Ausblick

In Andrade [AA12] wurde ein Verfahren (GEM) vorgestellt und numerisch validiert,

welches in der Lage ist, Kontaktkräfte in granularen Medien zu bestimmen. Mit Korn-

kontaktkräften kann wiederum auf lokale Spannungszustände geschlossen werden.

Damit wäre es schließlich möglich den Zusammenhang zwischen den bisher gemes-

senen makroskopischen Größen und Phänomenen zu den mikromechanischen Verhal-

tensweisen zu ergründen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die erste experimentelle Anwendung und Vali-

dierung von GEM. Zu diesem Zweck wurde ein Granulat aus Gummikörnern im 1γ-

2ε Schergerät in Grenoble in einem ebenen Spannungszustand belastet. Die aus der

Digital Image Correlation resultierenden Verzerrungsfelder machten es notwendig,

eine Optimierung des Algorithmus über ein Glätten der Verschiebungsbilder und eine

Neuberechnung der Verzerrungen durchzuführen. Mit den gesammelten Input-Daten

konnte GEM auf einen isotropen Belastungsversuch angewandt werden. Zusätzlich

wurde eine Modifikation von GEM vorgestellt (GEM-plus), in der die Impulserhal-

tung mit der Restriktion der Erfüllung des statischen Gleichgewichts approximiert

wird. Eine Sensitivitätsanalyse hat gezeigt, dass GEM und GEM-plus, beide jeweils
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zu unterschiedlichem Maße, sehr empfindlich gegenüber Schwankungen ihrer Ein-

gangsgrößen sind. Zur Validierung der intergranularen Kräfte wurde eine alternative

Formulierung in Betracht gezogen. Über einen Vergleich der Normen ergab sich eine

maximale Abweichung von 30% der Kräfte beider Methoden.

Eine mögliche Lösung zur Verringerung der Sensitivität von GEM wäre mehr Unbe-

kannte einzuführen. So müsste die Einführung von unbekannten Momenten an den

Kontaktpunkten die Abhängigkeit von GEM bezüglich der Genauigkeit der Kontakt-

punkte deutlich mindern. Allerdings würde sich dadurch die Anzahl an Unbekannten

um 1Nc bzw. 3Nc in 2D bzw. 3D erhöhen. Um die Abhängigkeit der elastischen Pa-

rameter in der Impulserhaltung zu beseitigen, könnten diese als Unbekannte in die

Formulierung eingeführt werden, wodurch sich die Zahl der Unbekannten um zwei

erhöhen würde.

In der jüngsten Veröffentlichung der Forschungsgruppe um Andrade [HMRA14] wur-

de eine neue modifizierte Formulierung von GEM und ihre Anwendung vorgestellt.

In dieser wird das hier verwendete Prinzip von GEM-plus aufgegriffen und noch um

die Bedingung erweitert, dass die Kontaktkräfte nur abstoßend zwischen den Partikeln

wirken (Druckkräfte) und je nach Anwendung einem Coulombschen Reibungsgesetz

folgen. Mit dieser Bedingung kann Störungen in den Input-Daten entgegengewirkt

werden. Des Weiteren wurde eine Lösungsstrategie unter Anwendung der Tikhonov-

Regularisierung vorgestellt, um die Unschärfe der Eingangsgrößen zu berücksichtigen.

Diese Arbeit stellt damit einen ersten Schritt auf dem langen Weg zur Ermittlung von

Spannungen in Granulaten dar. Mit den immer genauer werdenden Methoden zur Be-

stimmung des Deformationsfeldes in granularen Medien, zum Beispiel in Versuchen

im Röntgen-CT, bietet die Granular Element Method ein Verfahren, mit welchem es

voraussichtlich bald möglich sein wird, die Kornkontaktkräfte in natürlichen Granu-

laten zu bestimmen.
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