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A, Pringsheim: Zur Trmsformwtiiwan zweiten Grades der hyper-
| elliptischen Funectionen erster Ordnung. (Math. Annalen
‘Bd. IX.) - _ o
Wie Herr Professor Koenigsberger im 67. Bande des Crelle’-
schen Journals gezeigt hat, geht eine hyperelliptische Thetafunction
mit zwei Variablen durch eine Transformation zweiten Grades in ein
Aggregat von vier Theta-Quadraten oder von zwei Theta-Producten
iiber, je nachdem gewisse mit m, n, p, q bezeichnete , fir die
Transformation charakteristische ganze Zahlen, die aus den Charak-
teristiken m,*, my*, m,*, n,* des zu transformirenden 9, (v, v,) und
den' Transformations-Zahlen des Schemas ‘
l ﬁl;, 61y — Gpy — Gy
| Gy1 Opy — Gy — Gy
— Qu 02 0 O
—en o 02 Ou |
zusammengesetzt sind, simmilich gerade sind oder nisht, Ich be-
fasse mich hier speciell mit der ersten Klasse von Transfo
also mit Tlf’a,nsfor1nati0ns—GIleichungen von der Form

@M E. 9 ‘”2’) = (@) 9.%(», ’ ) + (BY84* (v, v5) + ()8 (v, y)
+ (0)84* (v, vy) ‘ : '
und leite zuniichst aus deren Betrachturig einen Beweis des fiir alle
Transformationen zweiten Grades gliltigen Satzes her, dass —
bei’ jeder Transformation zweitéen Grades der hyperelliptischen
- Functionen erster Ordnung aus dem Ausdrucke fiir eine trans-
formirte & - Funection sich drei und immer wur drei weitere frans-
formirte ©-Functionen durch Substitution von halben Perioden
ableiten lassen. - - - o
Die Untersuchung der Grossen m, 1, p, q fiir alle 15 Hermite’-
schen Repriisentanten der nieht aequivalenten Transformations-Klassen
lehrt nimlich, dass es fiir Jede Transformation zweiten Grades ge-
rade 4 Indices 4 von der Beschaffenheit gibt, dass m, un, p, q
simmtlich gerade Zahlen werdeh, dass mithin 4 transformirte -
Functionen in der Form (I) erscheinen. Daraus folgh zuniichst, dass
aus einem Transformations-Ausdrucke von der Form (I) sich hoch-
stens moch drei weitere durch Substitutionen halber Perioden her-
leiten lassen; und da diese Eigenschaft offenbar “nﬂhhﬁ@gfg‘ vom
Index 4 und dieser besonderen Gestalt der Transformations -—*Gleii
chung ist, vielmehr lediglich auf der Beziehung ﬂe;‘ . Argumente

rmationen,
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v,, v, und v, v, berubt, so gilt dieselbe fiir jede belichige Trans-
formation 2. Grades. Andererseits liisst sich zeigen, dass die
Anwendung aller 15 miglichen Substitutionen halber Perioden auch
nicht weniger als drei Verinderungen auf den Index 1 hervorbringen
kann, woraus dann unmittelbar der obige Satz in seiner ganzen
Allgemeinheit folgt. Derselbe lisst schliesslich noch eine Exrweiterung
auf Transformationen von beliebigem paaren Grade zu, sofern man
nur diejenigen Transformationen ausschliesst, bei denen alle Trans-
formations-Zahlen durch 2 oder eine Potenz von 2 theilbar sind
(was bei Transformationen zweiten Grades vermbge der Bedingungs-
gleichung 2. (014061« — 61a01«) = 2 nicht statttinden kann).

Hine weitere Betrachtung, die sich unmittelbar an die Trans-
formations-Gleichungen von der Form (I) ankniipfen lisst, bezieht
sich auf die linearen homogenen Relationen, wie sie zwischen ge-
wissen Combinationen von 4 Theta-Quadraten stattfinden. — Da
die Wahl der Indices «, B, 7, 6 in (I) einzig und allein durch die
Bedingung beschriinkt ist, dass zwiscken den betreffenden 4 Theta-
Quadraten keine lineare Relation statifindet, so folgt aus der Un-
moglichkeit, fir «, f, ¥, 6 vier Indices ungerader &-Functionen
zu wihlén, dass zwischen den Quadraten von je vier ungeraden #-Fune-
tionen eine solche Relation stattfinden muss. Combinirt man nun die 6
ungeraden #-Functionen sechsmal zu je 4, in der Weise, dass man
die Indices cyclisch vorriicken lisst, bestimmt alsdann die Coeffi-
cienten der Gleichungen von der Form: '

() 92 (v, 05) 4 (B) B5* (v, v5) + () 8,7 (2y, v0) + () B9* (0, 0,) =0
durch Substitution halber Perioden und Nullsetzen der Argumente,
wendet alsdann auf jede der resultirenden G Gleichungen alle 15
mobglichen Substitutionen halber Perioden an, so erhiillt man im
Ganzen 96 homogene lineare Relationen von je 4 &-Quadraten in
einer sehr iibersichtlichen Zusammenstellung. Dieselben sind den
von Rosenhain in seinem ,Mémoire sur les fonctions de deux
variables et & quatre periodes ete 8. 425 erwiihnten aequivalent;
behufs der Vergleichung hat man nur festzuhalien, dass den von
Rosenhain fir seine g-Functionen gewihlten Indices

00 01 0203 1,0 1,1 1,2 1,3 20 21 22 23 30 3,1 32 33
der Reihe nach die &-Indices

0 01 03 12 i.1—144.137.02 2 .24 23 01 34 i3 4 b
entsprechen (wobei der Factor i oder das Zeichen — sich selbstver-
stindlich auf die betreffende &-Function, nicht auf den Index besieht),
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Tch betrachte schliesslich noch-den speciellen Fall von Trans-
formationen zweiten Grades, welcher die tramS%u*mirﬁe hyperellip-
tische #-Function als ein Product zweier elliptischen &-Functionen
und somit die von Jacobi (in Crelle’s Journal Bd. 8) auf rein
algebraischem Wege hergestellte Reduction gewisser hyperelliptischer
Integrale auf elliptische liefert. Die nothwendige und hinreichende
Bedingung fiir dieses Zerfallen der transformirten hyperelliptischen

Functionen in Producte von elliptischen Functionen ist-die, dass -

der transformirte Modul 7, = 0 ist und dass mithin &,,(v,, v,)

vermdge der Gleichung

M("”u%ﬂﬁu 0 %2)‘—'& (”1:"’11) ’B” (Wmfsa)

fiir die Nullwerthe . der Argumeme verschwindet. Da a.b]er wie

Herr Koenigsberger gezeigt hat, ein gerades transformirtes o fir
“die Nullwerthe der Argumente nur dann verschwinden kann, Wg‘{y\' B

es sich in der Form (I) darstellt, und ausserdem fiir keine “der
15 Reprisentanten- Tramsformatmmem (v, vy ) in der Form (I) er-
scheint, so folgt, dass man, um Transformationen von der ge-
wiinschten Beschaffenheit zu erhalten, jene Reprisentanten-Trans-
formationen noch mit solehen Linear- Transformationen combiniren
muss, dass m, 1, p, q fiir den Index 14 simmtlich gerade Zahlen
werden. Ich zeige nun, dass man hierbei leicht auf die folgenden
4 Linear-Systeme gefihrt wird:

1010 [110 0 1000 1000]
0101| |010 0| .|-1100] |0100
0010| |001-1 0010 [1010
0001| (000 1‘ | 0011| |0101]

welche der Reilie nach mit den vier Grundformen der 15 Repréisen:

tanten combinirt, 15 neune Transformations-Systeme zweiten Grades
liefern, die der obigen Bedingung gentigen. Die Festsetzung 3
B (04, %8 o =or =0 = (o) &a® + (B) 8* + () &,* + (9) _&drg =0

liefert dann fiir diese 15 Transformationen 15 verschiedene Be—
dingungsgleichungen von der Form :
o (2, 2% p?, 2?45 22 p?, A% p?) = 0 (wo @ eine Lineartunction bedeutet),
unter denen sich auch die von Jacobi behandelte Bedingung

u? =¥ #

befindet. Diesen einen Fall filhre ich nun vollstindig durch, be-

diene mich jedoch hierbei nicht der betreffenden unter den eben er-
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wihnten Transformationen, sondern — wum schliegslich genau das
Jacobi'sche Resulfat zu erhalten — einer daraus durch ein neues
Linear-System abgeleiteten, néimlich der Transformation
2000
—1100°
2000
1111
welche ebenfalls o,(» %) in der Form (I) liefert und fir
#.4(0,0) = 0 die Bedingung u? = #*4? giht. Ich berechne nun die

Ausdriicke der t13113£01rm1rten Theta’s mit den Indices 23, 5, 0,
fithre darauf die Integmle ein, und driicke die 9-F unchonen xml,
den Argumenten v,, ¥, und z,’, v,” durch die oberen Integralgrenzen,
die mit Null-Argumenten durch die Integralmoduln aus. Die auf
diese Weise resultirenden, ziemlich complicirten Mge%mmben Be-
zichungen gehen die Recﬂuchmm einer Summe von zwei hypemmptg-
schen Integralen von der Form:

dx
V—Ea' J 1/ Rix .r)

(wo R(x)= ) (1 —axx) (1—2%2) (1 — x?ﬁm‘)j,
und ebenso
T edz. - xdx

VR ) VR
i

auf je eine Summe von zwei elliptischen Integralen von der Form:
¥ )

*
My .B o e .

Vi — ¥ (1 — ¢ty T V= 39 (1~ Iyh

Jacobi gibt die Reduction eines solchen hyperelliptischen Integrals,
Um diese zu erhalten, hat man nur x, =1 zu setzen, wodurch .

Yo = —y, wird: alsdann gehen die erwihnten algebraischen Be-

ziehungen genau in die von Jacobi gegebenen iiber, sobald man
die Jacobi’schen Bezeichnungen in der richtigen Wengue emnfithrt. —
Endhich wird noch erwihnt, dass die auf zwiefache Weise zu er-
moglichende Bestimmung der Constanten A, B — einmal durch
Einsetzen der algebraischen Tmm%f@fmatmms-Augdmimke, dann auch
vermoge der Beziehung zwischen v, v; und v, ", v;, — eine Be-
ziehung fiir die Periodicitits-Moduln der hypemlhptmchm Integrale

von der Higenschaft p? = x?A% liefert. Dieselbe lautet
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K, __ K, +2E, _ .
- K, _ - Ky + 2K, . _ ,
wo K,,, K, K,, K,, die bekannten, sog. reellen Periodicitits-

Moduln des betreffenden hyperelliptischen Integrales bedeuten.

Berlin. S A. Pringsheim.

Hamburger: Zur Theorie der Integration eines Systems von
7 linearen partiellen Differenzialgleichungen erster Ord-
nung mit 2 unabhingigen und % abhiingigen Verénder-
lichen. (Borch. J. Bd. 81, 8. 243—280.)

Hinsichtlich der Systeme simultaner partieller Differenzial-
pleichungen, in welchen die Zahl der Gleichungen mit der Anzahl
der abhiingigen Variablen iibereinstimmt, sind dem Verf. ausser der
von Jacobi (Crelles J. Bd. IL 8. 321) ausgefiihrten Integration
einer besonderen Klasse derselben, niimlich der s simultanen Glei-
chungen: '

0z 0z 0% 0z, 0
Alﬁjr+"+An—%1::B1v ¥ ‘a'ml"‘%’""l"ﬁl-nﬁ:Bs

(4, .. 4., B,... B, Functionen von & ..%., % -.2).

keine allgemeineren Untersuchungen bekannt geworden. Man kann
indess die Methoden von Monge und Ampere zur Integration par-
tieller Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit 2 Veriinderlichen
und namentlich die Erweiterung derselben durch Herrn Natani
(Die hthere Analysis in 4 Abtheilungen. Berlin 1866, p. 365—390)
-auf Gleichungen hoherer Ordnung und mit mehr unabhingigen
Variablen als Beitrige zur Theorie der- simultanen partiellen Diffe-
renzialgleichungen bezeichnen. o

| In der vorliegenden Abhandlung, welche durch die erwihnten
Natani’schen Untersuchungen veranlasst ist, wird ‘zunfémhst folgen-
des System von n linearen partiellen Differenzialgleichungen mit
und y als unabhéingigen und 2 ..2, als abhingigen Variablen be-
trachtet: :

aptotapmtaat o+ da=g

(1) :
Gt Onta+ o+ g =,

a&'x ‘a‘gg . ' ® M
WO Pe = 27y Ix = s und die Coefficienten a, &, ¢ Functionen




