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ABSCHNITT XXIII
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Dle Ausblldung der ngﬂnometme dureh Euler und dessen Zelt—
- - genossen und Nachfolger. |

~ Die deﬁmtlve Umgestalirung der Trlgonometrle war 1753 durch
den ersten grundlegenden Aufsatz Eulers angebahnt worden (vgl II]["
8.560-—561 und 867—869), obwohl derselbe seine praktische Be~
zeichnungsweise der trigonometrischen Funktlonen schon viel friiher
in-seinen zahlreichen Abhandlungen sowie in der ,Introductio® an-
gewendet hatte. ‘Diese Bezeichnungsweise, die in der Hauptsache der

| noch jetzt gebréuchlichen entspricht, war auch von einigen der her-

vorragendsten Mathematiker, wie von den Franzosen Clairaut und
d’Alembert, alsbald mit Gliick geblauc]ht WOrden withrend andere
und darunter namentlich die Englinder sich noch zlemhch lange teils

: _der alteren Abkiirzungen?) bedienten, teils tiberhaupt keine Fonmeln

schrieben. Die Wichtigkeit seiner Schreibweise fiir die ganze Mathe-
matik hat Euler selbst mit folgenden Worten hervorgehoben?): ,, Wenn
dies (namhch die Dmfuhrung der trigonometrischen Funktionen in
den. Kalkiil) auch . nicht von groBer Wichtigkeit scheinen mdochte, da
es hauptsichlich auf der von mir in die Rechnung einge-
fihrten Bezeichnungsweise dieser GriBen beruht..., so hat

‘doch eben diese Art der Bezeichnung nachmals der ganzen Ana.lysm

so groBe Hilfsmittel verschafft, daB dadurch ein fast neues Feld er-
schlossen wurde .. .4 | )
Ferner hat Euler®), wenn er dies auch nirgends ausdriicklich her-
vorhob, die trigonometrischen Funktionen nicht mehr allein als )
Linien, wie es bisher stets geschehen war, sondern fast durchweg als-
Verhiltnisse aufgefaBt. Dies geht aus verschiedenen Stellen seiner

- Schriften auf das deuﬂichs‘te hervor und war schon durch den Um-

.

?) VO’I 2 B. die Bezemhnung bei F. C. Maier, II?% 8, 559. Ausfiihrlicheres
hiertiber in: A, v, Braunmiihl, Die Entmcklung der Zeichen- und Formel-
sprache in der Trigonometrie, Bibl, math. (8)IIL, 1902, p. 64—74.  * Subsidium
caleuli sinuum, Novi Comment. Acad. se; Petrop. ad annos 1754/55, erschienen
1760, V, p. 164—165, % S0 z B. in ,,Annotationes in locum quendam Cartesii ad
circuli quadraturam spectantem®, Novn Comment. Acad. Petrop. 1760/61 (er-
schienen 1763), VIII, p, 159ff.; fernerin , Trigonometria sphaerica universa'. -Acta.
Acad. Petrop. 1779, I, p. 73.. Vgl. such die Ubersetzung von E. Hammeér, Ost-
walds Klassiker der exakten Wlsqenschaften, Nr..73, p. 41, ' :

27*




406 | Abschnitt XXIIL.

stand gefordert, daB er sie als Winkelfunktionen in die Ana-
lysis einfiihrte?). Simon Kliigel, auf denm wir weiter unten noch
ausfithrlich zu sprechen kommen werden, hat diese Neuerung mit
folgenden Worten gekennzeichnet?): ,Nach der alten Ansicht der go-
niometrischen Funktionen waren es blofe Linien, die man unter sich
und mit dem Halbmesser zu Gleichungen verkniipite . . ., und hier den
Halbmesser zur Einheit nehmen, war nur Ersparung im Schreiben, -
welche die Gleichartigkeit (Homogeneitit) der Glieder zerstirte. Nach
der neuen, durch Euler eingefiihrten, sind sie ZahlgroBen,
welche die Gleichartigkeit der Glieder -nicht. aufheben, ... Aber
obwohl schon Bulers Arbeiten den Vorteil dieser Auffassung ins
Licht setzten, und spiter Kltigel und andere fir sie eintraten, dauerte
es noch bis tief in das 19. Jahrhundert hinein, bis dieselbe auch 1n
der elementaren Trigonometrie durchgriff und tberall festen Fub fafte.
Abnlich ging es auch mit jemem so einfachen und in seiner
Tragweite doch so wichtigen Gedanken Fulers, die Seiten der ebenen
und spharischen Dreiecke mit a, b, ¢ und die gegeniiberliegenden
Winkel mit den an den Ecken stehenden Buchstaben 4, B, C zu be
zeichnen, ein Gedanke, den er schon in jener Abhandlung von 1753
tiber die kiirzeste Linie zur vollkommen symmetrischen Gestalbung -
der sphirischen Formelsysteme ausgeniitzt hatte. Obwohl das Vor-
teilhafte dieser Bezeichnung auf der Hand lag, fand auch sie nur
ziemlich lungsam allgemeine Verwendung: "
Sehen wir uns um, was von Eulers Zeitgenossen und Nach-
folgern sowie von ihm selbst von 1759 ab neues in der Trigono-
‘metrie geleistet wurde, so miissen wir um einige Jahre zuriickgreifend
einen Aufsatz des Engléinders Francis Blake (1718—1780) mit dem
‘ Titel ,Spherical Trigonometrie reduced to
Plane“?) besprechen, der deshalb nicht
iibergangen werden kann, weil die darin
angewandte Methode nachmals wiederholte
Verwendung fand. Den Schliissel zur Be-
, handlung der sphirischen Dreiecke bot ihm
Fig. 19. der Fall, einen Winkel aus den drei Seiten zu
’ » bestimmen, den er folgendermafen loste. Um
Y~ o in Aabd (Fig. 19) zu bestimmen, seien af und ae die Tangenten

a

Y Er sagh im Subsidium caleuli sinuum a. o. 2. 0.: ,Ebenso (wie Johann
Berioulli die Logarithmen zu analytischen GrdBen machte) glaube ich die
‘Sinus und Tangenten der Winkel zuerst in den Kalkiil eingefiihrt zu haben, so
daB man sie’ wie andere Grofen behandeln und mit ihnen alle Operationen.
ohne jedes Hindernis ausfibren kann. %) Mathem. Worterbuch, I, 1806
p.6818. % P.T. XLVII, 1752, p. 441 ff. '
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der 'Bogen ad. und ab und ¢ sei das Zentrom der Kugel, damn ist
ce=secab, ¢f =secad und < ¢ = arcbd bekannt. Somit ergibt
sich aus Acef die Seite ef, und da af = tgad, ae=tgab ebenfalls
bekannt sind, so findet man aus dem ebenen Acef den <C eaf = a.
-Im Grunde genommen ist Blakes Verfahren nur eine Vereinfachung
der schon von den Arabern und Regiomontan ausgebildeten Me-
thode.) : ,
5 Im Jahre 17562) versuchte ferner der Flanéose Alexander-
Gui Pingré (siehe XIX. Abschnitt, S.14), der sich durchweg der
Formelschreibweise Eulers bediente, die Nepersche Regel fiir recht-
winklige sphiirische Dreiecke auf schi‘efwinklige,auszudehnen, indem
er die lingst bekannten Sitze, welche sich durch Fillen eines senk-
‘reechten Bogens von einer Ecke eines Dreiecks auf die Gegenseite er-
geben, in zwei Regeln zusammenfaBte, die nur auf jene beiden Auf-
gaben, in welchen drei Seiten oder drel Winkel gegeben sind, keine
Anwendung fanden. Dieser Umstand veranlaBte spiiter (1798) den
Schotten Walter FlBhel, Pingrés Regeln zu verbessern®), indem er
gie durch vier in allen Fillen anwendbare Theoreme ersetzte, die je-
doch wenig Verwendung fanden.

_ Jean Francois de Castillon kennen wir bereits als Heraus-
geber von Newtons kleineren Schriften (II1%, S.508). Durch das
Studium. der Werke des- letzteren wurde er offenbar zur Abfassung
gweier Abhandlungen veranlaBt, die er 1764 und 1765 der Berliner
Akademie vorlegte®) und in denen er eine meue Begrindung einiger
Sutze der ebenen Trigonometrie versuchte. So gab er eine geome-
trische Ableitung des Halbwinkelsatzes und zeigte, wie aus diesem
sieben Theoreme fliefen, die schon Newton in seiner Arithmetica
universalis aufgestellt hatte.®) _

Bulers analytische Formeln wurden mit Glick verwendet in
einer Digsertation aus dem Jahre 1760, die unter dem Prisidium von -
Johann Kies (1713—178L), Pl.ofessor in Tiibingen, von den Kan-
didaten des Magisteriums Hoffmann und Jager verteidigh wurde.
Sie fiilhrt den Titel ,Trigonometria methodo plana et facili exposita’
und gibt die goniometrischen Formeln sehr vollstindig, ohne jedoeh
die trigonometrischen Funktionen als Verhiltnisse zu definieren. Dann
werden die zehn Hauptgleichungen zwischen drei Stiicken eines recht-

4

) Vgl. A. v. Braunmith]l, Vorlesungen tiber Geschmhte der Trigono-
.metrie I, 1900, p. 68 und 129. % Mém. de I'Acad. de Paris 1756 (erschienen
1762), p. 801. . % P T I, 2, 1768, p. 538—b43. 4) Propositions de Géo-
métrie et de Trigonométrie élementalre, démontrées d’une manidre nouvelle.
Mém. d»e I'Acad. de Berlin 1766 (publiziert 1768), p. 354—364. %) Arith-
metica univ., Cap. XIII, Problemata geometrica, - -
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winkligen sphérischen Dreiecks - abgeleitet und auch die weniger be-
kannten Relationen zwischen vier Stiicken aufgestellt, woran sich die
‘Ableitung der Sitze fiir das schiefwinklige Dreieck mit Einschluf der
Neperschen Analogien anreiht. Bemerkenswert ist die polare Grup-

“pierung der sechs Dreiecksfille zu zweien, die trotz Vietas Vorgang?)

selten genug zu finden war. Die Formeln fiir das ebene Dreieck ge-
winnt Kies, wie das spiter noch oft geschah, durch Grenzitbergang
aus jenen fiir die Kugel, indem er sind =4, tgd =4, cos d=1 setzt.
Um die Mitte des 18. Jahrhunderts wurde auch zum ersten Male

die Notwendigkeit einer Kleinkreistrigonometrie auf der Kugel von
d’Alembert betont. Nachdem derselbe bereits in seinen Réflexions
gur la cause ‘des vents, Paris 1757, durch eine ziemlich umstindliche
Rechnung gezeigt hatte, wie man eine Relation zwischeh den Seiten
eines Dreiecks herstellen kann, dessen Basis aus einem Kleinkreis-
bogen und dessen Schenkel aus Grofkreishtgen bestehen, ldste er
einige Jahre spiter®) die Hauptaufgaben, den Neigungswinkel eines
Klein- und eines GroBkreises, welche dieselbe Sehne haben, zu - be-
stimmen, die zwischen zwei solchen Kreisen liegende Fliche aus-
gudriicken und endlich den Winkel der Ebenen zweier Kleinkreise an-
zugeben. Seinem Wunsche, andere michten diese seine Ideen weiter
ansfithren, kam 1798 Charles Bossut nach, indem er sowohl mit
Integralrechnung den Inhalt eines von drei Kleinkreisen gebildeten
Dreiécks bestimmte, als anch einen elementaren Weg hierzu angab.®)
~ Bedeutende Forderung fand die Trigonometrie durch verschiedene
‘Arbeiten Johann Heinrich Lamberts. Lambert?) ist am
26. August 1728 in der damals schweizerischen Stadt Miilhausen im
OberelsaB geboren und als Mitglied der Berliner Akademie und Ober-
baurat am 2b. September 1777  gestorben. Aus einer unbemittelten

" Schneidersfamilie hervorgegangen, muBte er sich friihzeitig sein Brot

als Schreiber verdienen, brachte es jedoch als Autodidakt sich fort-
bildend bald zum Hauslehrer bei dem Reichsgrafen Peter von-Salis,
wo er seinen Studien weiter obliegen konnte. Da aber Studieren und

- Produzieren bei ihm Hand in Hand ging, so bereitete er schon da

mals die wichtigsten seiner Werke vor. Nachdem er diese, nimlich
die Photométri'e', eine Schrift iiber die Kometenbahnen und die Kos-
mologischen Briefe zu Augsburg hatte erscheinen lassen, wurde er

Mitglied der lbayer;ischen Akademie der Wissenschaften mit-800 Gulden

Geéhalt, loste jedoch dieses Verhiltnis bald wieder und kam nach ver-

1 Vgl A. v. Braunmiihl, Gesch. der Trig. ][,‘ p. 180—181. 2)\Recherches

mathém. sur différents sujets. Miscellanea Taurin.IV,1766—69,§ 1, p. 127, 2.Z#hlung.
%) Traités de caleul différentiel et intégral, an VI, 1797/98, II, p. 622—581, .
4 Allgem. deutsche Biographie XVIL, p. 552—558. o :

I3
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schiedenen Versuchen eine dauernde Lebensstellung zu finden, die ihm
MuBe zu seinen wissenschaftlichen Arbeiten bote, endlich 1764 nach
Berlin, wo er auf Veranlassung der dort herrschenden Schweizer
Schule mit einem Gehalt von 500 Talern, der sich spiter auf 1100 Taler
erhéhte, in die Akademie aufgenommen wurde. Seine wissenschaft-
liche Titigkeit war eine #uBerst fruchtbare und erstreckte sich so-
wohl auf die reine Mathematik, als auch auf alle mit der Praxis in
" Beziehung stehenden Anwendungen derselben. Alle seine Arheiten
sind, wenn auch nicht immer so bedeutend wie die Eulers und La-
granges, reich. an originellen und fruchtbaren Gedanken und zeichnen
~ sich durch eine in jener Zeit seltene Strenge der Beweisfithrung aus.

Die glelche Originalitit zeigh sein Stil, der derb und oft schrullenhaft

-wie seine Personlichkeit, doch nie die nitige Klarhelt und Prignanz.

~vermissen li0$. _
" Fiir unser engeres Wissensgebiet kommen von seinen Pubhka.-

tionen zuntichst die ,Beitrige zum Gebrauche der Mathematik und
Jeren Anwendung?) in Betracht. Im ersten Bande derselben spricht
er sich (S. 3694 ) tiber die Art und Weise, wie die Trigonometrie zu
fordern Sl eingehend aus, indem er hauptsa@h]hch drei Gresichtspunkte
;m Auge hat: einmal, sagt er, konne man die Auflosung der einzelnen
Dreiecksfille durch Berechnung passender Tafeln vereinfachen, dann
konne durch Benutzung der Algebra viel erspart werden und endlich

konne man in der Verwendung der ngonometrle Zur Integlallech—“

nung noch bedeutend weiter gehen.

Vorerst wandte sich nun Lambert der 1 Veperschen Regel zu,
indem er an Stelle des bisher durch einen Induktionsschluf bewerk-
-gtelligten Beweises derselben einen anderen setzte, der mehr das ‘Wesen
dieser merkwiirdigen Regel aufdeckte und auf dem gleichen Gedanken
" peruhte, den schon Neper angewendet, aber nur angedeutet hatte.
Christian von Wolf hatte in seinen Anfangsgrﬁnden der Mathe-

matik?) den Wortlant der Regel zum ersten Male in der Weise aus-

gesprochen, wie er heute noch allgemein angegeben wird. An ihn
" schloB sich Lambert an, indem er die Katheten des rechtwinklig
sphiirischen Dreiecks durch ihre Komplemente ersetzte und zeigte,
daB die fiinf zirkuliren Stiicke -in finf Dreiecken liegen, die sich in
einem Zyklus um die Kugel aneinanderschliefen, wie dies Fig. 20 ver-
anschaulichen moge. Daselbst sté]llen AadF und ADc¢G zwei Grob-
kreise dar, deren Pole P und @ smd -durch die der Kreis ¢QPa
.geht FemerA ist d PG’ irgend ein anderer Kreis durch P, welcher

4 Ba,mde 8°, Berlin 1765—1772. 3 Im 3. Telle -zweite Aﬁsgabe von
1717, p. 144 und 162; dle erste Ausgabe von 1710 enthilt.dieselbe moch nicht.
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den ersten in C rechtwinklig schueidend das A A BC vollendet. Zieht
man endhch noch Kreis GH @b durch @, so daB seine Ebene auf D¢
senkrecht steht, so entstehen die
fiinf schrafﬁerten Dreiecke, von denen o
Lambert aus ihrer Entstehung nach- 9
weist, dafl sie die verlangte Higen- '
schaft haben, dieselben "fiinf zirku-
| liren Stiicke zu besitzen. So ist
1“ 2. B. 3T 4 in 1 gleich 90° — PD in

. &\\\\3’ ‘,__ v IL, gleich P @ in III, gleich 90° — F@Q

L HEA ¢ i i IV und endlich wieder gleich 4
¢ \//6* ’ in V, und allgemein behalten ein
\\\__ Mittelstﬁck und zwei anliegende Stiicke
Tig. 20. “sowie ein Mittelstiick und zwei gegen-

‘ tiberliegende diesen Charakter in allen
fiinf Dreiecken bei. Zeichnet man daher mit Lambert die beiden
stereographischen Figuren (Fig.21), in denen die kleinen Buchstaben
die Komplemente der Katheten be-
deuten, so liefern die beiden dar-

ein Dreieck bewiesen, die simt-
lichen zehn Félle der Neperschen
A " Regel.
cosC’-.— sindsinB  cosC=cobd cobB . Man wird aus dem Vorstehen-
‘ Tig: & den erkannt haben, daB Lambert
wirklich den wahren Grund der Neperschen Regel aufdeckte, indem
er bei Aufstelling seines Beweises unbewuBt mit dem Begriff der
Gruppe- operierte.)

An die Behandlung der Neperschen Regel schlieBt Lambert
‘eine Zusammenstellung der wichtigsten goniometrischen Formeln an
und gibt dann . die Vorschriften zur Berechmung der schiefwinkligen
sphirischen Dreiecke, die er mittels einer Héhe in zwei rechtwinklige
zerspaltet. Die Anwendung jener Regel auf die beiden Teildreiecke
und die Verbindung der Formeln zu einer einzigen SchluBformel fiihrt
ihn dann selbstverstindlich wieder zu den schon lingst bekannten
Hauptgleichungen fiir das schiefwinklige Dreieck.

Da Lambert stets die praktische Verwendbarkeit der Formeln
im Auge hatte, so stellte er auch eine Umformung des sphéirischen

N—

3 Vgl O. Pund Uber Substltutmnsgmppen in der sphirischen Trigono-
metrie usw. Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg III,
1897, p. 7, und C. 0. Lovett in Bulletin of the American Math. Society,

2, Serles IV, 1898, p. 252.

-
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Kosinussatzes, wie der Kotangentenformel fiir logarithmische Rech-
nung her, indem er z. B. im ersteren Falle in '

cos A = cos Beos C + sin Bsin ( cos @, cosg=1—2gn L’

und
' cos (B — () . @2
2sin Bsin ¢ S g

setzte, wodurch er die elegante Formel

cos A = 2 sin Bsin Csin 50—_;_“ sin 2= 2
_ 2

erhielt.}) o

‘Ferner mufl noch erwihnt werden, daf Lambert ebenso wie
Kuler die trigonometrischen Funktiomen alg Verhdltnisse
auffafite, wenn er dies auch ebensowenig. wie jemer ausdriicklich her-
vorhob; dies beweist die Schreibweise seiner Formeln fiir die recht-
winkligen ebenen Dreiecke, wie

k="hsing=hcosb, ¢=hcosa=hsinbd usw.,

wo h die Hypotenuse, & und ¢ die beiden Katheten bezeichnen.’

Noch von einer anderen Seite her suchte Lambert die Trigono-
metrie zu bereichern, indem er nimlich die Hyperbelfunktionen
fiir sie verwertete. Schon Gregor von St. Vincentio, David Gre-
gory und John Craig hatten durch die Quadratur der gleichseitigen
Hyperbel, wenn auch unbewuBt, die Grundlagen fir diese Funktionen
geschaffen, bei Newton traten dann bereits Vergleiche zwischen Kreis
und gleichseitiger Hyperbel auf, und De Moivre hatte schon ziem-
lich deutlich erkannt, daB durch Vertauschung des Reellen mit dem
Imaginﬁreﬁ Kreisaufgaben in solche fiir die gleichseitige Hyperbel
iibergehen. Der erste aber, welcher eine Theorie der Hyperbelfunk-
tionen begriindete, war der von Lambert selbst genannte Graf Vin-
cenzo Riceati (vgl. BIII% 8. 474), der sie mit Hilfe geometrischer Be-*
trachtungen entwickelte?), wihrend Lambert 1768 zuerst auf den
Gledanken kam, sie zur Behandlung trigonometrischer Probleme zu ver-
werten.®) - ;

Ist (Fig.22) CDQ ein Kreisquadrant, der den Ast Qq einer
gleichseitigen Hyperbel in @ bertihrt, ¢ ein beliebiger Punkt der Hy-
perbel, ¢ P || @C, PQ und ¢p 1 QC, <X PCQ =0 der sogenannte

.~ Ya a O, p 415ff — Eine etwas andere Umgestaltung hat W. Croswell,
Lehrer der Schiffahrtskunde, durch eine Regel ausgedriickt, gegeben: Memoirs
of the American Academy of Arts and Sciences II, part I, 1780 (verffentlicht
1798), p. 18—20. 5 Vgl 8. Gﬁnt]‘aer,‘ Lehre von den Hyperbelfunktionen,
Halle 1880, Kap. I f) Obsexrvations trigonométriques. Histoire de T'Aea-
démie de Berlin 1768, 24, p, 827 . o :
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,transzendente und X qC@ =9 der ,gewdhnliche” Winkel, dann
folgt aus der Figur: 1. tgp = sinw, CP = secw — Cp = cosh w und
- ~ , PQ=tgeo =pg=sinhu, wenn der zu Win-
. ) kel ¢ gehorige Hyperbelsektor ¢ Cg mit
D u bezeichnet wird. Hieraus folgt dann

. d ..
leicht du = —141%%2 und daraus hinwieder

2. u=logtg (450 -i-—;i) Somit kann man
» ~ zu jedem Winkel ¢ den entsprechenden
¢ £QP Hyperbelsektor berechnen, indem man sich
Fig. 2. dexr beiden Gleichungen 1.und 2. bedient. Damit
' | konstruierte nun Lambert eine kleine Tabelle,
welche in der ersten Spalte links die Werte des Winkels  von 0° bis 90°
enthilt und zu ihnen die entsprechenden Hyperbelsektoren, den sin-
hyp., den coshyp, die Logarithmen derselben, die tg. und logtg.
des gewbhnlichen Winkels und endlich in der letzten Spalte diesen
selbst gibt. Wie er dieselbe zur Vereinfachung trigonometrischer
Rechnungen anwandte, erkennt man am besten aus einem Beispiel.
Es soll fiir ein sphirisches Dreieck abc aus dem Winkel ¢ und der
Seite BY) eine Tabelle berechnet werden, die zu jedem Winkel ¢ den
-zugehtrigen Winkel @ gibt. Dazu hat man |

sin Betg 4 = cosccos B + sin¢ ctg' @

un@ hiera}—ls ;;f ;f= tg‘k secc - tge, wenn tgk =~tg Betg 4 und
€ =90°— ¢ ist. Sind nun die den Winkeln % und ¢’ entsprechenden
Hyperbelsektoren % und p, so hal man ciga = ;i:m sinh (x — ),

wodurch die Rechnung auf eine einzige Analogie gebracht ist und

zwar auf die einfache Addition des konstanten Logarithmus von

" cos B: coshx zu dem Logarithmus von sink (x — ¢).

Dadurch, daB Euler die trigonometrischen Linien als ,Rech-
nungsgrofen®, wie er sagte, in die Analysis eingefithrt hatte, hatte
sich zunichst vielfach eine Tremnung der elementaren Trigono-
‘metrie, die nur zur Berechnung der Figuren in der Ebene und auf

der Kugel dient, von der heute nach Kltigels Vorgang?) als Gronio-
metrie bezeichneten Lehre von den Winkelfunktionen vollzogen. Dies

148t sich am deutlichsten aus zwei Schriften erkenner, die der preu-
Bische Offizier Georg Friedrich von Tempelhof ' (1737—1807)

ezeichnet durchweg die.Seiten mit den groBen, die gegen-
1 mit den kleinen Buchstaben des lateinischen Alphabetes.

Y Lambert b

fiberliegenden Winke
%) Mathematisches Wérterbuch_ﬂ, p. 504.

I
!
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aunter dem Titel . ,Anfangspriinde der Analysis endlicher GréBent
(Berlin 1769) und ,Anfangsgrinde der Analysis des Unendlichen®
{Berlin und Stralsund 1770) verdffentlichte. Wihrend nimlich in
dem ersten Werke nur die wichtigsten goniometrischen Formeln so-
wie die Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen geometrisch

abgeleitet werden, und bei sémtlichen geometrischen Anwendungen

sogar wieder der Radius » mitgeschleppt wird, indem die Funktionen
durch Linien ersetzt werden, sind in das zweite Werk ganz verschieden
Jhiervon die analybischen Formeln Eulers zur Dreiecksherechnung in
ihrem vollen Umfange aufgemommen. Eine Vereinigung der beti’deﬁ
gotrennten Gebiete wurde erst dadurch erméglicht, daf Simon Kli-
gel in seiner ,Analytischen Trigonometrie® (Braunschweig 17 70) das
Wesentliche in Hulers Auffassung erkannte, indem er die trigono-
metrischen GroBen ausdriicklich als Verh#ltnisse der Seiten eines

- rechtwinkligen Dreiecks definierte und sie zum ersten Male als tri-

gonometrische Funktionen bezeichnete.’)” Das Buch Kliigels weist

‘aber auberdem mnoch andere bemerkenswerte Verdienste anf. Das
“wichtigste ist wohl die Erkenntnis, dafi die Additionstheoreme fiir

die Sinus- und Kosinusfunktion allein ,alle Lehrstitze iiber die Zu-
sammensetzung der Winkel“ enthalten?), was durch direkte Entwick-
Jung -aller einschliigigen Formeln aus diesen Theoremen gezeigt wird.
‘Weitere Verdienste Kliigels sind, daB er in diesem Buche die Ab-
leitung der sechs Grundformeln des rechtwinkligen sphirischen Drei-
ecks auf Dreiecke mit Seiten, die einen Quadranten iiberschreiten, aus-
dehnte, die hervorragende Verwendbarkeit der Neperschen Analogien
fiir praktische Rechnungen hervorhob und nachwies, wie man mit
Hilfe des Supplementardreiecks zu jeder Formel eine Polarformel an-
geben kann. Kliigels Buch hat jedenfalls viel dazu heigetragen,
Eulers analytische Behandlungsweise der Trigonometrie in weiteren

Aber auch Kistner (vgl.{ﬂ][é_, 8. 57 6), der immer bestrebt war :

_die neuesten Erscheinungen der mathematischen Literatur den Lesern:

seiner zahlreichen Sehriften auf seine etwas breite und umstindliche
‘Weise zuginglich zu machen, bediente sich frithzeitig der Bulerschen
TFormelrechnung und verdffentlichte in seinen Astronomischen Ab-
handlungen (I. Sammlung Géttingen 1772), #hnlich wie Kies und
Kl gel, eine elementare Ableitung der hauptsichlichsten Formeln der
sphérischen Trigonometrie. - Auch gab er hier, wie in den G&ittinger

3 a. 8. 0., p- 4 heiBt es: ,JIch will diese Verhiltnisse mit einem allge-

‘meinen- Namen: trigonometrische Funktionen der Winkel nenhen, als deren

;Stelle gie in der Rechnung vertreten”. % Ebenda, 5. 35.
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Dissertationen?) und in seinen geometrischen Abhandlungen (2 Samm-
lungen, Gottingen 17 90—91) und noch anderwirts®) vielfache An-
wendungen auf astronomische, physikalische und geometrische Fragen,

wobei er die trigonometrischen Formeln mit Gewandtheit handhabte,

wenn auch die Eleganz seiner Lisungen durch das fast bestindige
Mitschleppen des Sinus totus beeintriichtigh wird.

Neun Jabre nach dem Erscheinen von Kliigels Bu¢h kam auch
Euler noch einmal auf die spharische Trigonometrie zuriick®), deren
Formelsystem er bereits vor 26 Jahren mit Hilfe hoherer Rechnung
abgeleitet hatte. Offenbar befriedigten ihn die inzwischen tiber diesen
Gegenstand erschienenen Abhandlungen und Biicher nicht, und er
wollte daher zeigen, wie man das ganze Formelsystem, das auch noch
einiger Erginzungen bedurfte, auf elementare Weise aus einer ein-
zigen Figur ableiten konne. Als solcher bediente er sich des zum
schiefwinkligen sphirischen Dreieck 4B gehtrigen
Dreikants, ' dessen Spitze im Mittelpunkt O der
Kugel mit dem Halbmesser 1 liegt (Fig. 23). In den
Ebenen COa und COb (o liegt auf 0.4 und b auf
0B) seien Ca und Cb senkrecht zu OC errichtet,

der Neigungswinkel von << 6?0, ferner ist < C O
— Seite b, I COb — Seite @ und X @ 0b = Seite ¢
des ‘sphirischen Dreiecks. Aus der Figur folgt
dann unmittelbar: ‘ |

Fig. 93, Ca=1tgb, Oa—=sech, Ub=tga, Ob=seca
Hi‘eraus folgt bg = Obsin¢ = % und Og = Obcosc = 22—:—2- Da

ferner <C 4 Ob = <2 € des Dreiecks ABC ist, so hat man

1) Dissertationes mathematicae et physicae, quas Societati reg. sei. Got-
‘tingensi annis 17561766 exhibuit etc. Altenburgi 1771. Besonders za be-
merken sind ‘darunter Nr. 7: Gnomonica universalis analytica 1762, eine Um-
arbeitung der Gnomonica analytica von 1754, hervorgerufen durch seine erweiterten
Kenntnisse trigonometrischex Formeln; dann Nr. 9: ,,Quot sphaerae _aequales
‘mediam et se mutuo tangere possint®, woselbst sich eine elegante Ableitung
der Fliche eines sphirischen Dreiecks mit htherer Rechnung findet. % Bo
findet sich in Novi Comm. Soc. Gotting, VI ad annum 1776 (publiziert 1777),

p. 92—141 bei Behandlung des optischen Problems von Alhazen (vgl I% 8. 744)

eine niherungsweise Auflésung einer frigonometrischen Gleichung von der Form
sing — Btgp=A und in Hindenburgs Archiv der reinen und angewandten
Mathematik II, 1798, p. 174 wird die Wertdnderung der beiden Seiten des Aus-

druckes secy f-tgp =1g (45" + %) diskutiert und in Einklang gebracht, wenn

@ von 09 bis 90° wachst. - %) Trigonometria sphaerica universa ex primis principiis

@

ferner sei bp L Ca, bg L O, dann ist 9Cbgp
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bp = Cbsin C =tgasinC und COp = 0b- cos C = tga cos C;
and da < Ca0 = 90°— b ist, so folgt moch:
ap= Ca—Cp=1tgb—tgacos G, pg=apcosb=sinb— tgd coéb cas‘-O

and

sin b* : cos ¢
—tgasinb cosC oder —— = cos b+ tgasinb cos C

ag=apsnb=_—_= |

und hieraus endlich
cos ¢ = cos @ cos b -} sin ¢ sin b eos C.

Ahnlich liest man aus der Figur unmittelbar die Gleichung des Sinus-

. sin C sin A .
satzes —— s a und die in dieser Form neue Gleichung
cos @ sin b — sin @ cos b cos
P4 _ Gos A = : ¢
bg - sine

ab. Diese drei Gleichungen umfassen, wie Huler sagt, die ganze
sphérische Trigonometrie, un und in der Tat gelang es ihm durch ein-
fache Rechnung aus ihnen alle jene Formeln abzuleiten, die heute den
eisernen Bestand der sphirischen Trigonometrie bilden.

Auch die Existenz und die Elgenschaften des Supplementardrel-
ecks, fir das Euler jedoch keinen eigenen Namen hat, wurden in
einem , Theorema“ hervorgehoben, wihrend eine. Neheneinanderstel-
lung der Polarformeln nur fiir die Kosinus- und Kotangentensitze

durchgefithrt wurde — in diesem Punkte war Kliigel bereits weiter

gegangen. Dagegen erkannte Euler hier zuerst die sechs mdglichen
Formen der dritten Hauptgleichung, das Prinzip der zyklischen Ver-
tauschung aber war ihm, wie seine Formelschreibung zeigt, entgangen.

Euler hat von seinen trigonometrischen Formeln den vielseitig-
gten Gebrauch gemacht in rein mathematischen und mechanischen,
wie in . astronomischen und physikalischen Untersuchungen. Wir
wollen hier auf die wichtigsten hinweisen, die zur ersten Gruppe ge-
horen. In den Petersburger Akten fir das Jahr 1778%) hatte er
bereits gezeigt, wie man die trigonometrischen Funktionen zur Losung
einiger schwieriger diophantischer Gleichungen benutzen kénme und

bendag) eine Abhandlung iiber die Messung der Kérperwinkel durch

die Inhaltshestimmung ‘sphirischer Figuren gegeben, bei welcher Ge-
breviter et dilucide derivaﬁa. Aeta. Acad. Petrop. 1779 (erschienen 1782), 1,

p. 72—86:

1) De casibus quibusdam maxime memorab111bus in Analysi mdetelmmata,
etc. Acta Acad. Petrop. ad annum 1778, pars II (erschlenen 1781), p. 85—110.
%) De mensura. angulorum solidorum. Ebenda, p. 31—54. ‘

x
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legenheit er die tngonometnschen Funktlonen des sphirischen Exzesses

S eines Dreiecks in den Se_lten desselben durch elegante Formeln aus-
driickte. Diese wurden mnoch in einer erst nach seinem Tode 1792
erschienenen Abhandlung weiter erginzt, die ebenfalls aus dem Jahre.

17 7 8 stammte 1y Die in der ersteren Abhandlung mitgeteilte Formel
" 11— cosa® — cosb? — cosc® | 2cosacosbeosc
g“— . 14 cosa - cosb - cose

des Dreiecks sind, hat De Gua 1783%) wieder entwickelt, ohne jedoch

Euler zu erwihnen. Endlich erschien 1786 ebenfalls posthum ein &lterer

Aufsatz von ihm?), in welchem er mit alleiniger Benutzung des Ko-
sinussatzes die Relationen zwischen den sechs Linien, die vier Punkte
in der Ebene verbinden, aufsuchte. Dabei wurde auch die Frage

behandelt, wie man ein Kreisviereck bestlmmt dessen Seiten und Dia--

gonalen durch rationale Zahlen ausgedriickt werden.
Mit besonderer Kleganz handhabten die Eulerschen Formeln

bald sein Schiiler Andreas Johann Lexell, sein Gehilfe Nikolaus
FuB und der Petershurger Astronom Fnedrmh Theodor Schubert-

Der- erste, auf den wir noch weiter unten emgehend 1 sprechen

kommen Werden hat in mehreren Abhandlungen?) eine ganze Reihé
- von wichtigen Theoremen ftiber die Geometrie der Kugelkrelse ent-
wickelt, die geradezu die Grundlagen fiir alle spa,teren auf dieses (e~
biet bezughchen Arbeiten wurden. So wies er nach, daB die Spitzen
aller sphirischen Dreiecke von glelch.er Fliche, die iiber derselben
Grurrdlinie stehen, auf einem Kleinkreise liegen®), berechnete in ele-
ganten Formeln die sphamschen Radien des einem Dreieck umge-

sehriebenen und des ihm emgeschrlebenen Kreises aus den Seiten, bzw..
Winkeln desselben, gab ein- Analogon zum Ptolemiischen Satze vom:

ebenen Sehnenviereck fiir das einem Klemkrels eingeschriebene Vier-
eck berechnete den Radius von jenem aus den Seiten von diesem
und ldste die entsprechenden. polaren Aufgaben. Auch tbertrug er
den Satz vom harmomschen Krels auf die Kugel (Lexellscher

Kreis).
Auch Nikolaus FuB (vgl. IIIz S. 051) hat interessante Aufgaben

der Kugelgeometrie behandeltﬁ), dle wir in folgender Form kurz zu~

1 Variae specu]a,twnes super area tnangulorum sphaericorum, Nova Acta

Acad. Petrop. X, ad annum 1792 (erschiemen 1797), p. 47—62. %) Mémoires
de T'Académie de Paris 1783, p. 358, ® De symptomatibus quatuor punctorum
plano sitorum. Acta Acad. Petrop. ad annum 1782 (erschienen 1786),

in eodem
pars I, p. 3ff.
p. 112—
P- 85—95
posthum erschienen
% Nova Acta Acad. Petro;

126, und ebenda, 1782, pars I (erschienen '1786), p. 58—106 und pars 1L,
5 Einen Beweis dieses Satzes hatte Euler schon 1778 gegeben,
1797 111 Nova Acta Acad. Petrop. X, ad annum 1792., .

- 'II, ad annum 1784 (erschienen 1788), vorgelegt 1786,

, Wo &, b, ¢ die Seiten

%) Acta Acad. Petrop. ad annum 1781, pars I (erschienen 1784),
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sammenfassen konnen: Ein sphirisches Dreieck mit gegebener Bas1s
so zu -bestimmen, daB seine Spitze auf einem gegebenen groﬁfen
Kreise . l1egt und der Dreieckswinkel an derselben oder die Fliche des
Dreiecks ein Maximum oder die Summe der Schenkel ein Minimum
wird. -Auch fand er?) als Ort der Spitze eines sphirischen Dreiecks
tiber gegebener Basis, fiir das die Summe der Schenkel konstant ist,
eine ;sphirische Elhpse“, welche mit der ebenen Figur glelchen
Namens viele Eigenschaften gemein hat.

Endlich hat Schubert, durch diese Arbeiten angeregt, 1786 1nd
1798 #hnliche Fragen untersucht, indem er?) z B. das groBte und
Ideinste sphiirische Dreieck mit gegebener Basis und Hohe bestimmte
und die geometnschen Orter eines Punktes auf der Kugelfiiche be-
handelte 3), fiir welchen das Verhiltnis der Sinus oder der Kosmus
der gauzen oder halben kurzesten Entfernungen von zwei . festen
" Kugelpunkten konstant ist. _

‘Auch der grofle Lagrange beschiftigte sich vorubergehend mit
trlgonometrlschen Fragen. AuBer einer Abhandlung tiber eine neue .
'Begrundung der spharlschen Trigonometrie, auf die wir weiter unten
noch zu sprechen kommen, veroffentlichte er 1774 ,Solutions de
quelques problemes d’Astronomie sphérique par le moyen des séries“®),
_worin er die Auflosung der transzendenten Gleichung tgm == mtgy nach

z durch dle Relhe %=1y — Osin 2y + --02 sindy — —5‘9381116‘?/—[— .

darstellte, in Welc:her 6 — 1 + bedeutet Indem er diese Gleichunm

sowohl mit jenen drei Fundamentalnielchungen des sphirischen Drei-
ecks, in denen Tangenten vorkommen, als auch mit den Neperschen
Analogien verband, gelangte er zu mehreren, namentlich in der Astro-
nomie und Geodiisie sehr brauchbaren Ldsungen tngonometrlscher'
Aufgaben. So erhielt er z. B. zur Bestimmung der Winkel g und ?

eines sphirischen Dreiecks, von dem die Seiten b, ¢ und der Winkel &
gegeben sind mit Benutzung der erwihnten Analogien, die ]Etelhen-

entwmkluno*en

y.s tg._ 5 (ctg E -+ tg —«A) gin @ — = tg (ctg%é —tg _2_2) sin 2 ¢ _|_ ?

703 a,uch Lﬂpmger Ma,gamn fiir reine und angawandte Mathematlk 1786'
p. 941245,

1) Nova Acta Acad. Petrop. I1I, ad annum 1785 (erschienen 1788), vorge-'

legt 1787, P- 90—99. ) Ebenda, IV, ad annum 1786 (erschienen 1789), vor-

selegt 1786, p. 89—94. . . ) Ebenda, XII, ad annum 1794 (erschienen 1801),

v@rgelegt 1798, p. 196—216 : 4 Nouveaux Mémoires de 1’Acad, de Berlin,

année 1776 (erschienen1779), gelesen 1774, p. 214, Oeuvres, Ed. Serret Iv,

- 275—298.
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g =180" — ¢ + tg~ > (tg 5 — ctg 'L'zg) sin ¢

¢/ b2 by
—Q—tg—g (tg; —f—ctgng—)mn?a-{—--',

welche nach Lagranges Bemerkung um so konvergenter sind, je
kleiner ¢ ist und je niher b an 90° liegt. Auch zeigte er, daB die
Verwendung des Imaginiiren, durch welche er diese Formeln gefunden
hatte, noch idhnliche Gleichungen komplizierterer Form zu 13sen ge-
stattet. Lambert hat 1777 ebenfalls #hnliche Gleichungen durch
Reihen geldst'), und desgleichen finden sich in Delambres groBer
Arbeit tiber die Bestimmung des Meridianbogens zwischen Diinkirchen
und Barcelona?) trigonometrische Gleichungen mit Reihen hehandelt,
die mittels der Methode der unbestimmten Koeffizienten erhalten
werden.

Bedentende Verdienste um die Ausbildung der elementaren Tri-
gonometrie in Kulerschem Sinne, sowie um die systematische Aus-
gestaltung derselben erwarb sich der Italiener Antonio Cagnoli
{1743-—1816). Cagnoli?®), zu Zante geboren, zog sich bald von der
zuerst gewihlten diplomatischen Laufbahn zurtick, lebte dann in
Verona als Privatmann, wo er sich eine Sternwarte erbaute und wurde
nach Griindung der cisalpinischen Republik von Napoleon an das
Obselvatormm in Mailand berufen. Spiter wurde er Professor der
Astronomie an der Kriegsschule in Modena. Er creho:t te der von Lorgna
gegriindeten Societa Itahana delle scienze an; welche Mathematiker, wie
Malfatti, V. Riccati, Ruffini und Ferroni su den ihrigen zahlte
und wurde nach Loro‘nae Tode Priisident dieser gelehrten Gesell-
schaft. Seine Tuo‘onometrm piana e sferica, welche 1786 italienisch
und in fmmoswchm Ubersetzung  von N M Chompré in Paris in
erster Ausgabe erschien, wurde 1804 i 2. Auflage italienisch zu Bo-
logna und 1808 abermals franzdsisch zu Paris publiziert und ist das
vollstindigste und umfassendste Handbuch jener Zeit, in dem man

manclies auch heute noch Interessante und Lesenswerte findet. Wenn

auch Cagnoli noch immer ausschlieflich mit trigonometrischen Linien
rechnete, so nahm er doch die Einheit als Radius an und bediente
sich der Eulerschen Funktionszeichen, denen er nur merkwiirdiger-
weise die abkiirzende Bezeichnung der Dreiecksseiten durch die Buch-
staben des kleinen lateinischen Alphabets nicht zugesellte. Cagmnolis
Hauptverdienst liegt darin, daf er wie Kliigel die analytische Formel-

) Bode, Astronomisches Jahrbuch fiir 1780, p. 67. %) Méthodes ana-
Iytiques pour la détermination d’un arc duméridien, an VII (1798/99), Paris, 4°,
p. 64 und 111, % Poggendorff, Literarisch-biographisches Handworterbuch,

1, p. 859/60.

——.

i
|
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rechnung in den Vordergrund stellte und nur die notwendigsten Sitze
aus Figuren ableitete. Auch bei Behandlung von komplizierten Dyei-
ecksaufgaben, die er in eleganter Weise zu ldsen verstand, setzte er
sich stets die Herstellung einer allgemeinen Endformel zum Ziele.

Wesentlich Neues in bezug auf die ebene Trigonometrie war da-
mals nicht mehr zu bringen; so ergibt denn die Durchsicht von Cag-
nolis Werk sowie einer ergiinzenden Abhandluncrl) vom Jahre 1(‘34
als erwihnenswert nur eine Umgestqltung der Formel des ebenen
Kosinussatzes fiir logarithmische Rechnung, aber auch hierin war ihm
schon 1777 Johann Tobias Mayer?), der Jlingere, zuvorgekommen.
Zudem sei noch erwihnt, daB er auch die sogenannten Mollweide-
schen Gleichungen entwickelte und verwenden lehrte.?)

Aus seinen Erginzungen zur sphirischen Trigonometrie ent-
nehmen wir die fundamentale Formel

sin ¢sin ¢ + cos¢cos acos B = sin A sinC — cos A cos Ceos b

als die erste Relation, welche zwischen den sechs Stiicken eines sphi-
rischen Dreiecks gegeben wurde) Ferner teilte er eine praktische
Umgestaltung des sphiirischen Kosinussatzes fiir logarithmische Rech-
nung mit®), abweichend von jener, die Lambert gegeben hatte (3. 411)
und entwickelte Formeln, um die Stiicke rechtwinklig sphiirischer
Dreiecke eventuell bis auf Zehntel-Sekunden genau erhalten zu kinnen.
Auch die Proportionen, zu welchen die Betrachtung zweier Dreiecke
dieser Gattung fithrt, wenn sie einen Winkel oder die Hypotenuse ge-
meinsam haben, wurden von Cagnoli aufgestellt und auBerdem
wurden die Formeln abgeleitet, weleche den Zusammenhang der Ele-
mente eines sphiirischen Dreiecks mit denen des zugehdrigen Sehnen-
dreiecks geben.®) In der eleganten Behandlung der trigonometrischen
Gleichung acos A 4 bsin A = »n aber war thm schon Kistner 1772
suvorgekommen.”)

Wichtige Fortschritte machte in dem von uns betrachteten Zeit-
abschnitte auch die fiir die Astronomie und Geodisie so notwendige

1) Cose trigonometriche. Memorie della Societa Italiana, VII, 1794, p. 35fF.
% Griindlicher und ausfithrlicher Unterricht zur praktischen Geometrie, Gottingen
1771, 4 Binde, 8% I, p.12—13. 5) Tricronometri& 1. Aufl. p. 122, 4 Dieso
Formel findet smh allerdings erst in der Ausgabe von 1808, Nr. 1139, p. 826.
% Diese Umformung steht schon in Cose trigonometriche, Nr. VI der sphii-
rigchen Probleme, ¢) Kap. VIII der ersten, Kap. XX der Auflage von 1808.
Die elegante Formel cos 4’ = cos 4 cos % Ccos E- - sin 2_ gin _:_ gibt 7. B. den
Winkel 4’ des Sehnendreiecks, der dem kael A im sphirischen entspricht.
7 Astronomische Abhandlungen 1774, p. 18—15.

CaNToxn, Geschichte der Mathematik IV. 98
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" Fehlerrechnung, bei welcher es sich um die Bestimmung der Ver-
inderungen handelt, welche die Stiicke eines Dreiecks erleiden, wenn
gewisse derselben wm sehr kleine GréBen zu- oder abmehmen. Nach-
dem Cotes in seiner Aestimatio errorum 1722 dieselbe eingefithrt
(1112, 8. 360 und 412-—414) und die wichtigsten Siétze geometrisch ent-
wickelt hatte, publizierte De la Caille 1741 einen ,Calcul des diffé-
rences dans la trigonométrie sphérique®?), in welchem er Cotes”
18 Theoreme in 24 TFormeln vereinigte, die er auf astronomische
Aufgaben anwandte. Spiter haben sich namentlich Kliigel, Kistner,
Boscovich und Cagnoli mit Aushildung dieses Wissenszweiges be-
schiftigh Ersterer widmete ihm das 8. Kapitel seiner analytischen
Trigonometrie und einen Aufsatz mit dem Titel ,Trigonometrische
Variationsrechnung zum Gebrauche bei Berechnung der Sonnen- und
Mondfinsternisse“2) und behandelte die vier wichtigsten Fille, indem
er ein Dreiecksstiick konstant lieB und die endlichen Variationen der
anderen untersuchte. Die beiden Hauptformeln, welche er erhielt,

sind: Aa = cos CAb -+ cos BAc und
AB:AC = (sincAb — cosasinbAc): (sind Ac — cos asincAb),

die sich aus dem Kosinussatze und aus der Kotangentenformel er-
geben. Kistner gab im ersten Bande seiner ,Astronomischen Ab-
handlungen®®) ebenfalls eine analytische Ableitung der Cotesschen
Theoreme und teilte auch Differentialformeln fiir ebene Dreiecke mit,
aber das Verdienst, aus den vielen in der sphirischen Trigonometrie
moglichen Relationen die vier Hauptgleichungen

da = cos Cdb + cos Bde + sin Bsincd 4,

sin Bda — cosc¢sin Adb = sincd A + sinacos BdC,
ctgada — ctgbdb = ctg AdA — ctg Bd b,
dA =sinbsm Cda — coscd B — cosde,

die man heute als Fehlergleichungen bezeichnet, ausgewihlt und
in dieser Form geschrieben zu haben?), gebiihrt dem auch somst ver-
dienten Jesuiten Roger Boscovieh (1711—1787). Dieser war in
Ragusa geboren, wurde 1740 Professor der Mathematik und Philo-
sophie am Collegium Romanum, dann Professor in Pavia, dann Direc-
teur de Voptique de la marine in Paris, kehrte aber 1783 nach Italien
zurlick, wo er in Mailand starh. Aus Boscovichs Formeln folgen

1y Mémoires de I'Académie de Paris 1741, p. 238 ff. - %) Bode, Astro-
nomisches Jahrbueh fiir. 1793, Berlin 1790, p. 178—182. % A a O, p. 95
bis 107. 4 Qpera IV, 1785, 49, p. 316—394, wo er auch die entsprechenden

Formeln fiir ebene Dreiecke angibt (p. 822).
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alle anderen, weshalb es ziemlich tiberfliissig war, daB Cagnoli noch
1798 eine Zusammenstellung von 139 Proportionen angab); aller-
dings sind unter diesen auch die Formeln fiir endliche Variationen
en thalten.

In Beziehung zu diesen Betrachtungen stehen auch die Methoden,
welche anzuwenden sind, wenn in trigonometrischen Rechnungen die
Logarithmen der Sinus von Winkeln, die nahe an 909 l]eoen oder
die der Kosinus sehr kleiner Winkel vorkommen, oder wenn direkt
Funktionen kleiner Winkel zu bestimmen sind. Israel Lyons (1739
bis 1775), Rechner beim Board of Longitude in London, schlug hierzu
ein Verfahren ein?), das wir an einem von ihm gegebenen Belsplelr
erlintern wollen. Ist in dem hei B rechtwinkligen sphirischen Drei-
eck ABC AB=¢ und BC=a (klein gegen ¢) gegeben, und soll
die Hypotenuse & herechnet werden, so setzt er & = ¢ 4 ¢, nimm¢

c0s b == c0s @ cos ¢ = cos (¢ + §) = cos¢ — sin¢sin § — coscsinvers

und erhilt hieraus
sin £ = etg csinvers @ — ctg csinvers g,

Nun berechnet er mit alleiniger Benutzung des ersten (liedes auf
der rechten Seite einen Niherungswert fiir { und mit diesem dann
als Korrektur das zweite Glied.

Anders verfuhren Lambert und Cagnoli, die fiir solche Fille
die Ersetzung der zu berechnenden Formeln durch andere gleich-
wertige, aber brauchbarere vorschlugen. ‘:[.St z. B. die Entfernung x
zweier sehr nahe beieinander gelegener Orter auf der Erde oder
zweler Sterne aus ihren Entfernungen vom Pol ¢ und % und dem
Unterschied 4 der Lingen oder Rekfaszensionen zu bestimmen, so
ersetzt Lambert?) die Formel cosz = cosecoss 4 sinesin s cos A
2 e
+ sin ¢sin % sin o, fiir

. . . . &L . C
durch die gleichwertige Sm~2~=ysm
die man, falls ¢ — % und 4 wenig von 1 oder 2 Graden verschieden
sind, die Niiherungsformel x =}/A%sincsinx + (¢ — )2 nehmen kann.
Ahnlich verfuhr Cagnoli®), sprach aber das allgemein richtige Prin-

zip aus, daB man am sichersten rechnef, wenn man den gesuchten
Winkel durch eine Tangente oder Kotangente bestimmt. So ge-

brauchte er z. B. fiir die Gleichung cosa = %22—2’ im Falle b und ¢

1y Memorie della Societd Italiana VIII, 1, p. 214—218, vorgelegt 1798, und
Trigonometria, 2. Aufl., p. 360—378. ) P.T. LXV, 2, 1775, p. 470—484,
5y Bodes Astronomisches Jahrbuch fiir 1778 (erschwnen 1776), p. 203_210
4 Trigonometria, 1. Anfl. p. 250, 2. Aufl. p. 296.
28%
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nahezu gleich sind, die aus den Neperschen Analogien entstehende

Formel tg—g— = Vtg o V8 T

ﬁbrigens bemerkte Lambert auch, dah man sich zur Bestim-
mung der Sinus, Kosinus, Tangenten und Sekanten sehr kleiner
Winkel der gewdhnlichen Tafeln der natiirlichen goniometrischen
Funktionen bedienen konne!), wenn man die Kotangenten und Ko-
sekanten zu Hilfe nimmt. Will man z. B. sin1” und cos 1" herechnen,

) 1
g0 setzt man sinl’ = ——- und
cosec 1

, 1 1 1
cos 1 =-I/1 o W:—l T Qcosec 1 8cosec 1t
Hat man dann cosec 1’ auf 5 Dezimalen, so bekommt man hieraus
sinl’ und mit Hilfe der Reihe auch cos1’ bis auf 12 Dezimalen
genau.

Auch Kistner hat Formeln mitgeteilt, welche zur Berechnung
sphiirischer Dreiecke mit kleinen oder nahezu gleichen Stiicken dienen?),
und in dem Tafelwerk von Gardiner?), auf das wir unten noch zu
sprechen kommen, finden sich bereits solche Formeln zusammen-
gestellt.

Dem Gedanken, zur Berechnung der Funktionen eines sehr kleinen
Winkels zu Reihenentwicklungen zu greifen, entsprang auch eine noch
heute viel verwendete Regel zur Bestimmung von logsinz und log tg
die der Greenwicher Astronom Nevil Maskelyne (1732—1811) her-
leitete und die seinen Namen erhalten hat*) Vernachlissigt man

in den Reihen fir sinz und cosz die Glieder vom 4. Grade an, so
+
3

erhilt man sinz ~2 (1 — %), cosz ~ 1 — %’ oder da (1 — %)
2
innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze ~ 1 — %— ist,

: 1
sinz ~ 2 (cos z)3
. . 1 "
und hieraus log sin z ~log 2 + - log cos z; genau ebenso folgt fiir
2
logtgz ~ logz — + logcos z.

Die Regel ist, wie man leicht siebt, bequem zur Berechnung der

1y Bodes Astronomisches Jahrbuch fiir 1778 (publiziert 1776), p. 209.
2 Acta Acad. Elect. Moguntinae 1778—79 (erschienen 1780), p. 181—190.
%) W. Gardiner, Tables de Logarithmes; Ausgabe von Pezenas, Dumas und
Blanchard, 1770, 4° 4 Maskelyne hat dieselbé mitgeteilt in der Ein-
leitung zu seiner Ausgabe der Tables of Logarithms von Michael Taylor,
London 1792, 2°, Problem II, p. 21—22, ohne eine Begriindung zu geben. Diese
gab erst 1804 Tralles, Abhandl. der Berliner Akademie, 1804—1811, p. 17.




Die Ausbildung der Trigonometrie durch Euler und dessen Zeitgenossen. 493

Logarithmen von sinz und tgz fir Winkel bis zu 5° 33, wenn in
einer Logarithmentafel die Werte von

1
-5 log cosz — S und — i log cosw =T

notiert sind, was zum erstenmal in der 7stelligen Tafel von Callet
1795 der Fall war. Von ihr aus gingen die Zahlen § wnd 7T in die
neuen vollstindigen Logarithmentafeln {iber,

Mit einigen Worten sei auch noch uuf die Niherungsformeln
hingewiesen, welche infolge der Verfeinerung der astronomischen Be-
obachtungen und der geodiitischen Messungen notwendig wurden.
Man hatte sphiirische Dreiecke mit sehr kleinen Winkeln lange Zeit
wie ebene Dreiecke behandelt, bis J. L. Lalande (III?, S. 500) zuerst
1763 darauf aufmerksam machte, daB dies nicht immer statt-
haft sei, ohne sich erheblichen Fehlern auszusetzen?), und durch eine
allerdings nicht einwandfreie Rechnung fand, daB man dem ebenen
Winkel B des bei A rechtwinkligen AABC die in Sekunden ausge-

driickte Grifle 2—14 BC? sin 2B(3 — cos 2B) hinzufiigen muB, um den

entsprechenden sphiirischen Winkel zu erhalten. Auch ergab sich 1hm
der Unterschied zwischen der geradlinigen und der sphiirischen Hypo-
1 AB* AC?

NUSe ZN —— - —
te . 0

Weit praktischer aber griff Adrien Marie Legendre die
Sache an, als an ihn bei Gelegenheit der Feststellung der gegen-
seitigen Lage der Greenwicher und Pariser Sternwarten?) die Not-
wendigkeit herantrat, verhiltnismiBig kleine Dreiecke auf der Krd-
kugel zu hehandeln. In seiner heriihmten Abhandlung ,Sur les
opérations trigonométriques, dont les résultats dépendent de la figure
de la terre“ 1787%) sprach er den nach ihm benannten Satz aus?), dafl
ein sphirisches Dreieck, dessen Seiten gegen den Kugelradius klein sind,
wie ein ebenes mit denselben Seiten berechnet werden kann, wenn
man von seinen Winkeln je den dritten Teil des sphiirischen Exzesses
in Abrechnung bringt. Lagrange erkannte den Vorteil und die
Notwendigkeit einer solchen Berechnung darin, daB die vollen tri-
gonometriscben Formeln fiir Dreiecke mit so kleinen Seiten, wie sie

—————

1) Mémoires de IAcad. de Paris 1763, p. 847—353. % 1787 wurde auf
Betreiben Cassinis de Thury eine Kommission von franzosischen und eng-
lischen Gelehrten zur Ausfihrung dieser Arbeit gewiithlt, welcher auch Le-
cendre angehorte, %) Mémoires de I'Acad. de Paris 1787, p. 3521f,

4) A. a. O,’ P. 358,




424 Abschnitt XXIII,

hier in Betracht kommen, gar keine exalte Rechnung gestatten, und
gab!) einen kurzen und sehr iibersichtlichen Beweis des schonen

Theorems.

Das Lehrgebiinde der Trigonometrie. Versuche einer moglichst
einfachen Begriindung desselben.

Obwohl uns das Vorhergehende ein Bild von der theoretischen
Entwicklung der Trigonometrie in der zweiten Hilfte des 18. Jahi-
hunderts gab, diirfte es doch nicht iiberfliissig erschieinen, sich die
Frage vorzulegen, wie rasch und in welchem Umfang die allmihlich
angewachsene Summe von neuen Kenntnissen in der Lehrbiicher-
literatur Verwertung fand, da gerade sie zur Ausbreitung der Wissen-
schaft in weiteren Kreigen dient und dadurch ihrerseits wieder auf
das Wachstum jener befruchtend einwirkt. Wir wollen daher diese
Frage durch den folgenden kurzen Uberblick zu beantworten suchen.

In allen, auch den gelehrtesten Kompendien jener Zeit, mit ein-
ziger Ausnahme von Kliigels Analytischer Trigonometrie, wurden die
trigonometrischen Funktionen noch als Linien definiert, und dement-
sprechend wurde auch der Sinus totus oder Radius + mitgefithrt. Nur
zur Vereinfachung der Formeln setzten ihn manche Schriftsteller, wie
Karsten®), Kistner und Cagnoli gleich 1. Iulers Bezeichnungs-
weise der Iunktionen dagegen fand ziemlich rasche und umfassende
Verbreitung, withrend der alte Gebrauch, die Lehrsiitze in Proportionen
zu schreiben, mit grofer Zihigkeit festgehalten wurde.®)

Die Aufstellung der Funktionen fiir alle 4 Quadranten wurde
seit der Verdffentlichung von Eulers ,Introductio? allgemein als not-
wendig erkannt, geschah aber immer noch, selbst fiir die Tangenten
und Kotangenten, an der Figur, wodurch Irrtiimer in den Zeichen
nicht immer vermieden wurden. Durch die Beachtung der lingst
bekannten Gleichung tg o = %;1;%, oder wie sie damals stets ge-
schrieben wurde: tge: v =sinw: cose, brach sich jedoch die Erkennt-
nis des Richtigen allmihlich Bahn, so daB man a posterloll eine
Uhereinstimmung mit der geometrischen Interpretation suchen konnte*).

1} De quelques problémes relatifs aux triangles sphériques avec une analyse
compléte de ces triangles. Journal de I'Ecole Polyt., 6. cah., 1798/99, p. 293
bis 296. % Wenzeslaus JohannGustav Karsten hat zwahwr einschligige
Werke geschrieben: Mathesis theoretica elementaris atque sublimior, Rostock
1760, 8%, und Lehrbegriff der gesammten Mathematik, 2. Teil, 2. Aufl, Greifs-
wald 1786, 8° %) Vgl. z. B. Legendres Eléments de Geometne noch in der
14. Aufl. von 1832. #) Begner, Elementa Arithmeticae Geometriae et Calcull
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Auch die Funktionen negativer Argumente wurden wenigstens in den
- umfassenderen Werken, wie bei Karsten und Legendre, in den Kreis
der Betrachtung gezogen und richtig bestimmt. Die Ableitung der
goniometrischen Formeln wurde trotz Euler und Kligel (vgl. 8. 413)
immer noch einzeln geometrisch vollzogen, das vollstindigste Formel-
system hat wohl Cagnoli aufgestellt. Dagegen beschriinkte man
sich in den groBeren Kompendien') nicht mehr nur auf die Ableitung
der elementaren Formeln, sondern man nahm auch aus der ,Intro-
ductio® die trigonometrischen und zyklometrischen Reihen und den
Satz von Moivre in sie auf, ja selbst die Teilungsgleichungen wurden ’
zuweilen mib in den Kreis der Betrachtung gezogen. 1

Die Berechnung der ebenen Dreiecke hatte durch den Gebrauch ‘
der Formeln wohl etwas an Leichtigkeit gewonnen, aber infolge der “1
bestindigen Beibehaltung des Sinus totus ihre Vollendung noch 1
nicht erreicht?®), wozu noch der Umstand beitrug, daB Eulers prak- ¥
tische Bezeichnungsweise der Seiten und kael des Dreiecks von 14
den meisten seiner Zeitgenossen, ja selbst von Cagnoli und Louis
Bertrand in der ebenen Trigonometrie so wenig wie in der sphii-
rischen angewendet wurde; eine rithmliche Ausnahme hiervon machten
Kastnelé\ und Kliigel. Dal die simtlichen Sitze zur Berechnung
der ebenen Dreiecke, wie wir sie jetzt beniitzen, damals bereits n
Gebrauch waren, braucht kaum bemerkt zn werden; in ihrer Gesamt-
heit, selbst mit Binschluf der sogenannten Wollweldeqchen Glei-
chungen®) zusammengestellt und in unserer Art abgeleitet finden wir 1
sie jedoch nur in Cagnolis Trigonometrie.

d

|

1

l

|

Geometrici in neuer Auflage Halae Magdeb. 1756; Abbé Sauri, Cours complet i
de mathématiques, t. I, Paris 1774, 8°, und Institutions mathématiques, Paris |
1786, 4. Aufl,, p. 206, wo ein kurzer Auszug der Trigonometrie ans dem Cours 1
steht; P. C. Scherffer (S.7J.), Institutionum geometricarum pars sec. sive Tri- 1
gonometria plana. Vindoh. 1770, 49, Deutsche Ubersetzung von einem Unge- |
nannten, Halle 1782. Scherffer bemerkt, wie spater auch Cagnoli, dab heim 1
Durchgang durch Null und durch Unendlich ein Zeichenwechsel emmeten mub, |
) 8o nabhm z B. Louis Bertrand, ein Schiiler Eulers, in sein zwei- i
bindiges Werk , Développement nouveau de la partie élémentaire des mathé- ‘_
matiques, Gendve, II, 1778, 4°, alle Entdeckungen Eulers, die sich auf die Tri- :
gonometue beriehen, auf. Ahnlich verfuhren Mauduit in seinen Principes de !
1'Astronomie sphérique ou traité complet de trigonométrie sphérique*. Paris 1
1765, 8%, und Karsten in den o. a. Werken. ) Vgl. La Caille, Lecons :4
elemenbanes de mathématiques, Paris 1764, und Sauri in der schon angefithrten ,l
Schrift, Ktienne Bézout in seinem Cours de mathématiques, Paris, pars II, |
1772, usw. %) In den spiteren Auflagen seiner ,Anfangsgriinde der Arith-
nmetik, Geometrie, ebenen wund sphiirischen Tngonometme“ sowie in seinen
Geometuschen Abhandlungen®, 1790—1791. %) Schon in der 1. Aufl. von 1786
stehen diese Gleichungen aus dem Sinussatze abgeleitet p. 122, iibrigens finden
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Beziiglich der Behandlung der sphiirischen Trigonometrie muf
man die graphischen und rechnerischen Methoden anseinander-
halten. Die ersteren, die sich in der alten Astronomie schon einer
grofien Beliebtheit erfreut hatten'), waren durch die Trigonometriae
sphaericae constructio, Romae 1737, 4° des uns schon bekannten
Boscovich wieder neuerdings in Gebrauch gekommen, Sie be-
ruhten in der Hauptsache auf der Orthogonalprojektion und wurden
zur niherungsweisen Auflésung der sphirischen Aufgaben, vereinzelt,
wie hei Mauduit, auch zur Ableitung der trigonometrischen Haupt-
sitze verwendet?). Antoine Remi Mauduit (1731—1815) war zu-
erst Professor der Mathematik an der Keole des ponts et chaussées, dann
Professor der Geometrie am College de France in Paris und hat in seinen
Principes d’astronomie sphérique ein reichhaltiges Werk geschaffen.
Die ausfiihrlichste Schrift aber, welche ohne Kenntnis der geschicht-
lichen Iintwicklung der Jahrhunderte alten Methode alles liingst Be-
kannte wieder neu fand und in organischen Zusammenhang brachte,
war eine Schrift?) des Mathematiklehrers zu Montauban Siméon
Fagon Valette (1719—1801) aus dem Jahre 1757, sie baut un-
mittelbar auf Boscovieh auf, der jedoch nirgends genannt wird.
Auch der Abbé Tommaso Valperga di Caluso (17837—1815), der
erst Offizier auf der Flotte des Malteser-Ordens, dann Priester in
Neapel und Turin war, woselbst er Professor der griechischen und
orientalischen Sprachen und Direktor der Sternwarte wurde, hat noch
1786 eine #hnliche Arbeit, allerdings nicht in Form eines Lehrbuches
verdffentlicht*).

Die weit wichtigere rechnerische Behandlung der sphirischen
Trigonometrie, welehe die Lebrbticher fast ausschlieBlich hbrachten,
wurde damals im Gegensatze zu Kulers Methode, die er in seimer
Abhandlung von 1779 befolgte, in der Weise vorgenommen, daB zuerst
die Sitze fiir das rechtwinklige und dann jene fiir das schiefwinklige
Dreieck als Folgerungen aus ersteren gebracht wurden. So leiten
z. B. Segner, dessen vielbefolgte Bezeichnungsweise aus der
nachfolgenden Tigur 24 erhellt, und ebenso Sauri und Bosco-
vich sowie viele anderc auf diese Weise die folgenden fiinf Glei-

chungen ab:

sie gich auch in Mauduits 0. a. Werke p. 83 und 84 ohne Beweis aus den
Neperschen Analogien der sphirischen Trigonometrie geschlossen.

4 A.v. Braunmiihl, Gesch. d. Trig. I, Kap. 2, § 1, Kap. 3, § 2, Kap. 4,
§ 2, Kap. 7, § 1, Kap. 8, § 6. Ferner Zeuthen, Bibl. mathem. 1900, p. 20—27.
# A a 0, p 651 % Trigonométrie sphérique résolue par le moyen de la
Régle et du Compas, Bourges 1757, 8 Y} De 1'utilité des projections ortho-
graphiques, Mémoires de I'Acad. de Turin II, 1786, p. 291—327.

T
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1) sinH:sinh = sin me @ sin M 2) sin B:sinb = ctg M : etg m;
3) sin N:sinn = cos M : cosm; 4) cosN:cosn = ctg I': ctg ks
5) cosB:cosh = cos H: cosh
und fiigen ihmen noch die beiden durch korrespondierende Addition
und Subtraktion aus 3) und 5) hervorgehenden Formeln:

obg N F " pg M g MM N

2 "©° 9 5 g 57 o7
B4+b , H-th H—I . B—
tg—,— 1 tg _2‘~—— = tg =yt VBJ{

_— . N .
hinzu?). Die Methode, mit diesen 7 Formeln alle Dreiecksaufgahen
zu behandeln, war damals sehr verbreitet, wenn auch manche Autoren
noch nebenbei die allgemeinen Formeln

fiir das schiefwinklige Dreieck entwickel- 7

ten, indem sie die Hauptsiitze aus dem PaE
Dreikant ableiteten und aus diesen dann y / %
die iibrigen durch Rechnung gewannen. / P

Andere wieder, wie Cagnoli, Sehgrffer, il t! o
Karsten und Mauduit stellten sich als B\'\’/b
Grundlage ihrer Formeln den Kosinus-, A

den Sinussatz und die Kotangentenformel Fig. 24.

mit Hilfe der Sitze des rechtwinkligen

Dureiecks her. Auch die Neperschen Analogien kommen bel den
genannten Autoren vor, die auch ihre praktische Verwendung ausein-
andersetzten. Dagegen wird die Methode, das ganze Formelsystem
durch Anwendung des Supplementardreiecks zu verdoppeln, merk-
wiirdigerweise nirgends ausschlieBlich angewendet.

Wenn wir im vorhergehenden die hauptsiichlichsten Methoden
kennen gelernt haben, nach denen die Trigonometrie fiir den Unter-
richt entwickelt wurde, so miissen wir noch der am Ende des Jahr-
hunderts auftretenden Versuche gedenken, welche dahin zielten, das
ganze trigonometrische Lehrgebiiude auf die einfachst-
mogliche Grundlage zu stiitzen. Ohne diese bestimmte Absicht
auszusprechen, leitete Késtner®) die Hauptformeln der ebenen Tri-
gonometrie rechnerisch aus dem Sinussatze und der Winkelbeziehung
A+ B+ (=180 ab, und noch viel frither®) hatte der Oberberg-

1) Diese waren schon im 17. Jahrhundert von Thomas Baker (1625 bis
1690), Pfarrer in Bishop-Nymmet in Devonshire, mitgeteilt worden. Siehe A.
v. Braunmiihl, Gesch. d. Trig. II, p. 48. *) Anfangsgriinde der Arithmetik,
Geometrie und Trigonometrie, z. B. 3. Aufl. 1774, p. 418; 4. Aufl. 1786, p. 505.
Kistner wollte eigentlich nur eine ,,Vergleichung der Seiten des Dreiecks und
eines seiner Winkel* finden. ¥ A. v. Braunmihl, Gesch. der Trig. 1I,
p. 97—100. Oppels Schrift heifit: Analysis triangulorum 1746, 2°,

.
.
%
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hauptmann Friedrich Wilhelm Oppel in Freiberg (1720—1769)
gezeigt, daf sich aus der Kenntnis des Sinus- und Kosinussatzes die
simtlichen Formeln der sphirischen Trigonometrie gewinnen lassen.
Damit nicht zufrieden suchte De Gua de Malves (III% 8. 5716—577)
zu zeigen'), daf dic Kosinusformel allein zu diesem Aufbau geniige.
Diesen (Gedanken, den tibrigens, wie De Gua selbst bemerkt, schon
der Petershurger Akademiker F. C. Maier (III% S. 558—559) aus-
gesprochen hatte, filhxte er i der Abhandlung ,Trigonométrie
sphérique déduite trés brievement et completement de la seule
solution algébrique du plus simple des ses problemes généraux ete.”
1783 aus. Dabei hatte er die ungliickliche Idee fiir seine neu auf-
gebaute Trigonometrie auch eine neue Funktionshezeichnung einzu-
fiihren, die durch ihre Schwerfilligkeit die Lektiire seiner sonst ver-
dienstlichen Abhandlung sehr unangenehm macht. Da sie jedoch
keine Nachahmung fand, gehen wir auf dieselbe nicht weiter ein.
De Gua leitet nun zuniichst den Kosinussatz

cosa = cosb cosec + sind sin¢ cos 4

geometrisch ab, indem er sich derselben Figur bedient, die wir hei
F. Blake (8. 406) antrafen, und berechnet aus dieser Formel

sin A = 'Vl — cos a2 — cosh® — cosc® + 2 cosa cos b cose: (sind sin c).

Da man aus der Symmetrie dieser Form erkennt, daB sin B und sin C
denselben Zihler erhalten miissen, so folgt unmittelbar

=sgsina:sind :sinc,

sind:isinB:smCm -t . L

sinysin¢ ~ sinesina ~ singsind
also der Sinussatz. Durch sehr umfangreiche Rechnungen ergeben
sich dann der Kosinussatz fiir die Winkel, die Kotangentenformel
und noch 10 andere recht komplizierte Gleichungen, welche zu prak-
tischer Verwendung zum Teil sehr wenig brauchbar sind.

Die abschreckenden Rechnungen De Guas veranlaBten Lagrange
in der schon erwihnten Abhandlung ,De quelques Problemes relatifs
aux triangles sphériques avec une Analyse complete de ces triangles® )
eine einfachere Ableitung zu geben. Kosinus- und Sinussatz erhilt
er wie De Gua, indem er aber dann den ersteren fiir die Seiten ¢ und ¢
ansetst, mit Hilfe der zweiten dieser Formeln cosc¢ aus der ersten

eliminiert und sine¢ = sina sin O : sin A einfiihrf, ergibt sich ihm als -

dritte Gleichung ctga sinb = ctg AsinC -+ cosbeosC. Vor der

: 1y Mémoires de 1I'Acad. de Paris 1786, p. 291—343, vorgelegt 1783.
%) Journal de 1'Ecole Polytechnique, cahier 6, 1798/99.

|
|

Ve M s e

o

]
)
!
|



Das Lehrgebiude der Trigonometrie. Versuche einer Begrindung dess. 429

eben erwihnten Kinftthrung von sine hatte sich RBulers Formel
cosa sinb = cosb sina cos C + sinc cos A ergeben; indem er nun in
dieser ¢ mit b und folglich auch A mit B vertauschte und den hier
durch erhaltenen Ausdruck fir cosd sina in sie einfiihrte, ergab sich
mit Hilfe der Beziehung sine = sind sin C': sin B leicht der Kosinus-
satz fiir die Winkel als vierte Hauptgleichung. Obwohl diese Formeln
geniigen, wie Lagrange sagt, um alle auf sphiirische Dreiecke be-
stiglichen Aufgaben zu ldsen, so leitet er dennoch aus ihnen die be-
kannten 6 Gleichungen fiir das rechtwinklige Dreieck sowie die
Sitze zur Bestimmung der Seiten aus den Winkeln und der Winkel aus
den Seiten ab und verschafft sich die Neperschen Analogien, indem
er in beiden Fillen anch das Supplementardreieck verwendet.

Da Lagranges Arbeit unmittelbar an De Guas Gedanken an-
kniipfte, muliten wir ihre Besprechung gleich hier anfiigen und
konnen erst nachtriglich noch auf eine Abhandlung des uns schon
bekannten Schubert hinweisen, die schon 1796 erschienen war?) und
denselben Gegenstand behandelte, ohne jedoch jener Lagranges an
Ubersichtlichkeit, Einfachheit und Eleganz gleichzukommen. Fried-
rich Theodor Schubert (1758—1825), geboren zu Helmstidt, be-
gann seine Titigkeit als Hauslehrer, wurde dann Revisor des hapsal-
schen Kreises in Esthland, beschiftigte sich aber hauptsichlich mit
geographischen und astronomischen Studien, die ihm die Pforten der
Akademie in Petersburg erdffneten, woseclbst er Aufseher der Biblio-
thek und des Miinzkabinetts dieser Anstalt wurde, Stellungen, die er
bis zu seinem Tode inne hatte. Mit den Schriften der Alten wohl-
vertraut kam er auf den Gedanken, aus dem Satze des Menelaus?),
mit dem schon Ptolem#us die sphirische Trigonometrie hehandelt
hatte, das ganze bekannte Formelsystem der Trigonometrie ahzuleiten.
Zunichst gewann er aus diesem Theorem die 6 Formeln fiir die
rechtwinkligen sphiirischen Dreiecke®), dann den Sinussatz und durch
bestindige Anwendung der gefundenen Formeln auf die Figur jenes
Transversalensatzes von Menelaus die beiden Kosinusregeln, aus
denen sich dann als einzige noch notwendige Regeln die Formel

sin 4 sine
tg C = = . =
= sinb cos¢c — cosb sinec cos A
und ihre polare ergaben. Auch dieses schone System griindet die
ganze sphirische Trigonometrie auf einen einzigen Satz, die hierzu
notwendigen Rechnungen stehen aber jenen Lagran ges an Einfach-
heit bedeutend nach. Beachtung hat dasselbe wenig gefunden.

AR
1) Trigonometria sphaerica e Ptolemaeo. Vorgelegt am 22. Dezember 1796,

publiziert 1801 in Nova Acta Acad. Petrop. XII, p. 165—175, ) Vgl. dieses
Werk 12, p. 886 9 Vgl I% p. 392303, )
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Tetragonometrie, Polygonometrie und Polyedrometrie.

Nachdem infolge der Ausbildung der Formelsprache und der da-
durch gewonnenen Geschmeidigkeit der analytischen Rechnung die
Behandlung aller auf ebene Dreiecke beztiglichen Fragen eine Leich-
tigkeit geworden war, regte sich der Wunsch, auch fiir unregelmibige
Vierecke und allgemeine Polygone, deren typische Formen schon
Stevin und Girard unterschieden hatten?), Formeln zu hesitzen,
welche eine Berechnung derselben direkt, d. h. ohne vorherige Zer-
schneidung in Dreiecke gestatten wiirden. Lambert war der erste,
der in seiner ,Anlage zur Tetragonometrie?) diesen Gedanken ver-
folgte, umn iiberfliissigen Rechnungen zu begegnen. Ir gab ohne Be-
weis die vier Beziehungen an, welche zwischen je 6 Stiicken eines
ehenen Vierecks hestehen miissen. Da man jede von diesen nach
einem der sechs Stiicke auflésen kann, so ergeben sich 24 Fille,
von denen jedoch nur 14 verschieden sind, da mehrere Auflésungen
dasselbe sagen, und drei Winkel bereits den vierten bestimmen, Um-
stinde, die Lambert nicht beriicksichtigt hat. Nimmt man noch
eine Diagonale hinzu, so vermehren sich die moglichen Fille, deren
unvollstindige Abzihlung durch Lambert spiter Bjornsen und Lexell
ergéinzten, withrendJohann Tobias Mayer in seineInanguraldissertation
von 1773%) Lamberts Irrtiimer herithernahm. Der schon frither ge-
nannte J. T. Mayer war als Sohn des bertihmten Astronomen gleichen
Namens 1752 in Gottingen geboren, studierte und habilitierte sich
daselbst, wurde dann Professor der Mathematik und Physik in Alt-
dorf und Erlangen und starb als Professor der Physik in Géttingen
1830. In der genannten Schrift bemiihte er sich hauptsiichlich, loga-
rithmisch brauchbare Gleichungen in der Tetragonometrie zu erhalten,
was seine, wenn auch mangelhafte Abhandlung immer noch vorteil-
haft von dem Buche unterscheidet, das der Dine Stephan Bjornsen
(1730—1798), Kalkulator der dénischen Landesvermessung, 1780
herausgah?). Dasselbe ebenfalls an Lambert ansehlieBend bietet
wenig elegante Formeln, wenn es auch Mayers Schrift an Vollstin-
digkeit iibertrifft, indem es noch die Fille, welche mit Hinzunahme
einer Diagonale entstehen, analytisch behandelt, geometrische Kon-
struktionen ableitet und die auftretenden Doppelwerte erklirt.

Der erste, welcher den geringen Wert solcher Detailuntersuchungen

Y Vgi. dieses Werk 112, p. 665—666 und Bibliotheca math. 1900, I, p. 271.

%) Beitriige zum Gebrauche der Mathematik II, 1770, p. 175—184. %) Tetra-

gonometriae specimen I, Gobtingen 1773. 4} Introductio in Tetragonometriam

ad mentem Lambert. Hauniae 1780, 8°
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erkennend eine allgemeine Methode zur Berechnung beliehiger
. o
Polygone entwickelte, war der schon genannte Petersburger Mathe-
matiker Lexell. Andreas Johann Lexell, 1740 zu Abo in
Finland als .Sohn des dortigen Biirgermeisters geboren, kam 1766
auf Grund einer Abhandlung tiber die Auffindung von Kurven aus
den XKigenschaften 1hrel: Kriimmung als Lektor an die Universitit
und als Professor an die Marineschule in Upsala. Als er 1768 an
.d'1e Petersburger Akademie eine Abhandlung einsandte, in welcher er
eine neue Methode zur Integration gewisser Differentialgleichungen
auseinandersetzte, wurde Euler auf ihn aufmerksam und veranlaBte
sofort. seine Berufung nach Petershurg, der er auch Folge leistete
und sich als Eulers treuer Mitarbeiter namentlich an dessen neuer
Mondtheorie auszeichnete. Als der letztere 1783 starb, erhielt Lexell
seine Stelle in der Akademie, in die er schon friiher aufgenommen
worden war, hatte sie jedoch nur mehr ein Jahr inne, indem er schon

1784 seinem Meister im Tode nachfolgte.
Lexell hat der Polygonometrie zwel Abhandlungen gewidmet,

in denen er diesen Zweig der Trigonometrie eigentlich erst schuf 1),
Br loste darin die Aufgabe aus 2n — 3 Stiicken eines n-Tcks, die
dasselbe bestimmen, die @ibrigen zu berechnen, indem er das Poly-
gon auf zwei zueinander senkrechte Linien, wovon er die eine mif
eiper Seite zusammenfallen lieB, orthogonal projizierte. Die beiden
hierdurch sich ergebenden Gleichungen sind in seiner Schreibweise:

gsine +bsin(a+p)+esin(e+g+p) 4

- +isin(e+8+y+-- +1)=0,

acosa+beos(a+ f)+ccos(a+f4+p)+---
+leos(@+p+y+. . +4)=0

wobei a, b, ¢, ...l die Seitenlingen und «, §, 5,... 1 die AuBenwinkel
des Polygons bedeuten, und die Beziehung besteht:

wt Bty A= 3600

Die beiden Gleichungen werden auch noch dadurch verallgemeinert,
daB die Projektion des Polygons auf zwei beliebige sich in einer
Tcke schneidende rechtwinklige Achsen vorgenommen wird; auch wird
ihre allgemeine Giiltigkeit fiir iiberschlagene Polygone und solche mit
einspringenden Fcken an Beispielen dargetan, wobei nur zu beachten
ist, daB die Summe der Auenwinkel in solchen Fillen ein Vielfaches
von 2m betrigt.

Als spezielle Anwendungen zeigt Lexell, wie sich aus seinen

1) De resolutione polygonorum rectilineorum. Novi Comm. Acad. Petrop
XIX, 1774, p. 184—236 und XX, 1775, p. 80—122, publiziert 1775, resp. 1776
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Z

Gleichungen die Grundformeln der Trigonometrie und der Tetragono-
metrie ergeben und fiigt noch die entsprechenden fiir die Fiinf- und
Sechsecke hinzu. Diese Detailuntersuchungen, namentlich insoweit
sie sich auf das Viereck beziehen, werden dann in der zweiten Ab-
handlung noch weiter ausgearbeitet, wobhei eine vollstindige Klassi-
fizierung aller moglichen Fille, auch jener, die mit Hereinziehung
einer und zweier Diagonalen entstehen, vorgenommen wird.

Auf einer anderen Grundlage hat Simon L’Huilier eine Poly-
gonometrie aufgebaut?). An ihre Spitze stellte er folgenden Sataz:
,,LiBt man eine Seite des Polygons weg, bildet aus allen anderen die
Produkte aus je zweien und multipliziert jedes Produkt mit dem
Sinus des von den betreffenden Seiten gebildeten Winkels, so ist die

Summe dieser Q-l———l)z@—@"—z’ Produkte gleich dem doppelten Inhalt des

Polygons®. Da man nun immer andere Seiten des Polygons weg-
lassen kann, so erhdlt man # Ausdriicke fiir den Polygonsinhalt, die
einander gleichgesetzt die fundamentalen Beziehungen zwischen den
Seiten und Winkeln des Polygons liefern. AuBer dieser Formelgruppe
verschafft sich L’Huilier aber mnoch zwei Fundamentalformeln, die
identisch sind mit Lexells Projektionsformeln?), indem er den Poly-
gonsinhalt einmal in der obigen Weise und dann als Summe eines
durch eine Diagonale abgeschnittenen Fckdreiecks und des ibrig-
bleibenden Polygons von # — 1 Seiten bildet. Den iibrigen Inhalt des
Buches machen allgemeine und spezielle Anwendungen dieser Sitze aus.

Auflerdem hat L’Huilier iiher seine Vorginger hinausgehend
noch in einer dem Institut national 1799 eingereichten Abhandlung
ylhéoremes de Polyedrométrie”, Paris 1803, seine Sitze auf Raum-
polygone ausgedehnt und den Hauptsatz der Polyedrometrie auf-
gestellt, daB jede Seitenfliche eines Polyeders gleich der Summe der
{ihrigen ist, wenn man jede mit dem Kosinus des Winkels multipliziert,
den sie mit der ersten bildet. Doch wurden die notwendigen Be-
dingungen, unter denen allein dieser Satz giillig ist, weder von
I’Huilier noch von Carnot®), der sich bald nach ihm mit Sdtzen
der Polyedrometrie und der Raumpolygone beschiftigte, angegeben.

Die Hauptsitze der Polygonometrie fanden in den Lehrbiichern
merkwiirdig schnell Bingang, so in Prindels vielbenutzter ,Geo-
metrie und ebene Trigonometrie®, Miinchen 1793, die einen eigenen
Abschnitt dariiber enthils.

3y Polygonométrie ou de la mésure des figures rectilignes etc., Genéve 1789,
4° s scheint dies das erste Lehrbuch der Polygonomefrie zu sein. Masche-
ronis ,Metodo di misurare i poligoni*, Pavia 1787, konnten wir nicht einsehen.
%) Dieselben stehen a. a. O. p. 18 und 20. ¥ Géométrie de position, 1808, p. 306,

v Bt rmer e e e e
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Zum Schlusse dieses Kapitels moge noch auf spezielle Unter-
suchungen tber Vierecke und Polygone hingewiesen werden, mit
denen sich Nik. Ful am Ende des Jahrhunderts beschiftigte. In
einer ersten Abhandlung von 1794%) losle er auf trigomometrischem
Wege Aufgaben, welche sich darauf bezogen, aus gewissen gegehenen
Stiicken ein Viereck zu konstruieren, dem man einen Kreis um-
schrelben und einen anderen einschreiben kann und berechnete die
Radien dieser Kreise, den Abstand ihrer Mittelpunkte und die noch
fehlenden Stiicke solcher Vierecke. In der zweiten Abkandlung von
1798%) dehnte er diese Untersuchungen auf symmetrisch irregulire
Polygone aus, womit er solche Polygone bezeichnete, denen man einen
Kreis um- und einen anderen einschreiben kann und die so beschaffen
sind, dafl sie durch den gemeinsamen Durchmesser dieser beiden
Kreise in zwei kongruente Hilften geteilt werden®). Auch hier werden
alle Einzelaufgaben trigonometrisch behandelt und die Konstruktionen
aus den Formeln abgeleitet. Der Zielpunkt der Arbeit ist die Losung
des allgemeinen Problems: einem gegebenen Kreis ein n-Eck einzu-
schreiben, dem selbst wieder ein Kreis eingeschrieben werden kann.
Direkt geltst wurde jedoch diese Aufgabe nur bis zom 8-Eck emn-
schlieflich, indem man, wie er sagte, hieraus bereits ersehen konne,
wie man bei hoherer Eckenzahl verfahren miisse.

Trigonometrische und andere Tafeln. Zyklometrie.
Trigonometrische Reihen. '

Nachdem bereits Isaak Newton auf die Benutzung der unend-
lichen Reihen zur Berechnung logarithmisch-trigonometrischer Tabellen
hingewiesen, und der unmermiidliche Abraham Sharp%) zu Beginn
des 18. Jahrhunderts mit ihrer Hilfe darauf beziigliche Rechnungen
in grofer Zahl ausgefiihrt hatte, wurden die letsteren von Gardiner
in einer Neuauflage von Sherwins Logarithmentafel 1741 publiziert.
Die zahlreichen Anflagen dieser zuerst 1705 erschienenen Mathematical
tables von Sherwin, von denen Gardiners weitere Ausgabe von
1742 die korrekteste sein soll®), laufen bis 1771 fort, wo die fiinfte

) Nova Acta Acad. Petrop. 1792, X (erschienen 1797), p. 103—125.
%) Ebenda, 1795/96, XIII (erschienen 1802), p. 166—189. %) J. Steiner stellte
(Journal fiir Math. und Phys. I, 1827, p. 96 und 289) die Relation zwischen den
Radien der erwihnten Kreise und der Distanz ihrer Mittélpunkte fiir das Fiinf-,
Sechs- und Achteck auf, C. G. Jacobi aber wies (ebenda, III, p. 376) nach, daB
diese Formeln mit den von Fufl gegebenen zusammenstimmen miissen, da dieser
ohne es zu bemerken, den allgemeinsten Fall bereits' behandelt hatte. 4 Uber
ihn vgl. dieses Werk, 1112, 8. 86. ) Tables of Logarithms for all numbers
from 1 to 102100, and for the Sines and Tangents etc., London 1749,
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Auflage derselben erschien, und enthalten die Briggschen Logarithmen
aller Zahlen bis 99 und die Logarithmen der Primzahlen von 100
bis 1097 auf 61 Stellen nach Sharps Rechnungen!) sowie sieben-
stellice Logazithmen aller Zahlen bis 1000 und von 10000 bis 101000,
Auflerdem finden sich darin Tafeln fiir die Sinus, Tangenten, Sekanten
und Sinus versus und ihrer Logarithmen fiir alle Bogenminuten eben-
falls auf 7 Stellen. Eine Neuauflage von Gardiners Tafelwerk in
franzsischer Sprache wurde 1770 von dem Jesuiten Esprit Pezenas
(1692—1776), Direktor der Sternwarte in Avignon, hesorgt, der hierzu
die von Gahbriel Mouton (vgl III%, S.77) mit dessen Differenzen-
methode®) herechneten Zahlen benutzte, ohne jedoch seine Tafeln
aller Logarithmen der trigonometrischen Funktionen fiir die Sekunden
der ersten und letzten 4 Grade zu verdffentlichen. Lalande, der
dies lebhaft hedauerte, setzte in eiver Abhandlung von 17613) ein
Interpolationsverfahren zur Berechnung solcher Tafeln auseinander
und veranstaltete 1781 und noch spiter Neuausgaben der 1760 zum
erstenmal erschienenen Tables des Logarithmes pour les Sinus, Tan-
gentes etc. von Lacaille. Diese Tafeln waren wegen ihrer Hand-
lLichkeit (Duodezformat) und Exaktheit sehr beliebt und blieben langezeit
im Gebrauch; 1832 wurden sie noch einmal von K 6hler herausgegeben®).

Eine der wichtigsten Tafelsammlungen, die in der zweiten Hilfte
des 18. Jahrhunderts erschienen, enthielten Lamberts ,Zusitze zu
den logarithmisch frigonometrischen Tabellen zur Erleichterung und
Abkiirzung der hei Anwendung der Mathematik vorfallenden Be-
rechnungen®, Berlin 1770, 8° Diese auf eine Anregung Lagranges
entstandene Tafelsammlung®) wurde 1788 von dem mit Lambert
im Briefwechsel stehenden und von thm vielfach unterstiitzten Anton
Felkel (geb. 1740) in Lissabon in lateinischer Sprache neu aufgelegt.
Wir wollen auf die wichtigsten Tafeln dieser Sammlung hinweisen.
Lambert hatte schon im I Bande seiner Beitriige zur Mathematik
die Teiler aller Zahlen von 1 bis 10200 gegeben, ferner hatte Hein-
rich Ajema 1767 eine Tafel der Teiler aller Zahlen von 1 his 10000

1) Zuerst verdffentlicht in seiner Geometry improved, London 1717.

%) Mouton hat sein Verfahren zuerst angewendet in ,,Observationes dia-
metrorum solis et lunae“, Lugd. 1670, 4°% und damit die Logarithmen
der Sinus und Tangenten auf 10 Dezimalen berechnet. Das diese Tafeln
enthaltende Manuskript reichte er der Pariser Akademie ein, und Pezenas
konnte es benutzen. %) Sur les interpolations ou sur l'usage des différences
secondes, troisidmes etc. Mémoires de I’'Acad. de Paris 1761, p. 125—139.

4 Glaisher, Report of Mathematical Tables in Report of the British Asso-
ciation, London 1874, p. 1—175 [kiinftig nur als ,,Glaisher* zitiert], p. 158.

% Brief an d’Alembert vom 4. April 1771. Lagrange, Oeuvres, éd. Serret,

XTII, p. 195.
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zu Lowen veroffentlicht und sowohl im Dictionnaire encyclopédique wie
auch in Harris Lexitkon der Kiinste und Wissenschaft war je eine
solche Tafel fiir alle nicht durch 2, 3, 5 teilbaren Zahlen von 1 bis
100000 nach John Pell (vgl 1I* S. T18) mitgeteilt worden; diese
dehnte Lambert unter Vornahme der nitigen Korrekturen auf alle
Zahlen bis 102000 aus (Tab. 1) und fiigte noch Tafeln fiir die Prim-
zablen bis 101977%) bei (Tab. II und VI), zu deren Bildung er in
der Einleitung eine Rethe von Sitzen mitteilt. Telkel hat die
Teilertafel fortgesetzt, indem er 1776 in Wien eine sehr praktisch
eingerichtete Tabelle erscheinen lief, die die Divisoren bis 336000 ent-
hlelt (vgl. 8. 202). Nach Angabe von GauB hatte er seine Rechnung so-
gar bis 2000000 getrieben, jedoeh ist der Rest nicht mehr im Druek er-
schienen, Auch die Tafel der Primzahlen wurde 1772 von Maroi
bis 400000 fortgesetzt, wihrend Johann Neumann zu Dessau
1785 Tabellen der Primzahlen und der zusammengesetzten Teiler
aller Zahlen bis 100100 mitteilte und Vega eine Faktorentafel bis
400000 in seinen Vorlesungen (1793) drucken lieB.

AuBer den Primzahltafeln enthilt Lamberts Sammlung noch
kleinere Tabellen der Quadrat- und Kubikzahlen, der Potenzen von
2 bis 2™ von 8 und 5 bis zur D0°*" Potenz, eine Tafel fir die Werte
der Exponentialfunktion ¢=% von z =0,1 bis 2= 10, nebst den Ent-

. 1 . .
wicklungen von ¢, —(¢° + 1), log(a + #) usw. in Reihen und Ketten-

briiche, dann eine Tafel der siebenstelligen hyperbolisechen Logarithmen
der Zahlen von 1 bis 100 (Tab. XIII) und eine ebensolche der Zahlen
von 1,01 bis 10 in Intervallen von 0,01. Bemerkenswert ist die
XIX. Tafel, welche die Werte der Sinus von 3° zu 30 in algebraischen
Ausdriicken zusammenstellt, um gegebenenfalls verschiedene Rech-
nungen mit aller Schérfe vornehmen zu kénnen. Uher die Auf
stelluing dieser Tabelle verbreitete er sich in seinen Beitriigen zur
Mathematik IT (S. 133—139) und zeigte, daB die einzelnen Funktions-
werte aus 15 verschiedenen Wurzeln durch Addition und Subtraktion
allein zusammengesetzt sind®). AuBerdem enthilt Lamberts Samm-

1 J. G. Kriiger hatte schon 1746 zu Halle jm Magdeburgischen eine Prim-
zahltafel bis 100999 gegeben, die er nach Aussage Lamberts von Peter Jiger
erhalten hatte, und von Giuseppe Pigri (1728 etwa —1804) waren 1758 Nuove
tavole degli elementi dei numeri dall’ 1 al 10000 in Pisa veréfentlicht worden.
Diese Tafeln enthalten alle Zahlen innerhalb der gegebenen Grenzen durch Prim-
zahiprodukte dargestellt und sollten nach des Autors sanguinischer Hoffnung die
Benutzung der Logarithmen iiberflissic machen. Eine Methode zur Aufsachung
der Primzahlteiler hat auch Johann Tessanek in Abhandlungen einer Privat-
gesellschaft in Bohmen, I, Prag 1775, p. 1—64 angegeben und mit derselhen
Eme Tafel von 1 bis 1000 berechnet (p. 53— —60). %) Kine Ableltung derselben

CanrtoRn, Geschichte der Mathematik IV, 99
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lung noch ecine Tafel .(XXI), in welcher die hauptsichlichsten tri-
gonometrischen Tormeln zusammengestellt sind, die zur Berechnung
der ebenen und sphirischen Dreiecke dienen, Tafeln fiir die Léngen
der Kreishogen auf 27 Dezimalen von 1° bis 100° von da ab in
Intervallen von 30° und endlich fiir Minuten und Sekunden; ferner
Tabellen zur Berechnung der trigonometrischen Funktionen kleiner
Winkel, zur Bestimmung der Sinus aller Grade mit thren ersten
9 Vielfachen auf b Dezimalen usw. Zum Schlusse mag noch auf die
Tafeln zur Erleichterung der Auflésung hoherer Gleichungen, wie
der Gleichungen 3. und 4. Grades, und endlich auf die Tafel der
hyperbolischen Logarithmen (Tab. XXXII) aller ganzen Winkelgrade
des 1. Quadranten hingewiesen werden. Im ganzen umfafite die mit
groBer Sachkenntnis zusammengestellte Sammlung Lamberts 45 Tafeln
in einem sehr handlichen Oktavbiindchen.

Bin wichtiges Tabellenwerk war damals auch die ,,Neue und er-
weiterte Sammlung logarithmischer, trigonometrischer und anderer
Tafeln® von Johann Karl Schulze (1749—1790), einem Schiiler
Lamberts, welche 1778 in Berlin in zwei Oktavbiinden erschien.
AuBer den siebenstelligen Briggsschen Logarithmen der Zahlen von
1 bis 101000 finden sich daselbst die hyperbolischen Logarithmen
der Primzahlen von 1 bis 10000, die der hollindische Artillerieoffizier
Wolfram auf 48 Dezimalen berechnet hatte, ferner eine Tafel fiir
‘die Logarithmen der Sinus und Tangenten Kleiner Bégen von 0°
bis 20 von Sekunde zu Sekunde berechnet, dann im II. Bande Tafeln
der Sinus, Tangenten und Sekanten mit den zugehdrigen Briggsschen
und hyperbolischen Logarithmen fiir die 4 ersten und 4 letzten Grade
in Intervallen von 107, fiir den iibrigen Teil des Quadranten aber von
Minute zu Minute berechnet. Auch die Lingen der ,Zirkulbdgen
fir alle Grade auf 27 Dezimalen, ferner fiir alle Minuten und Se-
kunden sind fiir den Radius 1 angegeben, und auBerdem ist noch eine
Interpolationstafel aufgenommen. - Auch findet sich darin eine Tafel
fiir rationale Trigonometrie, die nach Lamberts Angaben berechnet
wurde. Sie gibt fir 100 rechtwinklige Dreiecke die Seiten, fiir
welche dic Tangente des halben spitzen Winkels > 513 ist. Hier mag
erwihnt werden, da Lambert auf die sogenannte rationale Trigono-
metrie, mit weleher sich schon Vieta?) und De Lagny®) beschiftigh

hat Cagnoli 1794 in ,,Cose trigonometriche®, Mem. della Soc. Italiana VII, p. 2

bis 3 gegeben.
1) Canon mathematicu

in fol. Darin: Canonion triangul
bung desselben bei Hunrath in
Heft 9, p. 221—225. "

g seu ad triangula cum appendicibus, Tutetiae 1579
orum Laterum rationalium. Vgl. die Beschrei-
Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik;,
Sur le calcul analytique et indéfini des Angles

-/’
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hatten, durch einen Brief aufmerksam creworden zu sein scheint, den
thm ein gewisser Pater Simon Baum vom St Salvatormden am
15. Oktober 1773 schrieb; darin teilte er ihm mit, dab er 223 Sinus-
werte in rationalen lahlen bestimmt habe wnd mnoch 20000 zu be-
rechnen gedenke, welche zur BehandlunO' von Drelecken dienen, deren
Seiten und Inhalt rational sind. In seiner Antwort auf dlesen Brief
am 14. Dezember des gleichen Jahres teilte ihmp Lambert mit,
er habe eine Tafel fiir alle Briiche, deren Nenner 100 ist, berechnet,
und aus dieser Tafel kénne man schon 200 rationale Sinus ﬁnden7

s vollig geniige. Ferner sei ‘ e
was vollig geniig er sei allgemein tge = - gesetzt, so folgt

: 2ab bE gt
sin2¢ = — —— — L @
b2+a2; 0082(‘ b2+a2
: .. a 3
und hieraus z. B. fir > =0

o

ey 33 _'06 ] ~ry
sinZe = .z, cosZa= ., «=30°30"27

Diese ﬁberlegungen waren es jJedenfalls, die die Entstehung der
Schulzeschen Tafel verursachten, nur war dieselbe leider mit so
vielen Fehlern behaftet, dafl sie Bretschneider 1841%) noch einmal
berechnen muBte.

Schulzes Werk scheint jedoch das Bediirfnis nach Logarithmen-
tafeln nicht befriedigt zu haben, weshalb Georg Freiherr von Vega
(1756—1802) sich mit der Herausgabe dhnlicher Werke befaBte, die
bald sehr populér wurden. Vega, in Zagarika in Krain geboren,
trat friih in die osterreichische Armee, war als Hauptmann zugleich
Professor der Mathematik beim Bombardierkorps in Wien, machte
die Feldztige gegen die Tiirken 1788 und gegen Frankreich 1793 bis
1797 mit, in denen er sich sehr auszeichnete, und stieg bis zum
Oberstleutnant. 1802 wurde er entseelt in der Donau gefunden;
spiiter ergab sich, daB er von einem Miller ermordet worden war?).
Wihrend er seine Professur inne hatte, verdffentlichte er zumichst
,Logarithmische, trigonometrische und andere zum Gebrauche der
Mathematlk eingerichtete Tafeln und Formeln“, Wien 1783, 8° die
in zahllozen Neuauflagen und Bearbeitungen bis heute im Gebmuche
blieben. Das Werk umfafite die siebenstelligen Logarithmen der

des triangles etc. Mémoires de l’Académie de Paris 1729, insbesondere

P- 318.
1) Archiv fir Mathematik und Physik I, p. 96—101. 2 K, DOhlemann
Gteorg von Vega. Zeitschrift fiir Mathemahk und Physik 1894, XXXIX, p. 204

bis 211.
29 *
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Zahlen -und der trigonometrischen Funktionen sowie die gonio-

metrischen Funktionen selbst, die Lingen der Kreishogen und ver-

,Logarithmisch-trigonometrisches Handbueh® und im gleichen Jahre
Vegas vollstindigstes und bedeutendstes Werk in dieser Richtung,
der ,Thesaurus logarithmorum completus ex Arithmetica logarithmica,
et ex Trigonometria arteficiali, Lipsiae 1794, 20, Die erste Tafel
desselben, der ,Magnus Canon logarithmorum vulgarium® enthilt die
10 stelligen Logarithmen der Zahlen von 1 bis 1000 ohne Differenzen
und von 1000 bis 100999 mit Differenzen, die 2. Tafel, der Magnus
Canon logarithmorum vulgarium trigonometricus gibt die 10stelligen
Logarithmen der Sinus, Kosinus, Tangenten und Kotangénten und
gwar zwischen 0% und 2° in Intervallen von 17 und fiir die @brigen
Winkel von 107 zu 107 mit Angabe der Differenzen. AuBerdem
findet man moch darin Tafeln fiir Kreisbogenlingen, eine umfassende
Sammlung trigonometrischer Formeln und Wolframs hyperbolische
Logarithmen der Primzahlen. Vegas Thesaurus war, wie er selbst
sagt, eine Neuberechnung von Vlacks Tafeln (II?, S.4431f), und er
glaubte die Fehler jener Tabellen so verbessert zu haben, daB er fiir jeden
ihm angezeigten Fehler einen Dukaten zu zahlen versprach. Doch ge-
niigte, wie nachmals Gaull m einer Besprechung des Werkes nach-
wies?), die Tafel II der Anforderung, die TabulargréBe diirfe niemals
um mehr als eine halbe Kinheit der letzten Dezimalstelle von dem
wahren Werte abweichen, keineswegs. '

Tafelsammlung von Frangois Callet (1744—1798) heraus, die wir
schon S. 423 anfihrten?). Sie umfaBte -im ganzen 11 wichtige
Tafeln in einem nicht tibermiBig dicken Oktavband und berticksich-

desselber. Die Haupttafeln enthalten Tstellige Logarithmen der
Zahlen wie der trigonometrischen Funktionen, doch sind auch die
gowdhnlichen und hyperbolischen Logarithmen der Zahlen von 1 bis
1200 und von 101000 bis 101179 sowie die gewdhnlichen und
hyperbolischen Antilogarithmen von 0,00001 bis 0,00179 in Inter-
vallen von 0,00001 und von 0,000001 bis 0,000179 in Intervallen

1) Astronomische Nachrichten 1851, Nr. 756, Werke I, p. 257—264.
Vgl. dagegen die Ansicht von Leber ,Tabularum ad faciliorem interpolationis
computationem ptilium Trias®, Vindob. 1897. ?) Tables portatives de loga-
rithmes 1795, 8% Die .umfangreiche Einleitung (118 Seiten) enthiilt eine genaue
g Angabe der Berechnung der Tafeln.
1853, 1890.

schiedene den Kreis und die Berechnung der ebenen und sphirischen -
Dreiecke betreffende Formeln. 1794 erschien dann in Leipzig

Tin Jahr nach dem Erscheinen des Thesaurus kam in Paris die

tige mebén der alten Teilung des Quadranten auch die Hundertteilung

Neudrucke erschiemen 1827, 1829,
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von 0,000001 sémtlich auf 20 Dezimalen mitgeteilt und-die ersten,
zweiten und dritten Differenzen angegeben. AuBerdem ist noch eine
Tafel bemerkenswert, die die Sinus und Logarithmen derselben auf
15 Dezimalen fiir je 10° des hundertteiligen Quadranten gibt. Was
die Berechnung der natiirlichen Sinus in diesem Werke betrifft; so
hat sie Callet wahrscheinlich dureh Interpolation aus der ,Trigono-
metria arteficialis® von Vlaek vollzogen®).

} Von den um jene Zeit in England erschienenen Tafelsammlungen
haben wir die trefflichen Mathematical Tables, London 1785, 89 zu
nennen, die Charles Hutton (siehe Abschnitt XIX, 8. 16), seit
1778 Professor an der Militdirakademie zu Woolwnch herausgab.
Sie erlebten bis 1858 Neuauflagen unter bestindiger Verbesserung
Die ersten sechs derselben enthalten eine #ufierst wertvolle Einleitung
uber die Geschichte der Logarithmen AuBerdem finden sioh in

von O bls 0 00149 in Intervallen von 1 Hunderttausendstel anf 20 Dezi-
malstellen berechnet, und loglstlsche Logarithmen, d. h. die Werte
von . log 3600” — log #, von &%= 1" bis # = 5280" in Sekundeninter-
vallen auf 4 - Dezimalen. -,
Bin bedeutendes Werk ist auch die drelbandlge von Michael Taylm_
(1756——1789) einem Rechner fiir den Nautical Almanae, in' London
1792 in-4° herausgegebene Tafelsammlung mit einer Vorrede von
Nevil Maskelyne, dem wir schon begegneten. Unter den durch-
weg Tstelligen Tafeln befindet sich eine (die IIL) von 450 Seiten

mit nahe 3}— Millionen Ziﬁem? sie enthilt die Sinus, Kosinus Tan-

genten und Kotangenten und wurde durch Interpolation aus Viacks .
10stelliger Tafel mit Kirzung auf 7 Stellen berechnet. AuBerdem
]nat Taylor noch 1780 eine Sexagesimaltafel publiziert.

Als man in Frankreich in den ersten Jahren der groBen Um—
wilzung, welche die Revolution auf allen Gebieten llervorgerufen
hatte, auch die Mafle und Gewichte reformierte, indem man tiberall
das Dezimalsystem einfiihrte, lag es nahe, den schon frither vereinzelt
aufgetauchten Gedanken der ]Demmaltelluno des Winkels wieder auf-
squnéhmen und dafir neue logarithmisch-trigonometrische Tafeln zu
schaffen, ahnlich wie sie einst Briggs berechnet hatte (vgl. II2, S. 743).
Die Anregung hierzu ging von Carnot, Prieur und Brunet aus,
und mit der Leitung des Unternehmens, welches in grofem MaBstabe
anweleg’t wurde, ward 1794. der zum Vorstande des Katasterbureaus
(1791) ernannte Ingenieur Gaspard de Prony (1755——1839) betraut.

1) Glaiéher, a & 0., S, 93 nach Hoberts und Idelers Anga,be (1799). .
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Dieser teilte soine Hilfsarbeiter in drei Gruppen. Die Herstellung
der fiir die Rechnung notwendigen Formeln lag in den Hiénden be-
rithmter Mathematiker, wie Delambre und Legendre,. die zweite
Gruppe bestand aus Rechnern, die mit der Analysis vertraut waren,
wiahrend die Mitglieder der dritten Sekfion, zu denen man hauptsich-
lich die durch das neue Regime brotlos gewordenen Periickenmacher
. heranzog, nur die Additionen und Differenzenrechnungen auszufiihren
hatten. Dabei vollzog man?) die Berechnung der Sinus von 10° zu
100 mittelst der Reihe, die Sinus der zwischenliegenden Bogen wurden
von Grad zu Grad mit der Formel ‘

sin (& + b) = 2 cos @ sin b +- sin (@ — b)

bestimmt, und alles fibrige wurde durch eine geschickt .angelegte
Differenzenrechnung ausgefiillt, -deren auf Moutons Methode be-
ruhende Binrichtung man hauptsichlich Legendre verdankte®). Das
Werk umfaBt handschriftlich 17 Binde in Folio und enthilt neben
einer ausfiihrlichen Hinleitung tiber die Herstellung usw. der Tafeln
die natiirlichen Sinus fiir jeden 10000%* Teil des Quadranten auf
95 Dezimalen, um sie sicher auf 22 zu haben, mit Angabe von 7 oder
8 Kolonnen Differenzen, ferner die Logarithmen der Sinus und der Tan-
genten fiir jedes Hunderttausendstel des Quadranten auf 14 Dezimalen
mit 5 Differenzen, dann die Logarithmen der Verhiltnisse der Sinus
und der Tangenten zu ihren Bigen fiir die 5000 ersten Hundert-
tausendstel des Quadranten in 14 Dezimalen, weiter die Logarithmen
der Zahlen von 1 bis 10000 auf 19 Dezimalen und die der Zahlen
von 10000 bis 200000 mit 14 Dezimalstellen und 5 Differenzen. Das
begonnene Riesenwerk war also wirklich dem Plane'gem% zu Ende ge-
fithrt worden, blieb aber leider unverdffentlicht, da der bereits an gefangene’
Druck wegen der Zerriittung der Finanzen eingestellt werden mubte.
Ubrigens hat dasselbe an Wert bedeutend verloren, da die Hundert-
teilung des Quadranten in der Folge keinen Eingang fand, obwohl
sie Legendre in seiner vielbenutzten Trigonometrie den Rechnungen
zgugrunde. legte, und auch bald kleinere Tafeln, wie die ,Tables tri-
gonométriques décimales” von Borda®) in Frankreich und die ,Nou-

1) Mémoires de I'Institut V, an XII, p. 56—66: Rapport sur les grandes
tables trigonométriques” décimales du cadastre par Lagrange, Laplace et De-
mbre und Bulletin de 1a Société Philomathique de Paris III, 1811, Bericht von

la
omptes rendus de I'Acad. de Paris 1858, XLVI, p. 911

denselben. Vgl. auch C

bis 918; ferner Annales de V'Observatoire impérial de Paris IV, 1858, p. 123 bis

150, endlich Nouvelles Anna |
%) Connaissance de temps 1817, p. 219

les XIV, 1855, p. 14—17 des historischen Teils.
—233. % Tables trigonométrigues déci-




Trigonometr. und andere Tafeln. Zyklometrie. Trigonometr. Reihen. 441

velles tables trigonométriques® von Hobert und Idelert) in Deutsch-
Jand erschienen, die sich dieser Teilung bedienten. In der Vorrede
zu letzterem Werk, welches das erste war, das in Deutschland die
zentesimale Teilung des Quadranten einzufithren suchte, wird der

Differenzenmiethode zur Berechnung der Tafeln das Wort geredet und -

in der Tat hatte die Herstellung der ,Tables du Cadastre“ das Uber-
gewicht dieser Methode itber die direkte Berechnung auf das schlagendste
dargetan. ,

-~ Obwohl man sich, wie schon am Anfang dieses Abgchnittes er-
wihnt, zur Berechnung der Logarithmen stets der unendlichen Reihen
bediente, machte sich doch am Ende des Jahrhunderts das Bestreben
geltend, elementare Methoden herzustellen, mit denen eine solche Be-
rechnung wenigstens fiir die Zahlenlogarithmen méglich wire. Der
Prediger der franzosischen Gemeinde und nachmalige Professor der
Mathematik an der Académie militaire in Berlin, Abel Biirja (siehe
S. 29) verbffentlichte 17867) zwei solche Methoden zur direkten Be-
rechnung der Logarithmen. Die erste beruhte darauf, daB er durch
abwechselndes Ziehen der zweiten und der finften Wurzel aus 10 und
den hierdurch entstehenden Zahlen die zu den Logarithmen

0717 0‘72; e 0,9; 07017 0702) e 0709; 070017 07002; ‘e 0,009 TSW.

gehaﬁgénvNumeri bildete, dann die ersten 9 Vielfachen dieser Zahlen.
berechnete und alles in einer Tafel vereinigte, in welcher die Loga-
© rithmen vom groften zum kleinsten abnehmen. Diese ,Hilfstafel“*)

hat er bis zu Ig-ig fortgefiihrt. Den zu einem gegebenen Logarith-

mus,v z. B. zu 0,463 ... gehdrigen Numerus findet man danm, indem
man die Faktoren von 10°%.10%%.10%% . in jener Tafel auf-
gehligt und miteinander multipliziert, was durch die Vielfachen in
der Tafel erleichtert wird. Auch die umgekehrte Aufgabe 1iBt sich,
-wie Biirja zeigt, mit der Hilfstafel leicht 15sen?). |

Die zweite Methode, die er mitteilte, diente dazu, jeden Loga-

males ou Tables des logarithmes ... revues, augmentées et publiées, par J. B. J.
Delambre, Paris, an IX (1800/1), klein-8°. 7

1 Nouvelles tables trigonométriques calculées pour la division décimale du
quart de cercle, Berlin 1799, 8" %) Del‘z.,sﬂhstredende Algebraiste 1786 und
Mé,moireé de I'Acad. de Berlin 1786/87 (publiziert 1792), p. 483—478, und kiirzer
sm Leipziger Magazin fiir reine und angewandte Mathematik von J. Bernoulli
und Hin denburg 1786, p. 90——10“?.‘ % A.a. O, p 456—478. Das Verfahren
ist wahrscheinlich Long nachgebildet, der es in P.T. 1714, XXIX, Nr. 339,
». §2—b4 gab, 4 Dem Gedanken, wenn auch nicht der Form nach dieselbe

N ihode batte schon Brook Taylor 1717 in den P.T. Vol XXX, Nr. 352,
P ‘618—622, entwickelt. \ 7

|
|
|
%
?i
|
{‘
|
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vithmus einer Zahl ohne Tafel zu finden und beruhte auf der Dar-
stellung desselben durch einen Kettenbruch. War z. B. der Loga-

rlthmu_s von 262144 zur Basis 128 zu bestimmen, so setzte man

128 M. 262144, daraus folgt sofort p =2, und hiermit leicht
169 — 128; ist jetzt ¢ =7+ ——, so folgt wieder # =1 und hiermit
— 16 usw., so daB sich schlieflich der gesuchte Exponent in der

Form 24 3——1 = 2—3;— darstellt. Fast genau die gleiche Methode
- 1+
14 L
hat 1795 der Amemkanel David thtenhouse (1732— 1796) ge-

geben?!), ob mit oder ohne Kenntnis von Biirjas Abhandlung, 1iBt

sich. wohl nicht mehr feststellen.
" In allen Tafelwerken jerer Zeit wurde matiirlich, wie auch heute

noch, der Zahl = gedacht 80 ﬁnden sich Z. B. in Lamberts Samm-
Iung ,(Tafel XXIV) z, logm, -7;- 1/% auf 18 Dezimalen angefihrt,

und Vega gab in seinem Thesaurus (p. 633) x auf 140 Stellen an,
von denen 136 richtic sind. Die Methoden, mit denen man = be-
rechnete, beruhten hauptsichlich auf dem Kunstgriff, den zuerst
Machin angewendet hatte (vgl III%, 8. 364—365), nimlich 7 in die
Summe zweier oder mehrerer Bogen mit rationalen Tangenten zu
zerlegen, die dann einzeln mit der Arkustangensreihe berechnet
wurden. Euler war es, der zuerst diesen Gedunken wieder aufgriff

und auf das vollkommenste ausbeutete, indem er schon 1737°%) durch
Emfuhmng spemeller Zahlenwerte in die allgemeine Formel

arctg— = arctg + + arctg m

golche Zerlegungen vornahm und auﬁerdem die Relhe

-

: — bh— —b
gﬂctg ;Zi = arctg ZZI _'_Z + arctgw_{_—“l -+ ?‘m‘tg 5%__4?1 4.

herstellte, die z. B. fiir %-‘= 1, a, b, ¢, ..+ gleich den ungeraden
Zahlen der Zahlenreihe die Reihe L

"1 Method of raising the common Loga,nthm of any Nomber immediately
(gélesen am 12. August 1795), Transactions of the American philosophical Society,

1V, Philadelphia 1799, p. 69—71, Nr. IX. %) De variis modis eirculi quadra-
turain “numeris’ proxime exprimendi. Comment. Acad Petmp IX, 1787 (er-

schienen -1744), p. 100.

S o
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: % — a,rctg% + ai;rctg—;'—4 + arctggi_g 4+ &l‘c’ﬁgﬁ 4 ..
lieferte. Auf solche auch vom analytischen Standpunkt interessante
Reihen kam er spiter (1762/63) noch einmal zuriick®), indem er sich
mit ihrer Summation beschiiftigte. Daran - anschlieBend hat dann
J ohann Friedrich Pfaff (1765—1825), Universititsprofessor zu
Helmstidt und dann zu Halle, diese Reihenkategorie von allgemeinerem
Standpunkt systematisch untersucht?) und zu den schon von Buler
summierten Reihen auch noeh soleche hinzugefiigt, deren Summe.durch
einen Bogen ausgedriickt wird, dessen Tangente transzendente GréBen
einschlieBt. ' : ‘ o .

Eulers Formeln wurden vielfach zur Berechnung von & benutat (vgl.
S.299,800). So hatz.B.Vega das oben angefiithrte Resultat aus der Eul ;1...

: b4 - 1 ‘ . B .
schen Formel G T oAl ctg T + 2ar th:ﬁ; gewonnen, wozu er noch

zur Kontrolle -11. = 2a1~ctg% 4~ ar’ctg%, na]im, und Kaﬂ Buzen-
geiger (1771—1835), zuerst Megister in Ansbach, dann Professor
der Mathematik in Freiburg im Breisgau,_ gab die auf dhnliche Weise
gebildete neue Formel: -

7T 1 A _1_ - 1,
T= Barcetg 5 — 4 arctg o= — arebg 5o5,%)

an, die auf sehr rasch konvergente Reihen fihet. . Ebenso teilte
Ch. Hutton, dem wir schon wiederholt begegneten, drei &hnliche
Z‘erleg'ungenvvoﬁ %:— mit?), berechnete aber die Teilbdgen nicht mit
der gewshnlichen Arkustangensreihe, sondern mit der viel rascher

_ konvergenten Reihe:

7 o 2/ 240 8 :  9.4.0 N\,
ﬂmtgf—ﬂ_{ﬂ{l'l" 3 (1+t2)+3-5(1-|-z2)“ + 3-5-7(1~|—t‘~’) +"'}’
die er durch Transformation aus ersterer erhielt. Fuler . hatte
iibrigens diese Reihe schon 1755 in seiner Differentialrechnung auf-
gestellt?) und teilte sie 1779 der Petersburger Akademie mit, indem
or durch Einfihrung derselben in die Formel

1) De progressionibus arcuum circularium, quorum tangentes secundum
certfam legem procedunt. Novi Comment. Acad. Petrop. IX, 1762/63 (er-
schienen 1764), p. 40—352. % De progressionibus arcuum circularium etc.,
wie bei Euler, Nova Acta Acad, Petrop. X, 1792° (vorgelegt 1795, erschienen
1797), p. 128—184. %) Eligel, Worterbuch I, p. 666. 4 P. T. 1776, p, 476.
Vgl iiber die weitere Geschichte dieser Reihe, die wiederholt neu gei;un den
Glaisher in Messenger of Mathematics II, 1873, p. 119ff, % Pars I,

wurde, :
Kﬁ:p- 2, P- 7318.
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ﬂ=20arctg%—+8arctg% .
! die #uBerst bequeme Formel: '
‘ w28 2 2.4 | ' o : :
' 10{1"" 3 (100) +,3-5(100) +} ' _ a
30366 9 [ 144 2.4/ 144 \? \ :
+ 100000 {1'+ ?(100000) +373 (100000) Ty

erhielt. Mit .ihr berechnete er, na,oh seiner Angabe, @ In einer Stunde

auf 20 Dezimalen®).
In einer anderen Abhandlung vom 17. Juni desselben Jahres)
bildete Euler die leicht zu beweisende Glemhung

b L wdw zidx o '

) L o 1 1
entwickelte diese Integrale in Reihen, setzte z =5 und dann =

und erhielt dadurch Reihen fiir arctg5 und arctg—, welche in die
Gleichung —’45 =2 aarctg—;; + arctg—; eingesetzt ebenfalls einen zur Be-

rechnung von = brauchbaren Ausdruck lieferten. »

'Zu einer anderen interessanten Abhandlung tiber das hier einschligige - &
Gebiet wurde Euler durch einen von Descartes gemachten Versuch der
Kreisrektifikation veranlaBt®) (vgl. 8. 259, 260). Zu diesem Zweck hatte
Descartes an das Quadrat bf (Fig. 25) das Rechteck ¢g, dessen vierte

P 5, Ecke auf der Diagonale liegt und dessen Fliche

o gleich ri— des lQuadrates 1st, ange]l‘e‘gtj, an dieses

7
{ wieder ein Rechteck d — l des vorhergehen- '
denusw. Dadurch warer schheﬁhch zu einem Grenz-
punkt z gelangt, der so liegt, dah ax dem Durch- ' ;
‘messer des gesuchten Kreises gleich wird. Dabei
s—24°— hatte er angegeben, daB ab der Durchmesser des
Fig. 3. dem Quadrate eingeschriebenen Kreises, a¢ der
Durchmesser des dem Achteck eingeschriebenen,
ad jener des dem Sechzehneck eingeschriebenen Kreises usw. ist, so

1y Investigatio quarundlam serierum, Nova Acta Acad.- Petrop. XI, 17\93‘, ;
p. 183fF, gelegen am 7. Juni 1779 (erschienen 1798), p. 133. In einem anderen g @
Aufsatze, der erst 1862 in den Opera posthuma L. Euleri von P. H. Fub et
Nic. FuB I, p. 288 verdfentlicht wurde, wird diese Reihe noch auf einem etwas
anderen Wege abgeleitet. Dort findet sich obige Angabe fiir die Zeit der Be-

rechnung, %) Nova Acta Acad. Petrop XI, p. 150. % QOeuvres de Descarbes
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daB endlich ax der Durchmesser des dem Polygon mit unendlich

~ vielen Seiten eingeschriebenen Kreises, d. h. der gesuchte Kreisdurch-

messer selbst wird. Euler beweist nun zunichst die Richtigkeit
dieser Konstruktion und leitet dann aus ihr die Formel

x 1, = 1. = 1 = 4

.tgz+ 9 tgs +Ztg-1—§+§tg§§+...=__

T
ab. Diese Reihe gibt ihm aber sofort Veranlassung, die Summe der
, . . i 1 P 1
allgemeineren Reihe tgo + < tg - 7 tg—z— -+ ¢+ zu suchen, die
or auch leicht in der Form g—— 2ctg2¢p findet. Aus dieser Glei-

chung wird dann unber anderem auch die Faktorenfolge gewonnen:

2 . @ 9 ¥
sin2gp 1: (COS‘P oSy €08 -~ GOS8 &+ - .)’

die im speziellen fiir ¢ = g— jene schon Vieta bekannte Beziehung

liefert (vgl. 12, S. 595), welche als das erste unendliche Produkt gilt?).
’ Auch Eulers jiingerer Zeitgenosse Lambert hatte schon 1758 an
die Quadraturversuche des Gregoriusa St. Vincentio (II%, Kap.81) an-
kniipfend eine Ableitung dieser Faktorenfolge in einer Abhandlung?)
gogeben, auf deren Inhalt wir, soweit er unser Gebiet betrifft, noch
kurz eingehen wollen. . Er sagt daselbst, da die Linge eines Kreis-
" bogenstiickes A M =v (Fig. 26) zwischen g '
dem Sinus AS —y und der Tangente AF
liegt, so wird es auf der Verlingerung des ¢
Durchmessers- AB =2 einen Punkt P in &
der Entfernung AP ==z geben, der mit I

verbunden, einen Punkt @ auf AF liefert, ,
der zwischen S und F liegt. Bezeichnet '
man MS mit z = sinversv, 50 ergibt sich

Jeicht die Beziehung 2 = -— ‘Wenn man.

in dieser # und y durch die bekamnten
Reihen ersetzt, so findet man zunichst fiir # die Reihe

Fig. 26.

.

Ed. Cousin, XI, p. 442—443.. Eulers Abhandlung fiihrt den Titel: Annotatio-
nes in locum quondam Cartesii ad circuli quadraturam spectantem. Nov, Comment.
Acad. Petrop. VIIL, - 1760/61, p- 157#. (erschienen 1763). Spitér'gab auch J. Fr.
de Tuschio @ Fagnano in Acta Eruditorum 1771, p. 406 —418 einen Beweis der
Konstruktion. - o o

1y Ubrigens hat Euler diese Formel von anderen Betrachtungen ausgehend
gchon friher gefunden: Comment. Acad. Petrop. IX, 1787 (erschienen 1744),

p. 234—285. Sie tritt auch wieder auf in Opuscula analytica L. Euleri, Petro-

poli 1783, 4°, p. 345. %) Observationes varise in mathesin puram. Acta
Helvetica III, Basileas 1758, § 10, p. 132, . |
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1 4 6
5 =3 — 10 — 15007 T Toeo0e Y T

durch welche P so bestimmt wird, da 4@ =v ist. Nimmb man

ferner z =3 an, so ergibt der hierdurch bestimmte Punkt P eine
sehr einfache und genaue Methode zur Rektifikation des Bogens
v=AM=AQ. Lambert weist die Richtigkeit seiner Behauptung
dadurch nach, dafl er mit seiner Formel eine kleine Tabelle berechnet
und die Unterschiede der gefundenen und der wahren Werte bestnnmt
Weiter ergibt sich aus der Figur die Proportion

QPS:SF=(1—2): (3 —a),
aus welcher fiir sehr kleine z (z = 0) folgt, daB F@Q =285 oder
tgv — v = 2 (v — sinv) ist, woraus

tgy -4 2sinv ' 180° tgv® - 2sino”
arc v = -> +3 und @ = 5 +3 i

4

sich viel genauer ergibt, als wenn man, wie gewdhulich, das arith-
metische Mittel zwischen tgv und sin®, oder den Seiten der um- und
eingeschriebenen Polygone bildet. :

Nicht unerw#hnt wollen wir auch die Versuche la,ssen welche
im fernen Japan in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts gemacht
wurden, um die Zahl x auf eine grofere Anzahl Dezimalen zu be-
stimmen, und welche beweisen, daB die Japaner damals im.Besitze
von Methoden waren, die im Abendlande der Erfindung des Infini-
tesimalkalkiils unmittelbar vorhergingen. | |
 Japans bertihmtester Mathematiker Kowa Seki (ng 1112 8. 669)
gilt als der Erfinder einer solchen Methode, und aus der von ihm
gegriindeten Schule gingen mehrere Mathemahker hervor, die seine
Erﬁr_ldu:ng aushbauten. Bemerkenswert sind einige unendliche Reihen
fiir arcsin, welche sich bei verschiedenen japanischen Mathematikern
finden. So wurde in dem Werke Ho en san Kyo von Yoshihide

Matsunaga von 1739 der Wert von z auf 50 Stellen fiir x—%%

aus der gewbhnlichen Arkussinusreihe berechmet, die Newton (III*

S. 74) in seiner Analysis per aequatiomes abgeleitet hatte’). Ajima
(oder Yasugnma?)”) aber (etwa 17u7~—-1797) gab auﬁm Jener Rexhe
auch noch die zwei fo]lgendem- -

ﬂsm‘ . - ’
"2‘ (aTCSiHGJ + .'E‘Vl - 502) —_ w_Zﬂﬁl-}-.-ll z 3 (2ﬁ2ﬁ )$?‘?’+1

Y ‘Sie stebt tibrigens auch bei Walhs ,,Due Alfrebla Tractatus®,. Opera 11,
Oxoniae 1698, p. 383. %) Vgl. tiber diese Lesart den Aufsatz von Y. Mlkﬁrml

im Jahresbancht der Mathematikervereinigung, 1906, p. 254.




Trigonometr. und andere Tafeln. Zyklometrie. Trigonometr. Reihen. 447

und
- — _ 2 - - e .
arcsing = Y1 — & ﬁ_Eol'l's'5"'(23‘}‘1)%2{?“'1)

AuBerdem finden sich in japanischen Schriften aus jener Zeit auch
Darstellungen der Zahlz durch Naherungswerte von Kettenbriichen ).

So stammt von Y. Arima aus dem Jahre 1766 der auf 12 Stellen
5419351 '

1-ichtige Niherungsbruch 1795033 und der auf 30 Stellen zutreffende

e 198224593349304 . ‘ -

Bruch = = Tgesoerarerorise Monrend G Kurushima (f 1760)
98548 ‘

a? = 5055 2ngab.

 Versuche, den Charakter der Zahl = zu ergriinden,‘waren
schon von De Lagny (I[1% 8. 120) gemacht worden. Derselbe war
bereits 1719 zu dem wichtigen Satze gelangt®), den er allerdings
nicht beweisen konnte, daB, wenn die Tangente eines Bogens
eine rationale Zahl ist, der Bogen selbst irrational sein
muB, und hatte daraus die Folgerung gezogen, daB die Kreisrektifikation
dureh Radius und Tangente geometrisch unmdglich seit). Dieser
Satz war es, der Lambert zum Ausgang seines Beweises fiir die
Trrationalitéit von a im Jahre 1767 diente %), und den er ,auflerordentlich
scharfsinnig und im wesentlichen einwandfrei” gestaltete®).

Lamberts Zeitgenossen scheinen allerdings entweder seine Arbeit

nicht beachtet oder die Bedeutung des Schrittes, den er in der Er-
kenntnis des Charakters der Zahl = durch diesen exakten Beweis ge-

1) Auf die hier mitgeteilten Reihen ist von P. Harzer: ,Die exakten
“Wissenschaften im alten Japan®, Rede gehalten zu Kiel am 27, Januar 1905, hin- .
gewiesen worden (p. 33--34). Daselbst werden auch die Quellen, aus denen
Harzer geschopft hat, genau angegeben. ®) Harzer, a. a. 0., p. 29, Anmerk. 5.
Vgl auch T. H‘a'yﬂbshi, The values of z by the japanese mathematicians of
the 17t and :_[8“' centuries., Bibliotheca math. 1902, p. 2V3—275. ¥) Mémoires
de I'Acad. de Paris, 1719, p. 141. ' % Ebenda, 1727, p. 124—125. 5 Mé-
moire sur quelques propriétés remarquables des quantités transcendentes ciren-
laires et logarithmiques. Lu en 1767. Histoire de I'Acad. de Berlin 1761 (sicl),
p. 265—322, und in populérer Darstellung in den Beitriigen zum Gebrauche der
Mathematik IL p- 140—169. = ) Man sehe iiber den Wert von Lamberts Be-
weis: A. Prin gsheim, ,,Uber die ersten Beweise der Irrationalitit von e und =%
Sitgungsberichte der math.-phys. Klasse der k. bayr. Akad. der Wissensch. 1898, .
XX VI, Heft 2, p. 325—3837. Hierzu sei noch bemerkt, daB Lambert in seiner
noch weiter ging, indem er in einem Briefe an Holland (Lamberts -

Erkenntnis
gelehrter Briefwechsel, herausgegeben von J. Bernoulli, I, p. 254)

deutscher

sagt:  »Die Art, wie ich dies bewiesen habe, laft sich so weit ausdehnen, daf
girkulére un
gein kﬁnnen“~

d logarithmische Grpfen nicht Wurzeln von rationalen Gleichungen
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tan hatte, nicht erkannb zu haben, sonst hitte nicht selbst Euler -

noch 1771 seine ziemlich unfruchtbaren Spekulationen itber die Mdg-
lichkeit oder Unmoglichkeit der Quadratur des Kreises, die ‘er bereits
in der Introductio!) an die Losung transzendenter - Gleichungen, wie
§—coss, §=sin2s usw. angekniipft hatte, wiederholen konnen?).
Der ganze Charakter von Lamberts auf absolute Exaktheit zielender
Beweisfilhrung steht eben so ganz auBerhalb der fast nur auf for-
male Erweiterung der Mathematik hinzielenden Tatigkeit seiner Zeit-
genossen, da eine ‘Nichtbeachtung derselben wohl verstanden
werden kann. ' - _

Haben wir uns mit der Besprechung der Methoden zur Berech-
nung der Zahl m bereits einen Ubergriff in das Gebiet der Analysis
erlaubt, so miissen wir auch noch in kurzem der ibrigen Errungen-
schaften auf diesem Gebiete gedenken, die mit den trigonometrischen
Funktionen in Zusammenhang stehen. Wir erinnern uns (III% 8. 716
bis 717), daf BEuler schon in der Introductio 1748 und noch frither
(1748)3) die Summe einer endlichen Zahl von Sinus oder Kosinus,
deren Argumente in arithmetischer Progression fortschreiten, auf nicht
einwandsfreie Weise gewann, indem er sich divergenter unendlicher
Reihen bediente. Die einfachen und stichhaltigen Ableitungen, deren
wir uns heute noch bedienen, haben erst Kliigel*), Cagnoli’) und
spiter wieder Francesco Pezzif) (f 1813), Ingenieur und Professor
der Mathematik an der Universitit Genua, gegeben, und Cagnoli
hat auch noch die Summen der n* Potenzen der Sinus und Kosinus
solcher Winkel berechnet, nachdem schon 1748 Gregorio Fontana

(17835—1803), der Nachfolger Boscovichs an der Universitit Pavia -

war, cine Ableitung dieser Summen mit Hilfe des Imaginfiren mit-
" geteilt hatte”). Aber auch diese Gelehrten glaubten noch alle die
Reihen ohne Riicksicht auf Konvergenz oder Divergenz ins Unend-
liche fortsetzen zu diirfen. | |

Auch fiir die lingst bekannten Formeln, welche den Sinus und
den Kosinus ganzzahliger Vielfachen eines Winkels durch die Potenzen
der Sinus und Kosinus oder einer dieser Funktionen allein ausdriicken,

haben Kliigel®), Oagnoli?) und andere neue Ableitungen gegeben,

1y B, II, Kap. 22. %) Considerationes cyclometricae. Novi Commentarii Acad.

~ Petrop. XVI, p. 160£. ) Miscellanea Berolinensia VII, p. 129. * Analytische
Trigonometrie 1770, p. 39—43. % Trigonometria, 2. Aufl., p. 117118,

% Memorie della Societad Italiana XI, 1808, p. 21ff. - Ebenda, II, 1784,
p. 424 %) Analytische Trigonometrie 1770, p. 46—65. % Cose trigonometriche,
Memorie della Societd Italiana VII, 1794 und Trigenometria, p. 104—108, wo-
selbst Gbrigens wieder kritiklos unendliche Reihen benutzt werden, In demselben
Kapitel IX werden auch die umgekehrten Formeln fiir-sin #” und cos £ mittels

des Imaginiren abgeleitet.
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von denen die des Irlinders John Brinkley (1797)1) die vollstindigste
ist, da derselbe das Koeffizientengesetz mittels des Schlusses vo; N
auf n + 1 bewies.

Fiir ein ganzzahliges gerades oder ungerades n “liefern diese
Entwicklungen bekanntlich direkt die Teilungsgleichungen der tri-
gonometrischen Funktionen. Nun wuflte man schon seit Wallis, daB
im ersteren Falle 2%, im letzteren » Wurzeln vorhanden sind, ,amch
hatten bereits Buler 1748 (vgl III%, 8. 716) und noch viel ein-
gehender Késtner 1756%) Untersuchungen tiber Zeichen und Gﬁlppje_
rung dieser Wurzeln angestellt, dennoch glaubte D’Alembert 1768
noch einmal auf diese Fragen zuriickkommen zu miissen®) und
Kliigel, Karsten und andere folgten ihm nach. Der erstere der
beiden zuletzigenannten Ménner schloB an seine ﬁberlegungen auch
die Produktdarstellung von sinnz und cosnz flir ein ganzzahliges m
an und fiigte?) noch eine stichhaltige Ableitung des Satzes von
Cotes bei, die als eine Erweiterung und Vereinfachung des schon
von Johann Bernoulli mitgeteilten Beweises®) angesehen werden mulf.

Was die Ableitung der Potenzreihen fiir sing, cosz, tg2 anlangt,
so wurde gewdhnlich die uns schon aus I112; 8. 708 bekannte Methode
Eulers angewendet, oder man bestimmte in der mit unbestimmten
Koeffizienten angenommenen Reihenform die Koeffizienten mit Diffe-
rentialrechnung; L’Huilierf), der so elementar als mdglich verfahren
wollte, verwendet hierzu die Differenzenrechnung. HBine elementare
Ableitung gab auch 17987) Jakob de Gelder (1765—1848), Pro-
fegsor in Leyden. In umfassendster Weise aber hat den analytischen
Teil der Trigonometrie Pietro Ferroni mit Hilfe des Infinitesimal-

%y Transactions of the R. Irish Academy VII, 1800, p. 27ff. Brinkley er-
wihnt hier, daB Waring in seinen Curvarum algebraicarum proprietates, 1772,
Theor. 26 fiir ein ungerades © mit seinem Satze iiber die Potenzsuimmen zuerst

einen exakten Beweis gegeben habe, daB diese Mefthode aber fiir ein gerades n '
versage. ' %) Unde plaves insint radices aequationibus sectiories angu-
lares definientibus, Dissertatio 1756, Altdorfii 1771. Uber die algebraische Auf-
lssbarkeit der einenspeziellen Fall bildenden Kreisteilungsgleichungen sah man
damals noch sehr unklar; so sagt Mosdorff, Acta Ernd. 1751, man werde wohl
kaum jemals dazu kommen, zu untersuchen, wann sich diese (leichungen alge-
braisch l6sen lassen, und Kliigel betont ebenfalls a. a. O., p. 66, daB die tri-
gonometri.schen Tafeln die Auflésung Vder Teilungsgleichungen geben, welche
die Algebra bis jetzt nicht allgemein geben kann. %) Opuscules V, p. 222—227.
% Analytische Trigonometrie, Kap. 4, Nr. XXXI. %) Opera IV, p. 67. 8 P.T.
1796, p. 142 und Principiorum caleuli differentialis et integralis expositio ele-
mentaris. Tubingae 1795, 4°, Kap. 3. " Over de reeksen, dienende om de
rapporten van de cirkelbogen tot derzelver sinussen etc. zoonder behulp der
diﬁ'erentimal- och integraal-rekening afteleiden. Verhandelingen van het Genot-
e Rotterdam XII, 1798.

gchap 1t
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kalkils in seinem groBen Werke ,Magnitudinum exponentialium
logarithmorum et trigonometriae sublimis theoria nova methodo per-
tracta® TFlorenz 1782, 4%1) behandelt. Der Autor hat gehalten, was
er im Titel seines Werkes versprochen, indem er eine vollstindige
Theorie der Exponential- und trigonometrischen Grifien entwickelte,
wobei er die entsprechenden Formeln fir Kreis- und Hyperbelfunk-
tionen stets nebeneinander stellte.

Die Reihendarstellungen der ersteren. erhielt er von der Reihe
fiir #® ausgehend, wo er zundchst dem z einen ganz beliebigen Wert
erteilte und dann z = ¢ oder = C setzte, wie er die Basis des natiir-
lichen Logarithmensystems bezeichnete. Dadurch erhielt er die seit
Euler bekannten Darstellungen des Sinus und Kosinus durch die
Exponentialfunktion und die Fundamentalformel ¢ = cosz + 4 sing;,

die ihn fiir sinz = v, cos & = ]/1 1 — ¢ zur Gleichung
i = log (iw 4+ V1 — o)

filhrte. Indem er dann fiir.die Wurzel die binomische Reihe einftihrte
und den Logarithmus durch die bekannte Reihenentwicklung ersetzte,
gewann er auch die Reihe fiir arcsinv. Bei Ableitung dieser Reihe, deren
Koeffizientengesetz iibrigens nicht bewiesen wird, findet sich auch
der Versuch, die Konvergenz mittels des Quotlenten zweier aufein-
ander folgender allgemeiner Glieder zu bestimmen, ein Beweis dafiir,
daB am Ende des 18. Jabrhunderts die Erkenntnis der Notwendigkeit,
die Bahn rein formaler Entwicklungen zu verlassen, sich allmahhch
einstellte. o7

) Kap. 65—8.




