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Franz Adolph Taurinus (1794-1874) studierte 1812 in Heidelberg Jura. Er war spéter
als Privatgelehrter tétig und entwickelte bereits 1826 eine nichteuklidische Trigono-
metrie, iiber die er mit Gauss korrespondierte.
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Im Jahre 1895 habe ich auf die bis dahin ibersehene Thatsache bin-
gewiesen, dals Franz Aporen TauriNus (1794—1874) wsuerst angeregt
durch seinen Onkel F. K, Scowrikart, alsdann beeinflufst durch Gauvss
bemerkenswerte selbstindige Untersuchungen #ber die Grundlagen dex
Geometrie angestellt und inshesondere schon 1826, demmnach frither als
Lonarscnersky und J. Bonvar, eine nichteuklidische Trigonometrie mib
Anwendungen auf geometrische Probleme durch den Druck verdffentlicht
hat'). Auf Grund weiterer Nachforschungen beabsichtige ich hier meine
damaligen Mitteilungen in verschiedenen Punlten zu vervollstindigen. Vor
allem darf ich mit Erlaubnis der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften
zu Gittingen drei in deren Besitz befindliche Briefe von Taurmus an Gauss
aus den Jahren 1824, 1825 und 1829 der Offentlichkeit zuginglich machen,
Briefe, die zu dem bereits bekannten Schreiben von Gauss an Taunrivus
(aus dem Jahre 1824)%) eine wichtige Erginzung bilden.

1.
Taurinus’ Lebensgang.

Fravz Aporpn Taurmnus wurde am 15. November 1794 zu Konig
im Odenwalde, dem damaligen Regierungssitze der Schénbergischen Linie
der Grafen Erpacm, geboren. Seine Eltern waren Jurius Ernram Tavuninus,
griiflich Erbach-schénbergischer Hofrat, und Luise JULIANE  SCHWEIKART.
Bereits im Jahre 1800 starb der krinkliche Vater, und die Mutter siedelte
pach Ingelfingen fiber, wo ihr Schwiegervater als Hofrat in Fiirstlich
Honenroneschen Diensten stand; er starb jedoeh schon 1802. Im Jalre

1) Siehe den VL Abschnitt des von mir in Gemeinschaft mit Frieprren Enern
herausgegebenen Werkes: Die Theorie der Parall%lliniem von Euklid bis
auf Gauls, eine Urkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen
Geometrie, Leipzig 1895, das ich im Folgenden mit P. Th. anfiihren werde.

2) P. Th. 8. 249—250. Am Schlusse des Bandes befindet sich ein Faesimile
dieses Briefes.

Abh. zur Geseh. d. Mathem. 1X. 26



402 Paul Stiackel:

1811 schlofs sie eine zweite Ehe mit dem Juristen Firer in Stuttgart,
Firer war zuerst Rechtsanwalt und Notar gewesen und dann in den
Witrttembergischen Staatsdienst tbergetreten. Aus dieser Ehe stammte der
1898 zu Diirrenberg bei Corbetha verstorbene Pastor Firer, dem ich die
folgenden Mitteilungen dber Taurmus’ Leben verdanke.

Nachdem TAuriNus zuerst in Ingelfingen von dem dortigen Hofprediger
und dann in Reichelsheim, dem Geburtsorte seiner Mutter, von seinem
Onkel, dem Pfarrer Aveust Scuwrrkarr, unterrichtet worden war, absol-
virte er die Prima des Gymnasiums zu Darmstadt und ging 1814 nach
Heidelberg, um sich der Jurisprudenz zuzuwenden. Im Jahre 1815 hat er
sich in Paris aufgehalten, wo sein Vater, der inzwischen in die preufsische
Rheinprovinz iibergesiedelt war und wihrend des Krieges eine Stellung bei
der Armeepolizei bekleidet hatte, zeitweilig das IX. Arrondissement ver-
waltete. Nach seiner Riickkehr bezog er 1816 die Universitit Giefsen und
ging bald darauf nach Gottingen, wo ,er sich in einer einsamen Garten..
wohnung in seine Speculationen vergrub"; unitberwindliche Schen vor &ffent-
lichem Auftreten soll thm sein ganzes Leben hindurch eigen gewesen sein.
Seit Ostern 1822 hat er ohne Amt und Beruf, sich mannigfachen wissen-
schaftlichen Beschiiftigungen widmend, in dem Hause seines Schwagers,
des Justizrates ALexsnper HaseNcLEVER in Koln, gewohnt, der eine der
glinzendsten Zierden der rheinischen Advocatenbank war, und nach dessen
1838 erfolgtem Tode ist er Hausgenosse seiner Schwester, der Witwe.
HAsENCLEVER's, geblieben.

Tavrmus' hinterlassene Papiere zeigen, dafs er sich nicht nur be-
triichtliche Kenntnisse in der hheren Analysis und in der mathematischen
Physik angeeignet, sondern daneben ‘auch philosophische und linguistische
Studien getrieben hat. Verdffentlicht hat Tavrmvus nur zwei kleine Schriften,
die sich auf die Grundlagen der Geometrie beziehen (1825 und 1826).
Uber ihre Entstehung und ihre Bedeutung fiir die Vorgeschichte der nicht--
euklidischen Geometrie soll in den beiden folgenden Abschnitten ausfithrlich
gehandelt werden. Hier sei nur bemerkt, dafs sie nicht die Anerkennung
der Mathematiker von Fach fanden, auf die TAurmNUS gehofft hatte. Er
hat zwar noch erlebt, dafs die Ideen, die er 1826 entwickelt hatte, sich
siegreich Bahn brachen, denn zu der Zeit, wo er sein Leben beschlofs, — er
ist am 13, Februar 1874 gestorben — begannen die Untersuchungen von
LoeaTsorepskiy und J. Boryar, Riemann und HenmueoLTZ bereits Ver-
stindnis zu finden, allein es ist anzunehmen, dafs diese erfrenliche ‘Wand-
luig ' ihm verborgen geblieben ist. o
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2.
Die Theorie der Pam]l]le]hmen vom Jahre 1825.

Au[ser dem bereits erwihnten Pfarrer AucusT SOHWEIKART hatte
Taurmus’ Mutter noch einen 1780 in Erbach geborenen Bruder FERDINAND
Karr ScHWEIKART. . Dieser ist von 1812 ab in Charkow, von 1816 ab
in Marburg, von 1821 ab®) in Konigsberg Professor der Rechte gewesen
und dort 1859 gestorben®). Scmweikarr, der sich, wie das gerade bei
Juristen frither nicht selten gewesen zu sein scheint, seit seiner Studien-
zeit fiir Mathematik interessirte, hatte 1807 eine von griindlichem Studium

der betreffenden Liferatur zeugende Schrift: Die Theorie der Parallel-

linien nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung aus der Geo-
metrie erscheinen lassen, in der er noch ganz auf dem Boden der Eu-
klidischen Flemente stehend das elfte Axiom durch das , Postulat von
Quadraten® ersetst. Spiiter hat er Untersuchungen angestellt, die mit denen
von Saccmer: und Lausert auf eine Stufe zu stellen sind, und hat sich
schliefslich zu der Conception einer widerspruchsfreien: Geometrie - durch-
gearbeitet, in der das elffe Axiom nicht gilt und die Summe der Winkel
des Dreiecks kleiner als zwei Rechte ist. Im Jahre 1819 . legte -er seine

bereits wihrend seines Aufenthaltes in Charkow gewonnenen Jdeen durch

Vermittelung -seines Kollegen GeruNG, eines Schillers von Gauss, diesem
vor. Gauss’ Antwort begann mit den Worten:

_nDie. Notiz von Hr. Pr. Scaw. hat mir ungemein viel Vergniigen ge-l

macht und ich. bitte ihm dariiber .von mir recht viel Schones zu sagen.
Es ist mir fast alles aus der Seele geschneben“5)

3) P. Th. 8. 243 heilst es 1820. Dass dlese aus Jnsrms Hessmcher Gelehrten-

Geschichte (Marburg 1831, 8. 622) entnommene und auch in Pogeixporrr’s Hand:
worterbuch - (Leipzig 1863, Bd. 1I,  Spalte 875) : iibergegangene - Angabe unrichtig
ist, zeigh ein Brief von OLBERB an. Bmssm vom 20. Mai 1821 (Briefwechsel zwischen
Onsers und Besssr, herauagegehem von Ermany. Bd. II. 8. 195), in- dem. dieser

schreibt: ,Jch- ka.nn den Hexrrn Professor Scﬂwmcmn mcht abreisen lassen ohne
ihm einige Zeilen mitzugeben.

einen angenehmen Gesellschafter und v1eﬂllewht Freund erhalten.

4) Wovrzs (Avtikel |, Ferpmvarp Karr-Scawemarr®, Allgemeine Deutsche Bio-.

gla,phle Bd. 83, Leipzig 1891. 8. 388) hat als Todesjahr 1857 bezeichnet. Diese

P. Th. 8. 243 tibernommene Angabe ist irrtimlich, Scawrmanr ist vielmehr, wie

die Akten der Universitit Konigsberg zeigen,. am 17. August - 1859  gestorben;
dasselbe Datum findet snch auch in POGGEI\TDORFF 8 H[a.mdwortwen.buch Bd. T,
Spalte 875. : ' ' '

5) P. Th S. 246, Es ist mir mzwwchem gelmngem dlese metkwrdlge Notm-

von Scawekarr aufzufinden, die. ebenso wie dér vollstindige Brief von Gauss an
' 26*
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404 Paul Stickel:

Von seiner Entdeckung, ,dafs unsere Geometrie nur ‘eine relative
Wahrheit habe, und ‘dafs es eine hihere, welche ich die Astralgeometrie
nenne, gebe, hat ScuwEIkART seinem Neffen Taurivus, von dessen mathe-
matischer Begabung er eine hohe Meinung gehabt zu haben scheint, in
einem Briefe vom 1. October 1820 Mitteilung gemacht und ihn aufgefordert,
er mdge doch zu ihm kommen. Er wies ibn darauf hin, dafs Gauss auf
demselben Wege sei, und schlofs mit den Worten: ,In kurzer Zeit wiirde

ich Dich in diese Ansicht einfithren ktnnen und Deinem Erfindungstriebe -

ein weites Feld ertifnen‘®).

Tavrinus hat dieser Einladung nicht Folge geleistet. Er sagh "in
seiner Theorie der Parallellinien (8. 91), dafs er sich mit der Astral-
geometrie seines Onkels nicht habe befreunden konnen?). Erst 1824, also
zu einer Zeit, wo er bereits in Koln bei seinem Schwager lebte, hat er
sich wieder geometrischen Studien zugewendet, veranlafst durch den Um-
stand, dafs ihm ,die 1807 in Jena erschienene Schrift desselben ScHWEIRART
in die Hinde fiel“. Er erkannte den Grundfehler von dessen Demonstra-

tionen in dem Postulate von Quadraten und versuchte auf anderem Wege

das elfte Axiom zu beweisen. Seinen Beweisversuch teilte er SCHWEIKART
mit, der ihm in einem Briefe vom 12. November 1824 dessen Unzuling-
lichkeit darlegte und abermals auf seine Astralgeometrie hinwies, die Gauss’
Zustimmung gefunden habe$).

Noch ehe diese Antwort eintraf, hatte Tavrinus, der inzwischen in
seinen Untersuchungen weiter geriickt war und denselben Weg eingeschlagen
hatte, auf dem Saccmerr und LameerT ihm vorangegangen waren, sich an
GAuss selbst gewendet. Sein Brief lautete folgendermafsen :

nliuer Hochwohlgeboren

haben Sich durch die ausgezeichnetsten Verdienste um die Mat]ﬁematik‘

einen so hohen Ruhm begriindet, dass ich keinen Augenblick zweifelbaft
sein konnte, an wen ich mieh mit einem Anliegen von hichstem Interesse
mit dem grossten Vertrauen zu wenden hitte. _

Was so vieljihrigen Bemithungen der besten Mathematiker nicht ge-
lungen ist, eine befriedigende Theorie der Paralléllinien aufzustellen, und
80 einem Mangel der Elementargeometrie abzuhelfen, den jeder Freund der-

Geruive vom 16, Mirz 1819 in dem demniichst erscheinenden VIIL Bande von
Gauss’ Werken abgedruckt werden wird. ' '

6) P. Th. 8. 249.

7) Vergleiche auch die Einleitung zu den Geometriae prima elementa, 8.V,
P. Th. 8. 247, : S '

- 8) P. Th, 8. 2456—246 sowie Gauss’ Werke Bd. VIIIL.
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" selben unangenehm empfinden musste — das schwebt mir, wenn mich nicht
alles tduscht, als ein erreichbares, ja halb erreichtes Ziel vor.

Der innliegende Versuch wird Euer Hochwohlgeboren die Uberzeugung
verschaffen, ob meine Hoffnung begrimdet ist, und ich darf wohl um die
Gewogenheit bitten, sobald mein Versuch Thren Beifall hat, mir Thre An-
gieht hieritber baldmoglichst mitzutheilen. '

Mit der gréssten Hochachtung _ _

| ' Euer Hochwohlgeboren
ergebenster Diener

Céln am Rhein A. TAURINUS
den 30. October 1824. bei R. Anwalt HASENCLEVER.

Wenn ab, ¢d zwei gerade Linien sind, die von einer dritfen ef unter
rechten Winkeln geschnitten werden, und es wird von der ab auf die cd
ein Loth ik gefillt, so bleibt es zweifelhaft, was sich bei i fiir ein Winkel
gik bilde, ob ein stumpfer, ein rechter oder ein spitzer Winkel?

Bs werde vorerst angenommen, Winkel gik sey > 2 R, so lisst sich
folgendes beweisen: a :

1.) alle von ab auf cd gefillten Lothe werden desto kleiner,

je weiter sie von ef abstehen. . '

2.) Dabei werden die Winkel gik, glm ... immer stumpfer.

8) Zuletzt missen sich @b und cd gehdrig verlingert,

schneiden. '

7 Beweis.

1.) Bs sey k= gh = km==mo, und Winkel gik stumpf, so ist ik < gh.

Denn es sey eben so gross, so whren bei ¢ rechte Winkel, wider die
Voraussetzung. '

Oder es sey ik grosser,
dass also‘-‘ 7. B. pk = gh. i T 1 n | e 3
Tiche gp, so ist Winkel — | — |
gpk = pgh:aberpgh <R,
um so mehr gip < R,
wider die Annahme. A I 2

Ferner ist Im < ik.
Denn es sey eben so gross, Fig. 1
80 ist Winkel I4% = Win- S ' - :
kel ¢lm. Fille das Loth ig, welches, da élm == lik ein spitzer Winkel
ist, zwischen ! und m fallen muss: alsdann wire gm = gh > ik >1m,
was unmdglich ist. ‘ .

‘g‘

-
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Oder es sey lm > ik, u B. rm = ik Ziche ir, gr. Bs lasst sich
beweisen, dass grm > grk, weil gh > rm. Es ist rik— rm > grm
> vgh: ferner ril > rgl, folglich kil > hgl > R, wider die Voraussetzung,
dass gik > R. :

Ein #hnlicher Beweis lisst sich fiir alle Lothe fiihren, nicht nur
wenn hk = gh = km ..., sondern ganz allgemein fiir alle Lothe: sie wer-
den -desto kleiner, je mehr sie sich von ef entfernen.

2.) Nun sey also lm < ik Fille die Lothe lw, if, so ist if<la:
denn wenn dieses Verhiltniss bei den Linien: ab, c¢d, die von der ef

e
a—gl . A "
o %}’>\~_ 5
¢ F) FA L [7) [/
I
Fig. 2.

rechtwinklicht geschnitten werden, stattfindet, so muss das nemliche auch
von den Linien %i, ml gelten, die bei % und m auf der cd rechtwinklicht
stehen, zumal wenn km = gh: denn ausserdem wiire keine Geometrie mig-
lich, Ist aber iff <le, so ist auch I8 < lie, und da i = min, so
folgt daraus, dafs die Winkel 13k, #lm w. s w, desto Kleiner werden, je
weiter die Lothe von ef sich ‘entfernen,

3.) Sehr leicht folgt daraus, dals, wenn die Liothe le, ny u. s, w. ge-
fullt werden, Iy >ie u. s, w., dagegen ha > Im, ym > no (da ny > lo
. s. w.) — woraus sich denn auch mit Nothwendigkeit auf ein Schneiden
der Linien ab, c¢d schliefsen lisst, sobald sie, nur. gehdrig verltingert wer-
den, es mag auch éx anfangs noch so unendlich ’kieiﬁ_ sein.

Es lisst sich dagegen auf mehr als eine Axt der Bewsis fithren, dass
zwel Linien, die auf einer dritten senkrecht stehen, sich unméglich schnei-
den kinnen. Daher ist es denn auch eine unrichtige Voraussetzung, -~ dass
wenn zwel Linien von einer dritten unter rechten Winkeln . gesechnitten
werden, und von der einen auf die andre ein Loth gefillt wird, dieses
nach der schneidenden Linie zu einen stumpfen Winkel bilde.

Hieraus ergiebt sich der Satz, dafs die Winkel eines Dréiecks zu-
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‘sammen nie mehr als 2 Rechte ausmachen konnen. Denn diefs sey der
Fall in ABC: fille AD. Es seyen auch in ADC mehr als. 2 R: con-
struire das #hnliche Dreieck ACE, dals

AR = DC: esistalso EAD=DOE, > R. < 4
Frrichte das Loth AF und CF, so wire A

AFG ~ R, welches nach dem obigen un- 4 b o ,
moglich. B Fig. 5. ‘

Nun lasst sich, wie iech glaube, auch der Beweis fihren, dass die
Winkel eines Dreiecks nicht- kleiner sein kénnen, als 2 E, sondern = 2 R:
dataus ergiebt sich dann weiter, dals wenn 9 Linien mit einer dritten sie -
schneidenden nach einer Seite hin weniger als 2 B machen, sie sich noth-
wendig schneiden miissen.” |

Um auf diese Auseinandersetzungen genauer einzugehen, scheint es
‘zweekmifsig, sunfichst Gavss’ Antwort mitzuteilen, die ich bereits. 1895
(P. Th. 8. 249—250) vertffentlicht habe. Gauss schreibt am" 8. November
1824: ' o '

Ewr. Wohlgeboren

gefilliges Schreiben vom 80 Oct. nebst dem beigefiigten kleinen Aufsatz
habe ich nicht ohne Vergniigen gelesen, um' so mehr, da ich sonst ge-
wohnt bin, bei der Mehrzahl der Personen, die neune Versuche tiber die
sogenannte Theorie der Parallellinien [machen,] gar keine Spur von wah-
rem geometrischen Geiste anzutreffen.

Gegen Thren Versuch habe ich nichts (oder micht viel) anderes zu er- .
innern als dass er unvollstindig ist. Zwar lasst Thre Darstellung dés Be-
weises, dass die Summe der drei Winkel eines ebnen Dreiecks nicht grofser
als 180° seyn kann in Riicksicht auf geometrische Schiirfe noch zu desi-
deriren 1ibrig. Allein dies wiirde sich erginzen lassen, und es leidet keinen
Zweifel dafs jene Unmoglichkeit sich auf das allerstrengste b.eweisen lafst.
Ganz anders verhiilt es sich aber mit dem 2° Theil, dafs die Summe der
Winkel nicht kleiner als 180° seyn kann; dies ist der eigentliche Knoten,
die Klippe woran alles scheitert. Ich vermuthe, - dass Sie sich noch nicht
lange mit dem Gegenstande beschéiftigh haben. Bei mir ist es iber 30 Jahr,
und ich glaube nicht, dafs jemand sich ebén mit diesem 2° Theil mehr
beschaftigt haben konne als ich, obgleich ich niemals etwas dariiber be-
kannt gemacht habe. Die Annahme, dafs die Summe der 3 Winkel kleiner.
sei als 1800, filhrt auf eine eigne von der unsrigen (Buclidischen) ganz
verschiedene Gleometrie, die in sich selbst durchaus consequent ist, “und
Gio ich fir mich selbst ganz befriedigend ausgebildet habe, so dass ich jede
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Aufgabe in derselben auflosen kann mit Ausnahme der Bestimmung einer
Constante, die sich a priori nicht ausmitteln lisst. Je grofser man diese

Constante annimmt, desto mehr nihert man sich der Buclidischen Ged(

metrie und ein unendlich grosser Werth macht heide zusammenfallen. Die

Sitze jener Gteometrie scheinen zum Theil paradox, und dem TUngeiibten

ungereimt; bei genauerer ruhiger Uberlegung findet man aber, dafs sie an
sich durchaus nichts unmogliches enthalten. So z. B. kénnen die drei
Winkel eines Dreiecks so klein werden als man nur will, wenn man nur
die Seiten grofs genug nehmen darf, demnoch kann der Flicheninhalt eines
Dreiecks, wie grofs auch die Seiten genommen werden, nie eine bestimmte
Grenze tberschreiten, ja sie -nicht einmahl erreichen. Alle meine Be-

mithungen einen Widerspruch, eine Inconsequenz in dieser Nicht-Euclidischen

Greometrie zu finden sind fruchtlos gewesen, und das Einzige was unserm
Verstande darin widersteht, ist dals es, wiire sie wahr, im Raume eine an
sich bestimmte (wiewohl uns unbekannte) Lineargrisse geben miisste,
Aber mir deucht, wir wissen, trotz der Nichts Sagenden Wort-Weisheit der
Metaphysiker eigentlich zu wenig oder gar nichts iiber das wahre Wesen
des Raumes, als dals wir etwas uns unnabiirlich vorkommendes mit Ab-
solut Unmdoglich verwechseln diirfen. Wire die Nicht-Buclidische Geo-
metrie die Wahre, und jene Constante in einigem Verhiltnisse zu solchen
Grossen die im Bereich unsrer Messungen auf der Erde oder am Himmel

liegen, so liesse sie sich & posteriori ausmitteln. Ich habe daher wohl

zuweilen im Scherz den Wunsch gedulsert, dals die Buclidische Geometrie
nicht die Wahre wire, weil wir dann ein absolutes Maags a priori haben
wiirden.

 Von einem Manne, der sich mir als einen denkenden Mathematischen
Kopf gezeigt hat, fiirchte ich nicht, dafs er das Vorstehendse misverstehen
werde: auf jeden Fall aber haben Sie es nur als eine Primt—Miﬁttheilung

anzusehen, von der auf keine Weise ein 6ffentlicher oder zur Offentlich-

keit fithrenkGnnender Gebrauch zu machen ist. Vielleicht werde ich, wenn

ich einmahl mehr Musse gewinne, als in meinen gegenwirtigen Verhslt- -

nissen, selbst in Zukunft meine Untersuchungen bekannt machen. .
Mit Hochachtung verharre ich
= " Ewr. Wohlgeboren
Gottingen den 8 November ergebenster Diener
1824. C. F. Gauss,

Aus diesen Briefen ergiebt sich zunichst, dals Tavrmus im October
1824 noch durchaus der Uberzeugung war, das elfte Axiom ‘konne und
musse bewiesen, d. h. aus den tibrigen Voraussetzungen der Euklidischen
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Elemente helgeleltet werden, dals er die wesenthche Tdentitat des elftan
‘Axioms mit dem Satze, dals die Qumme der Dreileckswinkel 2 Rechte be-
trage, erkannt und den Beweis fir diesen Satz auf apagogischem Wege
durchzufithren versucht hatte, dafs er von den beiden Mdglichkeiten,- die
alsdann zu betrachten sind, nur die eine, bei der die Winkelsumme grilser
als 2 Rechte vorausgesetzt wird, genaner untersucht hatte und dafs es ihm
gelungen war ihre Unvereinbarkeit mit den Voraussetzungen des Euklidi-

" schen Systems zu zeigen, dafs er jedoch auf diesem Wege bei weitem

nicht so tief wie SaccmErt und Lameert vorgedrungen war, welche schon
1738 und 1766 die ,Hypothese des stumpfen Winkels" eingehend unter-
sucht hatten, von deren Untersuchungen jedoch Tavrmvus damals noch keine

_ Kenntnis besals.

Demgegeniiber hatte sich GAUSS zu dexselben Zeit nicht nur nach
Jangen Kiimpfen, bei denen die Frage, ob man die Existenz einer an sich
bestimmten Lineargrifse annehmen dinfe, eine wesentliche Rolle gespielt
hat?) su der Uberzeugung von der logischen Unanfechtbarkeit einer ,micht-
euklidischen® Geometrie durchgerungen, in der die Summe der Winkel

des Dreiecks kleiner als 2 Rechte ist, sondern auch diese neue Geometrie

,fiir sich selbst ganz befriedigend ausgebildet*1?). Die Worte: ,Ich habe

‘daher wohl zuweilen im Scherz den Wunsch geiulsert, dals die Euklidische

‘Geometrie nicht die Wahre wire, weil wir dann ein absolutes Mafs a priori
]hdtten, die sich ibrigens dem Sinne nach genau mit einer Aufserung
Lamserr’s decken), stehen damit nicht in Widerspruch; der ,Scherz” be-
zieht sich augenscheinlich nicht auf die nichteuklidische Geometrie, sondern

“allein auf die praktischen Folgen, die die Existenz eines absoluten Malses

haben wiirde.

Endlich wird durch die beiden Briefe die fmr die Vﬁrceschmhte der
nichteuklidischen Geometrie bedeutungsvolle Thatsache festgestellt, dals Gauss
und Tavrinus erst im Jahre 1824 in Beziehungen zu einander getreten
sind, und da Gavss keine weiteren Briefe an TauriNus geschrieben hat,
wird zugleich der Einflufs, den jener auf diesen gehabt haben kann, genau
fostgelegt. Damit ist, worauf noch zurtickzukommen sein wird, fiir TAURINUS

~ die selbstéindige Entdeckung der nichteuklidischen Trigonometrie

gesichert die freilich Gauss spiitestens seit 1819 besessen hab‘em mulfs.

9) Weitere Aufschliisse hiertiber wird Bd. VIIL der Gmss sc]hen We;ke geben.
10) Eine #hnliche Aufserung findet sich auch in dem Briefe an ‘GrruvG vom
16. Mirz 1819. P. Th. 8. 246. Siehe auch die Abhandlung von Frieprice ExcEn
and mir: Gauss, die beiden Bolyai und die nichteuklidische Geometrie,
Mathematische Annalen, Bd. 49. S. 1560—151, 1897.°
11) Lamserr’s Parallelentheorie § 80, P. Th. 8, 200.
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Nimmt man die weitere Thatsache hinzu, dals SCHWEIKART unabhiingig von

Gavss die Tdee der ,Astralgeometrie concipirt hat — nach einer Aufserung
GERLINGS bereits wihrend seines Aufenthaltes in Charkow 1812—18161%)
—, so ergiebt sich, dals die Ansicht, alle Untersuchungen iitber nicht-
euklidische Geometrie gingen auf Anregungen von Gauss zuriick, nicht mehr
haltbar ist. Damit aber verliert die Frage, ob die Unfersuchungen von
Losarscuersky und Jomawn Bouvar direkt oder indirekt durch GAuss ver-
anlafst sind'®), ihre principielle Wichtigkeit; womit nicht geleugnet werden
soll, dals es sich hierbei um ein vom Standpunkte des Mathemavtikers‘wie
des’ Historikers und Psychologen recht interessantes Problem handelt,

Doch kehren wir zu TAURINUS surtick, fiir den die freundliche Antwort,
die ithm ein Mann wie Gauss zukommen Liefs, gewils ein Ansporn gewesen
ist, seine Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie mit erneutem
Bifer fortzufithren. So entstand seine erste Schrift, die Theorie der
Parallellinien, deren Druck im Mirz 1825 vollendet wurde. Ehe
Taurinus sein Erstlingswerk dem Buchhandel iibergab, sandte er es am
Gauss und schrieb ihm bei dieser Gelegenheit folgenden Brief:

Euer Hochwohlgeboren -

weils ich meinen Dank fiir die héchst glitige und interessante Beantwortung
der Anfrage, die ich vor ungefihr vier Monaten an Hochdieselbe zu richten
so frei war, nicht besser erkennen zu geben, als durch Ubersendung bei-
folgender kleiner Schrift, bevor sie moch ins Publicum kommt. Ich winde
mich zur Herausgabe derselben schwerlich entschlossen haben, Wénn_ mir
gleich anfangs bekannt gewesen wiire, dals Lee¢ENDRE den Beweis, dem ich
als einer ganz neuen Entdeckung einen bedeutenden Wert beizulegen ge-
neigt war — dafs nemlich die Summe der drei Winke] eines ebenen Drei-
ecks zwel Rechte nicht iibersteigen konne — bereits vollkommen befriedigeﬁd
geftihrt hat, worauf mich erst Hr. Prof v, MiNomow in Bonn aufmerksam
gemacht hat. Hierdurch verschwindet also das vorziiglichste Interesse,
das die Schrift aufserdem fiir den Mathematiker hiitte haben kénnen: in-
dessen ehthéi,lt sie dennoch vielleic]ﬁt eine oder die andere neue Aunsicht.

Die neue ‘Geometr.ie, auf welche Ew. Hochwohlgeboren wegen des, zu
einer griindlichen Theorie der Parallelen noch fehlenden Beweises mich ver-

weisen, ist mir seit vier Jahren nichts unbekanntes und mir zuerst von

meinem Oncle, Professor SCEWEIKART, damals in Marburg, mitgetheilt worden:

12) Vergl. meine Bemerkung in Excer’s Buch: Nikoras Iwasowirscn Lopan-
BCHEFSKI), zwei geometrische Abhandlungen. Teil II. Leipzig 1899, 8. 428
13) P. Th. 8. 242—243 und Exezr, a. a. 0., S. 378—382. -
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ich vermochte aber aus blofsen Andeutungen nicht, ‘die Idee davon aufzu-
fassen, bis ich vor vier Monaten cben jenen Beweis, den ich Euer Hoch- -
wohlgeboren mitzutheilen die Ehre hatte, auffand und so von selbst auf den
Versuch geleitet wurde, ein geometrisches System, in welchem die Summe
der Dreieckswinkel kleiner, als awei Rechte wire, zu entwickeln. Da ich
hierbei auf unerwartete Schwierigkeiten stiefs, so gab ich den Versuch bald
“auf und habe mich seitdem nicht mehr damit beschiftigh Ich konnte um
so eher darauf verzichten, als mein genannter Oncle mir bemerkt hatte, dals
Euer Hochwohlgeboren dieselbe Idee lange schon und weit verfolgt hitten.
Indessen hat sich bei mir gleich anfangs die Ansicht geb1ldet die ich in
‘der beiliegenden Schrift auszusprechen gewagt habe.

Hochst schitzbar und schmeichelhaft wire es mir, wenn Euer Hoch-
wohlgeborem die kleine Schrift einer Durchsicht und Crltlk wiirdig fiénden
und die Gewogenheit haben wollten, mir Ihre Einwendungen dagegen oder
das ganze Resultat Threr Beurtheilung mitzutheilen. Die Schrift wird auf
keinen Fall vor vierzehn Tagen irgend jemanden bekannt werden und ich bin
bereit sie sogleich ganz zu unterdriicken, wenn es Euer Hochwohlgeboren
im mindesten unangenehm wiire, dafs der gedachte Gegenstand zur Sprache
kime. ‘

Mit der Versicherung der ausgezeichnetsten Hochachtung und Verehrung
verharre ich |
Euer Hochwohlgeboren
" ergebenster Diener

F. A. TAurINUS.
Céln a. Rh,, den 20. Mirz 1825. ‘

Aus dem spiiter mitzuteilenden Briefe Taurmus  an Gauss vom
99, Dezember 1829 geht hervor, dafs Gauss das Schreiben vom 20. Mirz
1825 nicht beantwortet hat. - Wenig ermutigend war auch die Antwort,
dic W. A. Dmsterwee (1782—1835), damals Professor der Mathematik
an der Universitdt Bonn, ihm auf die Zusendung der Theorie der Pa-
rallelen am 15, September 1825 zugehen liefs. Es heifst darin:

- Ich halte es fiir eine Hufserst bedenkliche Sache, einen Theil seines
Lebens der. Aufste;l]ldng einer neuen Parallelentheorie zu widmen. Was
EvkLipes nicht konnte, und alle ‘grofsen Matheratiker nach ihm nichf
konnten, ist gewils eine sehr schwer zu leistende Sache. Und ohne einen
neuen Grundsatz an die Stelle des elften Eukhdlscheu vy setzen durfte es
wohl unausfithrbar sem“ wy,

14) Mitteilung von Pastor Fimer, vergl. S. 402 dieser Abhandlung.
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Da die Theorie der Parallellinien eine ziemlich seltene Schrift
ist1®), sei es gestattet, eine kurze Ubersicht ihres Tnhaltes zu geben; die
fiir die Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie wichtigen Stellen haben _
Exger, und Sricker wieder abgedruckt’®). In der Vorrede (8. 3—14) be-
ginnt Taurizus damit, ,die hauptsichlichsten Ansichten, Vorschlige und
Versuche tber das elfte Euklidische Axiom anzufithren und die Griinde
ihrer Unhaltbarkeit, ihres nothwendigen Mifslingens darzulegen® und erkliirt
aldann, ,dafs man von der Summe der Winkel im Dreiecke ausgehen und
sich bestreben miisse, den Widerspruch aufzudecken, der sich aus einer will- -
kiirlichen Annahme derselben ergeben werde®. Er fihrt fort:

nDer gegenwirtige Versuch malst sich nicht an, zur Wahrheit, die zu
erreichen so vielfache Bemiihungen und Forschungen fruchtlos waren, end-
lich durchgedrungen zu sein und dem Urtheil der Mathematiker vorzugreifen,
Es darf aber nicht unbemerkt bleiben, dafs iiber den 51ten Lehrsats ) — und
wir wiifsten nicht, was mehr zu seiner Empfehlung gereichen kinnte — Herr
Hofrath Gauss sich bereits beifallig ausgesprochen hat. Das bei dem Be-
weise desselben beobachtete Verfahren ist so eigenthiimlich, dals der Satz in
dieser Gestalt gewils zum erstenmal erscheint.* -

Es folgen (8. 15—72) ,Die ersten Elemente der Geometrie®.
Nach REukrips Muster beginnen sie mit 52 Erklirungen und 2 Forderungen
(Existenz einer Geraden durch zwei gegebene Punkte, eines Kreises mit
gegebenem Mittelpunkt und Halbmesser). Dazm kommen, den Kowel fvvor
Euknis entsprechend, 10 ,allgemeine mathematische Grundsitze”, und
endlich formuliert Taurmus, worauf er grofses Gewicht legt, den ,Be-
sonderen Gtrundsatz der Geometrie®, nach dem zwischen zwei Punkten nur
eine gerade Linie moglich ist.

Nunmehr wird in 70 Lehrsiitzen und Aufgaben ein System der Elemente
der Geometrie entwickelt, das manchen originellen Gedanken aufweist. Hier
mige nur bemerkt werden, dafs in Lehrsatz 51 die Hypothese des stumpfen
Winkels wesentlich in der Art, wie das in dem Briefe an GAuss vom
80. October 1824 geschehen war, abgewiesen wird, Wihrend der Beweis

15) Wir haben sie 1895 nur auf den Koniglichen Bibliotheken zu Berlin
und Dresden, sowie auf den Universititsbibliotheken zu Bonn und Jena
(P. Th. 8. 251), spiter auch auf der Bibliothek der technischen Hochschule zu
Berlin vorgefunden. '

16) P. Th. 8. 255—266. _ o

17) Theorie der Parallellinien §. 55: ,Wenn zwei Linien von einer
dritten unter rechten Winkeln geschnitten werden und ein Loth von der ersten
auf die zweite gefﬁ,llf, macht mit der ersten mnach der Seite der dritten hin
einen stumpf en.Winkel, so konnen alle diese Linien keine geradenLimi_en sein, '
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far Lehrsatz 51, .bei dem mit Nachdruck die Voraussetzung hervorgehoben
wird, dafs ,es verstattet ist die gerade Linie ins unendliche verlingert
vorzustellen®, ‘als gelungen bezeichnet werden kann, ist der Beweis fiir
den folgenden TLehrsatz 52: ,Unter den beiden ubrigen geometrischen
Systeinen ist das Parallelsystem, in welchem ein Viereck vier Rechte
enthalten kann, allein geradlinig® durchaus unzuléinglich. Taurmus scheint
das selbst gefilhlt zu haben, da er in den den ,Elementen” angehingten
Erliuterungen (S. 73—88) gegen die Hypothese des spitzen Winkels acht
weitere Griinde anfihrt (S. 86—87, P. Th. 8. 2568—259). Bemerkenswert
ist, dafs er dabei, wohl durch Gauss’ Brief beeinflufst, die ,jinnere Conse-
quenz des dritten Systems“ ausdriicklich anerkennt und zum Schlufls (S 88)
als seine Uberzeugung ausspricht, ,dafls es ein solches System allerdings
gebe; dafs wir aber zweifeln, ob es eine geradlinige oder eine ebene
Gieometrie sein werde®.

Den Schlufs des Werkchens bildet eine Nachschrift (8. 8893, vergl.
auch P. Th. 8. 259—261), in der sich Tavrmus itber Learxore's Unter-
suchungen #ufsert, die ihm erst wihrend des Druckes durch die Vermittelung
von Professor v. Miscrow in Bonn (1778—1886) bekannt geworden waren.

Spiter, jedenfalls erst nach dem 20. Mrz 1825, hat TaurmuUSs seiner
Sehrift einen Nachtrag hinzugefigt (S. 95—102, P. Th. 8. 261—266), -
der fur die Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometne von besonderer
Wichtigkeit ist. Augenscheinlich hatten ihn die Griinde, die er gegen das
dritte System ins Feld gefiihrt hatte und die in Wahrheit, um mit LamBrrT
zu reden, nur ,argumenta ab amore et invidia ducta® Wmenla):A auf die
Dauer nicht befriedigt, und so war er dazu gefiihrt worden, dieses System
weiter zu entwickeln, in der Hoffnung, dadurch einen strengen Beweis fiir
seinen Lehrsatz 52 zu gewinnen. Auf diese Weise ist er, wie vor ihm
Saccmeri, su dem Begriffe der Grenzgeraden und zu dem Beweise der
Existenz eines gemeinsamen Lotes sich nicht schneidender Geraden ge]tangtw)
und hat, wie vor ihm LampErr, nachgewiesen, dals dem dritten System eine
,Bestimmungsgrofse® (,Parameter, Axe, Potenz") eigen ist, die man will-
kiirlich annehmen kann®'). ‘Indem er anf diese unvermeidliche Folge der
Annahme einer von zwei Rechten verschiedenen Winkelsumme des Dreiecks
hinwies, glaubte TauriNus dem Euklidischen Systeme die Alleinherrschaft’
gesichert zu haben, denn nes lifst sich” meinte er, ,gar kem Ghrund ein-

18) Theorie der Pamllel]imien g 81, P. Th. 8. 201,

19) Euclides ab omni naevo mndw@ms 8.43—45 umd 68——70 P.Th. B.87—89
und 107—109,

20) Theorie der Parallellinien § 79 und 80, P. Th. 8. 199—201.
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sehen, dem einen System vor allen andern eine ausschliefsliche Gitltiglkeit
beizulegen, man mufs vielmehr die gleichzeitige Muglichkeit aller Systeme
annehmen und es wiiren also, wenn man sie als geradlinig betrachten
wollte, zwischen zwei Punkten unendlich viele gerade Linien denkbar®.

3.
Die Geometriae prima elementa vom Jahre 1826.

Dals der Theorie der Parallellinien die Anerkennung der Mathe- .

matiker von Fach nicht zu Teil wurde, hat Taurmus nicht entmutigh, war
er doch selbst mit seiner Erstlingsschrift nicht zufrieden, ,an der ihm vieles
nicht gefiel*™). Dazu kam, dals er gerade zu dieser Zeit CAMERER’S vor-
treffliche Ausgabe der Euklidischen Elemente (Bd. I. Berlin 1824) kennen
lernte und aus dem Excursus ad El 1. 29 (8. 402—442), einer noch heute
wertvollen Geschichte der Versuche das elfte Axiom gz beweisen, ersah,
dafs die Beweismethode, auf die er in seiner Theorie der Parallelen hin-
gewiesen hatte, bereits von Sicomerr und Lamerrr, die wir im Vorher-
gehenden wiederholt erwiihnt haben, angewandt worden war®?). Der ur-
spriungliche Zweck der Elementa war daher oine neue, verbes-
serte Darstellung des Systems der Geometrie zu geben, das
Tavrmus in der Theorie der Parallellinien entwickelt hatte. Wie
bei diesen die Nachschrift und der Nachtrag, so ist bei jenen, die nach
dem Datum der Vorrede zu urteilen, bereits Ende 1825 druckfertic gemacht
worden waren, nach Vollendung des Druckes ein Additamentum hingu-
gekommen, in dem Tauvrmxus die Ergebnisse seiner inzwischen angestellten
Untersuchungen niedergelogt hat, Untersuchungen, die ihn gur Entdeckung
der nichteuklidischen Trigonometrie gefithrt hatten, '

21) Geometriae prima elementa S. VI. P. Th. §. 248, _
22) Geometriae prima elementa S. V. P, Th. 8. 248. Dafs Camerer’s Excursus
in dem von Exerr und mir herausgegebenen Werke: Die Theorie der Parallel-
linien von Evrkum ,bis auf Gauss nur gelegentlich erwihnt (S. 248 und 319),
aber nicht gebiihrend gewtiirdigt worden ist, liegt daran, dafls ich ihn erst withrend

des Druckes kennen lernte. Vor allem hitte daselbst in der Einleitung 8, II—IV

hervorgehoben werden miissen, dafs schon Camrrer mit grolsem Nachdruck und
tiefem Versttindnis auf die Untersuchungen von Saccmerr und Laweerr  hin-
gewiesen hat und dals daher Brrrrasx fiir jenen, Sricker fiir diesen nur als
Nachentdecker gelten konnen, _ '
Cammrer's Excursus enthiilt auch moch eine Reihe weiterer fiir die Vor-
geschichte der nichteuklidischen Geometrie wichtiger Literaturangaben, auf die
ich bei andrer Gelegexheit eingehen zu kénnen hoffe, '

|
!
&
3
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Auf ‘die Einleitung (8. III—VI) folgen entsprechend den ersten
Elementender Geometrie die Geometriaeprima elementa;sie enthalten
nach einander 32 Definitiones, 2 Postulata, 6 Axiomata und 26 Propositiones;
die 26t ist Huklids elftes Axiom. Den Schwerpunkt bildet die Propositio
XXIV: ,,Omnis trianguli rectilinei tres anguli duobus rectis aequales sunt.
Der Bewels wird apagogisch gefiihrt. Bei dem TFall, dafs die Summe der
Dreieckswinkel grofser als 2 Rechte vorausgesetzt wird, benutzt Tavrimvus
Legeypre’s Methode der Aneinanderreihung congruenter Dreiecke®). Bei
dem Fall, dals diese Summe kleiner als 2 Rechte vorausgesetzt wird, zelgt
er zuerst, dafs diese Vorausse‘tzung, falls sie bei einem einzigen Dreieck
wirklich erfillt ist, fiir jedes Dreieck gilt, beweist darauf die Existenz der
LosaTscrErskiy’schen Grenzgeraden und leitet endlich die Existenz des ab-
soluten Mafses her, dessen Willkiirlichkeit bedmgt dals es unendlich viele
geometrische Systeme giebt, in denen die Summe der Winkel des Dreiecks
Kleiner als zwei Rechte ist. Aus dieser V1elhelt der moglichen Systeme"
folgert er endlich, wie in dem Nachtrage zu der Theorie der Parallel-
linien, die Unzulissigkeit der Annahme eines solchen geometrischen
Systemes. '

Es folgen (S.43-—64) Observationes, von denen diejenigen zur
Propositio XXIV (8. 53—64) am wichtigsten sind®). Tauvrmus betont
hier abermals, dafs. die ,neue Geometrie“ in sich widerspruchslos sei, giebt
die bei ihr geltende Formel fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks und macht
schliefslich den Versuch eine die ,gesamte Geometrie®, also alle drei Hypo-
thesen iiber die Winkelsumme, umfassende Trigonometrie herzuleiten.
Sind nimlich e, 8, y die durch eine constante Linie 27 R dividirten Seiten
a, b, ¢ eines Dreiecks, und ist 4 der der Seite a gegenitberliegende Winkel,
so setzt er die Formel an: ’ | '

Cco8 ¢ — COS 3 - COB
arc cos ( - ﬁ ')’)

_ ginf -siny
VSE—a) (8= (S—0
cesto

in der S die halbe Summe der Seiten und €' eine willkiirliche Constante
bedeutet; ‘und leitet daraus (8. 58— 64) eine Reihe von Siitzen ab, die in
der ,neuen Geometrie gelten sollen. Wenn auch ein grofser Teﬂl dieser
Sitze richtig ist, so muls doch dieser Versuch einer mchteukhdlschen Trigono-
metrie - als durchaus m1[5gluckt bezeichnet werden.

‘ 23) LEGENDRE, Filémens de Géométrie s zweite Ausgabe, Paris ‘1.799, Pro-
position XIX,
24) Vergl. P. Th. S. 269—270.
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Tavrmvus fshrt jetst fort: ,Dies war bereits gedruckt, und es blieb
mir nur noch iibrig, meine Ansicht iiber das wahre Wesen dieser Geometrie
vorzubringen, da gelangte ich endlich zu der Gewilsheit, dafs sich diese
meine Ansicht wirklich beweisen lifst. Von Anfang an hatte ich nimlich
die Vermutung gehegt, dafs eine solche Geometrie gewissermalsen die Um-
kehrung der sphirischen sei, dafs sie Logarithmen mit sich bringe und sich
aus der allgemeinen Formel der sphirischen Geometrie herleiten lasse, und
ich wiirde mich daritber wundern, dafs ich eine Sache, die so klar ist und
die fur jedermann auf der Hand liegt, nicht frither durchschaut habe und
so grolse Weitliufighkeiten n#tig hatte, wenn ich mich nicht erinnerte, dalfs
gerade Dinge, die ganz selbstversténdlich erscheinen, oft sogar bedeutenden
Minnern lange verborgen geblieben sind, Die Formel v

(=V=D)

o8 o4 — cos8 4 - cosyi
A=arccos( 4 'y)

sin f¢ - siny
wird eine Gleometrie bestimmen, bei der alle Dreiecke weniger als zwei
Rechte enthalten, wenn n#mlich fiir den imaginiiren Cosinus oder besser
ftir den Cosinus des imagintiren Bogens irgend eine Zahl gesetzt wird, die
grofser als die Binheit ist. * Dabei miissen jedoch von den Zahlen o, §, ¢
Je zwel zusammen grofser als die dritte sein: ich denke mir nimlich, dals
diese Zahlen die durch eine gewisse constante, Linie R geteilten Seiten
eines Dreiecks sind [wihrend A den der Seite a gegeniiberliegenden Winkel
bedeutet].*

Diese Zeilen zeigen, dafs Taurmzus am Anfange des-'Jahre‘s \1_826
durch eine geniale Intuition zu der fundamentalen Entdeckung
gelangt war, dafs die Formeln der nichteuklidischen Trigono-
metrie aus denen der sphirischen Trigonometrie hervbrgehen,
wenn man den Radius der Kugel imaginir setst. Ich habe bej
einer andern Gelegenheit darauf hingewiesen®), dafs Lameorr diesem Ge-
danken schon sehr nahe gewesen war, indem er folgende Bemerkung
machte %) :

yHierbey scheint mir’ merkwiirdig zu seyn, dals die zwote Hypothese
statt hat, wenn man statt ebener Triangel sphiirische nimmt, weil bei diesen
sowohl die Summe der Winkel gréfser als 180 Gr. als auch der Uberschuls
dem TFlichenraume des Triangels proportional ist. Noch merkwiirdiger
scheint es, dals, was ich hier von den sphirischen Triangeln sage, sich ohne
Riicksicht auf die Schwierigkeit der Parallellinien erweisen lasse, und. keinen
andern Grundsatz voraussetzt, als dafs jede durch den Mittelpunkt der

.25) P. Th. 8. 252.
26) Theorie der Parallellinien § 82, P. Th. S. 145 und 202—203.
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Kugel gehende ehene Fliche die Kugel in zween gleiche Theile théile. Tch
sollte daraus fast dem Schluss machen, -die dritte Hypothese komme bei
einer imaginiiren Kugelfliche vor. Wenigstens mufs immer etwas seyn,
warum sie sich bey ebenen Flichen lange nicht so 1e1«3ht umstofsan lafst,
als es gich bey der zwoten thun liefs.* ' ,

- Belbstverstindlich soll durch ‘die Anfithrang dieser A_ufserung LAMBERT'S
Taurwus’ Verdienst nicht im mindesten geschmilert werden. Er war so
fast mithelos zu einer Einsicht gelangt, die sich LoBArscmersxir®) und
Jouaxx Borvar®) erst durch lange und harte Arbeit erkiimpft haben, in-
dem sie die nichteuklidische Geomstrie systematisch entwickelten und schliefs-
lich za den Formeln der zugehSrigen Trigonometrie gelangten®®). Auch
fiir Gauss scheint dasselbe zu gelten, da er in einem Briefe an Worreake
‘Borvar vom 6. Mirz 1832 sich dahin #ufsert, dals der Weg, den dessen
Sohn Johann eingeschlagen habe, fast durchgehends mit, seinen eigenen Me-
ditationen iibereinstimme®™). -

Tavrivus hat sich aber nicht damlt begniigt, d1e Formeln der Trigo-
nometrie - in der, wie er sich ausdriickt, logarithmisch-sphirischen
Gieometrie entdeckt zu haben, er hat vielmehr in einem Additamentum
seiner. Elementa (8. 69—74) diese Formeln zur Losung verschiedener geo-
metrischer Aufgaben angewandt und ist bis zu der Berechnung des Um-
fanges und Inhaltes des Kreises, der Oberfliche und des Volumens der
Kugel vorgedrungen. Wenn man also auch seine. Entdeckung der nicht-
euklidischen Geometrie einem glicklichen Zufall zuschreiben will, so hat
er doch durch sein Add1tamentnm gezeigt, dals er diesen Zufall zZu wiir-
digen und zu benutzen verstand, und das wird man ihm hoch anrechnen
ohne ihm freilich in der Geschlchte der nichteuldidischen Geometue den-

'27) Vergl. ENGEL, a. a. 0. 8. 371—373 und 8. 392393 und P, Tb 8. 240

28) P. Th. S. 241—243.

29) Dafs diese Formeln in dtlejenmm der sph#rischen ’I‘ugonometue ubenr-
gehen, wenn man den Radius der Kugel imaginiir setzt, scheinen Lomarscmurszn
und J. Bomm erst nachtriiglich erkannt zu haben. Jener bemerkt es am Schlusse
seiner Abhandlung: O HAYAJAXH TEOMETPIN (Uber die Anfangsgrinde
der Geometrie) vom Jahre 1829 (siehe Ewexr, a.a.0. S. 65), dieser sagt dariiber
in seiner Appendix kein Wort, aber in dem zweiten Bande des Tentamen
(Maros - Vasarhely 1883) giebt sein Vater Worraane eine ausfiihrliche Dar-
stellung dieser Entdeckung Jomanx's (S. 380—385); .in seinem Kurzen Grund-
rigs vom Jahre 1851 8. 85—86 ist er darauf zuriickgekommen; hlema,ch ist die
- begiigliche Stelle P. Th. 8. 146 zu berichtigen. : :

80) Vergl. P. Sricker, Mitteilungen aus dem Br lefwechsel von GAUSE
und W. Boryar, N achmchten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottlngen
Math.-phys. Klasse. Jahrgang 1897, &. 6—1. ‘

AVh. zur Gesch. d. Mathem. IX. 27
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selben Rang wie Gauss, Loparscmerskis und J. BoLvar zuerkennen -za
wollen, denn hei TaurmNus vermilst man vor allem diejenige Freiheit der
Auffassung der ,neuen Geometrie*, zu der aulser den eben genannten For-
schern auch sein Onkel ScmwmmarT gelangt war.

Anders lautete das TUrteil der Zeitgenossen. ,In der Periode von
1780—1830 waren alle Beweisversuche [fiir das elfte Axiom] gescheitert,
und man war schliefslich dahin gelangt, die Beschiiftigung mit der ‘bertich-
tigten’ fiinften Forderung als Vorrecht unklarer Kopfe anzusehen und mit
den Bemithungen um die Quadratur des Kreises auf eine Stufe zu stellen.
Dieses Vorurteil war so stark, dals, um mit Holer zu reden, selbst ein
Mann von so imposanter Autoritit wie Gauss mit seinen Untersuchungen
nicht hervortrat, ‘weil er das Geschrei der Boeoter scheute’.“®!) Die An-
erkennung, auf die Taurinus bei den Mathematikern von Fach gehofft hatte,
blieb aus. Augenscheinlich hatte Taurmus die klare Erkenntnis, weleh’
wesentlichen Fortschritt in der Parallellentheorie seine Elementa bedeu-
teten. Um so grifser war seine Entt#uschung, und in Unmut und Bitter-
keit hat er den Rest der auf seine eigenen Kosten gedruckten Auflage der
Elementa den Flammen iberliefert®).

Von seiner Stimmung in der folgenden Zeit giebt ein Brief Zeugms
den er am 29. Dezember 1829 an Gauss richtete:

Euer Hochwohlgeboren

werden es einem lebhaften wissenschaftlichen Eifer, sowie dem unbegrinzten
Vertrauen, mit welchem mich Thre unsterblichen Verdienste stets ‘erfillt
haben, zu gute halten, wenn ich mich aufs neue mit einer dringenden Bitte
an Sie wende: denn Sie erinnern Sich ohne Zweifel, dals ich schon einmal
vor lingerer Zeit Ihr Urtheil zu erfahren wiinschte tber einen Gegenstand,
der mich damals lebhaft beschifiigte, nemlich die Theorie der Parallellinien.
Sie hatten damals die Gite mich mit einer baldigen Antwort zu erfreuen
und mir sebr interessante und belehrende Mittheilungen zu machen, deren
Werth ich sehr wohl erkenne: dabei behielten Sie Sich aber vor, von
denselben ,keinen. Offentlichen oder zur Offentlichkeit fihrenkénnenden®
Gebrauch zu machen.. Da ich nun seitdem doch zwei Versuche iiber diesen

31) P. Th. 8. 239. ‘

32) So kommt es, dafs ,die Elementa zu den seltensten Schriften gehoren,
welche die Biicherkunde aufzuweisen hat“, P. Th. S 251. Die dort gemachten
Angaben bediirfen jedoch insofern der Berichtigung, als auch die Kénigliche -
Bibliothek in Berlin die Elementa besitzt und als sie in Roee’s Handbuch
der mathematischen Literatur, KEvste Abtheilung. Tibingen 1830, 8, 381
erwihnt werden. - :
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Gegenstand bekannt 'gemacht habe, 08 hat mich seitdem oft der Gedanke
beunruhigt, Thr Misfallen dadurch erregt, oder mich in Thren Augen nicht
hinlénglich gerechtfertigh zu haben®). Ich habe Ihnen bemerkt, dals die
Idee einer moglichen Entwicklung eines bisher unbekannten geometrischen
Systems mir keineswegs ganz unbekannt war, da ich sie, aber freilich auch
nicht mehr, schon einige Jahre frither von Pr. SCEWEIKART mitgetheilt
erhalten hatte; die mir auch so lange eine Hieroglyphe blieb, bis ich zu-
fallig selbst veranlasst wurde, mich mit der Th. d. P. zu beschiftigen. Ich
darf nun hinzufiigen, dafls ich das ganze Problem eigentlich schon von An-
fang gewissermaassen durchschaut hatte: denn sobald ich bemerkt hatte,
~dals die Annahme einer Winkelsumme > 180°, consequent verfolgt, auf
eine sphirische Geometrie fithrt, war es mein erster Gedanke, dafs dem
entgegengesetzten Falle auch eine Bedeutung gegeben werden konne, und ich
vermuthete sogleich, dals diese Hypothese mit der wechselseitigen Bezmhung
zwischen Kreisbogen und Logarithmen zusammenhiingen miifste. Sie werden
mir verzeihen, wenn ich dem Drange, mir so wichtig und interessant schei-
~ nende Wahrheiten, soweit ich sie mit Recht fiir mein Eigenthum halten
zu diirfen glaubte, der Welt micht vorzuenthalten, nicht widerstand. Der
Erfolg bewies mir, dafs Ihre Autoritdt dazu gehort, jhnen Anerkennung zu
verschaffen, und dieser erste schriftstellerische Versuch ist aus Ubereilung,
anstatt wie ich gehofft hatte, mich zu empfehlen, fiir mich eine reiche
Quelle" von Unzufriedenheit geworden. Zwar dafs man meine Theorie so
gut wie gar nicht beachtet, ihr nicht einmal das Verdienst zuerkanmt hat,
eine Widerlegung aller andern zu enthalten und seitdem mehrere, selbst
CrELLE, mit neuen unhaltbaren Theorieen aufgetreten sind, wiirde mich
mehr freuen als betriiben: allein ich sehe mich in die Nothwendigkeit ver-
setzt, mir durch ein griindliches, an Inhalt und Form gleich gediegenes
Werk die Achtung erst zu erwerben, die mir meine ersten Versuche un-
mdglich verschafft haben kinnen: und so ndthigt mich der erste Schritt

auf einer Bahn fortzuschreiten, Welche ich v1elle1cht nicht hatte hetreten
sollen '

33) Wie schon 8. 412 erwithnt wurde, hatte sich Tavrmos in der Vorrede
zu- der Theorie der Parallellinien (8. XIII) auf Gavss berufen, und ebenso
hatte er in der Vorrede der Elementa (S. V—VI) Gauss mwahnt und ihn -
stindigst gebeben, seine Ansichten iiber die Parallelentheorie zu “vertffentlichen,
- ein Verfahren, das gegeniiber dem ausdriicklichen Wunsch von Gauss nicht un-
be&enkhch ersehemt wenn: auch Tauvmiwus zu seiner Rechtfertigung sich darauf
hitte berufen konnen dals er nur Gauss' Urteil diber seine, Taurmvus’, Arbeiten,

dagegen nicht Gauss's Au[‘semngen in Betreff der ,,Nichteuklhdlschen G‘%eamemﬁ“
verdffentlicht habe.
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Vielleicht irre ich mich nicht, wenn ich glaube In der Hydrodyn&mlh
einen dankbaren Stoff gefunden zu haben. — — —

Den Rest des Briefes, in "dem TAUrmUs seine Ansichten fiber den
nhydrodynamischen Stofs® entwickelt, unterdriicken wir und bemerken nur
noch, dafs er sich spiiter eifrig mit Hydrodynamik beschiiftigt und auf eine
Reihe von Erfindungen in diesem Gebiete Patente genommen hat, die aber
alle nutzlos blieben, da ihm die Mittel fehlten, sie pra.ktischl ins Werk zu
setzen ™). : _ . _ _

Gauss hat weder auf diesen Brief noch auf einen vierten vom 1. Qe-
tober 1832 geantwortet, der fiir unsere Zwecke belanglos ist. -

Ganz hat es iibrigens TaurNus an Anerkennung . nicht gefehlt. Der
bekannte Physiker GEore Spiox Omy (1788—1854), der von 1817 bis

- 1826 Oberlehrer am Gymnpasium zu K&ln war, und der sich, wie seine

Arbeit: Grundlinien zu einer zweckmissigen Behé.ndlung der Geo-
metrie, Erlangen 1817 zeigt, eingehend mit den Grundlagen der Geometrie
beschiiftigt hatte, antwortete auf die Zusendung der Elemeﬁta mit einem
freundlichen Briefe vom 14. April 1826, ,Die Analogien®, schreibt Omy,
»die Bie mit dem Namen logarithmisch- spharlsche Geometrie bezeichnen,
sind iiberraschend und, wenn ich nicht irre, von mehr als ciner Seite her
merkwiirdig.“ Intelessa.nt ist auch, dals Omm ausdriicklich erklirt, der
Beweis der Propositio XXIV sei ihm dunkel, er finde keinen Widerspruch
in der Vielheit der Systeme®).

Aufzeichnungen, die sich in Taurnug’ Nachla.fs gefunden ha.ben und
die aus dem Jahre 1835 stammen, zeigen, dals er spiter zu seinen geo-
metrischen Untersuchungen zuruckgekehrt 1st34) - Wir entnehmen aus ihnen
folgende Stelle:

,Die Greometrle behauptet von jeher das Ansehen einer Wlssenschaft
von hichster Grindlichkeit, von moglichster Kraft der Uberzeugung. I]hl
Ursprung scheint so tief in dem Geistesvermégen zu liegen, ihr Gang, wie .
sie Schritt vor Schritt festen Boden gewinnt, so sicher und zuverlissig,
dals sie stets als das Muster wissenschaftlicher Form erschien, und es war
den Mathematikern nicht zu verdenken, wenn sie im Gegensatze anderer,
auf schwankender Erfahrung oder Wechselnder Ansicht beruhender Wissen-
schaften von der ihrigen eine besonders hohe Meinung hegten.

7 Indessen scheint dem grossen Ansehen der Geometrie ein mehrfacher
Trrthum zu Grunde zu liegen. Es giebt nemlich fiir die Geometrie eine

34) Mitteilung von Pastor Fires.
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innere und eine #ulsere Wahrheit., Jene beschriinkt sich darauf, dafs die
Geometrie ein in ‘sich selbst beschlossenes, durchaus consequentes System
ohne logischen Widerspruch bildet, ohne Frage noch von ihrer Anwendbar-
keit auf die Erscheinungen der Aufsenwelt. Diess ist der Standpunkt, von
welchem der Mathematiker seine Wissenschaft zu befrachten pflegt: er
nennt sie eine reine, von aller Erfahrung unabhingige, auch. nicht noth-
wendig auf sie hinweisende Wissenschaft und diese Bligenthtimlichkeit wird
hiufig als ein besonderer Vorzug hervorgehoben.  Soll. aber die. Geometrie
nicht blofs ein miifsiges Erzeugnils der productiven Einbildungskraft, son-
dern auch von praktischer Bedeutung sein, so fragt es sich, ob der Geo-
metrie auch #ussere Wahrheit zukomme, eine Untersuchung, die nicht mehr
vein mathematisch ist. Dieser Ubergang von dem reinen Erkennen zur
Objectivitat, von der Construction der productiven Einbildungskraft zur
Bestimmung #ulserer Verhiltnisse hat von Jeher g:tofse Schw1eugke1ten und
Zweifol verursacht, _ ‘

“Aber auch abgesehen von dieser elgenthumhchem Schwierigkeit 1st 6118

Geometrie noch nicht in der reinen Entwmklumg da.]rgesﬁ;e»llt deren sie
fahig ist. ' B ' :
‘Die Geometrie grundet swh tiberhaupt auf das Gesetz der Uommdem,
welches aber selbst kein Axiom genannt werden kann, und iberhaupt hat
die Geometrie gar keine Axiome nithig, diese miissen ghnzlich aus. ihr
verbannt werden. Dieser Grundsatz der Coincidenz besteht darin, dafs die
Geometrie die einfachsten Elemente des Raumes, nemlich.die Linien, als
gleichartig voraussetzt, so, dafs in den Linien eines und desselben Systemes
nichts zu unterscheiden ist, als ihre Grdfse. Die Coincidenz ist nicht zu
verwechseln mit .der Congruenz, welche nicht nur ein stammenfa,llen son-
dern auch gleiche Grinzen oder Gleichheit fordert. :

Bogen eines und desselben Kreises sind also gleichartig, Kreisbogen
und gerade Linien sind ungleichartig, Kremhogen mit Vem'schledenen Halb-
messern beschrieben, sind nur ghnlicher Art. B

Die Analysis, die eine reine Entwicklung der Geometrie méglich
macht, leitet aus dieser Bedingung der Coincidenz, ohne welche gar keine
allgemeinen Siitze erhalten werden ktnnten, ein dreifaches System der Geo-
metrie her und erweist die Winkelsumme eines Dr’eiec]li:s als 'n_othwendige\
Folge von der dreifachen Art der Linien. ’

Dagegen klebt der Elementar-Geometrie nach der Methode des Euklid
die Unvollkommenheit an, dals sie nur die geradlinige Geometrie betrachten
will, es aber nicht vermeiden kann, da sie an der Anschauung haftet und
nicht den rein analytischen Begriff der Linien festhilt, alle drei Systeme
zugleich bis zu dem Punkte zu betrachten, wo ihr wesentlicher Unterschied
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erst recht hervortritt und wo sie villig aunseinander gehen — nemlich da,
wo von der Summe der Winkel die Rede ist. Diefs ist die bertichtigte
Liicke in der Geometrie, die soviel Versuche tiber die Theorie der Paralle]-
linien veranlasst hat. Das Problem besteht hier mathematisch betrachtet
in nichts weiter, als in der scharfen Trennung jener drei geometrischen
Systeme und bhat insofern nicht die mindeste Schwierigkeit. Der Verf,
glaubt, dieses Problem mathematisch vollkommen gelost zu haben, obgleich
ihm diese Anerkennung moch nicht zu Theil geworden ist.

Die Mathematiker, welche an seiner Darstellung keine Befriedigung
finden méchten, scheinen theils etwas Unmaégliches, theils aber mehr zy
fordern, als die Mathematik leisten kann.

Sie fordern etwas Unmigliches einmal, weil sie verlangen, man solle
ihnen nach dem Begriffe der geraden Linie, den sie von Euklid haben,
oder den sie sich auch selbst bestimmen, die Theorie der Parallellinien he-
weisen. Daher sind sie sehr zufrieden mit dem Beweise, dals die Winke)-
summe des geradlinigen Dreiecks nicht grofser als zwei Rechte sein kinne,
wodurch die sphiirische Geometrie ausgeschlossen wird, da diese Hypothese“
immer auf ein Schneiden zweier Linien in zwei Punkten fithrt, was dem
Euklidischen Begriff der geraden Linie widerspricht. Sie verlangen daher
fiir die entgegengesetste Hypothese einen gleich biindigen Beweis, welcher
aber nach der gewthnlichen Definition der geraden Linien, die ein solches
System nicht unbedingt ausschliefst, eine Unmoglichkeit ist. Stellt man
daher eine andere Definition auf, die ohne den allgemein angenommenen
Eigenschaften der geraden Linie zu widersprechen, doch eine strenge Schei-
dung aller drei Systeme mdglich macht, so halten sie wohl diese fiir etwas
willkiihrliches, vorausbedachtes, dem Resultat der Beweisfithrung  vor-
greifendes und fihlen sich nicht befriedigt. v

Sie verlangen aber auch zweitens etwas Unmégliches, indem sie for-
dern, dals man ihnen jemes rithselhafte geometrische System, das weniger
als zwei rechte Winkel in jedem Dreiecke enthilt, als etwas Absurdes dar-
stelle. Allein dieses System lifst sich nicht vertilgen, es ist schon darum
mb’glicfl, weil es gedacht werden kann und tbrigens von villiger innerer
Consequenz. Schon um auch hier die ewige Dreizahl zu ergénzen, muls
es als moglich. gedacht werden. | |

Aber genau betrachtet ist es etwas anderes, was diese Mathematiker,
ohne mit sich selbst im Klaren zu sein, fordern. So sehr sie nemlich auf
der cinen Seite ihre Wissengchaft als eine reine, von aller Erfahrung un-
abhiingige geltend machen mbchten, so sehr hingen sie auf dor andern
Seite an der Objectivitit und behalten stets den Parallellismus zwischen
der reinen Anschauung und der Empirie im Auge. Thre gerade Linie soll
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die des gemeinen Lebens sein. Daher werden sie sich auch. nicht eher

befrledlgen bis man ﬂmen die objective Bedeutung jemes rathselhaften

Systems enthiillf, bis man ihnen beweist, was es mit der Anwendung des-
~ selben auf #ufsere Verhdltnisse fiir eine Bew&nd‘tmss habe. '
Diels ist allerdings die interessanteste Seite des twfsmmgen Problemes
. aber "sie gehdrt nicht mehr der reinen Mathematik an, sondern ist eine
Frage der Physik. “ ' )

Auf diese recht klaren Auseinandersetzungen, die moch heute Jesens-
wert sind, folgen weitschweifige Deduktionen im Stile .der Naturphilosophie,
die darthun sollen, dafs das ritselbafte dritte System fiir die Akustik eine
entsprechende Bedeutung besitze wie die euklidische Geometrie fir die Optik.

‘ ‘ 4. _
J. W. H. Lehmann’s Kritik der Theorie der Parallellinien (1829).
Als 1ch im Jahre 1895 in Clemeinschaft mit F ENGEL die. Themﬂe

der Para,llellmlen von Eurnip bis auf Gauss herauscra,b sulserte

ich mich dahin (8. 252), ,dafs Scawemirr und TAURINUS ein bis jetut
nicht beachtetes, jedoch sehr beachtenswertes M1tteltrhed ‘bilden zw1sc]nen
gacepmri und LAMBERT einerseits und Gauss, LOBATSCHEFSKIS und Bornvar
andrerseits®. Um so grolser war meine Uberraschung, als ich vor kurzem
entdeckte, dafs diese Behauptung einer Emschmnkung bedarf, da Tavrmus’
Theorie der Parallellinien im Jahre 1829 von Jacos WILHELM Henricn
LEHMANN (1800—1863) ausfithrlich besprochen worden ist; die Geome-
triae prima elementa sind freilich auch LEmMANN unbekannt gebheben
Lenmany’s Schrift fihrt den langen Titel:

Mathematische Abhandlungen, betreffend die Bemundung umd Bem‘—
beitung verschiedener mathematischer Theorieen, nebst Idee eines Systems
der Wlssenschaﬂu und einem Anhange, welcher es versucht, die KEP]LEBSB]JGH
Gesotze und andere Gegenstinde der hoheren Mechanik nach der a,nhken, rein-
geometrischen Methode zu entwickeln. Zerbst, 1829, 8% XII 4 5398, 4 Tfin.

BEs scheint selten zu sein, denn es fehlt sowohl in POGGENDOREFF'S
Handwarterbuch (Bd. I, Spalte 1411), als in dem von mir aufgestellten
Verzeichnisse von Schnften iber die Parallelentheorie™). ‘

35) P. Th. S. 311 sind LizamaxN’s Anfa.ngsgl tinde der htheren Mechanik

aufgefilhrt, Als Gewdhrsmann ist Hiu angegeben und hinzugefigt, dals sich bei
bei diesem die, Jahreszahl 1839 finde. Es unterliegt wohl keinem Zweifel, dals
Hin, der die Titel nur abgekiirst angiebt, das Werk vom Jahre 1829 gememt
ha.t wonach die Angaben in dem Verzeichnis abzuindern sind, :
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Tavrivus wird zuerst auf 8. 269—270 erwiihnt. Die betreffende Stelle
lautet im Zusammenhange: ‘

w0 sehen wir, dals die Sitze, welche dazu vorbereiten, die Summe
aller Winkel eines Vielecks aus der Seitenzahl bestimmen zu kinnen, ohne
die Theorie der Parallelen bewiesen werden kinnen. Aber nun, diese Be-
stimmung der Summe der Winkel selbst vermtgen wir nicht ohne die ge-

nannte Theorie zu geben; denn sie hingt von der Begriindung des Satzes

ab, dafs die 3 Winkel eines Dreieckes zusammen 2 R betragen.

Bei der Gelegenheit kann ich nicht umhin, auf eine merkwiirdige Ent-
deckung aufmerksam zu machen, womit SAcomERUS und Lamprr 1m
vorigen Jahrhundert, wie es scheinf, unabhingig von einander, die Geo-
metrie als Kunst®) bereichert haben (siehe Hrmrox. Saccmmmm Euclides ab
omni naevo vindicatus, Mediol. 1733; LaMBERTS Untersuchungen iiber die
Theorie der Parallelen, nach seinem Tode herausgegeben von Barwourm:
im Leipziger Magazin fiir Mathem. 2 St. 1786. p- 1371 und 3. St. p. 3925 f.).
Beide versuchten, unabhiingig vom 11. Grundsatze des Evoroes, den Satz
zu beweisen, dafs die Summe der Winkel eines Dreiecks — 9 R 5e1%7),

Neuerlich hat indessen Hr. TavriNus in seiner Theorie der Parallel-
linien (Killn, 1825), der die ganze Sache mit vielem Tleilse durchdachi
und auseinandergesetzt hat, sehr richtig nachgewiesen, dals dadurch, in
villiger Strenge, nach euclidischer Form, nur der Satz bewiesen wird, dafls
die Winkel eines Dreiecks zusammen nicht grofser als 2 R sein kénnen.
Aber wenn auch nur dieses aus den 28 ersten Sttzen des Euclides ohne
weitere Hilfe bewiesen werden kann, so bleibt es immer eine interessante
Entdeckung, welche wir in unser System der Geometrie mit Freuden reci-
piren, und, unserm gefassten Plane gemii(s, in den vor der Theorie der
Parallelen vorhergehenden Abschnitt verweisen, Ich theile den 'Ga.ng des
Beweises so kurz als mdglich zusammengedriingt mit.“ '

Nachdem dies gesehen ist, bespricht Lzmuan (8. 275-—277) Taurmus’
Vergleichung der drei geometrischen Systeme: N

yHerr TAURINUS kniipft in der gedachten Schrift an dieges Resultat
eine interessante Vergleichung. FEr macht darauf aufmerksam, dafs in einem
sphiirischen Dreieck die Summe der Winkel allemal > 2R ist, und dafs
dieser Satz sich gleichfalls ohne die Parallelentheorie darthun lasse. Er setzt

36) Lzmmanw versteht unter ,Geometrie als Kunstt: »das Bestreben einer
logischen Herleitung aus moglichst wenig Axioment. o

:837) Wie aus einer Eufserung Liemvanw’s (8. 3) hervorgeht, verdankt er — ebenso
wie Tavemvus — die Kenntnis der Schriften von Sacemer: und Lausesr dem. Fp-
cursus ad Ll I. 29 .von- CAMERER.
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den Grund des Unterschiedes beider Resultate darein, dafs gerade Linien
sich nur in einem [Punkte,] Bogen grofster Kreise, auf einer Kugelfliche [,]
aber einander in zwei Punkten schneiden kénnen. Er fiigh zugleich hinzu,
dafls sich alle diejenigen planimetrischen Sitze, welche die Theorie der
Parallelen nicht voraussetzen, ungetindert auf die Kugelfliche tibertragen
lassen, wenn man nur statt der geraden Linien Bogen grifster Kreise, statt
der Kreise kleinere Kreise der Kugelfliche setzt, und dals sich aunf diese
Art eine sphirische Geometrie erdenken 1aSse, welche mit der Planimetrie
gleichen Schritt halte. Und das ist auch ganz gegriindet, und wir sehen
einen sehr gelungenen, schon ziemlich weit ausgefithrten Versuch dieser Art
in den Sphaericis des Tmeoposius. Der Grund der Ahnlichkeit der ebenen
und der sphirischen Geometrie liegt augenscheinlich in der Eigenschaft,
welche die ebene mit der Kugelfiiche, aber mit keiner andern Fliche ge-
mein hat, dafs alle Theile derselben genau aufeinander passen: dals aber
von der Parallelentheorie an eine Verschiedenheit stattfindet, hingt damit
zusammen, dafs ein Stiick der Kugelfliche, wenn man es umwendet, nicht
mehr auf die alte Fliche palst, was doch bei der Ebene stattfindet; siche,
wag ich dariiber ‘schon gesagt habe®). ‘

Wenn nun aber Herr Taumrmus, auf &hnliche Art, wis schon- frither
Sicomerius (siehe die vorhin angefithrte Schrift), weiter fragt, was fiir éine
Geometrie denn das geben wiirde, wo man setzt, dals die Summe der
Winkel eines Dreiecks kleiner als 2R sei, und wenn er anfingt, den
(fedanken auszuspinnen, so kénnen wir dariiber kein anderes Urtheil fillen,
“als tber die Rechnungen mit imaginiren Grofsen; man kann ein sehr
~strenges System entwerfen, was erfolgen wiirde, wenn etwas, was nicht
~ wahr ist, wahr wire; man wird aber, wenn man auf diesem Wege kein
Resultat fiir reelle Grofsen erlangt, bald von selbst umkehren, wohl fithlend,
dafs man sich mit blofsen Chim#ren beschiiftigt. Wir haben vermittelst der
Quadratwurzeln aus negativen Grofsen manche bedeutende Entdeckungén
gemacht, die sich auf reelle Grdlsen beziehen, und die uns sonst vielleicht
ewig verborgen geblieben wiren; ob man solche Entdeckungen auch durch
die Fiction einer Geometrie, worin die Winkel eines Dreiecks << 2 R, maehen
konne, dartiber wage ich nicht zu entscheiden. ‘

Eine andere Frage aber ist es, ob wir nicht den ohne die Parallelen-

88) Der von Lemwann angefiihrte Grund ist nicht stichhaltig, der wahre
Unterschied der parabolischen und der elliptischen Geometrie liegt vielmehr in
der Forderumg der unendlichen Linge der geraden Linie. Dass es sich so verhilf,
bhatte schon Twurmus richtig erkamnt (vergl, seine Theorie der Parallellinien S, 57,
sowie die Bemerkung oben S, 418) und sich dadurch, wie schon vor ihm LA.MBERT
als Vorgédnger Rmmann's erwiesen; vergl. auch P. Th. 8. 252.
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theorie gefithrten Beweis, dals die Winkel eines Dreiecks nicht > 2R sein
konnen, die Winkel eines sphiirischen Dreiecks aber > 2R sein miissen,
dankbar annehmen und zu einer vollstindigen Begriindung der Parallelen-
theorie fiir die Ebene benutzen sollen. Die Frage kann nur die sein, ob
man etwa die Ebene als den Zielpunkt ansehen diirfe, dem sich eine Kugel-
fliche, wenn 1br Halbmesser wichst, nithert, so dafs die Abweichung kleiner
werden kann, als jede gegebene Abweichung, und ob man, dafls eine solche -
unendliche Anniherung stattfindet, ohne Hiilfe des 11%" Grundsatzes des
Evucres oder eines aequivalenten Satzes beweisen kinnne®).

Dals eine solche unendliche Anniherung wirklich statt findet, wird wol
niemand im Erngt bezweifeln; schon die gemeine Betrachtung, wonach man
ein Stiick der Hrdoberfliche, das man mit einemmale tibersehen kann, fir
eben zu halten geneigt ist, leitet darauf. Aber ich leugne, dafs sich ein
strenger, kunstmilsiger Beweis ohne schon begriindete Parallelentheorie geben
lasse. Denn solcher Beweis miifste etwa auf folgende Punkte hinauslaufen,

Es sei aus dem Puncte C der unbegrenzten Linie AR Fig. 40  ein
nach D unbegrenztes Perpendikel CD errichtet. Man schneide nun von
CD ein beliebiges Stiick OF ab, beschreibe aus % durch € einen Kreis, und
P lasse nun die ganze Zeichnung sich um
£’ } die feststehende Linie C'D drehen, so ist
klar, dals die Kreisperipherie eine Kugel-
flsiche, die Linie A B aber eine die Kugel-
fliche bertihrende Ebene beschreiben werde.

Schneidet man von OD ein grifseres

welche der berithrenden Ebene niher
kommt. Wollten wir nun beweisen, : dafs
die Kugelfitiche sich der Ebene so sehr
nihern kann, dafs die Abweichung kleiner wird, als jede gegebene Ab-
weichung, so miifsten wir auch beweisen kénnen, dals der Kreis sich aunf
dieselbe Arh der geraden Linie A B nihern kénne, oder, mit andern Worten,
dafs die FEntfernung eines Punctes der Peripherie von der geraden
Linie AB, in jeder gegebenen Hghe itber CD, kleiner werden kinne
als jede gegebene Grilse. Aber so lange die ]E’a,rallelentheorie nicht
begriindet ist, bleibt es zweifelhaft, ob nicht eine Curve FCG statt
finde, welche auf derselben Seite der Linie AR liegt, als der Kreis, und
welche 4B in C berithrt, und welcher sich der Kreis, wenn s‘ei_n Halb-

: Stiick ab, so erhilt man eine Kugelfliche,
\G

B
TFig. 40.

39) Mit genau denselben Gedanken hatte sich schon ]LAGRANGE beschiftigt
und ebenfalls dessen. Undurchfiibrbarkeit erkannt; siehe P, Th. S. 211—212,
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messer wichst, nihert, ohne sie jemals zu erreichen®?). Ist aber erst die
Parallelentheorie gegriindet, dann ist es ein leichtes, aus der gegebenen Ent-
fernung eines Punctes der Peripherie von der Linie CA und von der Linie
CD den Halbmesser des Kreises zu finden; das nimlich, was der gegebenen
Entfernung des Punctes der Peripherie von der Linie CA noch am Durch-
“messer fehlt, ist (nach Bucr. 6, 8, Zus.) die 3% Proportionallinie zu den
beiden gegebenen Entfernungen.

Wir gewinnen also auf diesem Wecre nichts zur Begriindung der Paral-
lelentheorie fir die Ebene."

Ob diese Aufserungen zur Kenntnis von Taurisus gekommen sind, hat
sich nicht ermitteln lassen. Dagegen finden sich Lermany’s Mathematische
Abhandlungen in der Gaufsbibliothek zu Gﬁttingen,‘uﬁd Randbemerkungen
von Gauss zeigen, dafs von diesem das Werk gelesen oder wenigstens
durchblittert worden ist. Hs ist das auch imsofern von Interesse, als man
daraus schliessen darf, dals GaAuss, wenn nicht schon frither, im Jahre 1829
von den Untersuchungen SaccHrRI'S und LAMBERT's erfahren hat.

40) Die Begriffe des Grenzkreises und der Grenzkugel, die uns hier
entgegentreten, fehlen bei Tavrmus. Sie werden woh! zum ersten Male in Wacnrer’s
Demonstratio Aziomatis in Huclideis undecimi (Danzig 1817) eingefiibrt, Die
Angabe P. Th. 8. 38, dafs bereits Saccmerr zu den Oricyklen Lomarscmerskis's
gelangt sei, ist irrtimlich; dieser Irrbum ist bereits ebendaselbst in den ,,Nach-
trigen und Berichtigungen® S. 318 richtig gestellt worden.

Kiel, im April 1899.
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