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Die Sitze, welehe von den Herren Prym und Rost in ihrem
groflen Werke iber die Prymschen Funktionen erster Ordnung
beziiglich der Unendlichkeits- und Nullpunkte einer algebraischen
Funktion aufgestellt wurden, haben mich veranlaBt, Untersuchun-
gen wieder aufzunchmen, die ich tber diesen Gegenstand bei
der Abfassung meines Lehrbuches der Thetafunktionen angestellt,
damals aber, weil sie darin keinen Platz fanden, unvollendet
gelassen habe.

Diese Untersuchungen schlieBen sich in Form und Inhalt
an CurisToFFEL an, dem auch der leitende Gedanke, aus welchem
alles ubrige sich fast von selbst ergibt, angehort, nimlich den
allgemeinen Integranden I. Gattung als Linearform wvon p Ver-
inderlichen aufzufassen. Wie ¢s CHRISTOFFEL zu tun pflegte,
schlieBe auch ich das gruppenweise Zusammenfallen der Unend-
lichkeits- und Nullpunkte aus; es gelten also die Sitze in der
hier mitgeteilten Form nur unter dieser Beschrinkung. Am
Schlusse aber zeige ich, indem ich den Prym-Rosrschen Beweis
des WEeiersTrass’schen Liickensatzes wiedergebe, daBl die von mir
angewandte Methode auch im Falle mehrfacher Unendlichkeits-
und Nullpunkte brauchbar ist.

1.
Die Normalintegrale I. und II. Gattung.

Mit der unabhingigen komplexen Variable z sei eine zweite s
durch eine irreduzible algebraische Gleichung

(1) F (2/s) — 0

vom Geschlecht p verkniipft. Die wie s verzweigte n-blédttrige Rig-
mannsche Flache T sei durch p Querschnittpaare ay,b, (v=1,2,..,p)
und p von cinem Punkte o ausgehende Hilfslinien ¢, in die ein-
fach zusammenhiingende T’ verwandelt. Es selen Uy, U, .Uy
die p Normalintegrale I. Gattung, welche dadurch charakterisiert
sind, daB

{1=
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1, wenn p =,
w0, wenn u 2 v,

(2) ldngs b,: u&': u;—-l— L (e, v=1,2,...p)

langs a,: u: == U, + 8,7, d

langs cy: u::z u;

1

. ' ! .
ist; ihre Integranden mogen u,, u,,..,u, heiflen, sodal3

. duu 19
(3) U= e="1,2..,p)
ist. Mit t(g) sex weiter das 1m Punkte e der Riemannschen
Fliche mit dem Gewichte -1 »! werdende Normalintegral

II. Gattung bezeichnet, fir welches

+ _—
langs a,: t(e)=t(s),
+ - J
(4) langs by: t(g)==1t(c) — 2u,(e), (v=1,2,..,p)
-+ —
langs ¢y t(g) =1(e)
ist.
2.

Der Riemann-Rochsche Satz.

Durch die Gleichung (1) wird eine Klasse algebraischer,
némlich der wie s verzweigten, also in T einwertigen Funktionen <
bestimmt. Wird © o' in den q Punkten €158+ 8, und zwar
mit den Gewichten G, Gy, - -, Cyy S0 18t die Funktion

q
T— ¢, t(c)
N S
. d . . ' . . .
m T mirgends mehr uneadlich und ist, da zudem ihre Periodi-
zititsmodulen an allen Querschnitten a, Null sind, eine Kon-
stante; es ist also:

q’
(5) s=0-Se t(e,).

Da nun aber 7 auch an allen Querschnitten b, den Periodizitiits-
modul Null hat, so miissen zwischen den Gewichten ¢, und den
Unendlichkeitspunkten ¢, die p Gleichungen

a
(6) }E{Gkuu(ak):—-o (k=1,2,..,p)

bestehen.




Unendlichkeils- und Nullpunkie einer algebraischen Funktion. (A.24) 5

Um zu crkennen, was diese p Gleichungen fir die Punkte =
bedeuten, definiere man q lineare Formen von p Verdnderlichen
X,,X,,.., X durch die Gleiohumgen

1? P
(7) I,= X, Fu, (g,) x, - +1l X, - (k==1,2,..,p)
Aus (6) l'olgt dann
q
(8) Ze =0 ;
k=t ©

die Gleichungen (6) sagen also aus, daB die g linearen Formen

[ PR f[ linearabhingig sind, und man hat den Satz:

. : 1 : :

Sind &,&,,..,5 die ¢ @ -Punkte ciner Funktion
der Klasse, so sind die q zugehérigen linearen
Formen (7) stets linearabhiingig.

a
J.

Umkehrung des Riemann-Rochschen Satzes.

Es seien umgekehrt irgend g Punkte ¢,,¢,, .. ,€, der RIEMANN-
schen Flache gegeben und mau stelle die Frage, oh es eine Funk-
tion 7 der Klasse gibt, welche in diesen Punkten und sonst
nirgends o' wird. _

Aus dem Vorigen ergibt sich sofort als eine notwendige Be-
dingung [iivr die Existenz einer solchen Funktion =, daf die
q Formen [, linearabhiingig sind. Weil also unter den q Formen
fi,155..5 T, sich notwendig linearabhiingige befinden miissen,
nennt CGaristorreL diese notwendige Formen und die ihnen
zugehorigen Punkte ¢ notwendige Punkte, und man hat
den Satz:

Eine Funktion der Klasse, unter deren Un-
endlichkeitspunkten sich kein notwendiger be-

findet, gibt es nicht.

Setzt man daher voraus, dafl dic g Formen [_ linearab-
hingig sind und bezeichnet den Rang des Formensystems
Iy oy I mit 1, 50 ist r<q und es komnen auf mehrfache Weise
aus den q For menf r, I,,f,,..,1, ausgewdhlt werden, die selbst
linearunabhingig c3111(;1 und durch welche sich ‘die s==q-—r tbri-
gen I 4,1 g, I lincar darstellen lassen in der Form

\

(9) rl"—l—a‘:p;‘:ilyapfp . (G=1,2‘, ‘e ,S)



6 (A. 24) ' A. Krazer:

Die Anzahl s=r —q der linearabhingigen Formen [ hei}t nach
Curistorrer der UberschuB des Formen- oder Punklsystems,
die s Formen und Punkte selbst iiberzidhlig,

Nun erkennt man aber sofort, dafl es s Funktionen =
definiert durch die Gleichungen

17 Fgrr ety

T
" — Y ] = — G
(10) ‘6 t(sr-i—cr) _’"P;;ch b (°p) (6=1,2,..,5)
gibt, von denen < _in den Punkten ¢,¢,..,s und im Punkle
.
€y @ Wwird, und in der Funktion
38
(11) Te—¢-Y¥e | =
,JT—J ol w
o=t o o
erhdlt man eine Funktion, welche in allen Punkten €)1g)- 18, 00"
q
wird und zwar in den Punkten g%, -+, ¢, Mit den Gewmhten
1 EGP+GY617 Lor+5Y521"7c _ZGI‘—|—0‘Y01‘ IlIlC] jl]
G
den Punktene . = iehten ¢
r 0 Sppgre s & Mit den Gewichten Gyt Cppgrees Gy

und 7 1st dann, wenn dlC ]et&ten s Groflen ¢ willkiirlich gewihlt

: 1
weeden, auch die allgemeinste, nur in €189, +1 8,00 werdende

Funktion der Klasse; denn aus (8) und (9) folgt:

r $ r " ]
Yol e, [ =%( X¢ [ e
p=t PP =1 F+orto P=1(»p ‘G———[ r—i—cch) e 0

[

also wegen der Linearunabhingigkeit der Formen IS PO
s
| CPZH:EICF—]—GYGP (921,2‘7"7]))
und nun aus (5)

T_G—|~Eo b(e }-LLH_G (r_,_c)z(*-jl—gCl,j._ﬁ(t(sﬂ_a)—z‘\{ L(e ))
g

g=1 G= =1 %P P
also ‘(M).

Schon das Vorhandensein auch nur eines notwendigen
Punktes reicht also, wie die speziellen Funktionen T, Zeigen, Zur
Existenz emer Funktlon 7 hin; sind s notwendige Punkm vor-
handen, so enthilt = s wesentliche Konstanten:; es konnen ihr
also s Nullpunkte willkiirlich vorgeschricben werden. Da die
s Funktionen ~_ linearunabhingig sind, so wird durch die An-
gabe dieser s Nullpunkte die Funktion im allgemeinen, d. h. wenn
diese Nullpunkte nicht besondere Lagen haben, cindeutig be-
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stimmt. Man kann daher den UberschuB des Punktsystems
€,y .-,€, auch als die Anzahl der willkiirlich wihlbaren Null-
punkte von 7 definieren.

4.
Fremde Punkte.

Es kann vorkommen, dafi in den simtlichen s Darstellungen
(9) der tberzéhligen Formen I gewisse der linearunabhingigen
Formen {_gar nicht auftreten Kommt{ aber f_in keiner der
Gleichungen (9) vor, 1st also v, = TYgp==""=T,,==0, s0 ist auch

¢ =0 und es wird folghch die Funkmon imm Punkte € nicht
unendhc]. Solehe Punkte e, scheiden also aus den Unendlich-
keitspunkten von = aus, indem keine der Funktionen = in ihnen
unendlich werden kann. CuristorreL nennt diese Punkte fremde,
und man hat den Satz:
Eine Funktion der Klasse, die in cinem frem-
den Punkte unendlich wird, gibt es nicht.

Damit also eine Funktion = der Klasse existiere, welche in
q gegebenen Punkten e,¢,,. ., €, und sonst irgendwo oo’ werde,
gentigh es nieht, daB unter den Punkten < notwendige vor-
kommen, sondern es diirfen weiter unter ihnen keine fremden sein.

Man hat sohin folgendes KEndresultat:

Liegl die Aufgabe vor, eine Funktion 7 der Klasse zu bi]lden
welche In q gegebenen Punkten ¢, 1€, und sonst nirgendwo o'
wird, so bilde man die q ]medreu Formen (7), bestimme den
Rang r—q—s dieses Formensystems, wihle r linearunabhéngige
Formen [,,f,,..,f wnter ihnen aus und stelle die s tbrigen,

oo by Lo I , mittels der G}lelchungen (9) durch sie dar. Kommen

in den s Glemhungen (9) v’ der Formen f;,f,, .., 1, gar nicht vor,
30 sind die diesen Formen enisprechenden | fremden* Punktec ¢
auszuscheiden.  Statt einer Funktion qter Ordnung erhilt man
nur eine solehe von der Ordnung q ==q—r', die in den g’ iibrig-
bleibenden Punkten ¢ oo! wird; far die s ,,notwemdigen“ Punkte
S Sppare 1 By kann man die Gewichte Cppot Cpags - -5 ¢y Willkiirlich
wihlen, fir die von den r Punkten ei,sz,..,&.r nach‘Ausscheldung
der fremden Punkte ibrighbleibenden r—r’, wesentlichen* Punkte

sind sie dann durch die Gleichungen
S

(12) C=—2 oo p=r"10"2,.0 )
bestimmt.
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-

5.
Das Abelsche Theorem.

Bezeichnet man die q o'-Punkte einer Funktion = der Klasse
wie bisher mit ¢, ¢,,..,¢., thre q O'-Punkte mit 7,,%,,..,7,, s0
sind diese 2q Punkte durch dic p Gleichungen

a 4
(13) ) [uu(ak) _uu(ﬂk)—_l =g, —}-\J";ihvaw (b=1,2,..,p)

k=1*

miteinander verkniipft, wo die g, h ganze Zahlen bezeichneu,
welche durch geschlossene Integrale des Dilferentials dint sich
ausdriicken lassen. Sind umgekehrt 2q Punkte ¢ und 4 durch
p Gleichungen (13) miteinander verkniipft, so existiert eine Funk-
tion der Klasse, welche in den q Punkten = o' und in den
q Punkten 7 0" wird; sie kann mit Hilfe der Integrale II1. Gattung
in bekannter Weise dargestellt werden.

Nun fasse man die Gleichungen (13) so auf, daB in ihnen
dic q Punkte €80+, ¢, gegeben und die ¢ Punkte Ny Mg -+ Mg
gesucht seien. Die Lisung diescr Aufgabe fillt verschieden aus
je nach der Natur der q Punkte . Finden sich unter diesen
v’ fremde, r—r' ==r1" wesentliche und s==(—7r notwendige, so
fallen von den q Punkten 7 r' mit den r' fremden Punkten =
zusammen, von den ¢ ==q—r' ibrigen Punkten % kénnen s
willkurlich gewéhlt werden, dic anderen r' sind dann dureh diese
und die Punkte ¢ im allgemeinen eindeutig bestimmi.

0. .
Der WeierstraB’sche Liickensatz.

Es sei eine Funktion = der Klasse gegeben, welche nur in
B i ¢ . M
emem Punkte e(z,s’) der Riemaxxschen Fliche oo werde wie

C ¢ ¢
t 2 Ao e

’ W2 (I g

r—u (z—7) (z—z )"
Bezeichnet man dann das in ¢ mit dem Gewichte -1 o™
werdende Normalintegral II. Gattung mit ¢ (), fir welches

langs a: ‘Ljr(a)xt“'(e),
b — 2 {m) 10
(14)  langs b th(e)=1(e)— ), (=1,2,..,p)

+ —
langs c,: t, ()=t (¢),
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. 1 . .
WO u\(,m) dic m* Derivierte von u,, also

m
du
(m) i
(15) Y T (r=1,2,..,p)
7
1st, so st die Funktion
<
T—x 0 L (2)
Tk {

in T' nirgends mehr unendlich und ist, da zudem ihre Periodi-
zitdtsmodulen an allen Querschnitten a, Null sind, eine Kon-
stante; es ist also:

(16) T=c—+Zc b (e) .

Da nun aber = auch an allen Querschnitten b, den Periodizi-
tatsmodul Null hat, so miissen zwischen den Gewichten ¢, und
dem Unendlichkeitspunkt ¢ die p Gleichungen

: - 1 (k)
@ St O—0 =12

bestehen.
Definiert man jetzt q lineare Formen von p Verdnderlichen
Xy, Xg, ., ¥, durch die Gleichungen

. 1 . . ,
, (k) 1 P T | DR TN 1< P
(18) f = DT (u1 (e)x, vy (g x = N (e)XD),

so folgt aus (17)

(19) o (%—0

k=1 © '
Die Gleichungen (17) sagen also aus, daf die g Formen 10 {® {9
Iinearabhiingig sind. Bezeichnet man also den Rang des Formen-
systems [P 1% . 1T mit v, so ist r<<q und es konnen auf mehr-
fache Weise aus den q Formen {® p ™ ™ ™) syusgewshlt
werden, die selbst linearunabhingig sind und durch welche sich
dic s—=q—r tbrigen, (™ M 19 Lnear darstellen lassen in
der Form:
(20) 00— Sy 1), (6=1,2,...5)
p=l1
und man kann es dabei stets so einrichten, daB fir 6=1,2,..,s
n, grofer ist als die in der Gleichung fir [™® auf der rechten
Seite wirklich vorkommenden Indices m o Die Funktion
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(21) 7 =ty () Epy By (9 (6=1,2,..,9)

wird dann in Punkte = oo"c.

Man erhilt so s Funktionen 'r“),'r@),..,'r(s), die in e unend-
lich werden von den Ordnungen ny,n,,..,n, und Funktionen
anderer Ordnungen bis zur g'®® gibt es nicht; es fehlen also, da
§==q—1 1st, r Ordnungen.

Nimmt man g hmrelchend grol} (es geniigt jedenfalls q=2p—1,
da keine Funktion uy. n ¢ von hioherer Ordnung als der 2p —2ten
Null werden kann), so wird r==p, und man erhilt den WEgiEr-
strass’schen Liickensatz; man erkennt dabei zugleich, dal} fir
alle Punkte ¢ der Riemanxschen Fliache, fiir welche die Formen
i, f@) f(p) linear unabhéngig sind, also die Determinante

—[—u1u2 ;) von Null verschieden ist, die Zahlen 1,2,..,p die
Lickenzahlen sind.



