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Zusammenfassung

Die erste Generation von Sternen im Universum, die hypothetischen Population-IlI-Sterne,
sollten sich aus reinem Wasserstoff-Helium-Gas frei von schweren Elementen gebildet haben.
Die (quasi-)hydrostatische Entwicklung dieser Sterne wird im Massenbéarelh—150 M,
untersucht, angefangen von der Vorhauptreihe bis zum Ende des Hauptreihenstadiums.

Wegen der ardiiglichen Abwesenheit von CNO-Elementen sowie der geringen Effizienz
des pp-Brennens erreichen alle massereichen Population-11l-Sterne die Hauptreihe im Ver-
gleich zu,normalen” Sternen als deutlich kompaktere und heil3ere Objekte. Population-Ill-
Sterne mit Massen oberhalb v8 M, kontrahieren bis zu Zentraltemperaturen Vo K,
produzieren inBa-Prozess Kohlenstoff und lassen sich im Modus des heiRen CNO-Brennens
auf der Hauptreihe nieder. Population-IlI-Sterne im BereigiMo—30 M, erreichen die
Hauptreihe im pp-Brennen, doatbérnimmt auch hier der CNO-Zyklus noch im Hauptrei-
henstadium die Energieproduktion .

Die hohe Temperatur dieser Sterndniff zur Koppelung der konvektiven Mischungszeit-
skala mit den Zeitskalen der Protonenaimjé und der3-Zerfalle im CNO-Zyklus. Das
Mischen kann nicht mehr als instantan innerhalb der Konvektionszonen angenommen wer-
den. Ein neu entwickelter Sternentwicklungscode, der auf dem Softwarepaket LIMEX auf-
setzt, integriert die Sternaufbaugleichungen zusammen mit einem zeigibbih Kernreakti-
onsnetzwerk, zeitalaimgigem Mischen und einer zeitabigigen Konvektionstheorie erstmals
vollstandig gekoppelt und implizit.

Die verbesserte Modellierung der Kernreaktionen und des Mischens wirkt sich nur in der
raumlichen Verteilung der CNO-Elemente aus, die 10%—-20% von einer homogenen Durchmi-
schung abweicht. Die verwendete zeitabpige Konvektionstheoriaifitt in allen Modellen
zu groReren Konvektionszonen im Vergleich zu bestehenden Rechnungen. Daraus resultieren
langere Lebensdauern auf der Hauptreihe un@gré Heliumkerne mit oglichen Auswir-
kungen auf die Endstadien dieser Sterne und die Metallanreicherung der folgenden Sterngene-
rationen.

Abstract

The first generation of stars in the universe, the hypothetical Population Il stars, are believed
to have formed out of pure hydrogen-helium gas with negligible amounts of heavy elements.
The (quasi-)hydrostatic evolution of these stars in the mass raéhlyk,—150 M, is studied
starting from the pre-main sequence until the end of the main-sequence phase.

Compared to “normal” stars, both the initial absence of CNO elements and the small tem-
perature dependence of pp burning lead to more compact and hotter objects on the main se-
guence for all massive Population 11l stars. Ab&@eM ,, Population Il stars contract to cen-
tral temperatures dfo® K, produce carbon via thén process and settle on the main sequence
in the mode of hot CNO burning. In the rangeléfM—30 M the main sequence is reached
with pp burning but even in these cases CNO-burning takes over during the main-sequence
phase.

The hot temperature of these stars leads to the coupling of the convective mixing timescale
and the timescales of proton capture @hdecay reactions of the CNO-cycle. The assumption
of instantaneous mixing across convective regions is not fulfilled. For the first time, a newly
developed stellar evolution code utilizing the sofware package LIMEX integrates the stellar
structure equations together with a time-dependent nuclear reaction network, time-dependent
mixing and a time-dependent theory of convection fully coupled and implicitly.

The improved modeling of nuclear reactions and mixing only changes the spatial distribu-
tion of CNO elements that deviates 10%—20% from homogeneity. In all models the employed
time-dependent theory of convection leads to larger convection zones compared to other work.
This results in longer main-sequence lifetimes and larger helium cores with possible conse-
guences for the final stages of these stars and the metal feedback for successive generations of
stars.
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Einleitung

Im modernen kosmologischen Weltbild der Urknalltheorie durchlebte unser Univer-
sum eine Phase der Dunkelheit: Zwischen der Entkoppelung von Materie und Pho-
tonen bei einer Rotverschiebung ven~ 1000 und der Bildung der ersten Objekte
beiz > 6 enthielt das Universum kein sichtbares Licht. Diédsa wird als Zeitalter

der kosmischen Finsternjengl.: cosmic dark agdsezeichnet. Die wesentliche Fra-

ge, wann und wie die kosmische Finsternis endete, ist noch offen (Rees, 2000), doch
scheint die Beantwortung mit wissenschatftlichen Methoden aufgrund der Erfolge in
der Beobachtungstechnik, die einen immer tieferen Blick in die Vergangenheit unseres
Universums zwdsst, sowie einem besseren theoretischen afailsis auf den Gebie-

ten der Strukturbildung, Galaxienentstehung, Sternentstehung und Sternentwicklung
maoglich zu werden.

Es ist eine weit verbreitete Meinung, dass die kosmische Finsternis von den ersten
im Universum entstandenen Sternen unterbrochen wurde. Eine andglehkéit
besteht darin, dass im Verschmelzungsprozess zweier Protogalaxien entstakdene
tive Galaktische Kern€AGN) sich noch vor den ersten Sternen bilden konnten. Un-
abhengig davon, ob der erste AGN vor dem ersten Stern entstanden ist oder umgekehrt,
markiert die Bildung der ersten Sterne ein Ereignis in der kosmischen Entwicklung hin
zu einer Struktur, wie wir sie heute am Himmel sehen. Wodurch unterscheidet sich die
Entstehung und Entwicklung der ersten Sterngeneration von der folgenden? Wenn es
richtig ist, dass beim Urknall nur Elemente bis Lithium synthetisiert werden (z.B. Oli-
ve, 2000), dann mssen sich die ersten Sterne frei von schweren Elementen und Staub
gebildet haben. Dieser Mangel an schweren Elementen hat direkte Auswirkungen auf
den Kollaps primordialer Wolken hin zu stellaren Dichten, der nur dann erfolgen kann,
wenn die Wolke in der Lage ist zwklen. In Abwesenheit schwerer Elemente kann
sich kein Staub bilden, der ein sehr gutagkigens darstellt, und dieuklung der pri-
mordialen Wolken muss durch molekularen Wasserstoff oder seine deuterierte Form
erfolgen, die einen sehr ineffizienteruklimechanismus darstellen. Folglich sollten
nur sehr massereiche Wolken Jeans-instabil werden und zu stellaren Dichten kolla-
bieren lonnen. Dies legt die Vermutung nahe, dass die erste Generation von Sternen
ausschliel3lich aus massereichen Sternen besteht. Obwohl auch dieses Argument durch
ein besseres Veadnis des Fragmentationsprozesses relativiert weiaantd, bildet
es hier eine Motivationut' die Untersuchung massereicher primordialer Sterne.

Nicht nur die Phase des Kollapses, auch die Sternentwicklung selbst wird mit einer
primordialen Elementmischung einen anderen Lauf nehmen. Auswirkungen auf die
Opaziit und damit die Sternstruktur in radiativen Sternzonen sind zu erwarten. Bei
massereichen Sternen steht zudem der CNO-Zyklus als nukleare Energiequelle nicht
zur Verfligung, da die Elemente Kohlenstoff, Stickstoff und Sauerstoff fehlen. Ezer
(1961) erkannte, dass dies zu heiReren Hauptreihensteuheenfinuss. Derselbe
Autor konnte zeigen, dass manche dieser Sterne sogar so heil3 werden, dass sie im
3a-Prozess ihren Kohlenstoff selbst bilden und sich so den Modus des CNO-Brennens
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erschlie3en &finen.

Diese zeitabhrigigen Bildungsmechanismen der Katalysatorelemente in primor-
dialen Sternen quantitativ zu beschreiben, bildet die urpspiche Aufgabenstellung
dieser Arbeit. Eine detaillierte, zeitadmgige Modellierung der Kernreaktionen allei-
ne reicht jedochdi die Beantwortung dieser Frage nicht aus. Ebenso wichtig ist eine
zeitablaingige Beschreibung des konvektiven Mischens, welches den frisch produzier-
ten Kohlenstoff auch in dhierliegende Schichten transportieren kann, die zu kalt f~
eine eigene Kohlenstoffbildung sind.

In Kapitel 1 werden Sternaufbaugleichungen, von gundlegenden Erhakimeyss”
ausgehend, hergeleitet, welche die Wechselwirkungsmechanismen von Kernreaktio-
nen, Mischen und mechanischer wie thermo-energetischer Sternstruktur in konsisten-
ter Form beschreiben. Das verwendete numerische Verfahren, das eine Koppelung al-
ler modellierten Prozesse eoglicht und sowohl in einfachen Einzonen-Rechnungen
als auch in den Simulations-Rechnungen zum Einsatz kommt, wird in Kapitel 2 vor-
gestellt. Die Bedeutung einzelner Kernreaktionen sowaegliatie Wechselwirkungen
mit dem konvektiven Mischen werden in Kapitel 3 noch losgeNom System Stern
untersucht, jedoch unter Bedingungen, wie sie in massereichen primordialen Sternen
auftreten lnhnen. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse der Simulationsrechnungen
vorgestellt, die die Entwicklung primordialer Sterne im Massenbereich1Gd.—

150 M, verfolgt, beginnend von der Vorhauptreihe bis zum Ende des Hauptreihen-
stadiums. Daran schlief3t sich in Kapitel 5 eine zusammenfassende Diskussion der
Ergebnisse an. Eine Abhandlunber die korrekte Form der Energiegleichung in Ster-
nen istin Anhang A zu finden. In Anhang B sind die in den numerischen Simulationen
verwendeten Reaktionsraten der Kernreaktionen tabelliert. Schlief3lich werden in An-
hang C alle verwendeten Symbole aufgelistet, wie sie in den Formeln dieser Arbeit
auftreten.

Der in dieser Arbeit hufig verwendete Begriff deBopulation-I1I-Stera soll noch
naher pezisiert werden. Hier bezeichnet dies einen Stern, der sich aus Gas bildet, das
im Wesentlichen aus Wasserstoff und Helium besteht mit einem Anteil an schweren
Elementen vorZ < 10712,
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In diesem Kapitel werden die grundlegenden Gleichungedéi inneren Sternaufbau
abgeleitet. Abweichungen von der Standardtheorie des Sternaufbaus betreffen erstens
die Energiegleichung, die um die korrekte Zeitabbigkeit des Molekulargewichts er-
weitert wurde. Zweitens wird die Konvektion in dieser Arbeit mit einerazzichen
zeitablaingigen Gleichungui”die turbulente kinetische Energie modelliert. Drittens
wird das Mischen der Elemente in konvektiv instabilen Zonen als ein zeitejidér
Diffusions-Prozess behandelt. Viertens wird ein zeitaigiges Kernreaktionsnetz-

werk fur die chemische Entwicklung des Modells verwendet, das keine Annahmen
von Gleichgewichten ensit:

1.1 Grundannahmen

Betrachtet wird der Sternaufbau spfarischerSymmetrie. Diese Annahme ist ge-
rechtfertigt, solange der Drehimpuls z.B. durch Akkretion oder Rotation keine ent-
scheidende Rolle spielt. Spektroskopisch gemessene Radialgeschwindigkeiten von 36
O-Sternen (Herrero et al., 1992, 1999) zeigen, dass die projizierten Radialgeschwin-
digkeiten typischerweise b&j.sini = 30...400km s~! liegen. Nach den Entwick-
lungsrechnungen von Meynet & Maeder (2000) haben Radialgeschwindigkeiten dieser
Grélienordnung Auswirkungen auf alle Sternparameter. Eine zweite wichtige Annah-
me besteht darin, dass diese SterneKogistanter Massentwickelt werden. Auch
hier ist wiederum gerade bei massereichen Sternen der Population | und Il bekannt,
dass Masseneinstrom durch Akkretion in der Vorhauptreihen-Phase sowie Massen-
abstrom durch Winde oder Eruptionen iraggrén Entwicklungsphasen wichtig sind.
Zumindest der Massenabstrororiite bei Population-1ll-Sternen durch das Fehlen
von Staub und schweren Elementen untecit 'sein (Kudritzki, 2000). Der prakti-
sche Grunddi diese zwei zentralen Annahmen sind die Vereinfachungen, die daraus
folgen, und zwar sowohlufdie numerische Behandlung des Gleichungssystems als
auch fir das Versahdnis der zugrunde liegenden Mechanismen. Eine weitere wichtige
Annahme, die in diesen Rechnungen immer vorausgesetzt wird, ist die Annahme von
hydrostatischem GleichgewichHbiese Annahme ist nicht streng mathematisch aufzu-
fassen (Konvektion z.B. bedeutet eine Abweichung von strikter Hydrostatik), sondern
entspringt einem Zeitskalen-Argument: Wenn die betrachteten Zeitskalen grof3 sind
gegen die hydrostatische Zeitskala, dann kann sich der Stern immer so adjustieren,
dass das hydrostatische Gleichgewichtilitrfst. Auch diese Annahme samkt den
Glltigkeitsbereich des Modells ein: Kollaps- oder dynamische Pulsations-Prozesse
konnen hier nicht behandelt werden.

Die Gleichungenf den inneren Sternaufbau sind ableitbar aus den grundlegen-
den Erhaltungsdzen der Strahlungshydrodynamilr fMasse, Impuls und Energie.
Im allgemeinen Fall m$sen die ErhaltungatZe fir Materie- und Photonengas ge-
trennt formuliert werden. Die Koppelung von Strahlung und Materie geschieht hierbei
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durch die mikrophysikalischen Prozesse von Absorption und Emission. Die Strahlung
wird im inneren Sternaufbau in dgrauen Diffusionsatierungoehandelt, d.h., @Ren
des Strahlungsfeldes sintbér alle Frequenzen integriert, und die Strahlungstransport-
gleichung wird durch eine Diffusionsgleichung modelliert. Diese Annahme ist in op-
tisch dicken Schichten sehr gutwlif; nicht jedoch in den optischuinen Gebieten der
Atmosphare. Dennoch wird dieseadiérung in dieser Arbeit bis zur optischen Tiefe
T = 2/3 verwendet, weil der Einfluss der Randbedingungen in vollradiativelfer
auf die Losung der inneren Sternaufbaugleichungen gering ist.

Unter den genannten Annahmen von adcher Symmetrie, konstanter Masse
und Hydrostatik sowie der grauen Diffusioé@iung @i Strahlung reduzieren sich
die Erhaltungsatze der Strahlungshydrodynamik auf vier Gleichungen, die auch als
Sternaufbaugleichungen bezeichnet werden. Die Atrarspldie dieat3eren Rand-
bedingungen di’ die Sternaufbaugleichungen liefern muss, wird hier gasue At-
mosplare behandelt, wobei die Photosgle bei der optischen Tiefe = 2/3 ange-
nommen wird. Weitere vereinfachende Annahmen, die in den einzelnen Abschnit-
ten eingehender diskutiert werden, sind jene volistdndig ionisiertem Gasiner
Opazitit ausschlieBlich aufgrund vdBlektronenstreuungder Vernachdssigung des
Elektronen-AbschirmfaktorsScreeninybei den Kernreaktionen sowie einer nur teil-
weisen Beuncksichtigung von Neutrinoverlusten. SchlieRlich finden Magnetfelder kei-
ne Bericksichtigung.

1.2 Grundgleichungen

Im Gegensatz zu vielen Lehubliern, in denen die Sternaufbaugleichungen intuitiv
hergeleitet werden, wird hier ein formaler Zugang géWt; der von den dynamischen
Erhaltungsatzen fir kontinuierliche Medien ausgeht. Dieser Weg bietet den Vorteil,
dass klar ersichtlich ist, welche Approximationen gemacht werden und unter welchen
Bedingungen diese Approximationenliyj sind. Eine Diskussion der dynamischen
Grundgleichungen findet man z.B. bei Mihalas (1997) und Dorfi (1997). Hier wird
ausgegangen von den dynamischen Gleichungen, alisckiner (1992, 1994) zusam-
mengestellt hat.

1.2.1 Massenerhaltung

Die Massenerhaltung wird durch die Kontimatggleichung

% +pV-u=0
beschrieben, wobdD /Dt die substanzielle Ableitung bezogen auf das Massenele-
ment, p die Dichte undu die Materiegeschwindigkeit darstellt. Unter der Annahme
von Hydrostatik (siehe unten) kann eine Variable im System eliminiert werden, so-
dass eine Bestimmungsgleichung atitf” Aus diesem Grund tritt die Kontinaits-
gleichung in den Sternaufbaugleichungen nicht explizit auf. Die Zahl der Photonen
ist im Gegensatz zur Masse keine ErhaltungBgr; und deshalb gibt es keine separate
Kontinuitatsgleichung df die Photonenanzahl.
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1.2.2 Impulserhaltung

Die Bewegungsgleichungufkontinuierliche Medien ist die Eulergleichung. Diese
Gleichung beschreibt die Impulserhaltung der Materie. Mit der Impulsdichte oder
Massenstromdichtgu als Erhaltungsa@fe schreibt sich die Gleichung im mitbeweg-
ten System mit dem Gasdrudk.s, der Opaziit , dem Gravitationspotenzigt und

dem ersten Moment des StrahlungsflusHewie folgt:

D 4
Et(pu) + puV-u + VP, — %rmpH —pVo =0 . (1.2)
Als Quellterme werden der Druckgradient, die Materie-Strahlungswechselwirkung
und die Gravitation beicksichtigt. Die ersten beiden Terme der Eulergleichung (1.1)
sind vom Absolutbetrag her klein gegen die restlichen Terme dieser Gleichung, wenn
die betrachtete Zeitskala grof3 ist im Vergleich zur hydrodynamischen Zeitskala:

TEntw -2 Thydr ™~ (Gﬁ)_l/Q
Hier bezeichnep eineuber den gesamten Stern gemittelte Dichte. Unter diesen Be-
dingungen reduziert sich die Gleichung zur hydrostatischen Druckgleichung auf

4
VPyas — %rmpH VB =0 . (1.2)

Somit ist der Anwendungsbereich dieser Gleichung nicht nur auf den strikt hydro-
statischen Fall: = 0 beschaihkt. Die hydrostatische afierung ist immer dann gut
erflllt, wenn die relevante Zeitskala grof3 gegen die hydrodynamische Zeitskala ist.
Man spricht dann auch von einer quasi-hydrostatischen Entwicklung. Das Gravitati-
onspotenzial wird aus der Poisson-Gleichung

Ad =4nGp

bestimmt. Im sphriisch symmetrischen Fall kann diese Gleichung einmal integriert
werden, und mit der Definitioruf die Massenvariable: := r2G~19®/dr gilt:

or 1

om dmr2p (1.3)

Diese Gleichung ist die erste Gleichung tien Sternaufbau.

Die Impulsgleichung di' ein Photonengas ist die erste Momentengleichung der
Strahlungstransportgleichunguidie folgende Ableitung wird von der Transportglei-
chung in der Formulierung von Castor (1972) ausgegangen. Relativistische Korrek-
turen sind bis zur Ordnung/c beticksichtigt. FRii ein isotropes Strahlungsfeld in
spharischer Symmetrie gilt:

DH ou colJ
ﬁ—l-HV-u%—HE%—gE—i—mpH—O . (1.4)
Hier bezeichnet/ das nullte Moment des Strahlungsflusses. Die ersten drei Terme
konnen gegen dewfiften vernacldssigt werden, wenn

1 DH
H Dt

du

U
2—+2
+ 7“+ or

<L Kpce



6 Sternaufbau

gilt. Eine Absclaitzung der GoRenordnungen mit

1 DH 1

H Dt TEntw ’
ou 2

D it

‘ or

TEntw
fuhrt auf eine Bedingunguf'die Qiltigkeit der Diffusionsapproximation:

U
NpﬁN
T

5 1
Tontw > —— =52 (1.5)
Kpc c

Diese reduziert sich mit der Gleichung (1.4) zum (quasi-)statiem Grenzfall

1 aJ
H=——— . 1.6
3kp Or (1.6)
Diese Gleichung zusammen mit der Definitionsgleichumgdén Strahlungsdruck in
der Eddington-idherungP,.q = 4m.J/3c und der Definition des Gesamtdrucks von
P = Pya5 + Praq fuhrt mit der sphrisch symmetrischen, hydrostatischen Druckglei-
chung (1.2) auf die in der Sternentwicklung galchliche zweite Gleichung:

or  Gm

om  4mrt
In der hier gewahlten Eddington-Approximation ist durch die Planckfunktiol3 ge-
geben, und unter der Annahme von lokalem thermodynamischen Gleichgewicht (LTE)
gilt:

=0 . (1.7)

J=B="21"
™

Der Strahlungsdruck ergibt sich unter diesen Annahmen in der im Sternaufbau ge-
brauchlichen FornP,.q = aT*/3.

1.2.3 Energieerhaltung

Es lassen sich zwei getrennte Energiegleichungenlds Photonengas und das Mate-
riegas formulieren. Die Energiegleichung ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik
fur ein Gas, und mit der inneren Energials Erhaltungsgfe erllt man:

P; — __+V'Fconv+47”/‘7p(g_‘])_penuc =0, (18)

wobeie,,. den Energiebeitrag durch Kernreaktionen nach Abzug von Neutrinoverlus-
ten undS die Quellfunktion der Strahlung bezeichnet. Dies ist die korrekte Form der
Energiegleichung, auch dann, wenn MischprozesseAmiterungen des Molekular-
gewichts eine Rolle spielen (siehe Anhang uk €ine Diskussiorubier die korrekte
Form der Energiegleichung). Der konvektive Flugs,, muss aus einer Theoriarf”

die Konvektion bestimmt werden. In dieser Arbeit wird eine zeitaigije Konvekti-
onstheorie benutzt, bei dét,.,, aus einer weiteren Gleichungrfdie turbulente kine-
tische Energie bestimmt wird. Weitere Energielagjg entstehen durch die Strahlung
und die Energiefreisetzung durch Kernreaktionen.
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Die Energiegleichunguir'das Photonengas bildet die nullte Momentengleichung
der Strahlungstransport-Gleichung. In der Form von Castor (1972) lautet die frequenz-
gemittelte Gleichung unter der Annahme von isotropem Strahlungsfeld amispihér

Symmetrie:
DJ 4 ~
E‘FgJV'U-{—CV'H—CIﬁip(S—J):O : (1.9)
Wiederum erhlt man das statische Diffusionslimit, wenn Bedingung (1.5) gilt, d.h.,

wenn die Entwicklungszeit grof3 ist gegen die mittlere Freilaufzeit eines Photons:
drkp(S — J) = 4aV-H . (1.10)

Zusammen mit der statischen ersten Momentengleichung (1.6) und der Annahme von
LTE lasst sich weiter schreiben:

47V -H = V- <—4“CT3 a—T>
3kp Or
Definiert man den Strahlungsfluss
Frog = —4;‘;23 aa_:: (1.11)
und die Leuchtkratt
| = 4772 F = 471 (Foony + Frad) (1.12)

so folgt mit Hilfe der Gleichungen (1.10-1.12) die im Sternaufbau @edinliche Ener-
giegleichung:
De PDp ol

be Pbp ol . _o 1.13

Mit der Einfiihrung der neuen Variablen Leuchtkrdftin das Gleichungssystem
berdtigt man eine vierte Gleichungif'den Sternaufbau. Dieser Zusammenhang ist
im Prinzip gegeben durch die Gleichungen (1.11) und (1.12), vorausgelgtzt.ist
durch eine Konvektionstheorie bekannt. Im Sternaufbau ist eine aratpr&alente
Formulierung der vierten Gleichung, der Transportgleichurujch:

OlnT OlnP
om  Om v

Der tatsichliche TemperaturgradieRt der Schichtungjist dann mit den Gleichungen
(2.11) und (1.12) bestimmt:

(1.14)

FcoanP
=Vig— —— . 1.15
\Y% V, ad kradT ( )
Die Druckskalenbhie Hp, der radiadive Gradier¥,,q und k.,q sind wie folgt defi-
niert:

4acT? or Hp I
pP=— , Viad = T—77-—3
3kp OlnP kraqT 4mr2

1 Ein méglicher Fluss-Beitrag durch Sineleitung wurde vernacidsigt.
2 v ist nicht mit dem Differenzialoperator zu verwechseln.

rad =
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Die Gleichungen (1.14) und (1.15) sind nur Umformulierungen der Gleichungen (1.11)
und (1.12), dennoch sieht man an ihnen sehr gut die zugrunde liegende Physik: In
Abwesenheit von KonvektionFt,,, = 0) muss sich die Temperaturschichtung so
einstellen, dass die Energie vollatlig durch Strahlung transportiert werden kann. Mit
nicht verschwindender Konvektion hingegen wird der Temperaturgradient erniedrigt,
da Strahlung nur noch teilweise den Energietransport leistet. Im Fall von Konvektion in
den tiefen inneren Schichten des Sterns kann man mit der Konvektionstheorie zeigen,
dass sich die Temperaturschichtung einer isentropen Schichtuapertndlsov =

Vaa gilt mit
olnT
Vad = (3lnP>s

1.2.4 Konvektionstheorie

In den letzten Abschnitten wurde darauf hingewiesen, dass der konvektiveFEluss

aus einer Konvektionstheorie bestimmt werden muss. In der Sternentwicklung wurde
bisher fast ausschlief3lich die sogenannte Mischungswegtheorie (MLT) verwendet, die
auf eine Idee von Prandtl (1925) meKgeht und deren bekannteste Form vahiB-
Vitense (1958) entwickelt und verwandt wurde. Die Ummnglichkeiten der MLT wer-

den immer wieder betont (z.B. Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 48) und betreffen
neben der fehlenden Ableitung aus ersten Prinzipien zuvorderst die Bektieit

auf statiomire Konvektion sowie die Lokaiit; die auf das Problem détberschieRens
(Overshooting) dihrt.

Bei der hier vorliegenden quasi-hydrostatischen Vorhauptreihenentwicklung mas-
sereicher Sterne braucht man eine zeitalgije Beschreibung der Konvektion, weil
erst wahrend der Entwicklung vollatidig radiative Zonen konvektiv instabil werden.
AulRerdem kommt das hier verwendete numerische Verfahren, das die Sternaufbau-
gleichungen, das Kernreaktionsnetzwerk und das diffusive Mischenarafist ge-
koppelt und implizit 65t, nicht mit den abrupten Einschaltvargjen zurecht, wie sie
ein Schwarzschild- oder Ledoux-Kriterium vorgeben.

Aus diesen Quitden wird in dieser Arbeit eine eindimensionale, zeitaigige
Konvektionstheorie verwendet, die von Kuhfu3 (1986) entwickelt und von Wuchterl
& Feuchtinger (1998) erweitert und erstmals an RR-Lyrae-Pulsationen mitlghesr
einstimmung getestet wurde. Das Kuhfu3-Modell bietet viele Vorteile. Die Ableitung
der Gleichungen erfolgt nach einem klaren Schema, bei dem jede Approximations-
stufe sichtbar ist. Das Modell erfordert in der einfachsten Version nur eine weitere
Gleichung, beinhaltet im statianén Grenzfall das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium
und flihrt in diesem Fall auf die bekannte MLT. Von Wuchterl & Feuchtinger (1998)
werden hier nur dieut die Sternentwicklung wichtigen Erweiterungebernommen.
Zusitzlich werden alle Terme haeksichtigt, die das chemische Potenzial enthalten
und die von Wuchterl & Feuchtinger (1998) vernagdigt wurden, obwohl sie im ori-
ginalen Modell von Kuhful3 (1986) vorhanden sind. Um die Theorie so einfach wie
maoglich zu halten, werden nicht alle Terme des Kuhful3-Modellsitdesichtigt (siehe
unten).
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KuhfulR Konvektionstheorie

Im Folgenden werden die Gleichungen der Theorie, die sich stark an Wuchterl &
Feuchtinger (1998) orientieren, nur zusammengestelli. di€’ aufwendigen Herlei-
tungen muss auf die Originalarbeiten von Kuhfuld (1986, 1987) verwiesen werden.
Das Kuhful3-Modells verfolgt die grundlegende Idee, ausgehend von den hydrodyna-
mischen Gleichungen und Erhaltunge=n fir die einzelnen Spezies, alle physikali-
schen GoRen wohldefiniert zu mitteln. Diese Prozeduhit’zusammen mit inelasti-
schen und diffusiven Approximationen auf Transportgleichungerdi& Spezies und

eine weitere Gleichunguf die turbulente kinetische Energie

D& 21 P 1
= Sy =8y — ~Vej = —Veu+ -Ey . (1.16)
Dt P P P

Die Quellfunktion fir die turbulente kinetische Energie

_Tor
P or

ist die Auftriebskraft, die auch aiffipfend als Senke auf die Konvektion wirken

kann.II ist dabei die Korrelationsfunktion zwischen Entropie- und Geschwindigkeits-

Fluktuationen: )
Js 1<~  0X;
_ _ -1/2 (95 | 1 YA
1 s Aw <3T+T;¢Z 37“) '

bei der die beiden freien Parameterund A sowie die Massenkonzentration&h der

n chemischen Spezies und der chemische Potenzialausdguakftreten. Der letzte
Term, der it die Mischentropie steht, verschwindet bdithergang von der Variable
Entropie auf die Variablen innere Energie und Dichte ganz analog zur Herleitung der
Energiegleichung im Anhang A. Die Transformation geschieht mit der gibbsschen
Fundamentalgleichung (A.5) undHit auf:

Sy = Vo I1 (1.17)

=

—1/2
_asAe (86 P 8p> (1.18)

T ar  por
Die MischungsweglitgeA kann im hydrostatischen Fall mit der Druckskaleha Hp

und dem Mischungswegparameteyi;, der MLT ausgedrckt werden (siehe Wuchterl
& Feuchtinger (1998)i abweichende &lle):

A =onr He (1.19)

Die Korrelationsfunktionll geht in der Energiegleichung als konvektiver Enthalpie-
fluss ein:
Jw=pTIL

der sgter noch mit dem oben definierten konvektiven FlEgg., identifiziert werden
wird. Die Dissipation der turbulenten kinetischen Energie in thermische Energie, in
welcher der freie Parametey, auftritt, wird mit Dimensionsargumenten bewerkstel-
ligt:
-3/2
~ w
S@ = CD A
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Wieder tihrt eine Diffusionsaherung unter Einftirung eines weiteren freien Parame-
ters,«;, auf die Gol3e des turbulenten kinetischen Energieflusses

Jt = atPAGJI/Za—w
or

hin, der fir den nichtlokalen Charakter der Konvektion verantwortlich ist und der den
Effekt des Overshootings erh.” Dieser Term wurde, um die Konvektionstheorie so
einfach wie noglich zu halten, nicht beicksichtigt. Dies gilt auchuf’die nochubrigen
Terme, die keinen Einfluss auf die Reproduktion der RR-Lyrae-Lichtkurven haben
(private Mitteilung G. Wuchterl). Dies ist der turbulente Reynolds-Spannungstensor,
der zum einen in einen Spurterm:

2

Pt = 5,0(:)

und zum anderen in eine spurfreie viskose Energiedissipatioallzerf”

4 ou  u)\?
Pa=3ha (E‘?)

Lo = ozupAcZJI/2

ist dabei die kinetische turbulente Viskadit Die letzten drei Termg;, P; und Eg
gehen nicht nur in der Gleichungirfdie turbulente kinetische Energie ein, sondern
mussen auch der Energiegleichung hinzugéfiverden, sofern man sigbérhaupt
benicksichtigen will. Ein weiterer Term, der den Impulstransfer durch viskosdtér"
beschreibt, muss auf der rechten Seite der Eulergleichung (1.1) hingtigediden:

10 (4 4[0u u
Vo= 5o (gw [5 - ‘D

Dieser wird hier wegen Nichtbecksichtigung vonF ebenfalls vernachEsigt. Von
Wuchterl & Feuchtingers (1998) Modifikationen istrfdie hydrostatischen, optisch
dicken Konvektionsschichten im Sterninnern nur die Limitierung des turbulenten En-
thalpieflusses wichtig. Im originalen Kuhful3-Modell kann es vorkommen, dass die
Diffusionsapproximation i’ den turbulenten Enthalpiefluss zusammenbricht. Dies
tritt genau dann ein, wenn die mit dem turbulenten Enthalpiefluss upftencharak-

teristische Geschwindigkeit

T
up = — 11
w

diejenige der turbulenten kinetischen Energie

2
Ue = \/;(.4.)1/2

Ubersteigt. Um dieses Problem zu beheben, schlagen Wuchterl & Feuchtinger (1998)
einen Flusslimiter vor, der daf sorgt, dass die charakteristische Geschwindigkeit des
Enthalpieflusses nicht die der turbulenten kinetischen Eneatmgesieigt:

_w up| _w _3ma. (9 _Pop
H—TUCFL[ ]—TuCFL[ 3/2asw(87’ 2(97’)]

U P
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Tabelle 1.1: Freie Parameter der Konvektionstheorie

Parameter Standardwert Beschreibung

QML 1.5 Mischungstinge

o $\/3 turbulenter Treiber

o 8./% turbulente Dissipation
ay turbulente Viskosit
o 0.6093 g Overshooting-lahge
am : Diffusionskéinge

wobei F1,[z] eine lineare Funktionui’z < 1 und1 fur z > 1 mit einem stetig dif-
ferenzierbarerdbergang zwischen beiden Gebieten sein soll. Hier wird der Tangens
Hyperbolicus verwendet:

T <09

Fulz] = { 0.9 4 0.1 tanh (25%92)  sonst

Die in der Energiegleichung durch die Konvektion auftretenden Flussterme bestehen in
dieser Theorie aus dem konvektiven Enthalpieflijsand dem turbulenten kinetischen
Energieflusg;, sodass ..y identifiziert werden kann mit:

Feony = jw +jt

Wegen der VernachEsigung des Overshootings ist highny = Jw.

Freie Parameter

Jede makroskopische Konvektionstheorie alttfieie Parameter. Dabei kommbér

jeden neuen Term in der Konvektionstheorie, der einen physikalischen Prozess mo-
delliert, ein weiterer freier Parameter hinzu. Wie in Tabelle (1.1) zu sehen ist, sind
es in der hier vorgestellten Version sechs freie Parameter, von denen wegen der Ver-
nachBlssigung einiger Terme nur vienrfdiese Arbeit relevant sind. Neben den aus
der MLT bekannten Parametern MischungswaegE oy, und Diffusionséinge ayy,

welch letztere als geometrischer Faktor in der Diffusionsgleichungli€ Mischpro-

zesse auftritt, sind dies; undcp. Die Werte der letzten beiden Parameter sind festge-
legt, wenn man fordert, dass die Theorie im lokalen statischen Limit in die (ier-~

geht. Natirlich sollten die freien Parametebér Vergleiche zwischen Beobachtung
und Theorie, z.B. an Cepheiden, bestimmt werden. Bis diese Vergleiche vorliegen,
kdnnen die verbleibenden zwei freien Parameter der Theorie, die identisch sind mit
den beiden freien Parametern der MLT, durch die in der MLT getihlichen Werte
festgelegt werden.

1.2.5 Kernreaktions-Netzwerk

Seit der Entdeckung des Tunneleffekts durch Gamow (1928) ist der quantenphysikali-
sche Beweis erbracht, dass bei den hohen Temperaturen uclddrim Sterninnern
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thermonukleare Reaktionen ablaufen. Die Kernfusionen bilden ein Energiereservoir,
das einen Stern wie die Sonaker 10 Milliarden Jahre im thermischen Gleichgewicht
halten kann. Die Kernreaktionen koppeln an die Energiegleichung (UH&)ey,c.
Zusitzlich flihren die Transmutationen der Elemente zu efederung des Mole-
kulargewichts, d.h. zu eindknderung der Gaseigenschaften selbst. Wenn man nicht
von Gleichgewichten in den Elementkonzentrationen ausgehen kann, dasaemdie
Anderungen der Spezies in einem nichtlinearen System von Gleichungenuhitgef”
werden. Mit den Teilchendichtem; kann man schreiben (z.B. Arnett, 1996):

Dn; ) .
D = Zci(]) )\j’n]' + Zci(], k) <ov>jk NNk
J J:k
+Zci(j,k,l) <OV>jkl NjNEN (120)
7k,

Dieses Gleichungssystem wird auch als Reaktionsnetzwerk bezeichnet. Der erste Term
auf der rechten Seite beschrefinderungen der Spezies selbst, z.B. dyseHerfall,
Elektroneneinfang oder Photodisintegration. Der zweite Term beschreibt Zweier-
Reaktionen wie z.B. Photoneneinfang und der dritte Term Dreier-Reaktionen wie z.B.
die 3x-Reaktion. Die Koeffizienten; sind Abkirzungen @it

ci(j) = £N;
. N;
NG !
. N;
Ci(]akal):im )

wobei die N;, N;, Nj, N; fur die Anzahl der in einer Reaktion vorkommenden Teil-
chen des Typs, j, k,[ stehen und dieV;!, N;!, N;! Mehrfachzhlungen bei identi-
schen Teilchen verhindern. Bei Produktion der Speziiss das Vorzeichen positiv

und bei Destruktion negativ. MX; wird die Rate der schwachen Wechselwirkupg (
Zerfall, Elektroneneinfang) bzw. die Photodisintegrationsrate bezeichnek &ie-

sind die geschwindigkeitsgemittelten Wirkungsquerschnitte im Schwerpunktsystem
der Reaktionspartner.

Die Formulierung (1.20) hat einen groRen Nachteil: Wenn Kontraktion oder Ex-
pansion des Gases stattfindet, dandérn sich die Teilchenzahldichtenauch dann,
wenn keine Transmutationen aufgrund von Kernreaktionen stattfinden. Deshalb ist
es zweckmRiger, die Teilchenzahl in Alimgigkeit einer erhaltenen Gi3é statt in
Abhéngigkeit des Volumens zu formulieren @iEr, 1997). Eine solche GRe ist die
Zahl der Nukleonen, die auch im relativistischen Limit eine Erhalturaidgrbleibt.

Die Nukleonenzahl pro Volumen ist gegeben durch

n:ZniAi ,
[

wobei A; die Atomgewichte sind, die dieachste ganze Zahl der Atommadég in
atomaren Masseneinheiten (amu) darstdlit= [W;]. Die spezifische Hiifigkeit
n;

Y; = 2 (1.21)

n
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andert sich im Gegensatz zy nicht bei Kontraktion oder Expansion. Auch dibli-
che Definition fir die Dichtep = )", n;m; andert sich bei Kompositioasiderungen
und ist nicht relativistisch invariant. Diese Schwierigkeit kann mit den Definitionen

< 2uinidi
IO * NA ’
PNa

vermieden werden, die zusammen mit den Gleichungen (1.20, 1.21) auf eine Raten-
gleichung tihren, die auf die invariante Nukleonenzahl bezogen ist:

DXl A A o
Dt :zj: ()AJAX"‘JXI;QJ, ,ONA<crv>]kAA i Xk

+ Y il k1) PNR <ov> kg
3okl

A;
A, A, — L X; X1 X, . (1.22)
In den meisten Codes wird nicht zwischgnX und p, X unterschieden. Auch in
dieser Arbeit wird diese Unterscheidung nicht konsequent beibehalten, da die hierduch
entstehenden Fehler vernaa$digbar klein sind gegehér anderen Unsicherheiten,

wie sie z.B. durch die nur ungenau bekannten Ratenkoeffizienten der Kernreaktionen
entstehen.

1.2.6 Mischen

Anderungen der chemischen Zusammensetzung einer Massenschale inufstenn r
zum einen her von den thermonuklearen Reaktionen und zum anderen von Trans-
portplanomenen. Das wichtigste von diesen Transpariphienen ist das konvek-

tive Mischen. Der Konzentrationsausgleich infolge der turbulenten Gasbewegungen
lasst sich formal als ein Diffusionsprozess beschreiben (Eggleton, 1972). Die folgen-
de Ableitung atitzt sich auf Landau & Lifschitz (1991) und wird hier auf ein Gemisch

mit mehr als zwei Komponenten erweitert. $eilie Gesamtdichte des Gases. Die
Kontinuitatsgleichung in Eulerkoordinaten:

dp
E +V-(pu) =0 (1.23)
besagt, dass sich die Gesamtmasse des Gases innerhalb eines Volunesrdenur -
kann, wenn Materie aus dem Volumen herausflieRt oder in das Volumen hinemflieRt
Die Geschwindigkeit: muss bei dieser Definition als Gesamtimpuls dersBigkeit
pro Masseneinheit aufgefasst werden. In Abwesenheit von Kernreaktionen und Dif-
fusion bleibt die Massenkonzentration jeder Spezies der MiXtum mitbewegten
Koordinaten konstant:
X;  0X;
Dt ot
% Eine Unterscheidung zwischenund g miisste auch hier vorgenommen werden, da sich die Dich-

te allein aufgrund des durch Kernfusion hervorgerufenen Massendefedtesri' kann. Die hierdurch
entstehenden Fehler sind — wie schon diskutiert — veraastgbar.

i=0
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und dies ergibt zusammen mit der Kontimtggleichung (1.23) eine Kontinaisglei-
chung fir die Massep X; einer Komponente der Mixtur:

9(pXi)
ot

+ V- (pX;u) =0 . (1.24)

Infolge der Diffusion kommt es zu einem Stofftransport, wenn disssiljkeit ruht, und
dieser Diffusionsflusg; muss in Gleichung (1.24) als ztzlicher Quellterm berck-
sichtigt werden:
9(pXi)
ot
Unter Vernachdssigung der Thermo- und Barodiffusion &thfian einen Diffusions-
fluss fir reine Konzentrationsdiffusion:

= —V-(pXiu) - V]z . (125)

Ji = —pD VX;

Der Diffusionskoeffizient

2
DZQMUCA:\/;O(MO(MLHP(DI/Q

wird hier aus der Konvektionstheorie bestimmt. Weitere BggrzuD, wie z.B. die
atomare Diffusion, werden nicht herKksichtigt. Der Diffusionsflusg;, eingesetzt in
Gleichung (1.25),dhrt im Fall splarischer Symmetrie und gleichzeitiger Transforma-
tion auf Lagrangekoordinaten auf die gesuchte Diffusionsgleichung:

DX; 9 o .
Dt _a_m<UDa_mXZ>

Dabei wurde die abkzende Schreibweise, = (47r2p)2D eingefihrt.

1.3 Randbedingungen

Bekanntlich lhgt die losung oder sogar diedsbarkeit der Gleichungen von den
Randbedingungen ab. Aber selbst wenndgégebene Randbedingungen eimsirig
existiert, muss diese nicht zwangsfig physikalisch realisierbar oder im zu beschrei-
benden physikalischen Objekt realisiert sein. Aus diesem Grund stellen die Randbe-
dingungen stets einen Teil des physikalischen Problems dar.

1.3.1 Zentrale Randbedingungen

Die Randbedingungen im Zentrum des Sterns, definiertzbet 0, kdnnen sofort
angegeben werden. Eine physikalisch sinnvolle Forderung verlangt, dass die Dichte im
Zentrum einen endlichen, nichtverschwindenden Wert haben soll (z.B. Kippenhahn &
Weigert, 1990). Dann mussifin — 0 auchr — 0 streben. Auch die Energiequellen
mussen endlich bleiben, und deshalb muss auch die Leuchtkmfschwinden:
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Uber die zentralen Werte des DrucRsund der inneren Energig lassen sich a priori
keine Aussagen machenuidie turbulente kinetische Energieund die Elementkon-
zentrationenX; werden reflektierende Randbedingungen angenommen:

o 0w\ oX;\
T AN

Die Randbedingunguf die turbulente kinetische Energie hat keine Auswirkungen auf
das hier verwendete Gleichungssystem, da das Overshooting nicbk$&iehtigt wird.

1.3.2 Oberfichen-Randbedingungen

Die Bedingungen an der Obeatie des Sterns sind komplizierter. Hier stellt sich
zurdichst die Frage, wiaberhaupt die Obedthe eines Sterns definiert werden kann.
In den hier betrachteten Entwicklungsphasen kann man die @teeflind den Ge-
samtradius des Sterms= R durch die Photosré definieren, von der ein Grolteil
der Strahlung ins kalte Universum emittiert wird. Mit der Theorie der Sternatmos-
pharen kann man zeigen, dass die PhotaspHoei einer optischen Tiefg, = 2/3
liegt. Im hydrostatischen Gleichgewicht ist dann der Druck in der Photoephége-
ben (siehe Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 70) durch
GM21
P(r=R) = R 3%
Hier wurde eineuber die gesamte Atmosal€ gemittelte Opazt’x definiert. Die
Temperatur der Photosal€’ ist gleich der Effektivtemperati.¢, die im Stern defi-
niert ist durch

(1.26)

L =4nR%*0 T . (1.27)

Gleichungen (1.26, 1.27) sind die sogenannten photoggiien Randbedingungen.
Das goidte Problem an diesen Bedingungen ist, dass sie an einem Ort definiert sind,
an dem die Transportgleichung (1.14) nicht mehr gilt, weil dort die Diffusionsapproxi-
mation (1.5) zusammenbricht. Die Modellierung einer realistischen Atnzosgsiéllt
ein eigenes Problem dar, das in dieser Arbeit nicht angegangen wurde. In ausgedehn-
ten Hullen, in denen eine Photosmie nicht sinnvoll definiert werden kann, sind auch
die vorgestellten photosphischen Randbedingungen bedeutungslos.

Die weiteren Randbedingungen ergeben sich aus folgddderlegung: Da die
Entwicklung bei konstanter Masse modelliert werden soll, darf kein Stofftransport
uber die Sternobedthe stattfinden:

0w 0X;
= M: _— = =
" () =0+ (G) =0
Da das Overshooting vernaelskigt wurde, besteht keinaurnliche Koppelung der

turbulenten kinetischen Energie, und deshalb hat die Randbedingundséinen Ein-
fluss auf das hier verwendete Gleichungssystem.

1.4 Materialfunktionen

Neben den Strukturvariablen der Sternaufbaugleichunger (e, I, w) kommen in
den Gleichungen eine Reihe weitereroGen vor, die ausschliel3lich vom thermody-
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namischen Zustand des Gases oder der Strahlungngbh. Jeder thermodynami-
sche Zustand ist durch zwei Zustandsvariablen und die chemische Zusammensetzung
vollstandig festgelegt (z.B. durch, e, X;). DieseMaterialfunktionenverden nun zu-
sammengestellt. Eine awsiflichere Diskussion ist in Kippenhahn & Weigert (1990)

auf S. 101ff zu finden.

1.4.1 Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen Druck, Temperatur
und Dichte eines Gases. Der Gesamtdruck des Gases setzt sich aus dem Gasdruck und
dem Strahlungsdruck zusammen (siehe Abschnitt 1.2.2):

N
I%ng&):}@$+fhd:;I¢T+§TA , (1.28)

wobei R die Gaskonstantey die Strahlungskonstante upddas mittlere Molekular-
gewicht ist. kif den Gasdruck wurde ein ideales Gas angenommen, dasamudiipt”
ionisiert ist. Eine realistischere Behandlungssie in deaiReren dlle des Sterns

den lonisationsgrad von Wasserstoff und Heliumub&sichtigen. Kristallisation und
Entartung des Elektronengases treten in den betrachteten Entwicklungsphasen nicht
auf. Statt der Temperatur ist es in der vorgestellten Formulierung der Sternaufbauglei-
chungen zwecku3iger, die innere Energie als Variable zu verwenden:

T4
d@ﬂXﬁ:;%T+%r . (1.29)

Umkehrfunktionen der Gleichungen (1.28, 1.29), die allerdings nicht in geschlossener
Form ausgeschrieben werdeorkien, liefern die Dichte und Temperatur in Advlgjig-
keit von den verwendeten StrukturvariablBne und X;;:

p=pPeXi) , T=T(Pe X

1.4.2 Mittleres Molekulargewicht

Das mittlere Molekulargewicht, das in der Zustandsgleichung vorkommtyrisgif’
vollsténdig ionisiertes Gas durch folgenden Zusammenhang gegeben:

-1
= (Z Xz'(lw;: Zi))

i

Dabei istZ; die Ladungszahl desten Elements. Durch die Einfitung des mittle-
ren Molekulargewichts kann man das valistlig ionisierte Gas einer Mixtur formal
genauso beschreiben wie ein Einkomponentengas.

1.4.3 Opazititen

Die Opazititen beschreiben die Wechselwirkung von Strahlung und Materig. F”
die Berechnung der Opaaitinissen alle raglichen Strahlunggierginge jeder vor-
kommenden chemischen Speziesugoksichtigt werden. Das stellt insbesondene f~
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die schwereren Elemente mit ihren komplexen Niveau-Schemata hohe Anforderun-
gen an die Atomphysik. W realistische Sternentwicklungsrechnungen ist es daher
unerBsslich, Opazitten zu verwenden, die durch Interpolation ¢ri’- X ;-Raum aus
sorggiltig berechneten Opaaistabellen gewonnen werden. Da in dieser Arbeit nicht
die exakte Modellierung, sondern vielmehr ausgbite Prozesse wie die Kernreak-
tionen und das Mischen im Vordergrund stehen, wird die Oaediiich eine vereinfa-
chende analytische Formel approximiert, die zudem den Vorteil bietet, die Rechenzeit
der Modelle nicht noch weiter in diedthe zu treiben. In massereichen Sternen ist der
dominierende Beitrag zur Opazitdie Elektronenstreuung oder Thomson-Streuung:

k=0.20(1+Xg) cm?g!

Bei den hohen Zentraltemperaturen, die in massereichen Population-IlI-Sternen er-
reicht werden, spielen zudem relativistische Korrekturen eine Rolle. Die Compton-
Streuung reduziert die OpaaitheiT = 10*K um 20% (Kippenhahn & Weigert, 1990,

S. 138); dieser Prozess wurde jedoch nichtblesichtigt. Obwohl schon Population-
IlI-Modelle mit realistischeren Opazitén gerechnet wurden (Marigo et al., 2001),
existieren noch keine Rechnungen, die mit einer Opgfit'Z = 0 starten und dann

die in massereichen Population-IlI-Sternen autogen produzierten Metalle in den Opa-
zitaten beucksichtigen.

1.4.4 Thermodynamische Gol3en

In den Sternaufbaugleichungen werden noch einige weitere thermodynamische
GroRRen beantigt. Die hier benutzten Gleichungen werden ohne Herleitung angege-
ben und beschreiben gut ein ideales Gas mit Strahlung. Im Treiberterm (G g f”
turbulente kinetische Energie taucht der adiabatische Gradient der Schichtung

_op
~ pTep

ad

auf. Die spezifische \Wme berechnet sich gafd:’

(3 >9% 4(3 +6) aT?®
cp=|5+0)—+ —
p 3 P

mit der Temperatur-Kompressibdit™

5= P+ aT?
P— %T‘l
Die Druckskalenbhe )
r<P
Hp —
P Gmp

fur eine hydrostatische Schichtung kommt in den Gleichungen (1.15, 1.19) vor.

1.4.5 Reaktionsraten

Die Reaktionsraten\, <owv >, und <ov>;, die in der Ratengleichung (1.22)rf"
die Kernreaktionen vorkommen, sind ein mittleres MaR die Wahrscheinlichkeit,
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dass die zugadrige Reaktion eintritt. Die Reaktionsrakeist im Fall vons-Zerfallen

eine Atomkonstante. Im Fall von Elektroneneinfanglstoch von der Temperatur,
Dichte und Zahl der vorhandenen Elektronenanisfig. Die Berechnung von Zwei-
ersvl3en ist komplizierter. Da es sich um geladene Teilchen handelt, ist der Wirkungs-
querschnitt der Teilchea = o(v) abhéngig von der Geschwindigkeit der beiden
Teilchen im Schwerpunktsystem. Die Reaktionsrate muss damtzioh 'mit der Ge-
schwindigkeit des Teilchenflusses multipliziert sowie geeigihetr das Geschwindig-
keitsspektrum des Teilchenensembles gemittelt werden. Befindet sich das ideale Gas
im thermodynamischen Gleichgewicht, so ist das Geschwindigkeitsspektrum durch
eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung gegeben, sodass sich die Reaktionsrate mit der
reduzierten Massg,.q und der Boltzmannkonstantg; wie folgt berechnet (Clayton,
1983, S. 296):

tea \72 T fired V2

re 3 re

<ov>jp = 4m (27rkBT> /v o(v) exp <— e T > dv
0

Die gesamte Atomphysik steckt im Wirkungsquerschaitt), und dieser muss ent-
weder gemessen odaebér ein detailliertes Kernmodell berechnet werden. Die meis-
ten astrophysikalisch relevanten Reaktionsraten der Kernreaktionen sind tabelliert.
Hier werden vorwiegend die Reaktionsraten der NACRE-Kollaboration (Angulo et al.,
1999) verwendet. Folgende Bezeichnungen siigth:

ANjk = Ny <ov>j,  [em®mol~!s™!]
>\jl~cl = N/g <oU> ki [cm3 mol—2 S_l]

1.4.6 Energieproduktion

Die Energieproduktionsrate ist gleich der freiwerdenden Energie pro Reaktion, multi-
pliziert mit der Reaktionsrate und den Teilchendichten:

# Reakt. # Reakt.

nuc— - v= )i g j - v-)i ) j j
€nuc P ;:1 (Q <q >)z >\] Aj Xy + ;1 (Q <q >)z C(] k) A]k AjAch]Xk
# Reakt.

+ ; (Q— <QU>)ic(jakal)ijkaijXl ergg's']. (1.30)
Die mittlere Neutrinoenergie< ¢, > wird von der freigesetzten Energ@ abgezo-

gen, da die Sternmateri@irf Neutrinos praktisch durchsichtig ist und deshalb diese
Energie mit dem thermo-energetischen Teil der Sternentwicklungsgleichungen nicht
wechselwirken kann. Die Zahlenkoeffizientefy, k) undc(y, k,1) vermeiden Mehr-
fachzhlungen identischer Teilchen:

1
© ON;INg!D

|
k)= ——
ol: k1) N,IN,IN;]

c(4, k)
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1.5 Gleichungen imUberblick

Im Folgenden werden die verwendeten Gleichungen zusammenfassend dargestellt.
Die Sternaufbaugleichungen sind differenziell formuliert und auf Lagrangekoordina-

ten bezogen, d.h. die unabtjigen Variablen sind die Masse und die Zeitt. Alle
verwendeten Strukturvariablen, P, e, w, X;, hAngen vonm undt ab. D/Dt bezeich-
net die Zeitableitung in mitbewegten Koordinaten (bezogen auf die Masse).

Tafel | Sternaufbaugleichungen

_or 1
- Om A4nr2p
0. 9P _Gm
 Om 4wt
De P Dp ol

Dt 2Dt ™ am
0= olnT _ Olan

om om
Dw ~
br e
DX; 0 0
- 7 Z x.
Dt Om <UD om l)
Ny A
+Zci(j) AjIXj
j J
+3 il k) PAjkinXk
T Aj Ay
A;
+ ) cilh k1) PP XN X X X
j,% J AjALA J
V = Vyg — 2021l
krad
T
D= T I
S, HP ad
R /2
Sz =cp A

2
op = \/;(47r7"2p)2 ay ovi, He 5)1/2

Hp |

Vied = 2
rad kragT 4mr?

Integrierte Poisson-Gleichung

Hydrostatik

Energiegleichung

Transportgleichung

Turbulente kinetische
Energiegleichung

Mischen

&

Kernreaktionen

Gradient der Schichtung

Turbulenter Treiber

Turbulente Dissipation

Diffusionseffizienz

Radiativer Gradient
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Tafel | (Fortsetzung)

2
- \/ggd)l/QFL _477\/§7“ pasA
3T V2w
z z<0.9
0.9 +0.1 tanh (2592) sonst

Flaz] = {

A = o, Hp
r’P
Heo —
P Gmp
dacT*
krad = 3
Kp

o Pop
om  p2om

)

Geschwindigkeits-
korrelation

Flusslimiter

Mischungsweglige

Druckskalenbhe

Modifizierte
Strahlungskonstante
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p=2 g
L

3
T4
e 3Ry 0T
2 p P
w=e+ —
P
P
Vad_pTCp
3 R 43 +6)aT?
cp=|(-+0)—+ —F-—
2 7 3 p
P +aT?
5:P—§T4

1
Xi(1+ Z;)
W;

=[x

Kk =0.20 (1 + Xjr)
A= \(P,e X;)

€nuc = 6nuc(Pa €, Xz)

Zustandsgleichung

Innere Energie

Enthalpie

Adiabatischer Gradient

Spezifische Vdime

Temperatur-
kompressibilitit

Molekulargewicht

Opazitt

Reaktionsraten
(siehe Anhang B)

Energieproduktion
(siehe GI. 1.30)
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2 Numerisches Verfahren

Bei der numerischen Behandlung astrophysikalischer Fragestellungen hat man es typi-
scherweise mit nichtlinearen, gekoppelten differenzial-algebraischen Gleichungen zu
tun, dieuber viele Dekaden in Raum und Zeit g&f‘werden raSsen. Dies stellt ho-
he Anforderungen an das numerische Verfahren. Daher war es in der Vergangenheit
geboten, dieses an das jeweilige Problem anzupassen. Dieses Paradigmaui”
einer untrennbaren Verzahnung des physikalischen Problems mit der Numerik. Die
Vorteile dieser Herangehensweise liegen in problemangepassten Geschwindigkeitsop-
timierungen sowie der Bjlichkeit, Fehlern bis auf die unterste Stufe des numerischen
Verfahrens nachzugehen. Nachteile sind die fehlende Transparenz der implementier-
ten Physik und zeitraubende Programmierarbeit bei nur kleineanderungen am
Gleichungssystem.

Fortschritte bei den numerischemd€ern der Mathematiker haben es in den letz-
ten Jahren mdlich gemacht, auch in der Astrophysik sogenanBkack-BoxLoser
zum Einsatz zu bringen. In dieser Arbeit wird das Programmpaket LIMEX (Ehrig &
Nowak, 1998) erstmals erfolgreich in der Astrophysik eingesetzt. Dabei ist es gelun-
gen, die Sternaufbaugleichungen zusammen mit den Kernreaktionen und dem Mischen
vollstandig gekoppelt und implizit zu integrieren — dies wird von keinem degg”
gen Codes beherrscht. Bei der Entwicklung hat sich insbesondere die numerische
Berechnung der Jacobi-Matrix durch LIMEX zeitsparend ausgewirkt. Die wichtigsten
Besonderheiten von LIMEX werden im Folgenden beschrieben.

2.1 LIMEX

Das Akronym LIMEX steht @it Linear IMplicit Euler method with eXtrapolation
und bezeichnet einendsér fir differenzial-algebraische-Gleichungen (DAE). Die
Losungsmethode geht zuok auf Arbeiten von Deuflhard (1985) und Deuflhard & No-
wak (1987) und wird z.Zt. am Konrad-Zuse-Zentruar fiifformationstechnik Berlin
von Ehrig & Nowak (1998) verbessert, erweitert und betreut. LIMEX ist ein Zeitinte-
grator fir DAE’s der Form

B(t,y) -y'(t) = f(t,y) ,

und kommt insbesondere mit steifen Gleichungssystemen zurecht, die in der Stern-
entwicklung bei den Kernreaktionsnetzwerken auftreten. Wenn die Matdie Ein-
heitsmatrix ist, dann hat man ein System gbéwlicher Differenzialgleichungen. LlI-
MEX erlaubt auch eine singaité B Matrix, da es algebraische Gleichungersdi

kann. Die Zeitintegration wird durch eine linear-impliZitEuler-Diskretisierung be-
werkstelligt:

(B(tnaYn) - hJ) : (Yn-l-l - Yn) = hf(tn-l-laYn)

! Linear-implizit wird Féufig synonym zu semi-implizit gebraucht.
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Grofllen mit Indexn bzw. n + 1 beziehen sich auf den Zeitpunkt respektivet,, ;.
Die zeitliche Schrittweite wird mit bezeichnet.

d

J=—(f—-By)

dy
ist die Jacobi-Matrix des Residuums des Systems. In LIMEX ist dieses Verfahren
kombiniert mit einer Extrapolatioh — 0 und einer adaptiven Schrittweitensteuerung
und Ordnungskontrolle.

2.2 Restriktionen von LIMEX

In der vorliegenden LIMEX-Version gibt es die folgenden Einseitingen an den
Losungsvektoy und die rechte Seité&

|Y|max

<10°
|Y|min

Flax _ 920

|f|min
Diese Schranken ussen sowohl in Zeit als auch Raum eingehalten werden. Insbeson-
dere die Bedingunguf'den Losungsvektoy ist in astrophysikalischen Anwendungen
ein Problem, will man nicht nach jedem Zeitschritt alle Variablen renormieren. Ei-
ne heufige Renormierung wirkt sich negativ auf die Leistung von LIMEX aus, weil
die Informationen der Vorgrigerbsung verloren gehen. Um diese Probleme zu um-
gehen, werden hier alle Strukturvariablen logarithmiert. Dies ist besondersoansch”
fur die Leuchtkraft, die als Vektorgol3e definiert ist. In den untersuchten Entwick-
lungsphasen treten keine negativen Leudtftkrauf, doch verliert der Code dadurch
an Allgemeingltigkeit.

Eine weitere wichtige Einschrikung ist, dass LIMEX nicht mit Einschalt-
vorgdangen zurecht kommt, welche in den klassischen Sternentwicklungsprogrammen
vorkommen. So wird beispielsweise bei der Verwendung der Mischungswegtheorie
die Konvektion aufgrund des Schwarzschild-Ledoux-Kriteriums angeschaltet. Aber
auch bei den Kernreaktionen liegen Ratenkoeffizienten nur in bestimmten Tempe-
raturbereichen vor, sodass bestimmte Reaktionahrerid der Entwicklung an- und
abgeschaltet werden. Eigene numerische Versuche mit LIMEX haben gezeigt, dass
Einschaltvorghge zu unerwarteten Ahifien (im Fall von Konvektion) oder zu nu-
merischen Oszillationen und Instakaliéh (im Fall der Kernreaktioneniifen. Mit
einer verbesserten Theoriarfdie Konvektion (Abschnitt 1.2.4) sowie der Extrapo-
lation von Ratenkoeffizienten hin zu niedrigeren Temperaturbereichen konnten alle
Einschaltvorghge vermieden werden.

2.3 Diskretisierung

Wahrend die zeitliche Diskretisierung des Problems von LIMEdé¢rhommen wird,
so ist dies @it die umliche Diskretisierung nicht der Fall. Die Diskretisierung ist
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ein eigenes Problem, das allen endlichen Volumenverfahreareénhist. Die speziel-

le Wahl der Diskretisierung ist bei Verwendung von LIMEX atdich durch die im
vorigen Abschnitt 2.2 beschriebenen Restriktionen eingasétir Ausgegangen wird
von der Formulierung des Gleichungssystems in Abschnitt 1.5, Tafel I. Die Diskre-
tisierung erfolgt auf einem gestaffelten Gitter, bei dem die Vekafgni und/ an

den Zelléndern und die skalaren @énP, e, X; an den Zellmittelpunkten definiert
sind. Die turbulente kinetische Energiewurde ebenfalls an den Zadindern defi-
niert, obwohl es sich um eine skalaredBe handelt. Die Zelider sind durch digé
Massenschalem,. definiert. Die in defk-ten Massenschale enthaltene Masse ist:

Amy = my —my_1
Die Notationk + 1/2 bezeichnet das arithmetische Mittel eineoGe7:

Skt frr
fkil/? - #

Wie schon oben erafint, werden aufgrund des Skalierungsproblems in LIMEX alle
Strukturvariablen mit dem nalichen Logarithmus logarithmiert, d.h. die Variablen
im Losungsvektor sing = {(In7)g, (In P)g, (Ine), (Inl)g, (Inw)k, (In X;), }. Die
VektorgrRen werden vor = 0...n und die skalaren @ffen vonk = 1...n + 1
durchnummeriert, sodass die inneren Randbedingungenybaid [y, die duReren

bei P, 1 unde,; gestellt werden. Das diskretisierte Gleichungssystem kann direkt
von LIMEX integriert werden, wenn eine Anfangsling vorliegt, die gut auf dem
gewdhlten Gitter re@sentiert ist (siehe Abschnitt 4.1).

Tafel 11l Diskretisierung

0= T Th 3
Amy A7 pg,
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Amk+1/2 A771/4:4»1/2 ’
D(In@ ~
@k(T)k = (So)k — (So)k
(X)) D(In X;)y _ [Uk (Xi)k+1 — (Xi)w o (Xi)k — (Xi)k—1
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Tafel lll (Fortsetzung)
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2.4 Saatkonvektion

Die Gleichung €ir die turbulente kinetische Energie (1.16) umfasst immer zwei
Losungsste: die Nulbsung mite = 0 und eine von Null verschiedene&ling, bei der

in stabilen Situatione@ zwar fortwahrend exponentiell ahlit, jedoch immer einen
nicht-verschwindenden, endlichen Wert bBih'Im konvektiv stabilen Regime ist es

von Vorteil, wenn man sich auf dem Ast der NaBling befindet, da man meistens
nicht an einer genauen Berechnung des Abklingprozesses interessiert ist, der zudem
unnotig Rechenzeit beansprucht. Andererseits kann der Ast deioslutig’ nur durch

eine zwar beliebig kleine, jedoch endliche turbulente kinetische Energirlassen
werden. Aus physikalischer Sicht stellt dies keine Schwierigkeit dar, da es immer end-
liche Fluktuationen konvektiver Wirbel geben wird, die auch Sdmtkonvektiorbe-
zeichnet werden. In dieser Arbeit wird mit der logarithmierten turbulenten kinetischen
Energie [n @) als Variable die vorhandene Nod#liing ausgeschlossen, allerdings muss
man dann eine nicht-verschwindende Saatkonvektion annehmen. Wird diese zu grof3
gewahlt, dann werden die Ergebnisse @stht, da die physikalisch richtigeokling

die Nulllésung ist. Wird die Saatkonvektion zu klein gahit, dann zeigt das nume-
rische Verfahren eine schlechte Konvergenz. Saatkonvektion alimklich wie eine
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kuinstliche Viskosktt, welche StoRRfrontenber mehrere numerische Gitterzellen ver-
breitert. Technisch wird die Saatkonvektiaber einen weiteren additiven Term auf
der rechten Seite der Gleichung (1.16) flie turbulente kinetische Energie gesteuert:

1-1073 . (102[3] ) v

Dieser Term @igt mit anwachsender Zditetwas mehr Saatkonvektion hinzu. Die auf
diese Weise festgesetzte Saatkonvektion ist so klein, dass die Gradienten der chemi-
schen Spezies an der Grenzschicht zwischen konvektiver und radiativer Zone ausge-
pragt sichtbar bleiben (siehe Kapitel 4).

2.5 Numerische Instabilitaten?

In einigen der durchgefirten Modellrechnungen treten kurz vor dem Erreichen der
Hauptreihe zeitlich gut aufgeste, nichtlineare Oszillationen auf, die am ausggpr”
testen in einem Modell mit Population-II-Elementmischung und &b@nichen Punk-

ten in der Energieproduktionsrate zu sehen sind (Abbildung 2.1). Wie es zu diesen
Oszillationen kommt, konnte bisher nicht gatiwerden. Da die Amplitude der Os-
zZillationen mit steigenderatimlicher PunktauBlSung sinkt sowie die Periodendauer
abnimmt, hat man es vermutlich mit einem Artefakt der Numerik zu tun. Die Bedin-
gungen, die zum Auftreten der Oszillationarfén, sind eng definierbar. Die Oszilla-
tionen setzen immer dann ein, wenn die Energieproduktion im CNO-Zyklus diejenige
des pp-Brennensberschreitet, und sie verschwinden wieder, wenn die CNO-Isotope
Gleichgewichtskonzentrationen erreichen. Obwohl in dieser Phase energetisch vom
CNO-Brennen dominiert, treten dieaf$ten Amplituden in der Energieproduktion des
pp-Brennens auf. Diesokinte ein sekuratér Effekt der im CNO-Brennen induzier-

ten Temperatur- und Druckoszillationen sein, die jedoch in den Modellrechnungen
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Abb. 2.1: Oszillationen aufgrund eines numerischen Artefakts oder aufgrund eines phy-
sikalischen Mechanismus?
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nicht nachweisbar sind. Es kann sein, dass die Oszillationen in Druck und Tempera-
tur dem Anstieg dieser Variablen auf der Vorhauptraiberlagert und deshalb nicht

zu sehen sind. Eine einfache, lineare Stadiséihalyse homologer Auslenkungen un-
ter nicht-Gleichgewichtsbedingungen im CNO-Zyklus hat gezeigt, dass linear instabi-
le, exponentiell ansteigende Moden existieren, die unter Gleichgewichtsbedingungen
zwar nicht verschwinden, deren Lebensdauer im Gleichgewicht jedoch um vier bis
funf GroRenordnungen verkleinert ist. Dass immer instabile Moden im CNO-Zyklus
existieren, konnten Schwarzschild &kt (1959) nachweisen. Diese Modemnkén

in massereichen Sternen, die Strahlungsdruck dominiert sind, nicht metlamgéd”
werden unddihren auf die bekannte vibrationelle Instabilitese-Mechanismus. Die
Auswirkungen existierender instabiler Moden auf das Sternmodell kann nur durch ei-
ne nichtlineare Stabikifsanalyse vorhergesagt werden. Die Abnahme der Amplitu-
denstirke mit verbesserteaumlicher Aufosung in diesen Modellrechnungen spricht
dafiir, dass ein effektiver 8&npfungsmechanismus existiert. Andererseitutfdas
verwendete numerische Verfahren dencRvértsdifferenzen eine starkeaBipfung

ein, und die Erbhung der aumlichen Punktzahl wirkt sich durch kleinere Schritt-
weiten ebenfalls ampfend aus (private Mitteilung E. A. Dorfi). Eine genaue Unter-
suchung dieser Oszillationen mit anderen numerischen Verfahremmsgohénswert,
wurde in dieser Arbeit jedoch nicht angestrebt. Da alle Modelle mit der Annahme
von hydrostatischem Gleichgewicht gerechnet wurden, sollte beinftigen dyna-
mischen Stabildtsanalysen die nicht-Gleichgewichtsphase im CNO-Zyklus bei den
Untersuchungen besondere Beachtung finden.
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3 Kernreaktionen und Mischen

Die anfinglich nahezu oflige Abwesenheit von Metallénfiihrt bei massereichen
Population-IllI-Sternen im Vergleich zinormalen® massereichen Sternen zu Unter-
schieden bei den OpaatEn und den Kernreaktionen. Ezer (1961) erkannte als erster,
dass massereiche Population-11l-Sterne wegen der Ineffizienz der pp-Kette so lange
weiter kontrahieren, bis sie soviel Kohlenstoff autogdrer den3a-Prozess erzeugt
haben, dass der CNO-Zyklus mit einer Effizienz anlaufen kann, welche der Stern zur
Deckung seiner Leuchtkraft betigjt.

Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt auf der Wechselbeziehung zwischen
den Kernreaktionemhnejegliche Annahme von Gleichgewichtskonzentrationen und
dem (quasi-hydrostatischen) inneren Aufbau eines Population-lll-Sterns. Deshalb
wird in diesem Kapitel zuachst der Frage nachgegangen, welche Kernreaktiamen f~
die Hauptreihenentwicklung wichtig werdemrkien. Dabei gilt es herauszufinden,
ob nicht andere Reaktionswege bei den vighéren Zentraltemperaturen von bis zu
1.4 - 108K (siehe Kapitel 4) it die Energieproduktion wichtig werden. Die Ergebnis-
se dieser Rechnungen werden nun vorgestellt, gefolgt von einem Absdbeitdie
Mischprozesse.

3.1 Kernreaktionen

Die Wichtigkeit einzelner Kernreaktionenrfdie Energieproduktion wird im Rahmen
eines Einzonen-Modells untersucht, d.h. das zeéaftge nukleare Netzwerk wird

bei einer konstanten Temperatur und Dichte berechnet. Die numerische Integration
erfolgt mit dem Programm LIMEX (Ehrig & Nowak, 1998). Die verwendeten Reakti-
onsraten kommen vorzugsweise von der NACRE-Kollaboration (Angulo et al., 1999).
Die Raten, die von NACRE nicht eahlich sind, kommen von anderen Autoren. Ta-
belle 3.1 zeigt alle verwendeten Reaktionen mit Quellennachweis der Raten. Es wer-
den tabellierte Reaktionsraten genommen (siehe Anhang B), die in doppellogarithmi-
scher Auftragung mit kubischen Splines interpoliert werden.

3.1.1 pp-Kette

Die fur die Energieproduktion wichtigen Zweige in der pp-Kette werden im Tempe-
raturbereich vori0” K — 1.5 - 108 K untersucht. Die Ergebnisse dieser Rechnungen
sind in Abbildung 3.1 zu sehen. Die Referenzkurve zeigt die Energieproduktion bei
Mitnahme der Zweige ppl bis pplV (Abbildung 3.2). In Modellen, die von der Re-
ferenzrechnung abweichen, fehlen beitragende Zweige. Die Rechnungatigleest”
die in der Literatur bekannte Bedeutung der Zweige ppl bis pplll (Clayton, 1983):
Fir T < 107 K ist der ppl-Zweig dominierend, zwischa®’ K < T < 2-10"K

Y In der Astrophysik werden alle Elemente mit Ladungszaht 2 als Metalle bezeichnet.
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Tabelle 3.1: Untersuchte Nukleare Reaktionen

Nr.  Reaktion Q [MeV] <gq,>[MeV] Sequenz Referenz

1 H(p,ev)?H 1.442 0.265 ppl NACRE®

2 2H(p,)*He 5.493 pp! NACRE

3 3He(a,7)"Be 1.587 ppll/lll NACRE

4 3He(He,2pYHe 12.859 pp! NACRE

5 4He(2n,7)12C 7.274 3o NACRE®

6 TLi(p,a)iHe 17.347 ppll NACRE

7 "Bele~,v)Li 0.862 0.862 ppll Bahcall (1989)

8 "Be(py)®B 0.137 pplll NACRE

9 T"Befn,y)''C 7.544 ppV NACRE

10 ®Be()*He 0.000 pplll

11 8B(py)°C 1.296 pplV Wiescher et al. (1989)
12 8B(3*v)*Be 18.071 6.710 pplil Chang (2001)

13 B(pny)'2C 15.957 NACRE

14 'B(p,a)®Be 8.682 ppV NACRE

15 °C(a,p)'?N 6.711 Wiescher et al. (1989)
16 °C(3+v)*Be 16.683 0.0 pplVv Chang (2001)

17 M C(py)'2N 0.601 Wiescher et al. (1989)
18 ''C(Btv)!'B 1.982 0.0 Chang (2001)

19 12C(py)'3N 1.943 CN NACRE

20 2Cc(nm)'3C 4.947 Herndl et al. (1999)
21 13C(py)'iN 7.551 CN NACRE

22 13C(a,n)'*0 2.216 NACRE

23 BC(hmtc 8.177 Herndl et al. (1999)
24 12N(Btv)'2C 17.338 0.6 Chang (2001)

25 13N(py)i40 4.628 hot-CN  NACRE

26 3N(B+v)L3C 2.221 0.7067 CN Chang (2001)

27 N(py)LPO 7.297 CN NACRE

28  N(a,y)'SF 4.415 NACRE

29 N(pn)'f0O 12.129 ITON  NACRE

30 5N(p)'2C 4.966 CN NACRE

31 MOo(B*tv)'N 5.143 0.706% hot-CN  Chang (2001)

32 150(3+v)°N 2.754 0.9965 CN Chang (2001)

33 150(ny)'f0 15.688 Herndl et al. (1999)
34 150(py)'7F 0.600 ITON  NACRE

35 170(pn)'eF 5.607 YFEQ NACRE

36 7O(pa)!4N 1.192 ITON NACRE®

37 180(py)'°F 7.996 EQ NACRE

38 180(pa)'°N 3.981 EQ NACRE

39 180(a,y)*2Ne 9.669 NACRE

40 YF(3+1)'70 2.761 0.9992 17ON  Chang (2001)

41 BF@pBtY)E0 1.655 0.6 '"FO Chang (2001)

42 YF(p)ifo 8.115 EQ NACRE

43  22Ne(a,n)*’Ng -0.478 NACRE

2 J.N. Bahcall 1989Neutrino AstrophysicsCambridge University Press, S. 67

b J.N. Bahcall 1989Neutrino AstrophysigsCambridge University Press, S. 72

¢ Angulo et al. (1999), URL: http://pntpm.ulb.ac.be/nacre.htm

4 Wert in Literatur nicht gefunden. Dieser Wert sollte vergleichbar sein mit Wert aus Reaktion 26.
€ Wert in Literatur nicht gefunden.
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Abb. 3.1: Beitrag der Zweige ppl bis pplV zur Energieproduktion bei acht verschiedenen
Temperaturen. Die Referenzkurve (schwarze Linie) zeigt die Energieproduktion unter
Berucksichtigung aller Zweige.
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Ordnungszahl Z

ppll

e_>Q Neutronenzahl N

Abb. 3.2: Kernreaktionsnetzwerk fur die Zweige ppl bis pplV. Reaktionen, die flir ei-
ne zusitzliche Kohlenstoffproduktion aus der pp-Kette in Frage kommen, sind mit den
Farben violettund braun gekennzeichnet.

wird der ppll-Zweig zunehmend wichtig, undrfhiéhere Temperaturen dominiert der
pplll-Zweig. In Abbildung 3.1(f-h) ist zu sehen, dass der pplV-Zweig, den Wiescher
et al. (1989) gefunden haben, bei Temperatder 10° K an Bedeutung zunimmt.
Dieser Zweig tagt beiT = 1.3 - 108K bis zu 1%, beil’ = 1.5 - 108K bis zu 5%
zur Energieproduktion bei. Allerdings wird die effektive Bedeutung dieses Zweiges
insofern geschailert, als bei diesen hohen Temperaturen rasch so viel Kohlenstoff
Uber den3a-Prozess gebildet wird, dass die Energieproduktion im CNO-Zyklus —
im Vergleich zur Effizienz der pp-Kette — praktisch immer dominiert. Dieser Sach-
verhalt kann an Abbildung 3.3(c,dpérprift werden: Die Kohlenstofffifigkeit liegt
bei Xc12 > 107!, einer Konzentration, bei der der CNO-Zyklus dominiert (siehe
Abschnitt 3.1.2).

Neben den Fragen zur Energieproduktion im pp-Zweig ist es wichtig anemk]”
ob es nicht Reaktionen gibt, die, ausgehend von Elementen der pp-Kette, Kohlenstoff
produzieren kinnen, und ob somit nicht eine zuda-Prozess alternative djlich-
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Abb. 3.3: Beitrag zur gesamten Kohlenstoffproduktion (schwarze Linie) durch der3a-
Prozess (gtine Linie) und durch Bildung aus der pp-Kette (rote Linie) bei unterschiedli-
chen Temperaturen und einer Dichte von100 g cm~—3.

keit besteht, den CNO-Zyklus zu aktivieren. Als Ausgangspunkteifie zuaizliche
Kohlenstoffproduktion kommen nur die im pplll-Zweig gebildeten EleméBte und
8B in Frage (Mitalas, 1985). Das ebenfalls entstehelRiist vernactdssigbar, wie
noch raher ausgeiffirt werden wird. Eirdihge vonn-Kernen durch die Konstituenten
"Be und®B ergeben''B und ''C, von denen ausgehend Kohlenstofffei die Reak-
tionen!''B(p,y)"2C und "' C(p;y) > N(e*v)'2C gebildet werden kann. Wiescher et al.
(1989) weisen darauf hin, dass auch die abbauenden ProzesSévoericksichtigt
werden missen, insbesondere die ReaktléB(p,2x)*He. Dieselben Autoren disku-
tieren eine mgliche Kohlenstoffproduktiomber einen weiteren Protoneneinfang an
8B. Das hierbei entstehend€ kannuber die ReaktionsketteC(a,p)?N(etv)?C
Kohlenstoff bilden, wenn es niclubér die ReaktioRC(31)?B(p)®Be(a)*He in zwei
a-Kerne zerdillt. Ein weiterer Protoneneinfang 8@ wiirde auf'°N fuhren, das bisher
im Labor nicht gefunden wurde. Dies deutet auf eine sehr kurze Zerfallszetfon
zurtick in °C hin, sodas$C den Endpunkt der Protoneneinfje in dieser Sequenz
bildet (Wiescher et al., 1989).

In Abbildung 3.3 ist die Kohlenstofiifigkeit bei einer Dichte von00gcnr?
und verschiedenen Temperaturen zu sehen. Die Referenzkurve zeigt die Rechnungen
mit dem3a-Prozess und allen vorgestellten Aufbau- und Abbauprozessen von Koh-
lenstoff aus der pp-Kette. Es ist zu sehen, das§ b’ K die Kohlenstoffproduktion
aus der pp-Kette diejenige aus d8m-Prozessibersteigt. Beg - 107 K tragen sowohl
die pp-Kette als auch déi-Prozess zur Kohlenstoffproduktion beuriohere Tem-
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peraturen ist nur noch d&-Prozess relevant. In den Abbildungen 3.3(a,b) findet
beit > 107 Jahren einUbergang statt von der Kohlenstoffproduktion aus der pp-
Kette hin zur Produktion aus deda-Prozess: Wenn der Wasserstoff aufgebraucht ist,
dann kann kein weiterer Kohlenstaibér die pp-Kette erzeugt werden. Obwolnt f*

T < 8-107 K die Kohlenstoffproduktion aus der pp-Ketiberwiegt, bleibt die gebil-

dete Kohlenstoffhiifigkeit kleiner alsX;» < 10~'3. Bei dieser Konzentration ist die
Effizienz des pp-Brennensajiér als diejenige des CNO-Zyklus. Die Kohlenstoff pro-
duzierenden Prozesse aus der pp-Kette reichen somit nicht aus, um den CNO-Zyklus
zu aktivieren.

Bedeutung von®Be

Die Bildung von Kohlen- o

stoff im 3a-Prozess erfolgt !
Uber das Zwischenprodukt.—~
8Be. Daher liegt es nahe «
zu vermuten, dass das im3 I
pplll-Zweig entstehendé'Be

auch zur Kohlenstoffproduk-
tion beitragen kann. Das
8Be ist in den vorliegenden
Temperaturbereichen immer
im Grundzustand, da der ‘ e e
erste angeregte Zustand erst 50 100 150
bei 3.04 MeV liegt (private T,

Mitteilung Prof. Oberhummer,

TU Wien). Der Grundzustand Abb. 3.4: Gleichgewichtskonzentration von®Be in

von 8Be hat eine Halbwerts- Abhangigkeit der Temperatur. Die Bildung durch
zeit von nur 9.68 - 10-17g Zweia-Teilchen (durchgezogene Liniepberwiegt im-

(Chang, 2001), und diese istmer die Bildung im pplll-Zweig (gestrichelte Linie).

temperaturunalarigig. Weil®Be nur durch den Zerfall vofB-Kernen gebildet wird,
ist die Konzentration im Gleichgewicht des pplll-Zweiges durch die Konzentration
von 8B gegeben:

Log,(Xpeg

| —

Im Gleichgewicht der pplll-Kette kommt auf zwei fusionierte Protonen®&rAtom,
deshalb kann digBe-Konzentration in Abaiigigkeit der Protonenzahl und der Proton-
Proton Reaktionsrat&,,, angegeben werden:

4

(XBeS)ppHI = m TBe8 )\pp (T)pX%I

Obwonhl die Lebensdauer véiB wie gesehen sehr kurz ist, ist diese vadjer als die
Zeit, in der zweia-Teilchen nichtresonant miteinander streuen. Deshalb kotBet
im Bad der Heliumkerne ins Gleichgewicht:

a+a = %Be
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YFEO-Zyklus

Ordnungszahl Z
)
=

CN-Zyklus

Neutronenzahl N

o

Abb. 3.5: Kernreaktionsnetzwerk fir den CNO-Trizyklus, der in drei Unterzyklen
zerfallt: in den CN-Zyklus (blau) , in den 17ON-Zyklus (cyan) und in den '°FO-Zyklus
(magenta). Ein weiterer Protoneneinfang art3N (rot) innerhalb des CN-Zyklus wird fur
Temperaturen groRer 108 K wichtig.

Die Gleichgewichtskonzentration des so gebildétBe ist temperaturalamgig, des-

halb wird in der Literatur von thermischefBe gesprochen. Der Begrithermisch
bezieht sich hier nicht auf einen Anregungszustand des Berylliums selbst — dieses ist
im diskutierten Temperaturbereich immer im Grundzustand. Die Konzentration be-
rechnet sich nach Clayton (1983, S. 412) zu:

4.64
(XBeS)aa =5.63-10710 Tgfg/2 10_T_8pX2

Diese Konzentration wird in Abbildung 3.4 verglichen mit di#e-Konzentration
aus der pplll-Kette. Es ist zu sehen, dass éine Komposition von Xy, Xpe) =
(0.77, 0.23) die ®Be Produktion durcta-Teilchen diejenige aus der pp-Kette um vie-
le GroRenordnungemibersteigt. Somit ist das in der pp-Kette gebild&8e fiir die
Kohlenstoffproduktion vernacagsigbar.

3.1.2 CNO-Zyklus

Weizsicker (1938) und Bethe (1939) haben uraidig voneinander den Protonenein-
fang an Kohlenstoff und Stickstoff als einen zur pp-Kette konkurrierenden Energie-
produktionsmechanismus gefunden. Sie zeigten, dass in einer Serie von Reaktionen,
im sogenannten CN-Zyklus (siehe Abbildung 3.5), Wasserstoff zu Helium konvertiert
wird. Die CN-Elemente dienen als Katalysatoren und werden selbst nicht verbraucht.
Obwohl bei den hypothetischen Population-1ll-Sternenaagfich per definitionem
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Abb. 3.6: Energie- und Kohlenstoffproduktion im CNO-Zyklus. Die Referenzkurve
(schwarze Linie), die alle betrachteten Reaktionen entlt, fallt stets mit dem Modell
zusammen, das de® FO- und den7ON-Zyklus vernachlassigt (gestrichelt rote Linie).

keine CN-Elemente vorliegen, kann bei den heiRen, massereichen Vertretern Kohlen-

stoff Uiber derBa-Prozess in ausreichenden Mengen nachgebildet werden. Wie schon

eingangs beschrieben, erkannte dies Ezer (1961) und lieferte zusammen mit Cameron

auch die ersten vereinfachten Entwicklungsrechnungen (Ezer & Cameron, 1971).
Wieder wird in dieser Arbeit das zeitadgige Einzonen-Modell herangezogen,

um die zur Energieproduktion beitragenden Reaktionen der Katalysatorelemente Koh-

lenstoff, Stickstoff, Sauerstoff und FluanfTemperaturen bis.5-108 K zu identifizie-
ren. Die beucksichtigten Reaktionsketten sind der-Prozess, der CN-7ON- und
YFO-Zyklus sowie die SequenzN(p,y)'*O(51,v)'*N (siehe Abbildung 3.5). Diese
Sequenz sowie die im CNO-Zyklus vorkommendeZerfalle werden im Reaktions-
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Abb. 3.7: a) Einfluss der Neutronen bildenden Reaktionen auf die Energieproduktion
und b) Neutronenbildung in unterschiedlichen Reaktionszweigen.

netzwerk der klassischen Sternentwicklungsprogramme veassipt. i Zentral-
temperaturen vofl’ < 1 - 108 K ist diese Vernachsigung gerechtfertigt, weil die
Zeitskalen der Protonenearige grol3 sind gegahér den Zeitskalen det-Zerfalle,

die in der GolRRenordnung von00 Sekunden liegen. Schon Ezer & Cameron (1971)
wiesen darauf hin, dass bei den hohen Zentraltemperaturef’venl - 108 K die
Zeitskalen der Protonenearige vergleichbar mit denen défZerfalle werden. Die
Referenzrechnung umfasst deshalb alle genannten Reaktionszweige, insbesondere die
B-Zerfallsreaktionen sowie die Reaktion&iN(p,y)'*O und'“O(3+,»)“N. Dies er-
fordert die Mitnahme von 15 chemischen Speziégt, “He, '2C, '3C, 13N, "N,

15N, 140, 150, 160, 170, 180, 1"F, 8 F und’F. In allen Modellen wird mit der An-
fangstaufigkeit von (i1, Xe, Xother) = (0.77,0.23,1072) gestartet. Die Ergebnisse
dieser Rechnungen, die auch in Straka & Tscharnuter (2001) nachzulesen sind, zeigt
Abbildung 3.6. Die Vernachsigung dep-Zerféalle flihrt in der Energieproduktion
(Abbildung 3.6(a-c)) zu Fehlern von 10% kiei 10® K, zu 65% beil .3 - 10 K und zu
300% beil.5 - 108 K. Der weitere Protoneneinfang &N hat beil - 10% K nur einen
geringen Einfluss< 1%), tragt beil.3 - 108 K schon 30% zur Energieproduktion bei
und beil.5 - 10® K ganze 55%. Dagegenlit die Vernactdssigung de$’FO- und
des'"ON-Zyklus nur zu geringen Abweichunger1%) in der Energieproduktion.
17ON- und FO-Zyklus missen nur dann mitgenommen werden, wenn man an den
relativen Hiufigkeiten von Sauerstoff und Fluor interessiert ist. Das beschriebene Ver-
halten Bsst sich ganz analog an der Kohlenstaftffigkeit ablesen (siehe Abbildung
3.6(d-f)). Das Anwachsen der Energieproduktion in Abbildung 3.6(a-c) erfolgt durch
die fortwdhrende Kohlenstoffproduktion ifw-Prozess (Abbildung 3.6(d-f)).

3.1.3 Reaktionen mit Neutronen

In den AGB-Phasen der Sternentwicklung werden Neutronen bildende Reaktionen
wichtig fur den Aufbau von s-Prozess-Elementen. Haben Neutronen auch einen Ein-
fluss auf die Hauptreihenentwicklung der hei3en, massereichen Population-11l-Sterne?
Bei einer Temperatur voh.5 - 102 K kommt die Zeitskala der Neutroneneangje in

die GolRenordnung der Protoneneintje, vorausgesetzt, es liegt eine Neutronenkon-
zentration vonX,, = 10~!3 vor. Als einzige Neutronenquelle kommt die Reaktion
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13C(a,n)'%0 in Frage, da die ReaktionskettéN(«a,y)"¥F(311)"®¥0(a,y)?**Ne(o,n)

bei diesen Temperaturen nicht zur Neutronenproduktion dugit(sSiehe Abbil-
dung 3.7(b)). Betrachtet man nur den Bildungsprozess von Neutronen im Zweig
13C(a,n)'®0, dann kann die Neutronenkonzentration auf einen Wertl9oh? anstei-

gen. Neutroneneiafige an den CNO-Isotopen agieren als Neutronensenke (Herndl et
al., 1999), und unter Backsichtigung der ReaktiondAC(n;y)'*C, 13C(n;y)'*C und
150(n;)'0 bleibt die Neutronenkonzentration unt&f, = 10~'6 (siehe Abbildung
3.7(b)). Die Ineffizienz der Neutronenquelle ist haaptdich darin begmidet, dass

die Reaktion'>C(x,n)'%0 im Vergleich zum Protoneneinfang &C um den Faktor
10~ unterdrickt ist. Dies ist auf dem AGB nicht der Fall, da in diesem Entwicklungs-
stadium schon alle Protonen verbraucht sind.

3.1.4 Umwandlung primordialer Elemente in Kohlenstoff

Die Standard-Urknall-Nukleosynthese (BBN) sagt voraus, dass die ElemetieD,
Li und 'Be gebildet werden. " primordialen Kohlenstoff gibt Jedamzik (1999)
bei einem Baryonen-zu-Photonen-Valtnis vonyn ~ 4 - 107'° eine Kohlenstoff-
konzentration vonXi2 =~ 5 - 107! an. Deuterium wird schon bei Temperaturen
von einigen Millionen Kelvin vollsindig zu®He verbrannt. Geht man davon aus,
dass das gesamtele in “Be verbrannt wurde, danagst sichuber die Reaktionsket-
te "Be(a, v)''C(BT, v)'B(p, ) 2C Kohlenstoff produzieren. Mitalas (1985) stht”
den so produzierten Kohlenstoff zu

—12.950
Xcio ~2.0-10" 2 exp (T) Xte3 (3.1)

ab. Ausgehend von der sicher zu optimistischen AnnahmeXygr= 4 - 10~* sowie
Xpe3 = 2 - 107 (siehe Vangioni-Flam et al. (2000)iféine ausihrlichere Behand-
lung der zu erwartenden BBNddifigkeiten) ergibt die vollsridige Umwandlung in
3He eine Konzentration voXye3 = 8 - 10~%. Dies fiihrt nach Formel (3.1) bei ei-
ner Temperatur vo" = 5 - 107 K auf eine Kohlenstoffaifigkeit von10~22, was
vollstandig vernaclassigbar ist.

Ebenso die Produktionber’Li ist vernachéissigbar klein (Mitalas, 1985):

_ —10.690
Xci2 =8.9-107 " exp (W) Xz

denn selbst mit eineiLi Haufigkeit von10~ und einer Temperatur vdfi = 5-107 K
erreicht man nuX ¢ ~ 1028.

Die primordiale Konzentration voh'Be ist besonders interessant, denn gerade
bei niedrigen Temperaturen ist der Protoneneinfang nach Kohlenstoff uegredér
Zerstrung durch''B(p,«)®Be bevorzugt. Als oberste Schranker !B liefert die
Standard-BBN allerdings nuXg.;; ~ 10~!5 mit wahrscheinlicheren Werten im Be-
reich vonXge11 ~ 10716, Selbst wenn das gesanmt@e in Kohlenstoff umgewandelt
wird, kannuber diesen Mechanismus nicht mehr s, ~ 10~ erzeugt werden.



3.2 Mischen 37

3.2 Mischen

Massereiche Sterne haben eine grol3e zentrale Konvektionszone, in der die chemischen
Elemente aufgrund der turbulenten Gasbewegungen gemischt werden (Kippenhahn &
Weigert, 1990, S. 212ff). In Hauptreihensternen der Population | oder Il ist dieser
Mischprozess sehr schnell im Vergleich zu deauFigkeitsinderungen durch die lang-
samen Kernreaktionen. Unter diesen Uamstén kann man sicher davon ausgehen,
dass die Elemente in der Konvektionszone homogen gemischt bleiben. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Annahme vanstantanenMischenuber die gesamte Konvekti-
onszone. Die folgende GBenordnungsabsatzung soll zeigen, dass die Umlaufzeit

im CNO-Zyklus bei den heil3en Temperaturen der massereichen Population-IlI-Sterne
vergleichbar oder sogaukZer sein kann als die Zeitskalarflas turbulente Mischen.

Die in Abschnitt 3.2.1 folgende Argumentation ist auch in Straka & Tscharnuter (2001)
beschrieben.

3.2.1 Mischungszeitskala

Die Mischungszeitskala kann mit der klassischen Mischungswegtheorie (MbmB ™
Vitense, 1958) abgesatrt werden. Ei' die folgende Rechnung wird eine Standard-
Komposition von &1, Xme) = (0.77,0.23) angenommen. Selbst im Fall der heien
Population-lll-Sterne kann der Strahlungsdruak diese Abschtzung vernachiSsigt
werden, und es reicht, ein monoatomares Gasémit 1 undcp = 5%R/2u anzu-
nehmen. Die Mischungszeitskala ist im Wesentlichen gegeben durch die Druckska-
lenhohe geteilt durch die charakteristische Geschwindighkgit, fur die Bewegung

der konvektiven Wirbel:

2 —4
s v T 10
Toony ~ 10 (R@> (m> V105K (m > (3.2

Die GroReV — V, ist die Differenz zwischen dem taisfilichen Temperaturgradi-
entenV und derAnderung der Temperatur in einem Massenelemetirerid seiner
BewegungV,. In der MLT ist esublich, zwei dimensionslose Gi8én einzuihren
(Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 51):

T \*? 100gcm ™3 > [Ro\ 2
~9 10—t (™Y (2 5 O] 3.3
v . <M®> (108K> ( p > (7" ’ (3:3)
W:Vrad_vad

FallsU < (V — V.)'/2 « W (siehe unten), dann kann die kubische Gleichung der
MLT vereinfacht werden zu

1/3
VV =V, ~ (gUW)

Fur eine Abschtzung vonr.,,, im Sternzentrum érinen Gleichungen (3.2) und (3.3)
wegenm = 4/3mp.r3 noch weiter reduziert werden:

e (Me ) (100gem N T \YR 7107t 3.4
conv m 0c 1°K 7kv =, .
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Abb. 3.8: Linien konstanter m,u bei Xg = 0.77. Im Gebiet oberhalb der gestrichelten
Linie ist das Mischen langsam im Vergleich zur nuklearen Zeitskala.

U oageto () (100gem YT 0 T\ (35)
M@ pc 108K ' '

Das folgende Zahlenbeispieustt sich auf einen 20 M Population-l11-Stern, der auf
der Hauptreihe typischerweige ~ 10® K undp. ~ 100 gcm 3 erreicht. Eif eine
innere Massenkoordinate = 1 M, folgt U ~ 4-10~'% aus Gleichung (3.5). W an-
gemessene Werte va#i, W ~ 1...100 folgt (V —V.)'/2 ~ 7-10~4. Wie gefordert,
gilt die Annahmel/ <« (V — V,,)'/2 < W. Einsetzen der Werte in Gleichung (3.4)
fuhrt schlieRlich auf:

und

Teonv ~ 10 Tage

Auch fir Population-I- und -II-Sterne sowieif'Massen gof3er 20 M, bleibt dieser
Wert bis auf Faktoren der GRenordnung Eins richtig.

3.2.2 Nukleare Zeitskala

Eine charakteristische Zeitskalarfdie Kernreaktionen in massereichen Sternen ist
die Umlaufzeit im CNO-Zyklus. Diese Zeit ist im Wesentlichen gegeben durch die
langsamste Reaktion im Zyklu&'N(p,y)'°O. Selbst bei Temperaturen vors- 10K,

bei denen die Protoneneafge vergleichbar mit defi-Zerfallen werden, stimmt die
folgende Abschtzung bis auf einen Faktar

Ag
XHpAnMpg (T)

Die Reaktionsrate.,14pg (7') ist nur eine Funktion der Temperatur. Die analytische Fit-
Formel tir diese Rate wird wieder, wie von NACRE (Angulo et al., 1999) angegeben,
verwendet:

_ _ To \?
Antapg (T) = 4.83 - 107 Ty */* exp (—15.231 Ty (—9> )

(3.6)

Tnuc ™~ Tnldpg =

0.8
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(1 =2.00Ty + 3.41T§ — 2.43T¢)

+2.36 - 103 T, /% exp(—3.010 T 1)

+6.72 - 10° T9-3%0 exp(—9.530 T, ')

Mit dieser Reaktionsrate und zusammen mit Gleichung (a$3tiSich die Umlaufzeit

im CNO-Zyklus in Abkangigkeit der Dichte und der Temperatur’ absclatzen. Um

den Parameterraum zu erkunden, werden Linien konstanter Umlatfzein ein p-T
Diagramm eingetragen (Abbildung 3.8). Die gestrichelte Linie markiert die typische
Zeitskala ftir konvektives Mischen. Im Gebiet oberhalb (unterhalb) dieser Linie ist
das Mischen langsam (schnell) im Vergleich zur nuklearen Zeitskala. Die Annahme
von instantanem Mischen ist nur gerechtfertigt im unteren Gebiet, in dem das Mischen
schnell ist. Es ist zu sehen, das®rmale” Sterne im unteren Gebiet liegen (linke un-
tere Ecke), dass sich jedoch die massereichen Population-llI-Sterne im oberen Gebiet
befinden, in dem die Annahme von instantanem Mischen nicht mehr gerechtfertigt ist.

3.3 Zusammenfassung

Die Bedeutung einzelner Kernreaktionen sowainldie Energie- als auchuf'die Koh-
lenstoffproduktion wurde im Rahmen eines Einzonen-Modells untersucht. Dabei fan-
den Beachtung die Reaktionszweige ppl bis pplV, Kohlenstoff produzierende Prozesse
aus der pp-Kette, di8a-Reaktion, der CN-!"ON- und der'FO-Zyklus, die Se-
quenz'3N(p,y)'*O(3+,»)'*N sowie die Neutronenproduktion und die Umwandlung
primordialer Elemente in Kohlenstoff. Im Ergebnis sinad dlie Energieproduktion im
betrachteten Temperaturbereith< 1.5 - 108 K die Reaktionszweige ppl bis pplil
sowie der CN-Zyklus und die SequeRN(p,y)'*O(5+,v)N wichtig. Auch dies-
Zerfallsreaktionen mssen explizit im Netzwerk mitgefirt werden. Der einzig wich-

tige Kohlenstoffproduzent ist dida-Reaktion. Des Weiteren ist die Annahme von
instantanem Mischen in der Konvektionszone der hei3en Population-llI-Sterne nicht
gerechtfertigt. Welchen Einfluss ein verbessertes Kernreaktionsnetzwerk sowie eine
verbesserte Behandlung der Mischprozesse auf die Entwicklungsrechnungen masse-
reicher Population-llI-Sterne hat, ist Gegenstand der Untersuchungeachmsteh Ka-

pitel.
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4 Ergebnisse der Simulationen

Im vorhergehenden Kapitel wurde aufgezeigt, dass bei massereichen Population-I1lI-
Sternen im Vergleich zu Sternen der Population | und Il sowohl einigatzlictie
Kernreaktionszweige wichtig werdeirien als auch die Mischung von Elementen in
konvektiv instabilen Zonen nicht mehr als homogen angenommen werden darf. Durch
vergleichende Simulationsrechnungen sollen in diesem Kapitel die Auswirkungen die-
ser Prozesse auf die Entwicklung der Population-IlI-Sterne, angefangen von der Vor-
hauptreihe bis zum Ende der Hauptreihenphase, untersucht werden.

Das zu integrierende Gleichungssystem besteht aus den in Kapitel 1 hergeleiteten
Sternaufbaugleichungen, in denen in konsistenter Weise ein zaitgiges Kernre-
aktionsnetzwerk, zeitalaimgiges Mischen und ein zeitatgiges Konvektionsmodell
enthalten sind. Die verwendetaurnliche Diskretisierung des Systems wurde in Ka-
pitel 2 vorgestellt. Da die zeitliche Integration des Systems von LIMEX durcimgef”
wird, werden alle Gleichungen volistdig gekoppelt und implizit gest. Der in dieser
Arbeit entwickelte Sternentwicklungscode koppelt somit erstmals die Kernreaktionen,
das Mischen, die thermo-energetische und die mechanische Struktur des Sterns. Diese
Koppelung wurde mit dem verwendeten numerischen Verfahren nglich; indem
eine verbesserte, zeitadnjige Konvektionstheorie eingebaut wurde.

Diesen Sirken des selbstentwickelten Codes stehen in Bezug auf eine realistische
Modellierung der Sternentwicklung noch einige Simplifizierungen gelgen die je-
doch zukinftig leicht innerhalb des bestehenden Programmschemas verbessert werden
konnen. Dies betrifft zum einen die Atmosgpk, die hier nur in der grauenalérung
behandelt wird. Allerdings kann man den Einfluss der atmasgtiien Randbedin-
gung auf die losung der inneren Sternaufbaugleichungen bei massereichen Sternen
als gering einstufen, da diese rein radiativelleli besitzen, bei denen daulere
Randbedingung in tieferliegenden Schichten nicht mehr von Bedeutung sind (Kippen-
hahn & Weigert, 1990, S. 72ff). Die zweite Vereinfachung betrifft die Behandlung der
Opazitit, bei der nur eine einfache analytische FormeHlektronenstreuung bsck-
sichtigt wurde. Obwohl einige Autoren bessere Ogaeit fir die Z = 0 Mischung
verwenden (Marigo et al., 2001), wurde bisher die autogene Metallproduktion bei der
Berechnung der Opaaitén in allen Modellen vernaadsigt. Schliellich wden ins-
besondere die hier untersuchten Mischprozesse durch dielachtigung von Rota-
tion, die bei den massereichen Sternen von Bedeutung sein sollte (Meynet & Maeder,
2000), beeinflusst. Doch auch die Effekte der Rotation wurden bisher bei Population-
llI-Sternen noch nicht untersucht, sodass haagitbch die vereinfachte Behandlung
der Opazitit den Vergleich dieser Rechnungen mit bereits bestehenden erschwert.

Der Schwerpunkt der Untersuchungen liegt auf den Implikationen, die sich aus
der zeitabhAnhgigen Modellierung der Konvektion ergeben, sowie auf vergleichenden
Rechnungen, in denen der Einfluss der Kernreaktionen, des Mischens und dbl-gew"
ten Anfangsmodelle auf die Entwicklung der (Vor-)Hauptreihe quantifiziert wird.
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4.1 Anfangsmodelle

Ein eigenes Problem stellt die Konstruktion von konsistenten Anfangsmodeilten f~
das Gleichungssystem in Kapitel 1, Tafel | dawrElén physikalischen Aspekt die-

ses Problems ist die Frage zaidh, welche Anfangsbedingungen sinnvoll sind. Der
technische Aspekt dieses Problems ist es, ein Modell zu konstruieren, welches das
Gleichungssystem auf gegebener Diskretisierasty Wie Kahler und Weigert (1974)
zeigen konnten, sind die Sternstrukturgleichungen \aildigj bestimmt durch die Vor-

gabe von Gesamtmasaé, chemischer ZusammensetzuiAg und Entropiestruktur

s(m). Im Folgenden wird eine dsungsstrategie entworfen, die anhand dieser Ein-
gangsparameter ein Anfangsmodell konstruiert. Das Rezept orientiert sich stark an
der Arbeit von Kahler und Weigert (1974).

4.1.1 Reduziertes Gleichungssystem

Wie Beech & Mitalas (1994) in ihren kanonischen Vorhauptreihenrechnungen mas-
sereicher Sterne im Massenbereléh60 M, zeigten, durchlaufen alle ihre Modelle,
obwohl sie von urspriglich vollkonvektiven Anfangsmodellen ausgehen, eine rein ra-
diative Phase, in der der Stern einer Polytropernvmit 3 nahe kommt. Der Startpunkt

der Rechnungen in dieser Arbeit wird nun in der valislig radiativen Phase gatMt,

weil dies die Konstruktion der Anfangsmodelle erleichtert. Denn im \aiiditj radia-

tiven Fall ist die turbulente kinetische Energiegleich Null, und deshalb kann eine
Gleichung im System, die Gleichungrfdie turbulente kinetische Energie, entfallen.
AuRRerdem findet kein Mischen der Elemente statt, sodass auch der Mischterm in der
Gleichung ftir die chemischen Spezies verschwindet. Drittens ist der GraWielgr
Temperaturschichtung gleich dem radiativen Gradiefgg. Es bleibt, eine b3ung

fur das in Tafel IV gezeigte reduzierte Gleichungssystem zu finden.

4.1.2 Konstruktion des Anfangsmodells

Zur bessererubersichtlichkeit §ii die folgende Diskussion kann das Gleichungssy-
stem aus Tafel IV formal wie folgt dargestellt werden:

ord .

%—fl(ﬂ) )

oP .

8—m—f2(ma7") ,

ol : ..

8—m :f3(67p767:07X’i) )
oT -

(9—m _f4(m7T7P7T7l7Xi) )

0= f5(,0, T7 XMXZ)

Die Entropiestruktur istfi’ die Konstruktion des Anfangsmodells die relevantel8e:”

Aus diesem Grund sind einige Variablentransformationen sinnvoll. Jede thermodyna-
mische Gof3e kann durch zwei andere und die chemische Zusammensetzung ausge-
driickt werden. Es existieren somit zwei Gleichungen der Form:

T="T(s,P,X;) , 4.1)
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Tafel IV Reduzierte Sternaufbaugleichungen

0 1
0= 8—7; — PP Integrierte Poisson-Gleichung
0 _8P _Gm Hydrostatik
- _ _ rostati
om  4mrt Y
De P Dp ol

— — — L = — — Energiegleichun
Dt p2Dt ™ om 99 ’

0— olnT _ olnP
 Om om

rad Transportgleichung

DX, A;
Dtl =+ zj: ci(g) Aj A_;-Xj Kernreaktionen

A
+ Ci(j,k)pk'k—ZX'Xk
% J A]Ak J
A
+ (kD) PP A i ——— X X X,
j,% z(] )p ]klAjAkAl jARAL

e=e(s,P,X;) ,

mit denen die Variablen Temperatfirund innere Energie auf die Variablen Entropie
und Druck transformiert werdenoknen. Des Weiteren existiert eine Zustandsglei-
chung

p=np(s,P,X;) , (4.2)
mit der auch noch die Variabjeaus dem System eliminiert werden kann:
o 3
ai = f1(P,s, X;) (4.3)
m
oP
i fa(m,r) (4.4)
m
L _ (3,5, P.X) 45)
om = J3i$,S8, 7, A4 ) .
95 _ b myr, Pys,l, X)) (4.6)
am— 4’)77,,’)",‘,8,, 7 y .
0:f5(PaSaXiaXi) . (47)

Die Variablenm, s und X; sind flir das gesamte Sternmodell vorgegeben. Deshalb
enthalten die Funktionerf; und f, in der ersten und zweiten Gleichung nur zwei
Unbekanntey und P. Wie dies auch bei Polytropenmodellen der Fall ist, entkop-
pelt hier wegen der Vorgabe der Entropiestruktur der mechanische Teil vom thermo-
energetischen. &hler und Weigert (1974) schlagen vor, den mechanischen Teil von
innen nach aufen durch Vorgabe des Zentraldrucks mit einem Integratgevishn-

liche Differenzialgleichungen zws$en. In dieser Arbeit wird ein leicht modifizierter
Weg gevahlt, der sich in den hier untersuchten Modellen durch ein besseres Kon-
vergenzverhalten auszeichnete. Es wird nicht der Zentraldruck, sondern der Radius
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R(r = 2/3) vorgegeben. Wegen der Annahme einer grauen AtrarspEsst sich

auch der Druck bei diesem Radius angeben. Anschliel3end werden die mechanischen
Gleichungen mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung von auf3en nach in-
nen integriert. Als zuszlicher freier Parameter taucht nun die VariaBlauf. Diese

muss solange variiert werden, bis der innerste Radiuspunkt die innere Randbedingung,
ro = 0, erfillt.

Hat man die Variablen Radius und Druck P wie beschrieben bestimmt, dann
lassen sich mit der vorgegebenen Entropiestruktur alle anderen thermodynamischen
Grofien wie Temperatur, innere Energie und Dichiter die Gleichungen (4.1-4.2)
bestimmen. Gleichung (4.6) emtlhihur noch eine einzige Unbekannte, die Leuchtkraft
[, und kann als Bestimmungsgleichungr 1"verwendet werden. Die nodhbiigen
Gleichungen legen die Zeitterme eindeutig fest. Gleichung (4.5) legt die Zeitableitung
der Entropies und Gleichung (4.7) die Zeitableitung der chemischen Spe¥jdsst.

Leider ist die Wahl der Entropiestruktur in danf3ersten Schichten nicht beliebig, da
noch eine weitere Bedingung, die photoapsche Randbedingung

L=4nR*(1 =2/3) 0o T* (1 = 2/3)

erfullt werden muss. Diese Komplikation ist in dieser Arbeit nicht valigtig befriedi-
gend gebst, da tir die Konstruktion der Anfangsmodelle implizit davon ausgegangen
wird, dass eine geeignete Entropiestruktur in dafieren Schichten gewit wurde,

die die photosplrische Randbedingung alt.

4.1.3 Entropiestruktur des Anfangsmodells

Das Anfangsmodellui diese Rechnungen sollte idealerweise durch Kollapsrechnun-
gen von primordialen Gaswolken geliefert werden. Die Modellierung des Kollapses
ist im Fall der primordialen Gasmischung noch nicht soweit fortgeschritten, dass sol-
che Anfangsmodelle vatien. Aus diesem Grund wirdirfdie Anfangsmodelle die
Entropiestruktur einer Polytrope mit= 3 gewdhlt, die als lo5ung eines vollstidig
radiativen Modells sinnvoll ist. Die Rechnungen von Beech & Mitalas (1994) zeig-
ten, dass, selbst ausgehend von valiglig konvektiven Modellen, massereiche Sterne
vollstandig radiativ werden und einer Polytrope= 3 genigen. Das Anfangsmodell

ist durch die Vorgabe der Gesamtmasse und einer Polytropenstruktur noch nicht aus-
reichend bestimmt, die Wahl des Anfangsradius ist noch frei. Der Radius des Modells
wird hier so gewahlt, dass das Anfangsmodell eine Zentraltemperatur von ahgef”
10° K hat, ausreichend niedrig, um die nukleare Verbrennung von primordialem Deu-
terium und®He in den Modellrechnungen mitnehmen zonkén. Um den Einfluss

des Anfangsmodells auf die Entwicklung abzisekn, wurdendi’ das50 M, Mo-

dell zwei alternative Anfangsmodelle konstruiert. Die Ergebnisse dieses Vergleiches
werden in Abschnitt 4.4 vorgestellt.

4.2 Referenzmodell

Wenn nicht ausdrcklich anders vermerkt, beginnen alle Rechnungen auf der Vor-
hauptreihe bei einer Zentraltemperatur von uabefl0® K und mit einer primor-
dialen Elementmischung vorX{;, Xes, Xp, Xne3, X1,i7) = (0.77,0.23, 6 - 1075,
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2.107°, 6 - 10~'%). Diese Elementmischung wurde von Wagoner (1973) aufgrund
von Urknall-Nukleosyntheserechnungerr flas primordiale Gas vorgeschlagen. Alle
Ubrigen Spezies werden amigjlich auf einen Wert voh)—'° gesetzt, der vereinbar mit

der oberen Schranke der primordial erzeugten Konzentration der Elemente C, N und
O ist (Jedamzik, 1999). Alle in Kapitel 2if die Energie- und Kohlenstoffprodukti-

on identifizierten beitragenden Kernreaktionszweige werdeucksichtigt. Dies sind

der ppl- bis pplll-Zweig, der CN-Zyklus, die SequertN(p,y)'*O(3+,»)*N und der
3a-Prozess. Diese Zweige erfordern ein Kernreaktions-Netzwerk, das insgesamt die
folgenden 14 Spezies et 'H, ?H, 3He, *He, "Be, Li, 8B, '2C, 13C, 3N, "N,

15N, 140, 0. Die Reaktionsraten werden von der NACRE-Kollaboration (Angulo
et al., 1999) genommen, die auch im Anhang B aufgefsind. Um die Rechenzeit
etwas zu beschleunigen, wirdrféine Zentraltemperatur kleiner a8’ K nur der ppl-
Zweig bericksichtigt. Ab einer Zentraltemperatur vo@’ K werden der ppll-Zweig,

ab2 - 107 K der pplll-Zweig und at8 - 10" K die nochubrigen Kernreaktionen zu-
geschaltet. Das Referenzmodell besteht Hils Massenschalen, wob&D Schalen

auf dieduRRere Hlle entfallen, die zwar nur 10% der Masse atlithbei der aber die
Variablen Druck und Temperatur stark abfallen. Die Modellrechnungen, angefangen
von der Vorhauptreihe bis zu dem Zeitpunkt auf der Hauptreihe, beutiem80% des
Wasserstoffs verbraucht ist, ltigien ca. 50 Stunden Rechenzeit auf einem modernen
Personal ComputéAMD Athlon 1.4 GHz).

4.3 Entwicklung massereicher Pop-IlI-Sterne

Die Entwicklung von tinf Population-11l-Sternen der Masdé M, 20 Mg, 50 Mg,

100 Mg, und 150 Mg, wird verfolgt, beginnend mit der Vorhauptreihenphase bis hin
zu dem Zeitpunkt, an dermbér 80% des Wasserstoffs auf der Hauptreihe aufge-
braucht sind. Das Programm ist noch nicht in der Lage, die Sterne durch die Phase
der Sgitstadien zu entwickeln, in denesuriliche Strukturen wie das Schalenbrennen
gut aufgebst werden massen. Ei' den Vergleich liegen zwei weitere Rechnungen ei-
nesb0 M, -Sterns vor mit einer aafiglichen Elementkomposition, wie sie typisch ist

fur Sterne der Population Il bzw. Population 1.

4.3.1 Entwicklungswege

In Abbildung 4.1 sind die Entwicklungswege demf 'Population-Ill-Modelle in ein
HRD eingezeichnet. Die Entwicklung beginrgchtsim HRD bei niedrigen Effek-
tivtemperaturen. In der Vorhauptreihenphase, in der die Sterntemperaturen noch zu
gering sind, um nukleare Reaktionen zindéen, steht dem Stern nur die Gravitations-
energie zur Deckung seine Leuchtkraft zur \gidiing: Der Stern muss kontrahieren.
Die Kontraktion ihrerseitsufirt zu einer Enafrmung des Sterns, da die freigesetzte
Gravitationsenergie nach dem Virialsatz nur zaifté¢ der Leuchtkraft zur Vedgung

steht, die andere &ifte erfoht die innere Energie. Wirend der Vorhauptreihenkon-
traktion verhalten sich diese Sterne weitgehend wie eine Polytrope i8, bei der

die Leuchtkraft konstant bleibt und nur die Effektiviemperatur aufgrund der Kontrak-
tion zunimmt. Vorhandene Abweichungen in der Leuchtkraft kommen in dieser Phase
von primordialem Deuteriumbrennen, das mit dem Entstehen einer tareporzen-
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Abb. 4.1: Entwicklungswege im theoretischen HRD i Population-IlI-Sterne im Mas-
senbereich5 M5—-150 M.

tralen Konvektionszone und somit mit einer Erniedrigung der Leuchtkraft verbunden
ist.

Fur Massen oberhalb vo20 M, ist der Stern ab dem Leuchtkraftminimum im
thermischen Gleichgewicht, sodass eine Kurve durch diese PunktZedie Age
Main SequencéZAMS) definiert. Wie gut das thermische Gleichgewichu#tfist,
kann am Verhltnis zwischen der gravitativen Leuchtkrdff zur Gesamtleuchtkraft
L abgelesen werden. Im Gegensatz,normalen Sternen, die schon am Beginn
der Hauptreihe vollsiridig thermisch relaxiert sind.(/L ~ 5 - 10~ fur 50 M -
Population-II- bzw. Population-1-Stern), ist das thermische Gleichgewicht am Beginn
der Hauptreiheudi Population-IlI-Sterne a0 M, aufwérts deutlich schlechter esft
(Lg/L ~ 10~1). Im Verlauf der Hauptreihenentwicklung verbessert sich das thermi-
sche Gleichgewichtui” diese Sterne stetig bis aiif,/L ~ 103, bei 50 M, sogar
bis hinab zuL,/L ~ 5 - 10~*. Der Relaxationsprozess wird unterbrochen durch den
aufgebrauchten Wasserstoffvorrat, der den Stern von der ZAMSuvegfBei den
niedrigeren Massen, die im pp-Brennen auf der Hauptreihe ankommen, ist das thermi-
sche Gleichgewicht gleichbleibend nfif /L ~ 10~2 — 10~ erflillt.

Der15 Mg,-Stern &llt aus der Reihe. Am Leuchtkraftminimum befindet sich dieser
Stern nicht am Beginn des Hauptreihenstadiums, sondern kurz vor dem Entwicklungs-
stadium, an dem Molekulargewichtsderungen die Leuchtkraft wieder ansteigen las-
sen. Davor sinkt die Leuchtkraft in diesem Modell stetig — aufgrund des Wachstums
einer zentralen Konvektionszone, wieasgr'noch eingehender diskutiert werden wird.

Die Entwicklungswege weg von der ZAMSokiien auf die Molekularge-
wichtsanderung durch die Verbrennung von Wasserstoff in Heliuackgéfihrt wer-
den, die einen Leuchtkraftanstidge ;* bei einer Opaziit aufgrund von Elektronen-
streuung zur Folge haben muss. Die gleichzeitige Entwicklung zu niedrigeren Effek-
tivtemperaturen deutet auf eine chemisch inhomogene Entwicklung hin. Am Endpunkt
der Wege ist der Wasserstoffvorrat zu 80% aufgebraucht. Im Vergleich zu Population-
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Abb. 4.2: Vergleich eines50 Mg -Population-11l-Sterns mit einem 50 M -Stern der
Population-Il und Population-I.

[I- oder Population-I-Sternen erreichen Population-IlI-Sterne deutlidieie’ Effek-
tivtemperaturen. Wie in Abbildung 4.2 zu sehen ist, hat & . -Population-IlI-

Stern eine umAlog T,y = 0.23 heil3ere Oberfichentemperatur im Vergleich zum
Population-I-Stern. Wie schon Ezer & Cameron (1971) in den ersten Population-IlI-
Entwicklungsrechnungen zeigen, muss der Stern in Abwesenheit von CNO-Elementen
wegen der Ineffizienz des pp-Brennens nhéren Temperaturen kontrahieren. Im Fall
von Sternen mit mehr a2) M, wird die Zentraltemperatur dabei so hoch, dalssr”
den3a-Prozess autogen soviel Kohlenstoff produziert werden kann, dass diese Sterne
das Hauptreihenstadium mit CNO-Brennen erreichen. Bei Massen kleirir Mdls

wird die Hauptreihe im pp-Brennen erreicht. Die Rechnungen dieser Arbeittigest”

auch die Beobachtung von Ezer & Cameron (1971), dass die Vorhauptreihenkontrak-
tion bei Population-1ll-Sternetéangerist, weil die Kontraktionsphase hin zwhéren
Temperaturerdiiger dauert. Im Fall vos) Mg, ist die Vorhauptreihenentwicklung um

2.9 - 10* a verkingert. Dagegen bleiben die Leuchtkraftunterschiede bei den masserei-
chen Population-lll- im Vergleich zu Population-I-Sternen gering (Abbildung 4.2).

4.3.2 Entwicklung von50 M-, 100 M- und 150 M-Sternen

Population-Ill-Sternen @f3er30 M, ist gemeinsam, dass die Energieproduktion von
Beginn der Hauptreihe an volisidig von CNO-Brennen dominiert iSt(Abbildun-

gen 4.3-4.5). Diese Sterne haben eine so grofRe Leuchtkraft, dass das pp-Brennen
immer ineffizient bleibt und die Kontraktion bis zu Zentraltemperaturen von mehr als
108 K andauert. Diese hohen Temperaturehrén zu einer Kohlenstoffbildung von

Xci12 ~ 107!, die zur Deckung des Leuchtkraftbedarfs durch CNO-Brennen aus-
reicht. Die Ausbildung einer Konvektionszone von 60 Massenprozent denglidh

1 In dieser Arbeit wurde nur eif0 M- und ein50 M -Modell gerechnet, sodass die Angabe von
30 Mg nur eine Abschtzung ist.
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Abb. 4.3: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 50 M-Population-IIl-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die GblRe der Konvektionszone an.
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Abb. 4.4: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 100 M -Population-IIl-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die GblRe der Konvektionszone an.
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Abb. 4.5: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 150 M -Population-IIl-
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vollradiativen Modelle beginnt mit der Verbrennung des primordialen Deuteriums bei
ungetihr5 - 102 a. Dieser Energieeintrag kann kurzzeitig 60% des Leuchtkraftbedarfs
decken (Abbildungen 4.3a; 4.4a; 4.5a). Das Deuterium wiréelst im Zentrum ver-
brannt (1. Maximum irL,,/L) und dann sukzessive in weiter auen liegenden Scha-
len (2. Maximum). Nur imb0 M -Modell schrumpft die Konvektionszone, nachdem
Deuterium verbrannt ist, wieder atf Massenprozent. In den massereicheren Sternen
ist die Zustandsgleichung im Zentrum durch Strahlungsdruck dominiert, sodass radia-
tiver und adiabatischer Temperaturgradient so dicht zusammen liegen, dass die Kon-
vektionszone ahrend der gesamten Entwicklung nicht mehr unter 60 Massenprozent
fallt. Die Verbrennung vorHe fiihrt in allen drei Modellen zu einem leichten Anstieg

der Konvektion, ohne die Kontraktion stark zu verlangsamen. Mit dem Einsetzen des
CNO-Brennens steigt die Konvektionszone auf 70 Massenprozentpb® ., sogar

auf 80 Massenprozent an. Dieses Verhalten kann mit detes&n Konzentration der
Energieproduktion hin zum Zentrum des Sterns im Modus des CNO-Brennead erkl”
werden. Ein deutlich steilereauimlicher Anstieg der Leuchtkraft ist die Folge: 90%

der Leuchtkraft wird schon in den innersten 20 Massenprozent des Sterns gedeckt
(Abbildungen 4.3a; 4.4a; 4.5a). Ein steiler Leuchtkraftanstiegrgrdén radiativen
Gradienten, sodass das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium eiblgéege”Konvektions-

zone anzeigt.

Allen Modellen ist weiterhin gemeinsam, dass sie kurz vor Erreichen der Hauptrei-
he zurdchst mehr Energie produzieren als zur Deckung der Leuchtkraft erforderlich
ist. Die Hauptreihe wird deshalb erst nach einer Expansionsphase vaf‘eaer-
reicht. Bei den grof3en Massen und hohen Temperaturen wird das Protonenreservoir
dieser Sterne in einigel0® a verbraucht. Die Molekulargewiclasderungen machen
sich deshalb schon ab dem Beginn der Hauptreihe durch einen leichten Leuchtkraft-
anstieg bemerkbar (Abbildungen 4.3b; 4.4b; 4.5b). Obwohl die Zentraltemperatur in
allen drei Modellen vahrend des Hauptreihenstadiums abnimmt, bleibt diese deutlich
uber108 K, sodass fortahrend Kohlenstoff in3a-Prozess gebildet wird (Abbildun-
gen 4.3c; 4.4c; 4.5c). Die Kohlenstoffkonzentration agtrdm Endpunkt der Rech-
nungenXci2 ~ 1079 (Abbildungen 4.3d; 4.4d; 4.5d).

4.3.3 Entwicklung von15 M- und 20 M-Sternen

Im Massenbereich klein@H M, wird die Hauptreihe mit pp-Brennen erreicht (Abbil-
dungen 4.6; 4.7); wegen der Abwesenheit von CNO-Elementen auch hier bei deutlich
héheren Temperaturen und Dichten im Vergleich zur Population | oder Population II.
Im 15 Mg -Modell kann das pp-Brennen die Leuchtkraft bei einer Zentraltemperatur
vonT = 9 - 107 K decken (Abbildung 4.6c). An diesem Punkt lagirdie Konzentra-

tion der CNO-Element&cno < 1073, sodass CNO-Brennen noch keinen Beitrag
liefern kann. Doch auch b& = 9 - 107 K wird Kohlenstoff produziert, der nach
Uber107 a auf eine Konzentration vord—!! ansteigt, und danabernimmt der CNO-
Zyklus die Energieproduktion. Diebernahme des CNO-Zyklus erfolgt praktisch un-
bemerkt in der Leuchtkraft und in der Effektivtemperatur. B&irM -Modell tragt

das CNO-Brennen von Anfang der Hauptreihe28%6 zur gesamten Energieproduk-
tion bei. Die Bildung von Kohlenstoff im Hauptreihenstadiuahft zu einer langsa-
men Verschiebung des Energieproduktionsmodus weg vom pp-Brennen und hin zum
CNO-Brennen. Besonders bemerkenswert ist in beiden Modellen das kontinuierli-
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Abb. 4.6: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 15 Mg-Population-IIl-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die GblRe der Konvektionszone an.
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Abb. 4.7: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 20 Mg-Population-IIl-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die GblRe der Konvektionszone an.
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Abb. 4.8: Raumliche Verteilung der unterschiedlichen Temperaturgradienten an zwei
unterschiedlichen Entwicklungszeitpunkten im15 M-Stern. Im stationaren Grenzfall

folgt der tatsachliche Gradient der SchichtungV dem radiativen Gradienten V,,q in

Schwarzschild-Ledoux stabilen Gebieten (a). Im instatioéren Fall kann der tatsachliche
Gradient deutlich vom radiativen Gradienten abweichen (b). Grund kdnnte die unter-

schiedliche aumliche Verteilung der Energieproduktion sein (c,d), die im Fall (d) einen
grolReren raumlichen Entropiegradienten erzeugt.

che Wachstum der zentralen Konvektionszone #@iassenprozent am Beginn der
Hauptreihe bis auf5 Massenprozent am Ende der Rechnungen. Dies ist ein Effekt
der in dieser Arbeit zeitalaimgig formulierten Konvektion, der im folgenden Abschnitt
eingehender diskutiert werden soll.

4.3.4 Konvektionszonen

Ein zentrales Ergebnis dieser Arbeit ist die Awpring deutlich gif3erer Konvek-
tionszonen im Vergleich zu bestehenden Arbeitdr@r massereiche Population-Ill-
Sterne (Marigo et al., 2001; Castellani et al., 1983; Ezer & Cameron, 1971). Dies
ist in Abbildungen 4.5a und 4.6a zu sehen, in denen zum Vergleich diBeGaér
Konvektionszone von Marigo et al. (2001) eingezeichnet ist (gelbe Linie). Beson-
ders ausgepgt sind die Unterschiede bei den niedrigen Massen dieser Arbeit. In
denselben Abbildungen ist die @& der Konvektionszone zu sehen, die das Mo-
dell aufgrund des Schwarzschild-Ledoux-Kriteriums annehmessie(blaue Linie).
Auch in diesen Modellen folgt die GRe der Konvektionszone dem StahiigKrite-

rium von Schwarzschild-Ledoux im Fall voib0 M, (exakt) und100 Mg (ca. 1%
Abweichung). Ebenso anzuwenden ist das Stalsliiterium in allen Modellen bei
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Abb. 4.9: Zeitliche Entwicklung eines 50 M-Sterns mit anfanglicher Population-IlI-,
Population-II- und Population-1-Komposition. Grau unterlegte Gebiete zeigen die GbRe
der Konvektionszone an.

der Bestimmung der Konvektionszonen durch Deuterium-4khetBrennen. Jedoch
weicht die Gol3e der Konvektionszonen i M- und 20 M, -Modell im Hauptrei-
henstadium bis zu 100% von der mit Schwarzschild-Ledoux ermittelten Konvektions-
grof3e ab.

Diese Abweichungen liegen in der verwendeten zeraligen Beschreibungif”
die Konvektion begridet, die nur im statiarén Grenzfall in die bekannte Mischungs-
wegtheorieubergeht. Im zeitatdrigigen Fall, der hier eintritt, folgt der tatsli-
che Temperaturgradient der Schichtung in Schwarzschild-Ledoux stabilen Gebie-
ten nicht mehr zwangalifig dem radiativen Gradienté¥i.,q (Abbildung 4.8b). In
anderen Phasen der Entwicklung tritt auch in den Modellen dieser Arbeit der stati-
ondre Grenzfall ein, in dem das Schwarzschild-Ledoux-KriteriuattiGkeit hat (Ab-
bildung 4.8a). Die gefundenen Abweichungen vom statien”Grenzfall kitnten
durch das in Population-1lI-Sternen heif3e uadmilich ausgedehnte pp-Brennen ge-
trieben sein, welches in der Lage ist, einen positiven Entropiegradienten zu produzie-
ren, der als Quellterm in die Produktion der turbulenten kinetischen Energie eingeht
(siehe Gleichungen (1.16); (1.17); (1.18)). Diese &nktig wird unterstfzt durch
einen Vergleich deratimlichen Verteilung der Energieproduktion im staticeri Fall
mit dem instatioaren Fall, bei dem die Energieproduktioaurilich ausgedehnter
ist (Abbildung 4.8c;d). Auch wird veratidlich, warum die instati@mén Effekte bei
den Population-IlI-Sternen mitaméren Massen geringer werden: Hier dominiert der
CNO-Zyklus, der aumlich séirker zum Zentrum hin konzentriert ist. Beim Vergleich
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Tabelle 4.1: Entwicklungszeiten bis zur ZAMS und zum Ende der Hauptreihe

M/M(D tzams [a] tXH:O.l [a]
15 2.0-10° 2.8-107
20 1.6-10° 1.5-107
50 5.0-10* 5.3-106

100 3.2-10* 3.4-10°
150 2.5-10* 2.7-10°

des50 M -Population-llI-Modells mit,normalen” Sternen (Abbildung 4.9) sieht man,
dass,normale” Sterne deutlich besser dem Schwarzschild-Ledoux-Kriterium folgen.
Nach obigem Erldiungsmuster ist dies eine Folge des sinkenden Anteilsaies-r”

lich ausgedehnten pp-Brennens. Diefggien Konvektionszonen haben Auswirkun-

gen auf die Dauer der Hauptreihenphase, die wegen des erweiterten Protonenreservoirs
verlangert ist (Tabelle 4.1).

4.4 Einfluss der Anfangsmodelle auf die Entwicklung

Am Beispiel des0 M -Population-IlI-Modells soll der Einfluss des Anfangsmodells
auf die Entwicklungswege untersucht werden. Dazu werden zwei alternative Modelle
entwickelt, die von einer abweichenden amflichen Entropiestruktur starten (Abbil-
dung 4.10). Auch die alternativen Anfangsmodelle gehen von einer rein radiativen
Sternstruktur ausds/0m > 0), weil dies die in Kapitel 4.1 beschriebene Methode
zum Auffinden einer bsung der Sternstrukturgleichungen erfordeé¥hfangsmodell

2 hat einen flachereratimlichen Entropiegradienten und eine geringeragifche

=
o T T T T T T T T
Zeit: 0.00 a
o
— 2L — Standardmodell (50M, Pop-III) i
[ 3
N
x — Anfangsmodell 3
2
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|_‘0)
n O
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Abb. 4.10: Entropiestruktur der unterschiedlichen Anfangsmodelle eines50 M-
Population-Ill-Sterns. Die Entropie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
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Abb. 4.11: Zeitliche Entwicklung bei unterschiedlichen Anfangsbedingungen in einigen
globalen Parametern: HRD (a,b), gravitative Leuchtkraft (c) und nukleare Leuchtkraft

(d).

Leuchtkraft. Im Gegensatz dazu hat dasangsmodell inen steileren Entropiegra-
dienten und eine deutlichohére Leuchtkraft (Abbildung 4.10). Die Startpunkte im
HRD weichen um bis zu 40% in der Leuchtkraft ab.

Die Unterschiede in den Entwicklungswegen im HRD sind in Abbildung 4.11 zu
sehen. Zwar nimmt die aafigliche Differenz stetig ab, doch konvergieren die Ent-
wicklungswege erst bei> 3 -10* a. Noch weit vor dem Hauptreihenstadium sind die
Differenzen in der Leuchtkraft kleiner als die Fehlertoleranzen des Integrators (Abbil-
dung 4.12). Wegen der Existenz einer Masse-Leuchtkraft-Beziehung ist dieses Verhal-
ten s@testens auf der Hauptreihe zu erwarten. Auchalienliche Struktur der ande-
ren Sternparameter ist im Hauptreihenstadium in allen drei Modellen identisch (Abbil-
dung 4.12e-h; 4.13e-h). Die Unterschiede wirken sich im Vorhauptreihenstadium aus,
wo die thermische Struktur noch von der Vorgeschichte mitbestimmt ist. Am ausge-
pragtesten sind die Differenzen zum Standardmodell R&ifangsmodell 3das auch
mit dem golReren Leuchtkraftunterschied startet. Eiokdre Leuchtkraft bedingt eine
stirkere Kontraktion, weil die Leuchtkraft durch die Gravitationsenergie aufgebracht
werden muss (dies ist eine Konsequenz aus dem Virialsatz). Deshalb kann das Deute-
riumbrennen nur zu einem geringeren Teil den Leuchtkraftbedarf decken (Abbildung
4.11c), und die Hauptreihe wigt 103 a frisher erreicht (Abbildung 4.11d). Am Punkt
des zentralen Temperaturmaximums kurz vor dem Erreichen des Hauptreihenstadiums
und einer Entwicklungszeit voh83 - 10* a sind die Eumlichen Strukturunterschiede
im Anfangsmodell 3hoch in der Leuchtkrafti0b), der gravitativen Energie€2§%),
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Abb. 4.12: Raumliche Strukturunterschiede in den Variablen Radius, Leuchtkraft,
Druck und Temperatur aufgrund der unterschiedlichen Anfangsbedingungen am Zeit-
punkt des Temperaturmaximums (a-d) und am Anfang des Hauptreihenstadiums (e-h).
Unterschiede auf der Hauptreihe sind kleiner al90.1%.
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Abb. 4.13: Raumliche Strukturunterschiede in den Variablen gravitative Energie, nu-

kleare Energie, Kohlenstoff und Stickstoff aufgrund der unterschiedlichen Anfangsbe-
dingungen am Zeitpunkt des Temperaturmaximums (a-d) und am Anfang des Hauptrei-
henstadiums (e-h). Unterschiede auf der Hauptreihe sind kleiner al8.1%.
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der GoRRe der Konvektionszonel%) und der Kohlenstoffaufigkeit £%) zu sehen
(Abbildung 4.12a-d; 4.13a-d). Auf der Hauptreihe, wenn der Stern auch thermisches
Gleichgewicht erreicht hat, sind die Unterschiede in den Modellen klein€x i&s.

Dieser Vergleich der unterschiedlichen Anfangsmodelle zeigt, dassrfé exakte
Festlegung der Vorhauptreihenentwicklung die genauen Anfangsbedingungen bekannt
sein missen, zumindest dann, wenn man mit vollradiativen Modellen startet. Obwohl,
wie zu erwarten, die unterschiedliche Anfangsstruktur auf der Hauptreihe nicht aus-
wirkt, kann der Zeitpunkt des Erreichens der Hauptreihe variieren. Auch wenn die hier
gefundenen Zeitunterschiede gering sind, so ist nicht ausgeschlossen, dass realistische
Anfangsmodelle noch atker von den hier untersuchten vollradiativen Modellen ab-
weichen.

4.5 Einfluss der Kernreaktionen auf die Entwicklung

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen auf die Entwicklungsrechnun-
gen von drei Population-Ill-Sternen der Mas$g0 Mg (Abbildung 4.14-4.17),

100 Mg, (Abbildung 4.18-4.21) und0 M, (Abbildung 4.22-4.25) untersucht, wenn
entweder die-Zerfélle vernachdssigt werden oder die Kernreaktionssequenz
BN(py)'*0@B*,v)'*N im Netzwerk ausgeklammert wird. Das qualitative Verhal-
ten ist tir alle drei Massen identisch. Im Vergleich zur Referenzrechnung ist der
raumliche Gradient der Energieproduktion bei Vernashijung deg-Zerfalle steiler

und bei Vernacld$sigung des weiteren Protoneneinfangs®ahflacher (Abbildun-

gen 4.16b,f; 4.20b,f; 4.24b,f). Dieses Verhalten ist eine direkte Konsequenz aus den
Verhéltnissen von Umlaufzeit im Zyklus und der Mischungszeitskala. Ghgerfalle

wird der Zyklus schneller durchlaufen, und deshalb ist der Transport von Kohlen-
stoff in auRere Schichten nicht so effizient. Innere Schichten tragen folglich mehr zur
Energieproduktion bei (Abbildungen 4.16b; 4.20b; 4.24b). Ein steilerer Abfall in der
Energieproduktionuhirt gleichzeitig zu einer etwas ausgedehnteren Konvektionszone.
Genau entgegengesetzt valthés sich bei Vernachssigung vort*O. Da der Zyklus

hier langsamer durchlaufen wird, besteht mehr Z@itStofftransport nach aul3en, der
Temperaturabfall ist flacher und die Konvektionszone nicht ganz so ausgedehnt. Bei
~hormalen* Sternerutiren kleinere Konvektionszonen zwaragglg zu einer kizeren
Lebensdauer auf der Hauptreihe, da nicht so viele Protonen als Energiereservoir zur
Verfuigung stehen. Auch hier wird der Wasserstoffvorrat bei Vermasigung von*O
schneller verbraucht (Abbildungen 4.15a; 4.19a; 4.23a). Doch obwohl im Modell ohne
B-Zerfélle die Konvektionszone vergfert ist, wird auch in diesem entgegengesetzten
Fall der Wasserstoff schneller verbraucht. Die schnellere Fusionuizekén Zyklus
dominiert hier gegamer der Vergol3erung der Konvektionszone. EinarkEre aum-

liche Konzentration der Energieproduktion zum Zentrum hin spiegelt sich auch in ei-
nem séirkeren Anstieg der Leuchtkraft wider (Abbildungen 4.17a,c; 4.21a,c; 4.25a,c).
Andere StrukturgsBen wie Temperatur und Dichte weichen in den untersuchten Mo-
dellen nur gering ab.

Die Vernach#issigungen bei den Kernreaktionehfén erwartungsgea? bei mas-
sereicheren Sternen zuofféren Abweichungen. Dies liegt an deikien Zentral-
temperatur der massereicheren Steroe,dié die in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen
Abweichungen in der Energieproduktion zunehmen. Die Auswirkungen auf die Ent-
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Abb. 4.14: Abweichungen vom150 M-Referenzmodell (rot) bei Vernachfssigung der
B-Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung vont“0 (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
gravitativen Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zentral-
dichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen Ener-
gieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Variablen
jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.15: Abweichungen vom150 M -Referenzmodell (rot) bei Vernachissigung der
B-Zerfalle (grin) oder Vernachlassigung von'4O (blau) in der Protonenlebensdauer
(a,b), Kohlenstoffraufigkeit (c,d), Stickstoffhaufigkeit (d-f,h) und Sauerstoffraufigkeit
(g). Die Abweichungen in den Kufigsten CNO-Elementen betragen ca. 15%. Die Le-
bensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur im Pro-
millebereich ab (a,b).



4.5 Einfluss der Kernreaktionen auf die Entwicklung

Logyo(Xc1z) Logo(en, [erg s g7']) T/Tg

Log,o(Xy14)

5.5

4.5

—-12

-13

—— 7T T —— T T
— Referenzk. (150M, Pop—II) | "\ —_ Referenzk. (150M,, Pop-TII) _|
L — ohne g—Zerfall 4 —
[ hne mN(p 7)“0(ﬂ+v)“N ] L — ohne pg—Zerfall 4
: —-° ' : i — ohne N to(8* )N |
[ o[ ]l
~N =
L — L
[ Zeit: 2.02 10* a a) ] [ Zeit: 3.15 10* a
N S R N R R B
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
m/M m/M
— T T T © T T
— Referenzkurve (150M, Pop—III) ] Tm L — Referenzkurve (150M, Pop—III) ]
— ohne f—Zerfall ] - 0 — ohne f—Zerfall ]
— ohne *N(py)"0(8*v) !N 1% 7 — ohne "*N(p.7)"*0(8*v) N ]
] o L ]
1 5 L ]
4 20 i
1 F 0 ]
4 \é o F 4
4 &9tk i
L 1 g L ]
L I L ]
[ Zeit: 2.02 10* q b) 1 [ Zeit: 3.15 10* a ) 1
N N T L S O T B L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
m/M m/M
o
T T T T T T T T T A T T T T T T T T T
[ ] FL ]
/ —_— — 1 S J
L J N v« - .
L _ Referenzkurve (150Mg, Pop—IIT) ] oL 1
r — ohne g—Zerfall 1 \X/o - 1
- 1 14, 1 B = -
L _ ohne 3N(p,7)M0(8*v)*N ]l 3 L — Referenzkurve (150M, Pop—II) J
[ ] S T _ ohne g—Zerfall 1
3 b L _ ohne ®N(p,y)*0(8*v)!*N ]
r 1 F "~ 4 1
[ Zeit: 2.02 10* o 1 |26t 315107 a o) |
. . . . | . . . = . . . . | . . . .
0 0.5 1 o 0.5 1
m/M m/M
D
. . . . T . . . . i — . . . T . . . . 1
, | ]
D 1 ~ C‘D L — Referenzkurve (150M,, Pop—III) 7]
— Referenzkurve (150M; Pop—III) 7 g F 4
L — ohne g—Zerfall ] X ot — ohne g—Zerfall b
O — |- .
L 1 140/ @+, )1 4 = L ]
L — ohne *N(p)"0(8"v)"N 1 g L _ ohne ®N(p,7)**0(8*v)!*N ]
—
r h 0 [ ]
t 4 o [ i
[ 1 IL . ]
L Zeit: 2.02 10% o d) | ¥ Zeit: 3.15 10" a h) 1
. . . . | . . . . - . . . . | . . . .
0 0.5 1 lo 0.5 1
m/M m/M

Abb. 4.16: Abweichungen vom150 M -Referenzmodell (rot) in der rdumlichen Stern-
struktur bei Vernachl assigung der3-Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung von!4O
(blau) fur zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei2.02 - 104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern befindet sich kurz vor dem Erreichen des Hauptrei-

henstadiums (a-d). BeB.15 - 10% a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h).
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Raumliche Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich
von 10% (b-d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor100
kleiner.
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Abb. 4.17: Abweichungen vom150 M -Referenzmodell (rot) in der rAumlichen Vertei-
lung der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachlassigung der3-
Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung von'40O (blau) an den beiden Entwicklungszeit-
punkten 2.02 - 10%a (a,b) und3.15 - 10% a (c,d). Die unterschiedliche Aumliche Vertei-
lung in der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich
aus.

wicklungspfade im HRD sind jedoch vernaak$igbar gering. Im HRD besamken

sich die Differenzen auf die kurze Expansionsphase kurz vor Erreichen der Hauptrei-
he. Die Vernacldssigung dep-Zerfalle bedingt eine um nu.3% (150 M), 0.28%
(100Mg) und 0.21% (50 M) erniedrigte Effektiviemperatur (Abbildungen 4.14b;
4.18b; 4.22b). Die Abweichungen bei Vernaassigung vori*O sind noch geringer.
Auch die beschriebenatigere Haupreihenphase im Referenzmodell bewegt sich im
Promillebereich (Abbildungen 4.15a; 4.19a; 4.23a). Obwohl die Auswirkungen auf
die Entwicklungswege vernaasdsigbar sind, bedingt die verbesserte Modellierung
der Kernreaktionen eingiumliche Struktuaiiderungdes Sterns, die sich im Bereich
von 10% bewegt. Diese bildet sich ab in der Energieproduktion und in der Leuchtkraft-
verteilung sowie in den Blifigkeiten der CNO-Elemente, die zwischen den Modellen
wahrend des Hauptreihenstadiums um bis zu 10% abweichen (Abbildungen 4.15c-h;
4.19c-h; 4.23c-h). Diese Unterschiede werden allerdingbsrerid der Hauptreihen-
entwicklung immer kleiner, weil die Temperatur der Sterne aufgrund der andauern-
den Kohlenstoffproduktion in3a-Prozess abnimmt. Wie schon im Einzonen-Modell

in Abschnitt 3.1.2 gesehen, sind die Unterschiede in der Energieproduktion stark
temperaturabdrigig. Warum wirken sich nun die 10% Abweichungen in der Ener-
gieproduktion nur im Promillebereich auf die Sternparameter wie Dichte, Temperatur
und Radius aus? Maroknte meinen, dies liege an der Attgigkeit der Energiepro-
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Abb. 4.18: Abweichungen vom100 M -Referenzmodell (rot) bei Vernachfssigung der
B-Zerfalle (gruin) oder Vernachlassigung vont“O (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
der gravitativen Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zen-
traldichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen
Energieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Vari-
ablen jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.19: Abweichungen vom100 M -Referenzmodell (rot) bei Vernachfssigung der
B-Zerfalle (grin) oder Vernachlassigung von'40 (blau) in der Protonenlebensdauer
(a,b), Kohlenstoffhaufigkeit (c,d), Stickstoffhaufigkeit(d-f,h) und Sauerstoffraufigkeit (g).
Die Abweichungen in den Fufigst vorkommenden CNO-Elementen betragen ca. 13%.
Die Lebensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur
im Promillebereich ab (a,b).
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Abb. 4.20: Abweichungen vom100 M -Referenzmodell (rot) in der rdumlichen Stern-
struktur bei Vernachl assigung der3-Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung von!4O
(blau) fur zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei2.50 - 104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern befindet sich kurz vor dem Erreichen des Hauptrei-
henstadiums (a-d). BeB.53 - 10% a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h).
Raumliche Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich
von 10% (b-d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor100
kleiner.
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Abb. 4.21: Abweichungen vom100 M -Referenzmodell (rot) in der rAumlichen Vertei-
lung der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachlassigung der3-
Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung von'40O (blau) an den beiden Entwicklungszeit-
punkten 2.50 - 10*a (a,b) und3.53 - 10* a (c,d). Die unterschiedliche Aumliche Vertei-
lung in der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich
aus.

duktion, welche von einer hohen Potenz der Temperatug (I''° fur T = 108 K)
abhengt. Mit einer Potenz vom0 konnen jedoch die gefundenen Temperaturabwei-
chungen im Promillebereich nur im Prozentbereich auf die Energieproduktion durch-
schlagen. Die Abweichungen in der Energieproduktion sind vielmehr eine Folge der
raumlich anderen Verteilung der CNO-Elemente. Riamliche Verteilung wirkt auf

das Gesamtmodell selbstregulierend: Vollzieht sich das Mischen langsam im Vergleich
zur Umlaufzeit im Zyklus, dann ist zwar die Energieproduktion im Zentrunolerh”

in denaufl3eren Schichten jedoch erniedrigt, sodass insgesamt (bei gleicher Tempera-
tur und Dichteverteilung) die gleiche nukleare Gesamtleuchtkraft aufgebracht werden
kann (Abbildungen 4.14d; 4.18d; 4.22d), deshalb ist das auch der Guumliefge-
ringen Auswirkungen auf das Protonenreservoir. Ein schnelleres Brennen im Zentrum
wird durch ein langsameres Brennen in derfdéren Schichten kompensiert. Die an-
dere Bumliche Verteilung der Energieproduktion muss sich allerdings auch auf die
Verteilung der Leuchtkraft auswirken. Dies zeigt sich auch in Abweichungen von
5% (150 M), 2% (100 M) und0.2% (50 M) im Vergleich zur Referenzkurve (Ab-
bildungen 4.17b,d; 4.21b,d; 4.25b,d). Ebenfalls wirkt sich diewwdeite Energie-
produktion auf die gravitative Energie aus, die 8% (150 M), 1% (100 M) und

0.5% (50 M) von der Referenzrechnung abweicht. (Abbildungen 4.17a,c; 4.21a,c;
4.25a,c).
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Abb. 4.22: Abweichungen vomb0 M -Referenzmodell (rot) bei Vernachhssigung ders-
Zerfalle (grun) oder Vernachlassigung von'4O (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
gravitative Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zentral-
dichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen Ener-
gieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Variablen
jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.23: Abweichungen vomb0 M -Referenzmodell (rot) bei Vernachhssigung ders-
Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung vont40 (blau) in der Protonenlebensdauer (a,b),
Kohlenstoffhaufigkeit (c,d), Stickstoffhaufigkeit(d-f,h) und Sauerstoffraufigkeit (g). Die
Abweichungen in den raufigst vorkommenden CNO-Elementen betragen ca. 13%. Die
Lebensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur im
Promillebereich ab (a,b).
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Abb. 4.24: Abweichungen vom50 M -Referenzmodell (rot) in der raumlichen Stern-
struktur bei Vernachl assigung der3-Zerfalle (griin) oder Vernachlassigung von!4O
(blau) fur zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei3.83 - 104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern ist kurz vor dem Erreichen des Hauptreihenstadiums
(a-d). Bei5.59 - 10 a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h). Bumliche
Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich von 10% (b-
d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor100 kleiner.
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Abb. 4.25: Abweichungen vonmb0 M -Referenzmodell (rot) in der raumlichen Verteilung

der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachlassigung der3-Zerfalle

(gruin) oder Vernachlassigung von'40 (blau) an den beiden Entwicklungszeitpunkten
3.83-10%a (a,b) und 5.59 - 10*a (c,d). Die unterschiedliche aumliche Verteilung in

der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich aus.

4.6 Einfluss des Mischens auf die Entwicklung

Wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde, ist die Mischungszeitskala kleiner als die Umlauf-
zeit im CNO-Zyklus, die wegen der hohen Temperaturen in massereichen Population-
llI-Sternen verkiizt ist. Um den Einfluss der Annahme von instantanem Mischen
innerhalb der Konvektionszone zu ermitteln, wird in zwei Vergleichsmodellen von
150 M, und 50 M, die Diffusionskonstante in der Diffusionsgleichungnistlich um
funf Grél3enordnungen eoht, sodass die Mischungszeitskala schneller als die Um-
laufzeit im CNO-Zyklus gesetzt ist. Wie die Abbildungen 4.28 und 4.31 zeigen,
sind die CNO-Elemente mit diesem Kunstgriff voletlig homogen in der gesamten
Konvektionszone durchmischt. Denselben Abbildungen ist ebenfalls zu entnehmen,
dass die Annahme von instantanem Mischen im Fall der massereichen Population-1lI-
Sterne nicht gerechtfertigt ist: Im Modell, das instantanes Mischen annimmt, weichen
die CNO-Elemente im Vergleich zum Referenzmodell um bi2@® ab, und zwar
sowohl am Beginn der Hauptreihe (Abbildungen 4.28b-d; 4.31b-d) als auch am Ende
(Abbildungen 4.28f-h; 4.31f-h), werubér 80% des Wasserstoffs verbraucht sind.
Welche Unterschiede ergeben sich darausdié Sternstruktur? Wie in den Ab-
bildungen 4.28a und 4.31a zu sehen, ist die Summe aller CNO-Elefigntg kurz
nach dem Erreichen der Hauptreire16 - 10° a) im Referenzmodell uni0% er-
niedrigt und tir Massenschalen gi8ér0.2 M um 20% ertoht. Man lonnte vermuten,



4.6 Einfluss des Mischens auf die Entwicklung 73

———————————————
———————— [ ]
™ [ __ Referenzmodell (150M Pop—III) ] | — Referenzmodell (150M, Pop-IIT) / 1
© M~
[ ] M
4 ©
o © ] (0]
J o[ 1<
N0 1>
o [ 1 o
S0 ] » ©
gl 1 3™ 4
= L 1 - ©
L ]
© 1 4
a) 1 o b) {
L L L L L L L L L L lp] |- IR S S S N N ST W S
5 4.5 4 © 5.01 5 4.99 4.98
Logo Tess Log,g Tegs
——————————————— . ——————————
—_ Referenzk. (150M, Pop-1II) | 0 — Referenzk.(150M;, Pop-1III) |
~ L |
— r/"j_‘
© IS
- 3}
\U o o
- i
R o
M- 4«
c) | 0
™M PR IS S U RS S S B oy e
4.2 4.3 4.4 4.5 4.2 4.3 4.4 4.5
Logyo(t [a]) Log;o(t [a])
e —— T
] 0<‘1 — Referenzk.(150M, Pop—III) ]
o [ — Referenzk.(150M, Pop-III) 1 r ]
~N — L 4
or ] ot i
[ ]l "2 B
< [ 1 zi¢ <
St 1 x ]
- ke
= [ ] 2o 1
M [ 1 o i
~N - (e} 1
{ 9 ]
or ] ]
L 4 LD 4
QL b o a
S ) 3 ‘
L e) 4
I S Ll R B e N B B B
B.38 6.385 6.39 6.395 6.4 ‘ 4.5 5 5.5 6 6.5

Logyo(t [a])

Logyo(t [a])

Abb. 4.26: Einfluss der Mischprozesse (rot) auf die zeitliche Entwicklung im Vergleich
zur Annahme von instantanem Mischen (guih) eines150 M -Sterns in einigen globalen
Parametern: HRD (a,b), Zentraltemperatur (c), Zentraldichte (d), Wasserstoffkonzen-
tration (e) und Summe der CNO-Elemente (f).

dass ineffizientes Mischen immer zu einerareh Elementkonzentration im Zen-
trum fuhrt, da frisch erzeugte Elemente nicht so schnelloindné Schichten gemischt
werden lohnen. kit die Kohlenstoffkonzentration ist dies auch der Fall, weil die Pro-
duktion von Kohlenstoff inBa-Prozess ein Abbild der Temperaturstruktur darstellt.
Dagegen muss dies nicht in allen Spezies der Fall sein (Abbildung 4.28c-d, g-h; 4.31c-
d, g-h). Die erniedrigte Konzentration vafiN im Zentrum des Sterns ist eine Fol-

ge des verkizten Flaschenhalsé$N(p,y)'>O aufgrund der bfieren Temperatur im
Zentrum, d.h. digGleichgewichtskonzentratioron N ist hier etwas zugunsten von
Kohlenstoff erniedrigt. Wegen des ineffizienten Mischens ist dieser Ediegefroren

Die Summe aller CNO-Elemenf€-xo, die im Referenzmodell im Zentrum uh®%
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Abb. 4.27: Raumliche Strukturunterschiede eines150 M -Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gii) in den Variablen
Leuchtkraft, gravitative Energieproduktion, Temperatur und nukleare Energieproduk-

tion am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des Wasserstoffs

aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.28: Raumliche Strukturunterschiede eines150 M -Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (@) auf die Elemen-
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te im CNO-Zyklus am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des
Wasserstoffs aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.29: Einfluss der Mischprozesse (rot) auf die zeitliche Entwicklung im Vergleich
zur Annahme von instantanem Mischen (gtin) eines50 M -Sterns in einigen globalen
Parametern: HRD (a,b), Zentraltemperatur (c), Zentraldichte (d), Wasserstoffkonzen-
tration (e) und Summe der CNO-Elemente (f).

im Vergleich zur homogenen Durchmischung erniedrigt isyrf'zu einer erniedrig-

ten Energieproduktion im Zentrum. Nur in den inne®¥% der Sternmasse schlagen
sich dieAnderungen inXcxo auch in der Energieproduktion niedeurfishere Mas-
senschalen nimmt der Anteil des pp-Brennens an der Energieproduktionsrate zu. Die
zentral erniedrigte Energieproduktion bildet sich in den Strukturvariablen in einem
flacheren Anstieg der Leuchtkrafi%) sowie in einer sitfkeren Expansions§s) ab
(Abbildungen 4.27a,b; 4.30a,b). Die Gesamtleuchtkraft ist in beiden Modellen iden-
tisch, sodass die Entwicklungswege im HRD auf der Hauptreihe nicht abweichen (Ab-
bildungen 4.26a,b; 4.29a,b). Wie schon im vorhergehenden Abschnitt 4.5 diskutiert
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Abb. 4.30: Raumliche Strukturunterschiede eines50Mq-Sterns bei Mithnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gm) in den Variablen
Leuchtkraft, gravitative Energieproduktion, Temperatur und nukleare Energieproduk-
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tion am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des Wasserstoffs

aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.31: Raumliche Strukturunterschiede eines50Mg-Sterns bei Mithahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (@) auf die Elemen-
te im CNO-Zyklus am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des
Wasserstoffs aufgebraucht sind (e-h).
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wurde, werden die Elementunterschiedeht durch Temperatariderungen kompen-
siert: Die Energieproduktion korreliert mit der CNCatfigkeit, die die entsprechen-
den Struktuahderungen in Leuchtkraft und gravitativer Energie nach sich ziehen. Weil
die Anderungen in der Variable Leuchtkraft innerhalb der Konvektionszone auftreten,
besteht keine Koppelung mit den anderen Strukturgleichungen.

Obwohl die Abweichungen voh0% auch am Ende der Hauptreihe in den CNO-
Elementen bestehen bleiben (Abbildungen 4.28f-h; 4.31fdfert sich die Summe
der CNO-Element& ¢no in beiden Modellen whrend der Entwicklung immer mehr
an (Abbildungen 4.26f; 4.28e; 4.29f; 4.31e), sodass die Unterschiede in der Ener-
gieproduktion und damit auch in der Leuchtkraft verschwinden (Abbildungen 4.30e;
4.30e). Die Unterschiede wirken sich nicht auf das Protonenreservoir aus (Abbildun-
gen 4.29¢; 4.29e).
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5 Zusammenfassende Diskussion

In dieser Arbeit wird die Entwicklung massereicher Population-11l-Sterne im Bereich
von 15 M —150 Mg, untersucht. Population-1lI-Sterne setzten sper definitionem

aus andinglich metallfreiem Gas zusammen. In der Standard-Urknall-Nukleosynthese
konnen keine Elemente schwerer als Lithium gebildet werden (Olive, 2000), und des-
halb sollte die erste Sterngeneration aus Population-lll-Sternen bestehen. Nur eine
inhomogene Urknall-Nukleosyntheserkite schwere Metalle in ausreichenden Men-
gen produzieren (Jedamzik, 1999).

Man kénnte meinen, dass die Abwesenheit von Metallen eine Vereinfachwing f~
die Modellierung der Sternentwicklung darstellt und bestehende Sternentwicklungs-
codes nur mit de” = 0 Anfangsbedingung gestartet werdenssén. Doch wegen
der Ineffizienz des pp-Brennens sowie deraagfich fehlenden CNO-Elementen er-
scheinen Population-1lI-Sterne bei deutlichhiefen Temperaturen und Dichten auf
der Hauptreihe. Population-llI-Sterne mit Massen oberhalb3@dv , werden noch
auf der Vorhauptreihe im Zentrum heiRer al¥ K, sie produzieren in3a-Prozess
gernigend Kohlenstoff, sodass diese Sterne im Modus des heiRen CNO-Zyklus den
Leuchtkraftbedarf des Sterns decken. Im Gegensatn@umalen” Sternen, bei denen
die Katalysatorelemente C, N und O weder produziert noch vernichtet werden, er-
fordert die autogene Metallproduktion bei Population-1ll-Sternen die Mithahme eines
zeitablangigen Kernreaktionsnetzwerks ohne Annahme von Gleichgewichtskonzen-
trationen in den einzelnen Spezies. Wegen der hohen Temperaturen werden einige
zusatzliche Kernreaktionszweige wichtig: DigZerfdlle innerhalb des CNO-Zyklus
kdnnen nicht mehr gegen die Protonenangé vernachissigt werden, und ein weite-
rer Protoneneinfang ariN ist fiir Temperaturen gRRer1.3 - 108 K nicht mehr gegen
den Zerfall von'N vernachéissigbar. Zustzlich werden die Umlaufzeiten im CNO-
Zyklus bei den bheren TemperaturenukZer als die konvektive Mischzeit, sodass die
Annahme von instantanem Mischen nicht mehr gerechtfertigt ist. Dierten An-
forderungen an die Modellierung von Population-11l-Sternen ergeben sich aus einer
stirkeren Koppelung der Sternaufbaugleichungen, in denen eine strikte Trennung der
Kontraktionszeitskala, der nuklearen Zeitskala und der Mischungszeitskala nicht mehr
vorausgesetzt werden kann.

Ein neu entwickelter Sternentwicklungscode, der noch stark vereinfachende An-
nahmeruber die Opaziten, die Zustandsgleichung und die Atmaaghénthlt, kop-
pelt erstmals vollstiidig die Sternstrukturgleichungen mit einem zeitaigigen Kern-
reaktionsnetzwerk, zeitabBhgigem Mischen und einer zeitabigigen Konvektions-
theorie. Die Energiegleichung ist so formuliert, dass Molekulargevaokisiungen
in konsistenter Form enthalten sind. Die zeitliche Integration des Gleichungssystems
Ubernimmt das am ZI Berlin entwickelte Programm LIMEX (Ehrig & Nowak, 1998).

Die verbesserte Modellierung der Kernreaktionen und des Mischens wirkt sich
nicht auf die Entwicklungswege im HRD auf der Hauptreihe aus, obwohladienf”
liche Verteilung der CNO-Isotope um 10%—20% von einer homogenen Mischung ab-
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weicht, die sich unter Annahme von instantanem Mischen einstelleley”Eine
haufig in der klassischen Sternentwicklung gegebeneafirklj lautet, das&nderun-
gen von 10% in der Energieproduktionsrate aufgrund der hohen Potemzadpkeit
von der Temperatur durchnderungen derselben im Prozentbereich ausgeglichen wer-
den lonnen und sich deshalb die Sternstruktur faktisch racigeit. Diese Erkfung
trifft bei den hier untersuchten Population-IlI-Sternen nicht zu — die Temperatur wird
nur im Promillbereich beeinflusst. Im Gegenteil, die Abweichungen von 10% in der
CNO-Konzentration schlagen direkt auf die Energieproduktion durch. Doch das in-
effiziente Mischen ist auf andere Weise selbstregulierend. Im Zentrum ist die Ener-
gieproduktion erbht, wahrend sie in daber liegenden Schichten erniedrigt ist, so-
dass insgesamt die gleiche Leuchtkraft erzeugt wird. Nur der Leuchtkraftanstieg muss
sich nach der Energieproduktionsverteilung richten. Dies geschieht in vollkonvektiven
Schichten des Sterns, sodass deamderte Leuchtkraftanstieg nicht an die anderen
Variablen des Systems gekoppelt ist.

Die zeitablingige Modellierung der Konvektiorulfitt im Vergleich zu Rechnun-
gen anderer Autoren zu deutlichofféren Konvektionszonen. Auch in dieser Arbeit
waren die Konvektionszonen kleiner, wenn das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium zur
Bestimmung der Gif3e der Konvektionszonen herangezogemde. Doch in der
hier gevahlten zeitabaiigigen Beschreibung ist das Stahii#verhalten nur im sta-
tionaren Grenzfall identisch mit dem Kriterium von Schwarzschild-Ledoux. In die-
sen Rechnungen kommt es vor, dass selbst in Schwarzschild-Ledoux stabilen Ge-
bieten der tatschliche Gradient der Schichtung gleich dem adiabatischen Gradienten
ist. Die ablaufenden Mechanismen, die zu diesem Verhaiterefi, sind noch nicht
genigend exakt verstanden. Ein Eaklihngsansatz besteht darin, dass die Entropiepro-
duktion im umlich ausgedehnten pp-Brennen einen weit ausgedelaeniichen
Entropiegradienten aufrecht ath der die Konvektion treibt. Diese Zusammanpge
kdnnten auch erklfen, warum die Abweichungen vom Schwarzschild-Kriterium beim
15 Mg - und20 Mg -Stern besonders stark sind, denn diese Sterne befinden sich auf der
Hauptreihe im pp-Brennen.

Die groReren Konvektionszonenutiren zu #ihgeren Lebensdauern auf der
Hauptreihe und zur Ausbildung gféérer Heliumkerne. Die GRe der Heliumkerne
hat Auswirkungen auf die Endstadien dieser Sterne; und sie bestimmt weitgehend, ob
ein Stern als Schwarzes Loch endet oder als Supernova explodiert und die Umgebung
mit Metallen anreichert. Nach den Rechnungen von Heger & Woosley (2001) tragen
nur massereiche Sterne mit einem Heliumkern wép, ~ 64...133 Mg zur Ele-
mentanreicherung bei. Nach herkinlichen Rechnungen entspricht dies Sternmassen
im Bereich140 M;—260 M,. Wenn die Konvektions@f3en dieser Arbeit richtig sind,
dann sind es Sterne im Bereich vdgM ,—200 M, die zur Elementproduktion bei-
tragen. Solange die primordialaitial Mass Function(IMF) nicht bekannt ist, sind
weitergehende Saése schwierig. Glaubt man den Fragmentationsrechnungen von
Nakamura & Umemura (2000), die eine bimodale Struktur der IMF naicts$twer-
ten beil Mg und 100 M nahelegen, dann kann die Elementanreicherung effektiver
erfolgen als bisher angenommen.
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Anhang A Energiegleichung

In einigen Lehrlbichern der Sternentwicklung (z.B. Kippenhahn & Weigert, 1990;
Hansen & Kawaler, 1995) ist die Energiegleichung nur dann richtig, wenn sich das
Molekulargewicht nichandert und keine Mischprozesse stattfinden. Insbesondere be-
trifft dies die réufig zitierte Gleichung:

DI 4DP ol

CPE—; Dt :Enuc—a—m ) (A1)

bei deren Ableitung diénderung vom Molekulargewicht vernaeisisigt wurde, sowie

die Gleichung:

Ds _De_ PDp "2

die die Mischentropie auf3er Aclati}t und die deshalb nunifieversible Vorgige rich-

tig ist. Kompliziert wird die Diskussion durch eine \&féntlichung von Wood (1981),

in der behauptet wird, dass dieTerme in Gleichung (A.1) zu Recht vernaabsigt
werden missen, wenn diénderung des Molekulargewichts durch Mischprozesse zu-
stande kommit.

Im Folgenden wird die in dieser Arbeit verwendete Form der Energiegleichung ab-
geleitet, die diddnderungen des Molekulargewichts — sei es durch Mischen oder Kern-
reaktionen — korrekt endtt. Dabei wird gezeigt werden, dass die Energiegleichung
von Wood (1981), die noch heute in Sternentwicklungs-Programmeraugetdich ist
(z.B. Frost & Lattanzio, 1996; Castellani et al., 1998), fehlerhaft ist. Die korrekte
Form der Energiegleichung haben Strittmatter et al. (1970) hergeleitet, ausgehend von
den zwei zentralen Gleichungen:

n
dE =TdS — PAV + > &dm; (A.3)
i=1
und
dE = 0Q — oW . (A.4)

Die erste Gleichung (A.3) ist die gibbssche Fundamentalgleichung; sie ist eine thermo-
dynamische Identi. Die zweite Gleichung (A.4) ist der erste Hauptsatz der Thermo-
dynamik. Mit der wesentlichen Voraussetzung der Thermodynamik irreversibler Pro-
zessé kann man die Gleichungen (A.3, A.4) auch auf spezifischeRén umschrei-

ben. Mit der Einfihrung der Massenkonzentration&p = p;/p und des chemischen
Potenzialausdrucks; = &; — &, erhélt man fir die innere Energie pro Masseneinheit:

n—1
de = Tds — Pdvg, + Y _ 4 dX; (A.5)
=1
1 Man nimmt an, dass sich die Massenelemente eines Mediums als thermodynamische Systeme be-
handeln lassen, die mit ihrer Umgebung in Bezug auf gewisse physikalisofReiGiri Austausch stehen
(Meixner & Reik, 1959).
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und
de = 0q¢ — Owmeen - (A.6)

Die zentrale Frage ist, wie sich der Differenzialausdrégldurch totale Differenziale
ausdricken Bsst, d.h. durch Terme von Zustandsvariablen. Mit der wichtigen Erkennt-
nis, dass ein Massenelement im Stern am System nur Arbeit durch Vahimehemin-
gen unter gegebenem Obadtiendruck leisten kann (Strittmatter et al., 1970), d.h. in
Formeln:

OWmech = P dvsp )

folgt aus den Gleichungen (A.5, A.6):

n—1
0q = de + Pdvg, = Tds + Y ;dX; . (A7)
i=1

Es ist nun klar, warum Gleichung (A.2) nicht richtig iétnderungen durch das chemi-
sche Potential werden nicht in Rechnung gestellt. Auch wenn die dugefWarme

0q = 0 ist, kann sich bei irreversiblen Vaaggen die Entropi@aridern. Die in der
Sternentwicklung gebrichliche Form der Energiegleichung athian wie folgt: Die
zugetihrte WArme pro Masseneinheit ist gleich dem Netto-Energiefluss durch diese

Schale:

dqg Ol

Dt om
Zusammen mit Gleichung (A.7) bei gleichzeitiger Abspaltung des Beitrags der nu-
klearen Energie von der inneren Energie folgt:

De P Dp ol
DI Dt ™ am (A82)
Ds 2  DX;
=75+ lep 5 (A.8b)

Die Gleichungen unter (A.8) sind exakt. Man kann diese Gleichung auch iarfgdy
keit von Druck, Temperatur und Molekulargewicht formulieren. Das Resultat lautet
(fur eine Herleitung siehe Kippenhahn et al. (1965)):

br _ébP  Du_ 0L
PDr T oDt Dt T o

A= <ﬁ> _ Piy
op/), r pHo

Gleichung (A.1) ist genau um den Te(m ) fehlerhaft. Gleichungen (A.8) und (A.9)
sind die korrekten Gleichungennabtingig davon, wodurch diénderung des Mole-
kulargewichts hervorgerufen wurde. Wood (1981) argumentiert, dass die Gleichungen
(A.8a, A.9)lokal nicht angewendet werderudén, weil eine gegebene Massenschale
kein isoliertes thermodynamisches System sei, wenn Mischprozesse ablaufen. Hierzu
ist zu sagen, dass es zwar richtig ist, dass eine gegebene Massenschale kein isolier-
tes thermodynamisches System ist, jedoch ist der Schluss nicdsil'dass des-
halb der lokale Charakter von Gleichungen (A.8a, A.9) verloren geht. Die Tatsache,

(A.9)

mit



85

dass die Relationen (A.3, A.4) beifbergang auf spezifische @&én auch richtig
bleiben, d.h., wenn die thermodynamischerof@ri auf die Masse bezogen werden,
beweist das Gegenteil. Die Zssigkeit de$Jbergangs von Gleichungen (A.3, A.4)
hin zu (A.5, A.6) ist verankert in den gruraiglichen Voraussetzungen der irrever-
siblen Thermodynamik (Meixner & Reik, 1959).ak5t man diese fallen, dann ist es
Uberhaupt unmglich, makroskopische, thermodynamische Variablen lokal sinnvoll zu
formulieren.
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Anhang B Reaktionsraten

Es werden die in den Simulationsrechnungen verwendeten Reaktionsraten der Kernre-
aktionen in Tabellenform angegeben, um diterprifung der vorgestellten Ergebnis-

se zu ermglichen. Reaktionen mit zwei Reaktionspartnern werden in Einheitef [cm
mol~! s!] angegeben und Dreiecdté in Einheiten [crhmol 2 s~!]. Die einzige
Reaktion, die als Dreierstol3 behandelt wird, ist 8lieReaktion. Deruberwiegen-

de Teil der Reaktionen kommt von der NACRE Kollaboration (Angulo et al., 1999);
fur eine genaue Referenzliste der einzelnen Reaktionen sei auf Tabelle 3.1 verwiesen.
Die Berechnung von Zwischenwerten erfolgt durch eine Interpolation mit kubischen
Splines in der doppellogarithmisch aufgetragefie”-Ebene.

Ty "H(p,e"v)>H  2H(p,y)>He >He(a,y)’Be 3HelHe,2pfHe *He(2,v)!2C

0.001 1.30- 10711
0.002 5.57-1072% 1.79-107%
0.003 1.28-10"* 5.80-107%7 2.91-107%
0.004 9.06-1072% 5.13-1070¢ 5.76 - 10722

0.005 3.62-10722 241-1079 4.97-10"2 1.27-1071°

0.006 1.04-10"2' 7.78.107% 3.66-10"23 7.75-10718

0.007 2.39-10"2' 1.98-10°* 1.13-10% 2.06-1016

0.008 4.74-10721 4.27.-107%¢ 1.92.10~20 3.08-1015

0.009 846-10"2' 817-107°* 2.10-10"" 3.02-10714

0.010 1.39-10720 1.43.1079 1.64-10"!8 2.16-1013 2.93.10~ 7t
0.011 2.14-10720 2.32-1079 9.90-10"!8 1.20- 10712 5.94-1069
0.012 3.13-1072° 3.57-107% 4.85-10"'7 5.51-10712 6.59 - 10767
0.013 4.41-10720 5.24.1079 2.01-10"16 2.14-1011 4.46-10795
0.014 5.98-10720 7.40-1079 7.24.10"16 7.29-10"11 2.01-10763
0.015 7.90-10720 1.01-10792 2.32.10"! 2.22.10710 6.40 - 1062
0.016 1.02-107'° 1.35-10792 6.71-10"1° 6.12- 10710 1.53- 1060
0.018 1.59-1071% 2.24.10792 440.10~ 3.69-107% 4.22.10758
0.020 2.34-1071% 347-10792 2.22.10°!3 1.73-10798 5.45-10756
0.025 5.02-107' 829.10792 564-107'2 3.81-107°7 1.11-1075¢
0.030 896-10"' 1.61-10°" 6.61-10"!! 4.01-10796 1.46-10~%7
0.040 2.08-1071% 4.23.1079* 2.37.107% 1.22.10794 5.31-104
0.050 3.76-10"'® 841-107°" 2.98-10 %8 1.38-10793 1.04 - 10736
0.060 5.91-10"' 1.42-10%°° 2.05-10797 8.70-10793 1.20 - 10733
0.070 8.47-10"'® 2.16-101% 9.50-10797 3.77-10702 3.00-1073"
0.080 1.14-10"'7 3.06-107%° 3.36-10 96 1.26- 1001 9.68-10"2°
0.090 1.47-107'7 4.11-10%°% 9.72.10-96 3.48-107% 2.52-10726
0.100 1.83-10"'7 5.30-1079° 2.42.107% 8.33-10 "1 2.38-1024
0.110 2.21-107'7 6.63-107T%° 5.37.10795 1.78 - 10100 9.64-10723
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Ty "H(p,e"v)>H  2H(p,y)He >He(a,y)’Be 3He(He,2pfHe “*He(,y)'2C

0.120 2.62-107'7 8.09-10%% 1.09.107% 3.49 - 10100 2.07-1072!
0.130  3.06-10"7  9.66-107%° 2.03.10°%4 6.37- 10100 2.72-1072°
0.140 3.51-107'7 1.14.10%01  3.58.107% 1.09 - 1001 24310719
0.150 3.99-10"*7 1.32-10%%Y 5.97.107 %4 1.78 - 10701 1.60-1018
0.160 4.49-10~'" 1.51-10%%1 9.52.107% 2.79 - 10101 8.22-10718
0.180 5.53-10"*7 1.91-107°t 2.17.10°%3 6.14 - 10701 1.22-10°16
0.200 6.64-107'7  2.36-10T°"  4.40-107%3 1.21-10102 1.02-1071°

Ty “Li(p,a)*He  "Be(e~,v)"Li "Be(pn)®B  "Be(@,y)''C 8B(p,y)°C

0.001 1.13-10726  5.19.107% 1.95-1078°  3.96-10~*
0.002 2.79-107'  3.67-10%° 7.69-1075%  1.25.10733
0.003 1.05-10"'"  2.99.107% 1.60-107>*  7.61-107%°  1.53-10728
0.004 1.88-10"13  259.107%  883.10722 1.54-107%2 245.10"2°
0.005 7.45-107'?  232-107%°  7.83-10720  4.70-10"*  4.64-10"23
0.006 1.23-107°  212.107%  238.107'8 1.24.10~%  2.53.10~2
0.007 1.15-10"9° 1.96-107%°  364-107'7  6.68-10"*  6.13-10"2°
0.008 7.27-10799 1.83-107%  3.44.107%6  1.20-1073%  8.50-10"19
0.009 3.44-10"°8 1.73-107%°  2.29.107*® 9.58-10%  7.83-10!%
0.010 1.31-10797 1.64 10799 1.17-107%  4.17-1073¢  529.10"7
0.011 4.23-10797 1.56-107%  4.86-107** 1.13-1073* 2.81-1016
0.012  1.19-10796 1.50 - 10799 1.71-10"3  2.10-10733  1.23-.10715
0.013  2.99.10796 144-107%  529.1071%  2.85-10732  4.61-10715
0.014 6.88-10%6 1.39-1079 1.46-1072  3.00-10731  152.-10"
0.015 1.46-10795 1.34-107%  3.66-10712  2.54.10730  4.47.10"4
0.016 2.92-10°% 1.30-107%  850-107*2 1.79-1072° 1.20-10713
0.018 9.90-1079 1.22.107%°  3.76-10"'" 567-107%®  6.87-10"13
0.020 2.83-1079¢ 1.16- 10799 1.35-1071°  1.11-10"26  3.09-10"!2
0.025 2.31-10793 1.04 - 10799 1.74-107%  425.10"2  6.24-10~U
0.030 1.14-10792  947.10710 1.22-107%  393.1022  6.14-10710
0.040 1.16-107° 820-1071°  205-107°7 282.10"!  1.70-10708
0.050  5.97-10"°t 7.33-10710 1.51-107%  295.10"!7  1.79.107°7
0.060 2.08-107%°  6.69-10"'°  6.90-107°  1.00-10~'  1.07-10706
0.070  5.62-10T°°  §20-10"1° 231.1079  1.65-10"%  4.47.10796
0.080 1.27-10101 580-1071°  6.22-1079  1.64-10"13  1.44.1079
0.000 2.53-1010! 5.47-10710 1.43-107%  1.13.10"!2 3.88.1070°
0.100  4.58 - 1070t 519-1071°  294.10°°% 593-10'2 9.07-10%
0.110 7.68-10T°*  494.10"10  549.1079¢ 250-10"'*  1.90-107%4
0.120 1.21-10102 4.73-10°10 9.54-107%  887-107"'  3.66-107%
0.130 1.82-10792  4.55.10710 1.56-1079  2.74.107'°  6.57-107%*
0.140 2.62-107°2  438.10"10 243.1079  7.54-1071°  1.11-10793
0.150 3.65-101°2  4.23.10"'©  364-107°  1.89-107%°  1.79.10703
0.160 4.93-107°2  4.10-1071° 525.1079  4.35.1079°  2.77.10793
0.180 8.40-101°2  3.87.1071'0 1.00-107°2  1.91-107°  5.96-10703
0.200 1.33-10%%%  3.67.1071'0 1.75-10792 6.88-107%  1.15-10702




T9 1lB(p,7)12C HB(p,a)BBe QC(Oé,p)HN 1lC(p,7)12N 12C(p,7)13N
0.001 1.33-107* 7.80-107%" 1.00-10%°  3.79.10 °
0.002 5.78-10733% 3.39.-10728 1.52.-107% 4.15.10~%
0.003 8.25-1072% 4.90-1072* 4.76-10"7% 2.84.10 %"
0.004 1.45-1072* 868-1072° 1.56-107% 1.35.1073!
0.005 2.92-10722 1.77-107'7 1.77-10°% 553.10%°
0.006 1.61-1072° 1.01-10"' 7.37-107% 543.1072" 1.22-10~%*
0.007 4.28-10"% 257-107** 3.59.-107° 2.11-1072% 4.83-10"23
0.008 6.22-107'®  3.69-10'* 3.95-10°°2 4.31-107%  1.00-10"2!
0.009 5.89-10~'7 351-107'? 1.47-10~* 551-1072  1.30-1072°
0.010 4.07-10716 243.1071' 240-107% 4.94-10722 1.18-1071°
0.011 2.21-107% 132107 206-10"% 3.36-10721 8.15-10"19
0.012 9.89-107% 591-1071°% 1.06-107% 1.83-1072° 4.49-10718
0.013 3.77-107'* 226-107%° 3.59-10*2 835-1072° 2.06-10"'7
0.014 1.26-107' 7.54-1079° 860-10"%  3.27-10°' 817-10"'7
0.015 3.77-107% 225.1079  1.54.1073° 1.13-107'8% 2.85-10716
0.016 1.03-107*2 6.14-1079 2.15.-10738 3.52-10718% 8.96-1016
0.018 6.02-107*2 3.61-10797 2.27-10736 262-10717 6.78-10"15
0.020 2.76-107** 1.66-1079  1.25.1073* 147-107'6 3.88.10"4
0.025 5.82-10719 349.1079 3.82-1073! 4.65-10715 1.28-10712
0.030 5.92-107%° 355.107% 1.71-1072® 6.44-10"" 1.83-10~'!
0.040 1.72-10797 1.04-10792 1.20-1072% 2.94-10712 8.86-10710
0.050 1.88-107%  1.13.-107°* 6.40-10"22 4.42.10~ 1.40-10708
0.060 1.17-1079  7.02-1079*  7.56-10720 347-1071° 1.14-10797
0.070  5.52-107%  3.02.-10%%  3.41.-10"'® 1.80-10%°  6.13-107°7
0.080 2.72-107% 1.01-107°* 7.94-10"7 6.94-10799 2.45-10706
0.090 1.47-1079 2.82-10T°" 1.15-10"'® 2.17-1079  7.93.1079
0.100 7.11-107%  6.94-10M°*  1.17-10"% 5.79.107%  2.18-10705
0.110 2.78-107°2 1.55-10t°2 9.00-10°' 1.36-10°°7 5.29-10°%
0.120 8.79-107°%2  3.19.10%°2 558-10"'3 290-107°7  1.16-107%*
0.130 2.34-1079*  6.12-10792 289.107!2 5.71-10797 2.36-1079¢
0.140 5.39-107°*  1.11-107%  1.30-10"  1.05-1079 4.49.107%4
0.150 1.11-1079%° 1.91-1079  5.12-10"1 1.83-1079  8.08-10%¢
0.160 2.07-10T%  3.12.107%  1.83.10"° 3.04-107%  1.39.10703
0.180 5.77-10t%°  7.36-10t°%  1.81-10"%° 7.67-10°°  3.67-10%
0.200 1.29-10M°*  1.51-107%* 1.37-107° 1.86-107%  8.66-1003
0.250 5.25-101'  595.107%*  840-10°7 2.04-10°%  5.50-10°2
0.300 1.28-10T92  1.60-107%% 1.72-107%  1.86-107%  2.78-100
0.350 2.32-10792  342.107%  1.60-10"°* 1.00-107°2  1.15-10%00
0.400 3.56-101°2  6.36-10%°° 875-107°% 3.55-10°92  3.81-101%
0.450 4.87-10792  1.,08-107%6  3.25.1079 9.40-107°2  1.02-107O!
0.500 6.18-10T92  1.70-107%  9.06-107%  2.02-107%  2.28 1070
0.600 8.66-101°2  366-10t%  3.77.107°2 6.17-107°"  7.67-1010!
0.700 1.09-10t%%  6.76-101°6  887-107°2 1.32-107°°  1.81-10102
0.800 1.31-107%  1.12-107°7  1.53.107°% 2.28.10%00  3.38.10%02
0.900 1.53-10T%3  1.70-10797  246-10°1  3.42.10%%°  5.42.10702
1.000 1.77-10T9%  240-101°7 4.35-107°"  4.66-107%°  7.80-10102




90 Reaktionsraten

T9 130([),’)/)14N 130(a’n)160 13N(p,7)140 14N(p,7)150 14N(a,7)18F

0.007  2.00-10"22

0.008 4.15-1072 1.05-10724 1.03-10724
0.009  5.39-10"2° 1.82-10723 1.78-10723
0.010  4.90-1071° 2.13-10722 2.08 - 10722
0.011  3.37-107'8 1.83-10"2 1.77-1072
0.012 1.86-10~'7 1.22-10720 1.18-10720
0.013  8.54-107'7 6.70-10720  6.44-10720
0.014 3.38-10716 3.11-1071 2.97-10719
0.015 1.18-10715 1.25-10718 1.19-10718
0.016  3.69-10"15 4.47-1071%  4.24-10718
0.018 2.79-1074 4.26-10~'7  4.00-10717
0.020 1.59-10"13 2.97-10716 2.76 - 10716
0.025 5.18-107'2 1.45-10714 1.31-10714
0.030 7.38-10"1! 2.82-10713 2.48-10713

0.040 3.54-107%  534-1072* 2.13-10~1 1.78 - 10711

0.050 5.53-107%  3.24.10"% 4.62-1071%  3.68-1071°

0.060 4.50-107°7  4.19-10°1° 4.84-107%  3.68-107%

0.070  2.40-107%  2.00-107'7  3.17-10798 2.30-1078 1.05-10726
0.080 9.57-107%  4.80-1016 1.50-107°7 1.04-107°7 1.19-10724
0.090 3.08-107%  6.99-1071° 5.58-107°7  3.70-107°7  7.27-10723
0.100 843-107%  6.99-10 4 1.74-1079 1.11-1079 7.37-107%
0.110  2.04-107%  524.10713 4.70 - 10706 2.95-107 5.67-10719
0.120 4.45-107%  3.12-10!2 1.14-1079% 7.37-10706 2.24-10°17
0.130 8.95-107% 1.55-1071! 2.51-107% 1.85-107% 5.04-10716
0.140 1.69-107%  6.57-10"1! 5.14-107%  4.85-107% 7.21-10715
0.150  3.00-107%  2.44-107'° 9.90-107% 1.30-107%*  7.18-107"
0.160  5.08-107%  8.12-10710 1.81-107%  3.40-107%  5.33.10713
0.180 1.30-107°%  6.77-107% 5.27-107% 1.93-107 1.48-10711
0.200 2.93-107%2  4.21.10798 1.34-107%  8.26-10793 2.09-10710
0.250  1.54-107% 1.70- 10796 9.23-107% 1.14-107% 2.32-10708
0.300 5.81-107% 3.14-107% 4.61-107°2  6.40-107% 5.10 - 10707
0.350  1.96-1079%°  3.57.10%4 2.03-107% 2.12-10%%°  4.47-1079
0.400  6.04-10%%0  2.88.10793 7.98-107% 5.09 - 10100 2.22-107%
0.450  1.69-10"01 1.76 - 10792 2.67 - 10100 9.85 - 10100 7.58-107%
0.500  4.20-1010! 8.42-107°2 7.45-10100 1.64-10701 2.00-107%
0.600  1.82-10%02 1.06-10T%°  3.67-10"01 3.42 10701 8.73-10°%

0.700 7.18 - 10100 1.16-107%2  5.48-10"01 2.83-107
0.800 3.18 10101 8.75-107%
0.900 1.04 - 10702 2.71-107°2
1.000 2.75 - 10102 7.81-10702
1.250 1.73-10103 6.57- 10701
1.500 6.74 - 10103 2.90 - 10100
1.750 1.99 - 10+04 8.36 - 1010
2.000 4.84 10104 1.88 - 10101
2.500 1.87-1079° 5.14 - 10701

3.000 4.88-1019 1.05 - 10102




T9 15N(p,7)160 15N(p,a)12C 160([),’7)17[: 17O(p,7)18F 17O(pa)14N
0.001 6.15-107°6 6.57-107%%  4.03-10°%  2.17-10 2
0.002 1.81.10~*2 3.38-107%  238.107*  1.19-10~*%
0.003 6.17-10736 4581074  3.47-100%  1.60-10"%
0.004 8.12.10732 1.43.1073¢  1.14-10736  4.83.1036
0.005 6.90-1072° 7.12-10726 224.1073% 1.86-10°%  7.21-103°
0.006 1.18-10726 1.24-10"2% 6.11-1073" 5.25-1073  1.85-1073°
0.007 7.01-10"% 7.59-10"22 5.36-107%° 4.73-107* 1.53.1072%8
0.008 2.08-10°2% 227-1072° 215-1072" 1.94-10°2" 5.70-10"%7
0.009 3.67-10722 4.01-107" 4.85-10726 452.10°26 1.27-10"2°
0.010 4.33-1072' 4.76-107'® 7.10-107%*® 6.73-107%® 1.71-10~*
0.011 3.75-1072° 4.14-107'7 7.41-1072* 7.14-1072* 1.65-10"23
0.012 254-107% 281-107% 590-1072% 577-10°2% 1.23-10 22
0.013 1.40-10"'®  156-10"'5 3.77-1072* 3.73-1072  7.46-10~%2
0.014 6.55-107'® 731-107%% 201-1072' 2.01-102' 3.80-10"2
0.015 266-10"'7 298-10~'* 9.16-10"2' 9.29.10"2' 1.68.10~2°
0.016 9.56-10"'7 1.08-107** 367-1072° 3.76-1072° 6.63-1072°
0.018 9.22-107'% 1.04-107'2 427-107% 447-107% 871-10°1'°
0.020 6.50-10"' 7.39.10"'? 3.53-10"'® 3.82.10"'® 1.35.-10"'7
0.025 325-107'® 3.74-107° 242.1076 383.10°'6 1.13-10° !¢
0.030 6.41-10"'2 748-107%° 6.03-10"' 2.17-10~™ 1.37.-10"'2
0.040 4.96-10"1° 587-107°" 6.48-107" 6.54-107  5.23-1071'°
0.050 1.09-107° 131-1079 1.79.10-''" 2.13.10°'° 1.73.107°8
0.060 1.16-107°7 1.45-107° 223-107° 214-107% 1.69-10"°7
0.070 7.64-107°7 1.00-107° 1.66-107° 1.12.107% 8.34.107%
0.080 3.63-107°¢  5.04-107° 8.69-107%  4.06-107°%  2.69.1079
0.090 1.36-107% 1.99-107°2 3.551-107% 1.25-107°7 6.59-10706
0.100 4.23-107%  6.53-107°%2 1.16-107°7 3.89.107°7 1.35.1079
0.110 1.15-107°* 1.87-107°% 3.31-10°97 1.28-10°9 247-10%
0.120 2.78-107% 4.77-1079" 835-10797 4.12.1079  4.33.10°%
0.130 6.16-107°* 1.12-10™°° 191-1079 1.21-10°% 7.63-10"%
0.140 1.27-1079  244.10T%9 401-1079 3.17-107%  1.38.10~%
0.150 2.46-107%  4.97.10T%° 7.87.1079 741-10°% 2.54.10"%
0.160 4.53-107°  9.75.10T%° 146-107% 157-107%* 4.63.10~%
0.180 1.35-107°% 3.28-10T°% 432.-107% 543-10° 1.40-10%
0.200 3.52-1079%2 964-10T°" 1.10-1079* 1.46-10"9  3.60 1073
0.250 2.44-107°" 880-10T°2 7.09.-107°% 824.10°% 2.85.10 2
0.300 1.05-10%%°  466-10T°%  2.92-1079% 2.52-1079%2  3.55-107%!
0.350 3.17-10t%°  166-10T°* 896-107% 5.78.107°2  3.66-1010°
0.400 7.48-10T%°  4.48.10T%* 225-107°2 1.28-10°°' 2.25.101%1
0.450 1.49-10T°"  9.86-10T* 4.89.107°2 3.11-107°" 9.23.10t0!
0.500 2.58-10*°1  1.88-107°  9.52-1079%2 7.90-107°%  2.84-10702
0.600 5.90-10T%"  4.91.107% 283.1079" 4.12-10%%°  1.51.1010%3
0.700 1.07-10%t°2  9.85-10™  6.73-107°"  1.45-107°%  4.93.10703
0.800 1.68-10T°2  1.64-10T%6 1.37.10T%° 3.74.10%°"  1.19.1010*
0.900 2.46-10t°2  235.107°¢ 248.10%t%  7.75.10t°1  2.37.101%
1.000 3.50-10%%2  3.37.10t%¢  4.14-10%t°° 1.38.101%2 4.11.-10"%4
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T9 18O(p,7)19|: 180(p,a)15N 180(a,7)22Ne 19F(pﬂ)160 22Ne(a,n)25Ng

0.001 9.82.-107% 1.21-107%° 5.51-10766
0.002 6.01-10748 7.47.10~% 5.91-1075%0
0.003 891-107* 1.12-107%7 3.54-10~42
0.004 2.98.10736 3.78.10733 2.84-10737
0.005 6.83-10733 8.18-10730 8.74-1034
0.006 4.81-10730 5.20-10"%7 4.00-1073"
0.007 8.01-1028 8.32.10"2° 5.32-10729
0.008 4.00-10726 4.13-10"23 3.00-1027
0.009 8.54-102° 8.85.10"22 1.03-10725
0.010 1.01-1072% 1.05-10°20 1.78 -10~24
0.011 7.84-10723 8.34-1020 22810723
0.012 4.59-10722 5.00-107 2.20-10722
0.013 2.21-1072' 248-10"!8 1.68-1072!
0.014 9.39-10"2% 1.08-10717 1.05- 10720
0.015 3.64-10720 4.31-10"'7 5.52 10720
0.016 1.31-107'° 1.58-1016 2.53-10719
0.018 1.39-107'®% 1.71-10°'" 3.72-10718
0.020 1.13-10~'7 1.40-10"' 3.76 - 1017
0.025 8.24-1071¢ 9.94.10°13 3.88 10715
0.030 2.30-10"% 26110~ 1.33-10°13
0.040 5.39-10"!2 3.07-1079° 2271011
0.050 4.75-10° 1.01-10797 8.72-10710
0.060 2.07-10798 2.91.10706 1.41-10798

0.070 5.55-107°7 7.93-.107%  1.53-1072* 1.30-107°7
0.080 7.81-107% 1.17-107°  5.08-1072% 8.13-10°°7
0.090 6.28-107% 9.63-107°  9.20-1072> 3.95-1079
0.100 3.32-107%* 5.19-107°%2 2.73-10720 1.65-1079°
0.110 1.28-1079 2.04-107°*  1.09-107'® 6.40-1079
0.120 3.93-107% 6.30-107°" 2.72-10~'7 2.33.107%*  2.33.107%
0.130 1.00-107°%2 1.62-10t°°  4.20-10"'¢ 7.83-107% 864 10 %
0.140 2.23-10792  3.62-10t%°  4.36-10"1% 243.107%  1.96-10"22
0.150 4.40-107°2 7.22.10t%° 329.107'* 6.92-107%  3.03-10"2

0.160 1.92.10713 3.51-10"20
0.180 3.62-10"12 2.68-10718
0.200 3.79-10~"" 1.23.10716
0.250 2.95-107%9 2.30-10713
0.300 7.33-10708 4.06-10"11
0.350 9.38-107°7 1.64 10799
0.400 7.16-107°6 2.60-10798
0.450 3.63-1079 2.27.107°7
0.500 1.35-10"% 1.33-1006
0.600 9.74-107%4 2.45.1079
0.700 3.94-10793 3.04-1079%
0.800 1.11-10792 2.69-10703
0.900 2.46 - 10702 1.68 - 10792

1.000 4.63-10792 7.81-10792
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Anhang C Symbolverzeichnis

Alle Symbole, die in dieser Arbeit vorkommen, werden mit der verwendeten Bezeich-
nung und den zugehigen cgs-Einheiten aufgelistet. Das Verzeichnis ist nhach alpha-
betischer Reihenfolge sortiert, wobei griechische Symbole vor lateinischen Symbolen
platziert sind. Die verwendeten Werte von Konstanten sind in einer eigenen Tabelle
am Ende des Kapitels aufqirt.

Symbol Einheiten Beschreibung

e 1 Druckkompressibilat

ay 1 Turbulenter Viskosttsparameter

aM 1 Diffusionséingen-Parameter

QML 1 Mischungsiihgen-Parameter

g 1 Turbulenter Treiber-Parameter

oy 1 Overshootinglhgen-Parameter

A; 1 Atomgewicht

I} 1 Gasdruckanteil

B ergs!cm? Planckfunktion

ci 1 Koeffizienten in Ratengleichungen
cp 1 Turbulenter Dissipationsparameter
cp ergg ! K1 Spezifische slime bei konstantem Druck
0 1 Temperaturkompressibait™

D cm? st Diffusionskonstante

€y ergg ! s! Spezifische Neutrinoenergie

€g ergg st Spezifische gravitative Energie

€nuc ergg ! s! Energieeintrag durch Kernreaktionen
e ergg ! Spezifische innere Energie

E erg Innere Energie

Eq ergcm3 st Turbulente viskose Energieerzeugung
F ergs!cm? Gesamtfluss

Foony ergs ' cm? Konvektiver Fluss

Froq ergs ! cm? Strahlungsfluss

H ergs ! cm? Erstes Moment des Strahlungsfeldes
Hp cm Druckskalenbfie

i ergs ' cm? Konzentrationsfluss

Gt ergs ! cm? Turbulenter kinetischer Energiefluss
Jw ergs ' cm? Konvektiver Enthalpiefluss

J ergs!cm? Nulltes Moment des Strahlungsfeldes
K cm? gt Opazitit

3 cm? gt Opazitit (Mittelwert in Atmosplare)
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Symbol Einheiten Beschreibung
i st Reaktionsrate von Einer-Reaktionen
Ai cn? Mol ! st Reaktionsrate mit Protoneneinfang
Nk cm? Mol~! s7! Reaktionsrate von Zweier-Reaktionen
Ajki cn?® Mol— ! st Reaktionsrate von Dreier-Reaktionen
A cm Mischungsweglfige
l ergs! Leuchtkraft
Ion cm Mittlere freie Weglihge der Photonen
L ergs! Gesamtleuchtkraft
L, ergs’! Gravitative Leuchtkraft
L 1 Molekulargewicht
1o cn? st Turbulente Viskosit
fhred g Reduzierte Masse
m g Masse
m; g Masse det-ten Spezies
Am; g Masse innerhalb dérten Massenschale
M g Gesamtmasse
n; cm3 Teilchenzahldichte derten Spezies
n cm™3 Nukleonenzahl pro Volumen
N; 1 Vielfachheit deti-ten Spezies pro Reaktion
i) dyncms! Gravitationspotential
P 1 Chemischer Potential-Ausdruck
II cm? s 3 K1 Geschwindigkeits-Entropie-Korrelation
P dyn cnt? Gesamtdruck
Pyas dyn cni? Gasdruck
Prag dyn cnt? Strahlungsdruck
P, dyn cni? Turbulenter Druck
q ergg ! Spezifische Vdimemenge
qu MeV Energieverlust durch Neutrinos
Q erg Warmemenge
Qi MeV Freigesetzte Energie déten Reaktion
p gcnm3 Dichte
p gcm 3 Mittlere Sterndichte
p gcnm3 Nukleonendichte
Pe gcnm3 Zentraldichte
r cm Radius
R cm Gesamtradius
oD g’s! Diffusionseffizienz
a(v) cn? Wirkungsquerschnitt
5 ergKtg! Spezifische Entropie
S erg K=! Entropie
S ergs! cm2 Quellfunktion der Strahlung
S ergg!s! Turbulente Treiberfunktion
S5 ergg!s! Turbulente Dissipationsfunktion
T 1 Optische Tiefe
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Symbol Einheiten Beschreibung

TEntw S Entwicklungszeitskala

Thydr S Hydrodynamische Zeitskala

t S Zeit

T K Temperatur

T, K Zentraltemperatur

Tet K Effektivtemperatur

u cms! Materiegeschwindigkeit

U cms! Konvektive Geschwindigkeit

up cms! Diffusionsgeschwindigkeit

Ug gcnr?s72  Turbulente viskose Impulserzeugung

v cms! Geschwindigkeit

Vsp cm? gt Spezifisches Volumen

%4 cm? Volumen

v, cms! Radialgeschwindigkeit

w ergg! Spezifische turbulente kinetische Energie
w ergg! Spezifische Enthalpie

Wmech ergg! Spezifische mechanische Arbeit

W; amu Atommasse désten Elements

74 erg Mechanische Arbeit

13 1 Chemisches Potential

X; 1 Massenkonzentration désen Elements
X, 1 Zentrale Massenkonzentration

X; 1 Massenkonzentration der Nukleonen

y Losungsvektor von LIMEX

Y; 1 Spezifische Hifigkeit bezogen auf Nukleonenzahl
Z; 1 Ladungszahl

v 1 Temperaturgradient der Schichtung

Vad 1 Adiabatischer Temperaturgradient

Ve 1 Temperaturgradient (siehe Text)

Viad 1 Temperaturgradient durch Strahlung
Symbol Wert Beschreibung

c 2.99792458 - 10 cm st Lichtgeschwindigkeit
G 6.672 - 1078 dyn cn? g2 Gravitationskonstante
a 7.565 - 1075 ergem? s7t K= Strahlungskonstante
Np 6.0221 - 10%> mol~! Avogadrokonstante
kg 1.38062 - 10~ erg K-! mol~!  Boltzman-Konstante
o 5.66956 - 1075 erg cnT3 K4 Stefan-Boltzman-Konstante
R 8.3143 - 107 erg mof! K—1 Gaskonstante

Mg 1.9891-10% g Sonnenmasse

Lo 3.862-10% g Sonnenleuchtkraft

Ro 6.9599 - 10'0 g Sonnenradius
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