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Zusammenfassung

Sowohl bei Quasaren als auch bei Protosternen reichen herkémmliche Akkretionsscheibenmodelle zur
Beschreibung nicht mehr aus, da die Scheibenmassen im Vergleich zur Zentralmasse nicht mehr klein sein
miissen. Fiir diese Scheiben wurden stationire, geometrisch diinne Scheibenmodelle fiir eine verallgemei-
nerte, Reynolds-kritische Turbulenz berechnet.

Im Gegensatz zu Standard-Scheiben kénnen diese sehr viel schneller Material durch die Scheibe ak-
kretieren. Dies kann die extrem massereichen Schwarzen Locher in AGN bereits in den frithen Phasen der
Galaxienentwicklung erkliren, in denen durch Wechselwirkungsprozesse viel Gas in das Zentrum gestiirzt
ist. Zudem wurden Scheibeninstabilititen gefunden, die durch starke Anderungen der Opazitit verur-
sacht werden, und die ebenfalls fiir einen voriibergehend schnelleren Einfall von Material verantwortlich
sein koénnten. SchlieBlich konnte gezeigt werden, daf8 die inneren Bereiche in AGN bis zu (abhingig von
der Massenakkretionsrate) einigen 10* Schwarzschildradien advektions- (oder konvektions-) dominierte
Scheiben sind.

In protostellaren Scheiben macht sich der Einflufl der Selbstgravitation in einem starken Anwachsen
der Flichendichte und der Zentraldichte sowie in einem mé#figen Anstieg der Zentraltemperatur bemerk-
bar. Ein Abflachen des Effektivtemperaturprofils zur Erklirung der beobachteten Spektren konnte aber
nicht auf die Selbstgravitation zuriickgefiihrt werden, sondern ist eher durch den Einfluf der umgebenden
Molekiilwolke bedingt. Die erhthte Flichen- und Zentraldichte wird sich auf die Bildung von Staubagglo-
meraten in den frithen Phasen der protostellaren Entwicklung auswirken und so die Planetenentstehung
beeinflussen.

Abstract

In the case of quasars and protostars standard accretion disks models are not a suitable prescription
anymore as the disk mass is not negligible in comparison to the mass of the central object. For these
disks stationary and geometrical thin disk models are calculated using a generalized Reynolds-critical
prescription for the viscosity.

These disks are able to accrete material much faster than standard disks. This may explain the
very massive black holes in AGN, which already can be found in the most distant and therefore youngest
galaxies. In these early stages of galaxy evolution, lots of gas is expected to fall towards the galactic center
due to merging processes. Furthermore disc instabilities were found, which are caused by strong changes
in the opacity and which could also be responsible for temporary gas infall. Finally it is shown, that for
high accretion rates the inner parts of disks in AGN up to some 10* Schwarzschild radii (depending on
the mass accretion rate) are advection (or convection) dominated disks.

In protostellar disks self-gravity causes a significant increase of the surface density and the central
density and, to a lower extent, the central temperature. The deviation of the T o r~3/* distribution
of the spectrum of young stellar objects is not the consequence of self-gravity but may be due to the
surrounding molecular cloud. The increased surface and central density will have implications on the dust
agglomeration and therefore on planet formation.
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1 Einfiihrung

1.1 Akkretionsscheiben

Akkretionsscheiben sind abgeplattete, mehr oder minder rotationssymmetrische Gebilde aus Gas und
Staub, die um ein Zentralobjekt differentiell rotieren. Sie entstehen im wesentlichen als Folge des Zusam-
menspiels der Gravitation des Zentralobjekts und der Selbstgravitation der dieses umgebenden Akkreti-
onsscheibe, der durch die Rotation hervorgerufenen Zentrifugalkraft und der viskosen Reibung innerhalb
der Scheibe. So wird die Materie entweder, wie z.B. in Doppelsternsystemen, in denen der eine Stern von
seinem Begleiter Materie erhilt, bereits in einer Vorzugsrichtung auf das Zentralobjekt akkretiert, oder
aber der Kollaps, wie er bei der Bildung von Sternen erfolgt, fiihrt aufgrund der Drehimpulserhaltung
dazu, daf} die sich komprimierende Wolke mit zunehmendem Drehmoment immer flacher wird und eine
Scheibe bildet. Durch diese wird nun vornehmlich in radialer Richtung Materie auf das Zentralobjekt
bewegt, wobei gerade in den frithen Phasen der protostellaren Entwicklung auch der nicht in der Schei-
benebene erfolgende Einfall von Materie auf diesselbe beriicksichtigt werden muf}. Durch die Reibung in
der Scheibe werden die Bahnen der Gas- und Staubteilchen dabei zirkularisiert. Wieder aufgrund der
Drehimpulserhaltung ist eine Akkretion auf diesem Wege aber nicht beliebig fortsetzbar, da die Zen-
trifugalkraft immer weiter ansteigt und ab einem gewissen Abstand jede weitere Anndherung auf das
Zentrum unterbindet. Nun kommt die viskose Reibung zwischen den differentiell rotierenden Bereichen
der Akkretionsscheibe zum Tragen: auf diese Weise wird Drehimpuls nach auflen und Masse nach innen
transportiert. Letztlich wandeln Akkretionsscheiben damit potentielle Energie in kinetische, thermische
und eventuell auch magnetische Energie um, falls Magnetfelder in der betrachteten Scheibe von Bedeu-
tung sind. Die freigesetzte potentielle Energie wird dabei zur Hilfte in kinetische Energie des akkretierten
Materials umgewandelt, und zur Hilfte wird sie in der Scheibe dissipiert. Bei stationiiren Scheiben wird
die Kiithlung durch Strahlung dabei exakt durch die Heizung aufgrund der viskosen Reibung ausgeglichen.

Die Freisetzung von potentieller Energie ist ein ausgesprochen effektiver Prozefl und kann gréflenord-
nungsmifig leicht abgeschétzt werden. So ist die freigesetzte potentielle Energie eines Korpers der Masse
m, der auf die Oberfliche eines Objekts der Masse M und mit dem Radius R fillt, gegeben durch

GMm
A-Eaccr N -

Fiir einen Neutronenstern mit dem Radius R = 10 km und der Masse M = 1M findet man so
AFEqucer = 10%° erg/g. Zum Vergleich: Durch Kernfusion wird beim Wasserstoffbrennen die Energie
AEp,. = 0.007mc? freigesetzt, was 6 - 10'® erg/g entspricht, also nur ein Zwanzigstel des Wertes der
freigesetzten Energie durch Akkretion. Auch ist der hohe Wirkungsgrad fiir die enorme Leuchtkraft der
Kerne aktiver Galaxien verantwortlich. Die Effizienz der Energiefreisetzung durch Akkretion hingt stark
von der Kompaktheit der Quelle M/R ab. So ist fiir Weifle Zwerge mit einer Sonnenmasse (R ~ 10° c¢m)
die Kernfusion etwa 50 mal effizienter als Akkretion. Trotzdem ist die Akkretion fiir Weile Zwerge sehr
wichtig, denn wenn auf der Oberfliiche des Weiflen Zwerges Kernfusion stattfindet, dann geschieht dies
als Nova-Explosion, d.h. zwar mit grofler Helligkeit, aber nur kurzer Dauer. Dabei wird ein grofier Teil
des Wasserstoffvorrats verbraucht. Den grofiten Teil ihres Lebens findet daher bei Weiflen Zwergen keine
Kernfusion statt und Akkretion kann auch in diesem Fall sehr wichtig sein.

Im Prinzip sind die physikalischen Grundlagen zur Beschreibung von Akkretionsscheiben seit iiber
200 Jahren bekannt und von Kant in seiner Allgemeinen Naturgeschichte und Theorie des Himmels 1755
beschrieben worden. Bereits in der Mitte des zwanzigsten Jahrhunderts wurde von von Weizséicker (1943)
und Liist (1952) ein mathematisches Modell zur Beschreibung von Akkretionsscheiben aufgestellt, das
abgesehen von Verfeinerungen bis heute im wesentlichen noch immer Grundlage aller giiltigen Modelle
ist. Bis 1973 konnte sich diese Theorie aber nicht erfolgreich durchsetzen, da die bis dahin verwendete
molekulare Beschreibung der Viskositéit zu viel zu groflen Zeitskalen fiihrte, die es Akkretionsscheiben
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) 1. EINFUHRUNG

niemals gestattet hitte, sich zu entwickeln. Erst dann wurde von Shakura und Sunyaev (1973) eine
alternative Parametrisierung auf der Basis einer turbulenten Viskositét vorgeschlagen, die diese Probleme
umging und — zumindest fiir bestimmte Arten von Scheiben — ausgesprochen erfolgreich war.

Akkretionsscheiben sind ein weit verbreitetes Phinomen auf verschiedenen Groflenskalen und in den
unterschiedlichsten astrophysikalischen Umgebungen. Im wesentlichen lassen sich diese verschiedenen Ar-
ten von Akkretionsscheiben wohl in die vier folgenden, nach dem Grad ihrer Selbstgravitation geordneten
Gruppen einteilen:

Ringsysteme um Planeten. Obwohl das gesamte Ringsystem z.B. des Saturn, aber auch dasjenige jedes
anderen Planeten, nicht als Akkretionsscheibe beschrieben werden kann, gilt dies in guter Naherung fiir
einzelne Ringsegmente, die keine durch Kleinstmonde hervorgerufene Liicken enthalten. So konnte der B-
Ring von Schmit et al. (1999) als auf perfekten Keplerbahnen den Saturn umlaufendes hydrodynamisches
Gas beschrieben werden. Das Gravitationspotential des Planeten wird dabei vollstindig durch das des
Planeten bestimmt, der Beitrag des Rings ist vollig vernachléssigbar. Allerdings halten sich Gravitations-
und Zentrifugalkraft auf diese Weise exakt die Waage und sorgen fiir die Stabilitit des Ringes. Die
Selbstgravitation des Rings kommt — obwohl sie millionenfach schwicher als Saturns Gravitation ist —
aber doch zum Tragen: im mitrotierenden Koordinatensystem ist sie dominant (da hier die beiden anderen
Krifte verschwinden) und sorgt so fiir Strukturbildung innerhalb des B-Rings. Wenn in der vorliegenden
Arbeit aber von selbstgravitierenden Scheiben die Rede ist, so sind solche Scheiben gemeint, in denen
sich ein signifikanter Anteil der Masse des Gesamtsystems ‘Zentralobjekt-Scheibe’ befindet. Eine genaue
Definition, wann Scheiben als selbstgravitierend bezeichnet werden sollten, wird im nichsten Kapitel
gegeben. Dieses Beispiel soll nur verdeutlichen, daf3 Selbstgravitation auch dann eine Rolle spielen kann,
wenn sie vollig vernachldssigbar scheint.

Kataklysmische Verinderliche (und allgemein Doppelsternsysteme mit einem kompakten Stern und
einer Scheibe). Kataklysmische Verdnderliche (CV fiir cataclysmic variable) sind ein bestimmter Typ
verdnderlicher Sterne, deren Helligkeit innerhalb einer Zeitspanne, die von etwa einer Stunde bis zu weni-
gen Wochen reicht, um mehrere Groflenklassen variiert. Es handelt sich hierbei um enge Doppelsternsyste-
me, bestehend aus einem Weiflen Zwerg und einem spiten Hauptreihenstern, deren gegenseitiger Abstand
in der Grolenordnung des Sternradiuses liegt. Urspriinglich handelte es sich bei diesen Verdnderlichen um
ein Doppelsternsystem mit einem K- oder M-Stern als Sekundérstern und einem deutlich massereicheren
Hauptstern, der irgendwann zum Roten Riesen wurde. Dabei bildete dessen Hiille eine beide Sterne ge-
meinsam einschliefende Hiille. Durch Reibung in dieser verlor das System Drehimpuls und der Abstand
zwischen beiden Sternen verringerte sich. Auf diese Weise und durch Verringerung des Drehimpulses
durch Sternwinde kamen sich die beiden Sterne so nahe, dafl ein Massentransfer vom Sekundérstern zum
inzwischen entstandenen Weilen Zwerg einsetzte, so daf} sich eine Scheibe um den kompakten Stern aus-
bildete. Im Laufe ihres Lebens als Weiler Zwerg erhalten CVs auf diese Weise Materie vom Begleiter,
die auf die Oberfliche akkretiert wird. Ab einer kritischen Masse dieser aufgesammelten Materie (etwa
10=5+=* M) wird der Wasserstoff pl6tzlich geziindet und der Weifle Zwerg leuchtet als (klassische) Nova,
auf'. Dabei wird die Hiille wieder abgestofien und eventuell auch ein Teil des Weilen Zwerges selbst, so
daf} diese unter Umstéinden sogar mit der Zeit massedirmer statt massereicher werden.

Je nach Stérke des Magnetfeldes unterscheidet man grob zwei Arten von CVs: Solche mit starkem
Magnetfeld bilden — zumindest in der Ndhe des Weiflen Zwergs — keine Scheibe aus, da die Materie
entlang der Feldlinien auf die magnetischen Pole gezogen wird. Dabei wird das Material auf supersonische
Geschwindigkeiten (einige 1000 km/s) beschleunigt und kurz iiber der Oberfliche des Weilen Zwerges
wieder abgebremst. Die kinetische Energie wird in den auftretenden Stowellen dissipiert und heizt das
einfallende Material und die magnetischen Pole des Weilen Zwergs auf 10? K auf. Als Folge entsteht
Rontgen- und Zyklotron-Strahlung. Das Magnetfeld sorgt zudem fiir eine gebundene Rotation der beiden
Sterne. In CVs ohne oder mit schwachem Magnetfeld bildet sich eine klassische (nicht selbstgravitierende)
Akkretionsscheibe aus, wie sie z.B. in Frank et al. (1992) beschrieben wird. Diese Scheiben sind im
wesentlichen nur im Optischen zu sehen, da sie im Infraroten vom Begleitstern und im UV vom Weiflen
Zwerg iiberstrahlt werden. In Phasen der Ruhe, wenn also die fiir das Wasserstoffbrennen erforderliche
kritische Masse erst aufgesammelt wird, variiert das Spektrum des Systems in einer charakteristischen

!Eine weitere Klasse von Verinderlichen, die SSXBs (Super Soft X-Ray Binaries), steht in enger Verbindung zu CVs und
wird heute zunehmend als eine Unterklasse der kataklysmischen Verdnderlichen betrachtet. Bei diesen ist die Akkretionsrate
auf den Weiflen Zwerg so hoch, dafl die Kernfusion nicht mehr explosionsartig einsetzt, sondern stabil ablduft. Dann nimmt
die Masse des Weiflen Zwergs aber unaufhorlich zu und er wird, wenn er die Chandrasekhar-Masse iiberschreitet, als
Supernova vom Typ Ia aufleuchten.



1.1 Akkretionsscheiben 3

Weise, die davon abhiingig ist, welche Komponente in welchem Mafle vom Beobachter aus aufgrund der
sich durch den Umlauf des Systems dndernden Konstellation zu sehen ist. Diese Lichtkurven kénnen heute
sowohl qualitativ als auch quantitativ sehr gut interpretiert werden. Die hierbei bei der theoretischen
Modellierung verwendete Parametrisierung der Viskositét, auf die in 1.3 eingegangen wird, hat sich fiir
diese Scheiben als ausgesprochen erfolgreich erwiesen und wird seither auch in génzlich anderen Systemen
mit einer Akkretionscheibe verwendet.

AGN. Aktiven galaktischen Kernen (AGN fiir active galactic nuclei) ist ihre hohe, nicht-stellare Ak-
tivitit eigen. Unter dieser Bezeichnung wird eine ganze Palette von Erscheinungen zusammengefaft, die
sich alle durch die enorme Leuchtkraft der Kernregionen der zugehorigen Galaxien auszeichnen, welche
die Gesamtstrahlung der Galaxien bei weitem iibertreffen konnen. Zuriickzufiihren ist diese Aktivitédt auf
eine Akkretionsscheibe um ein Schwarzes Loch, dessen Masse {iblicherweise zwischen 10® und 10° Mg
angenommen wird (Blanford, 1992; Rees, 1984). Zu den AGN gehoren Seyfert-Galazien, die sich durch
ihre hellen Kerne und Emissionslinien hochangeregter Atome auszeichnen, Quasare, die urspriinglich auf-
grund ihrer Radiostrahlung gefunden wurden und die keine Absorptionslinien aufweisen, sondern ein
starkes Kontinuum mit Emissionslinien zeigen, QSOs (quasi-stellare Objekte), die Quasaren dhneln, de-
ren Radiostrahlung aber nicht nachgewiesen werden konnte, und BL Lacerta-Objekte, welche ein blaues,
extrem polarisiertes Kontinuumsspektrum ohne starke Emissionslinien haben. Die BL Lacerta-Objekte
selbst sind wieder eine Unterklasse der Blazare, die ein flaches IR-UV-Spektrum besitzen, im Optischen
stark polarisiert sind und in diesem Frequenzbereich und im Radiokontinuum stark variabel sind. Alle
AGN sind auch starke Rontgenstrahler. Auflerdem weisen alle Objekte dieser Familie Jets auf (Leahy,
1999). Eine umfassende Ubersicht iiber alle zur Familie der AGN gehdrenden Objekte und deren Klassi-
fikation und Phénomenologie findet man in Bregman (1990) und in Blanford et al. (1990). Allen diesen
verschiedenen Typen von AGN, die sich abgesehen von QSOs und Quasaren im wesentlichen nur hin-
sichtlich ihrer Orientierung relativ zum Beobachter unterscheiden, ist gemeinsam, dafl man ihre Aktivitét
auf die Existenz einer Akkretionsscheibe um ein supermassives Schwarzes Loch im Zentrum der Galaxie
zuschreibt. Das heute verwendete Modell zur Beschreibung dieser Objekte geht auf Sanders et al. (1989)
zuriick.

In den weit entfernten und damit sehr alten Quasaren findet man Schwarze Locher mit enormen
Massen von bis zu 10° M. Es stellt sich die Frage, ob diese Schwarzen Locher bereits zu Beginn im we-
sentlichen ihre heutigen Massen besaflen und im Laufe ihres Lebens nur noch wenig an Masse zunahmen,
oder ob sie direkt zu Beginn ihrer Entstehung sehr schnell mittels der sie umgebenden Akkretionsscheibe
Material aufsammeln konnten. Modelle mit der auf Shakura und Sunyaev zuriickgehenden Parametri-
sierung der Viskositdt verneinen die letzte Variante, da die radiale Drift der Materie in der Scheibe in
diesem Fall viel zu gering ist, um Materie schnell auf das Schwarze Loch zu akkretieren. Diese hitten
dann aber nicht die heute beobachtbaren massereichsten Schwarzen Locher bilden konnen. Allerdings
gibt es berechtigten Zweifel, ob die hier vorliegende Viskosititsparametrisierung geeignet ist, diesen Typ
von Akkretionsscheibe zu beschreiben, und so ist die Frage keineswegs geklirt.

Protoplanetare Scheiben. Diese Akkretionsscheiben wurden urspriinglich indirekt durch den IR-Exzef3
der jungen Sterne, die sie umgeben, gefunden. Solche jungen Sterne entstehen i.a. in Untereinheiten von
Riesenmolekiilwolken mit Dichten von 1000 Atomen/Molekiilen pro cm® und einer Temperatur von 10 K.
Bei der durch eine Gravitationsinstabilitdt ausgelésten Kontraktion wichst die Dichte immer weiter bis
auf 10° oder mehr Atome/Molekiile pro cm?® an. Zun#chst wird der Drehimpuls dabei durch eingefrorene
Magnetfelder nach auflen abgefiihrt, bis der Ionisationsgrad und die elektrische Leitfihigkeit so weit
gesunken sind, dafl sich die Magnetfelder von der Materiebewegung abkoppeln. Der weitere Kollaps
erfolgt nun isotherm, bis das Gas optisch dick wird. Danach kollabiert die Wolke unter ihrer eigenen
Schwerkraft weiter. Aufgrund der Drehimpulserhaltung bildet sich dabei wieder eine Scheibe aus, durch
die Material wegen der auftretenden Zentrifugalkrifte erheblich langsamer zum Zentrum wandern kann,
wihrend der Drehimpuls nach auflen transportiert wird.

Die auf diese Weise entstehenden T Tauri-Sterne mit Massen bis zu etwa 2.5 Mg bilden, anders als ihre
massereicheren Geschwister, die Herbig Ae/Be-Sterne, wahrscheinlich starke Magnetfelder aus, sobald die
Kernfusion einsetzt, da sie schnell und differentiell rotieren und ihre Auflenbereiche konvektionsinstabil
sind. Da T Tauri-Sterne schneller rotieren als Hauptreihensterne?, diirften ihre Magnetfelder dann wohl
auch viel stirker und zudem auch zeitlich variabel sein, abhiingig vom vorhandenen Akkretionsstrom. Fiir
die selbstgravitierenden Bereiche der Akkretionsscheibe, die weiter auflen liegen, diirften die Magnetfelder
des Sterns aber ohne Bedeutung sein. Daher wird auch auf eine Berticksichtigung einer durch magnetische

2Der zusétzliche Drehimpuls wird erst im Laufe der Zeit durch Sternwinde oder Magnetfelder abgebaut.
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Krifte verursachten Viskositét verzichtet, da diese wahrscheinlich nur zur Ausbildung der Jets, die in
diesen jungen Systemen beobachtet werden, verantwortlich und damit nur in den inneren Bereichen der
Scheibe wirksam sind.

In den frithen Phasen der Sternbildung sind die Scheibenmassen ganz ohne Frage den Massen der
Zentralobjekte vergleichbar, zumindest aber nicht deutlich kleiner. Modelle fiir diese frithe Phase miissen
also auf jeden Fall die Effekte der Selbstgravitation mit einbeziehen. So ist immer noch recht unverstanden,
wie die duBeren Gasplaneten entstehen konnten, da die Dichte nach heutiger Lehrmeinung dort drauflen
nicht ausreichend gewesen sein konnte, um die heutigen Massen der Gasplaneten zu erkliren. Diese
Vorstellungen beruhen aber auf Modellen, die die Selbstgravitation der Scheibe unberiicksichtigt lassen.
Zwar behilft man sich heute mit der Migrationstheorie, die Planeten an ganz anderen, geeigneteren Orten
entstehen 148t, um sie anschliefend an die heutige Stelle zu versetzen. Mit dieser Theorie versucht man
sowohl die weiten Bahnen der #ufleren Gasplaneten in unserem Sonnensystem als auch die Existenz
jupiterdhnlicher Planeten auf sehr engen Bahnen um andere Sterne zu erkliren, die man heute als Folge
von durch die Beobachtungsgenauigkeit gegebenen Auswahleffekten in grofier Zahl findet (Perryman,
2000), die aber so weit innen wegen des fehlenden (vor allem gasférmigen) Materials nicht entstanden
sein konnen. Durch Migration sind also sowohl Driftbewegungen der Planeten nach innen als auch nach
auBen moglich. Ob Migration aber nach dieser Vorstellung {iberhaupt hinreichend effektiv arbeiten kann,
ist noch nicht klar.

Auch mufl das Anwachsen der Staubteilchen hinreichend schnell vonstatten gehen. Staubteilchen mit
Durchmessern von wenigen um sind vollsténdig an das Gas gekoppelt und werden von ihm mitgezogen.
Im Abstand der Erdbahn bewegen sie sich innerhalb eines Jahres um den Zentralkorper, wenn dieser
die Masse der Sonne hat. Die Bewegung in radialer Richtung verlduft gréenordnungsméafig 10.000 mal
langsamer, so dafl solche Staubteilchen bereits nach wenigen 10.000 Jahren vollkommen verschwunden
wiren, wenn sie es nicht schaffen, in dieser Zeit so stark anzuwachsen, dafy sie vom Gas entkoppeln und
nicht mehr mitgerissen werden. Diese eigene Aerodynamik wird erst ab Partikeldurchmessern von einigen
Dezimetern erreicht. Selbstgravitation ist dazu — zumindest im Prinzip — in der Lage, da sie fiir eine
Verdichtung der Materie sorgt, so dafl Staub hiufiger stoflen und damit schneller wachsen kann. Zwar
wird Selbstgravitation in Erdnihe nie eine grofle Rolle gespielt haben, aber weiter auflen kann sie sehr
wohl fiir ein schnelleres Wachstum der Staubpartikel gesorgt haben, und diese Teilchen konnten dann
wihrend ihres Wachstums nach innen laufen und hinreichend schnell vom Gas entkoppeln.

SchlieBlich zeigen auch die Spektren von jungen Sternen nicht den erwarteten T o r—3/4-Verlauf,
sondern einen flacheren Verlauf, welcher nur proportional zu r—1/2 ist. Hierauf wird im niichsten Abschnitt
genauer eingegangen. Mit den giingigen Modellen fiir Akkretionsscheiben ist dies nicht verstéindlich.

Es gibt also sowohl fiir Akkretionsscheiben in AGN als auch fiir solche in protostellaren Systemen
gute Griinde, den Effekt der Selbstgravitation zu beriicksichtigen. Beide Typen von Akkretionsscheiben
sollen daher in dieser Arbeit im Rahmen einer selbstkonsistenten Einbeziehung der Selbstgravitation be-
handelt werden. Dabei werden nur stationire Scheiben betrachtet. Das hat mehrere Griinde. Zunichst
vereinfacht dies die Akkretionsscheiben beschreibenden hydrodynamischen und thermodynamischen Glei-
chungen erheblich, und gerade diese Vereinfachung gestattet i.a. eine tiefere physikalische Einsicht in die
Losung. Auch besteht nur in diesem Fall Aussicht auf analytische Losungen. Schliefilich liefern stationére
Losungen gute Startwerte fiir zeitabhiingige Probleme, und es ist moglich, sie fiir Stabilitdtsbetrachtungen
heranzuziehen, wie es auch im Fall nicht-selbstgravitierender Akkretionsscheiben gemacht wurde.

1.2 Beobachtungen

Die innersten Bereiche von AGN konnen nicht mit ausreichender Genauigkeit aufgelést werden, um die
Massenverteilung oder Gesamtmasse der Akkretionsscheibe im pc-Bereich zu bestimmen. Auf grofleren
Skalen dagegen gibt es ausgesprochen massive Scheiben (Scoville, 1999). Fiir solche Scheiben, aber auch
aus den Spektren von AGN, kénnen Massenakkretionsraten von 10Mg yr~! und mehr abgeleitet werden
(Huré, 1998; Szuskiewicz et al., 1996). Wenn sich derartige Massenakkretionsraten auch bis zu geringeren
Abstinden vom zentralen Schwarzen Loch aufrecht erhalten lassen, sind auch massereiche Scheiben in
diesem Bereich zu erwarten. Gerade in wechselwirkenden Galaxien lassen numerische Simulationen den
raschen Einfall von Gas als Folge der starken Anderungen im Gezeitenfeld beider Galaxien erwarten
(Barnes & Hernquist, 1991), das dann aufgrund der Drehimpulserhaltung massive Scheiben in den Kernen
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der Galaxien ausbilden muf.

Fiir die Existenz massereicher Scheiben sprechen auch die hohen Massen der zentralen Schwarzen
Locher in AGN, die 10° M, iiberschreiten kénnen (Di Matteo et al., 1997; Ford et al., 1994; Harms et al.,
1994). Wenn solche Schwarzen Locher nicht primordial bei der Entstehung der AGN vorhanden gewesen
sein sollten, miissen sie in recht kurzer Zeit zu ihren heute beobachtbaren Massen gekommen sein. Dieses
Anwachsen konnte durch den Zustrom aus einer massereichen Akkretionsscheibe erfolgen (Duschl, 2001).

Millimeter- und Submillimeter-Beobachtungen haben gezeigt, dafl sich in Sternentstehungsgebieten
Gas- und Staub-Scheiben um junge Sterne bilden (Sargent & Beckwith, 1987; Beckwith et al., 1986).
Zwischen 30% und 60% aller Sterne in den Sternentstehungsgebieten Orion, Taurus-Auriga, Cepheus und
Chamaeleon weisen solche protostellaren Scheiben auf (Osterloh & Beckwith, 1995; Henning et al., 1993,
Chini et al., 1991; Weintraub et al., 1991; Beckwith et al., 1990). Diese Scheiben findet man vor allem
um T Tauri-Sterne, jedoch scheinen zumindest einige der massereicheren Herbig Ae/Be-Sterne ebenfalls
Scheiben auszubilden (Hillenbrandt et al., 1992). Mit dem HST konnten inzwischen auch etliche Scheiben
direkt durch ihre absorbierende Wirkung nachgewiesen werden.

Unter der Annahme, dal die aus den Spektren bestimmten Temperaturverldufe ausschlieflich auf
Prozesse in der Scheibe zuriickzufithren sind und von der Umgebung der Scheibe nicht beeinflufit werden,
konnen Massen abgeleitet werden. Diese liegen zwischen 0.001 und etwa 1 Mg. Sterne ab einem Alter
von etwa 107 Jahren zeigen keinen Exzefl mehr im IR oder mm-Bereich. In dieser Zeit hat der Staub sich
dann zu gréfleren Staubagglomeraten entwickelt, die ihre Energie nicht mehr im IR oder mm-Bereich ab-
geben und die daher in diesem Wellenlingenbereich nicht mehr nachweisbar sind. Viele der Scheiben um
junge Sterne weisen ein flacheres Temperaturprofil auf, als man mit der géngigen Theorie fiir Akkretions-
scheiben erwarten wiirde (Beckwith et al., 1990; Adams et al. ,1987; Kenyon & Hartmann, 1987). Diese
Abweichungen sind um so grofier, je jiinger die Sterne sind, so daf} es naheliegend ist, diese Modifikationen
als Folge der Selbstgravitation dieser massiven, jungen Scheiben zu interpretieren.

1.3 Die Viskositit

Die am weitesten verbreitete und erfolgreichste Beschreibung einer fiir Akkretionsscheiben geeigneten Vis-
kositét ist die auf Shakura und Sunyaev (1973) zuriickgehende a-Parametrisierung. Nachdem zuvor aus
Zeitskalenbetrachtungen klar geworden war, dal molekulare Viskositit in Akkretionsscheiben iiberhaupt
keine Rolle spielen kann, wurde angenommen, dafl Turbulenz fiir die Reibung verantwortlich sein kénnte.
Um eine geeignete Parametrisierung der Viskositédt zu erhalten, wurden Effektivititsbetrachtungen ein-
gefiihrt. Die Viskositét sollte isotrop sein, weswegen die Turbulenzlidnge Iy, » an jedem Ort r die lokale
Héhe h(r) nicht tiberschreiten durfte: lyy,p, < h. Zudem kann das Gas in der Scheibe nicht langfristig mit
Uberschallgeschwindigkeit strémen, da es seine kinetische Energie dann schnell dissipiert hiitte und auf
subsonische Geschwindigkeiten zuriickgefallen wire. Die Turbulenzgeschwindigkeit vy, sollte daher die
Schallgeschwindigkeit ¢ nicht iibersteigen: vy, < ¢s. Daher kann die Viskositit v = lyyrbUturb durch

v = ahcg

mit @ < 1 parametrisiert werden. Mit dieser Parametrisierung ist es insbesondere gelungen, die Spek-
tren, Lichtkurven und Zeitskalen kataklysmischer Verdnderlicher sowohl qualitativ als auch quantitativ
hervorragend zu modellieren.

Bei allen Erfolgen blieb allerdings immer unklar, warum die Viskositéit durch die vertikale Grofe h
parametrisiert werden sollte, wenn der Drehimpuls und die Materie doch in radialer Richtung trans-
portiert werden. Abgesehen von dieser theoretischen Ungereimtheit zeigten sich in der Folgezeit auch
andere Schwierigkeiten bei der Verwendung der a-Viskositdt. Trigt man namlich die Massenakkretions-
rate doppelt-logarithmisch gegen die Flichendichte bei einem konstanten Radius auf, so erhélt man eine
S-formige Kurve, bei der nur die beiden Aste mit dlog i /dlog ¥ > 0 stabil sind. Diese beiden Aste konn-
ten aber nicht mit einem einzigen a beschrieben werden, sondern benotigten jeweils einen eigenen Wert
(Pringle et al., 1986). Zudem wurde es nétig, fiir einige Zwergnovae a-Werte grofier als 5 anzunehmen
(Pringle et al., 1986), im klaren Widerspruch zur Definition von a. Fiir AGN wurden sogar Werte im
Bereich von 10 versucht (Collin-Souffrin, 1987).
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In dieser Arbeit soll eine auch fiir selbstgravitierende Akkretionsscheiben geeignete Viskositéits-Para-
metrisierung verwendet werden. Diese Beschreibung fiihrt die Viskositét auf turbulente Fliisse zuriick,
deren Reynolds-Zahl nahe der kritischen Reynolds-Zahl liegt, und parametrisiert die Viskositdt in der
Form

v = fru,

(Duschl et al., 2000). Dabei ist r die radiale Koordinaten in der Scheibe, v, die Azimutalgeschwindigkeit
und g das Reziproke der kritischen Reynoldszahl, die fiir alle Materialien etwa gleich ist und zwischen 100
und 1000 liegt. Diese Parametrisierung ist nur fiir solche Bereiche in Akkretionsscheiben gerechtfertigt, in
denen die Turbulenzgeschwindigkeiten subsonisch bleiben. Uberschreiten sie dagegen die Schallgeschwin-
digkeit, so ist eine abgeinderte Parametrisierung der Viskositéit zu verwenden, die in 2.4.2 beschrieben
wird.



2 Modelle selbstgravitierender,
stationirer Akkretionsscheiben

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Beschreibung stationiirer, selbstgravitierender Akkreti-
onsscheiben abgeleitet. Dabei wird besonderer Wert auf selbstkonsistente Rechnungen gelegt, d.h. das
Winkelgeschwindigkeitsprofil soll sich aus einem Potential berechnen, welches durch das Zentralpotential
und die Massenverteilung innerhalb der Scheibe bestimmt ist. Denn gerade beim Potential wird sehr
hiufig nur das Keplersche Profil (Yu et al., 1997; Kohler, 1995; Lin & Pringle, 1987; Hachisu, 1986a,b;
Hachisu et al., 1986a,b; Shore & White, 1982) oder aber ein willkiirliches analytisches Profil (w(r) o 7~¢:
Hachisu, 1986a,b; Hachisu et al., 1986a,b; Wilson, 1981; Paczyniski, 1978) verwendet, um die Simulationen
einfach zu gestalten. Diese Rechnungen sind dann aber — trotz oft anders lautender AuBerungen — nicht
selbstkonsistent. Dabei wurde die Bedeutung der Selbstgravitation bereits Anfang der 80er Jahre von Ab-
ramowicz et al. (1984) selbst fiir massearme Akkretionsscheiben hervorgehoben, da sie das empfindliche
Gleichgewicht zwischen Gravitation des Zentralobjekts und Zentrifugalkraft stort. Viskose Kriifte spielen
dabei nur eine vernachliissigbare Rolle (Abramowicz et al.; 1984)1, so daf die Willkiir bei der Wahl eines
Winkelgeschwindigkeitsprofils nicht dadurch gerechtfertigt werden darf, dafl die Unkenntnis der makro-
skopischen Prozesse, welche fiir die Viskositit verantwortlich sind, genaue Aussagen a priori nicht méglich
mache. Oft wird aber gerade diese Erklarung herangezogen, um sich auf einer analytischen Spielwiese fiir
die Winkelgeschwindigkeit auszubreiten. Wirklich selbstkonsistent konnen Winkelgeschwindigkeitsprofile
in den hier behandelten 1+1D-Modellen (siehe Abschnitt 2.1) natiirlich auch nicht sein, da die verti-
kale Richtung nicht aufgelost wird und daher in dieser Richtung ein selbstkonsistentes Potential nicht
berechnet werden kann. Dennoch kann man an dieser Stelle eine ausgezeichnete analytische N&herung
verwenden, da die in vertikaler Richtung wirkende Selbstgravitation nur von der lokalen Massenverteilung
abhingt (siehe 2.2.2.1).

Weiterhin soll ein besonderes Augenmerk auf die Materialfunktionen gerichtet werden; vor allem die
Beschreibung der Opazitdt wird haufig — so sie denn tiberhaupt Einzug in die Beschreibung selbstgravi-
tierender Akkretionsscheiben gefunden hat — eher stark vereinfacht behandelt. Gerade in den selbstgra-
vitierenden Bereichen der Scheiben, also in grofien Abstinden vom Zentrum (denn dort iiberwiegt die
Gravitationswirkung der Scheibe leichter die des Zentralobjekts), ist die optische Tiefe oft sehr klein und
das Rosseland-Mittel fiir die Opazitit daher nicht mehr angemessen. Da es in dieser Arbeit aber um die
selbstgravitierenden Teile von Akkretionsscheiben gehen soll, sind entsprechende Modifikationen fiir den
Energietransport in der Scheibe nétig.

In dieser Arbeit soll es hauptsichlich um Akkretionsscheiben mit $-Viskositit (siehe Abschnitt 2.4)
gehen, da sich die a-Viskositét als unzuléinglich fiir die Beschreibung selbstgravitierender Akkretionsschei-
ben erwiesen hat (Duschl et al., 2000). Zu Vergleichszwecken — im wesentlichen natiirlich um Unterschiede

herauszustellen — werden aber auch Modelle fiir selbstgravitierende Akkretionsscheiben mit a-Viskositét
behandelt.

Zunichst wird im folgenden auf die in dieser Arbeit verwendete Nomenklatur und einige vereinfa-
chende Annahmen eingegangen. In Abschnitt 2.2 werden die grundlegenden Gleichungen zur Beschrei-
bung von selbstgravitierenden Akkretionsscheiben besprochen. Dabei wird wie schon bei den klassischen
a-Scheiben ein 1-Zonen-Modell verwendet. Hier werden auch die Materialfunktionen ‘Opazitit’ und ‘Mo-
lekulargewicht’ behandelt. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 werden dann die Gleichungssysteme fiir a- und
B-Scheiben aufgestellt.

1Das Argument von Abramowicz et al. gilt genau genommen nur fiir Scheiben mit o-Viskositét, kann aber fiir solche mit 3-
Viskositédt verallgemeinert werden. In 2.4.2 wird fiir den Fall der S-Viskositét fiir die charakteristische Geschwindigkeitsskala
der Turbulenz Av,, die Beziehung Av, = \/EW abgeleitet. Vollig analog 148t sich auch Av, = \/acs fiir a-Scheiben zeigen.
Damit 18t sich aber {iberall in Abramowicz et al. aV = ac? durch ﬁvi ersetzen und man erhilt wegen § < 1 die gleichen
Resultate.
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2.1 Notation und Annahmen

Wie schon im Fall klassischer a-Scheiben sollen auch in dieser Arbeit Zylinderkoordinaten r, ¢ und z
zur Beschreibung selbstgravitierender Akkretionsscheiben herangezogen werden. Der Ursprung des Ko-
ordinatensystems liege im geometrischen Mittelpunkt der Scheibe, in dem sich auch der Mittelpunkt des
Zentralobjekts befinde (siehe Abbildung 2.1). Wann immer eine Unterscheidung zwischen Gréfien, die sich
entweder auf die Scheibe oder das Zentralobjekt beziehen, notwendig ist, werden fiir die Scheibengrofien
Kleinbuchstaben, fiir die entsprechenden Groflen des Zentralobjekts aber Grofibuchstaben verwendet.
Zusétzlich erhalten die Scheibengrofien einen Index ‘D’ wenn eine Grofie sowohl eine Scheiben- und eine
Zentralkorpervariable beschreibt als auch eine Variable, die sich auf das Gesamtsystem bezieht. So be-
zeichnet wp(r, z) die Winkelgeschwindigkeit eines Testteilchens im radialen Abstand r und im vertikalen
Abstand z vom Zentrum, wenn nur eine Akkretionsscheibe, aber kein Zentralobjekt vorhanden ist, Q. (R)
dagegen die Winkelgeschwindigkeit eines Testteilchens im radialen, sphérischen Abstand R vom Zentral-
objekt bei Abwesenheit einer Scheibe und w(r,z) die Winkelgeschwindigkeit eines Testteilchens im Feld
von Zentralobjekt und Scheibe.

Zur Vereinfachung werden die folgenden Annahmen gemacht:

1. Die Scheiben sind rotationssymmetrisch, d.h. es liegt Azimutalsymmetrie vor.
Selbstversténdlich konnen in diesem Fall keine lokalen Stérungen wie Spiralarme oder Turbulenz-
zellen, die fiir die Viskositédt verantwortlich sein konnten, in azimutaler Richtung aufgel6st werden
(sehr wohl aber in radialer Richtung). Durch die Mittelung iiber solche Skalen kann die Physik die-
ser Abweichungen von der Azimutalsymmetrie aber dennoch beriicksichtigt werden, solange man
nicht Skalen auflosen muf}, auf denen die Stérungen wirksam sind.

2. Die Scheiben sind spiegelsymmetrisch zur Zentralebene.
3. Die Scheiben sind diinn, d.h. ihre Hohe ist in jedem Abstand r klein gegen r: h(r) < r.

4. Die Scheiben sind quasistationir.
In diesem Fall dndern sich die dufleren Parameter (Masse des Zentralobjekts M,, Massenakkretions-
rate 77, innerer und duflerer Rand 7; und 7, der Scheibe) gegeniiber der viskosen Zeitskala, die ein
Ma# fiir die radiale Entwicklungszeitskala ist, nur unwesentlich. Die Zeitskala Text, auf der sich die
dufleren Bedingungen der Scheibe dndern, muf} also gemif Frank et al. (1992, siehe die Gleichungen
(5.9) und (5.11)) der Bedingung

r ’I‘Z

v (7) )

Text > Tvisc

geniigen, wenn v, (r) die radiale Geschwindigkeit eines Testteilchens in der Scheibe im Abstand r
und v die Viskositdt an dieser Stelle ist.

Anders als bei klassischen a-Scheiben wird in dieser Arbeit

e nicht vorausgesetzt, dafl die Scheiben optisch dick sein miissen,
e nicht vorausgesetzt, dafl das Gravitationspotential allein durch das Zentralobjekt bestimmt sei, und

o die Scheibe nicht in ein Vakuum, sondern in eine umgebende Molekiilwolke der Dichte pw und der
Temperatur Ty eingebettet. Um den EinfluB dieser Randbedingung auf die Resultate abschitzen
zu konnen, werden hier zwei verschiedene Szenarien betrachtet: einmal wird angenommen, dafl das
umgebende Material vollig isotrop und gleichformig verteilt ist, so dafl Dichte und Temperatur
an jeder Stelle konstant sind?, andererseits werden Modelle mit einer sphirischen Verteilung der
Materie relativ zum Zentralobjekt und damit zum Ursprung des gewihlten Koordinatensystems
gerechnet. In letzterem Fall sind Temperatur und Dichte Funktionen des sphirischen Abstandes

R=+r?+ 22

2Selbstverstandlich ist eine unendlich ausgedehnte, homogene und isotrope Wolke inkompatibel zur Poisson-Gleichung,
da der Gradient des Potentials in diesem Fall verschwindet und die Dichte des Materials ebenfalls Null sein miifite. Hier sei
jedoch angenommen, dafl diese Annahmen in einem Gebiet giiltig sind, das grofi gegen die radiale Ausdehnung der Scheibe
ist.
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung zur Erklirung der Grifen in dinnen Akkretionsscheiben

Aufgrund von Annahme 1 wird das Problem um eine Dimension verringert, die Scheibe ist nur noch
ein zweidimensionales Gebilde. Annahme 3 gestattet eine weitere Verringerung der Dimensionalitét, da
hierdurch Druck- und Temperaturgradienten in der Scheibe praktisch nur vertikal ausgerichtet sind,
wahrend der Drehimpuls- und Materietransport nur in radialer Richtung erfolgen. Damit lassen sich die
radiale und vertikale Struktur aber entkoppeln. Daher kann in z-Richtung ein 1-Zonen-Modell verwendet
werden, d.h. man 16st die Scheibe in z-Richtung nicht auf. Sobald die radiale Struktur der Scheibe
berechnet wurde, wird dann nachtriglich die vertikale Struktur aufgesetzt. Es handelt sich daher effektiv
um ein 1+1D-Modell. Durch die Reduktion der Dimensionalitit mufl man eine Flichendichte in radialer
Richtung definieren. Sei p(r, z) die Raumdichte der Scheibe im radialen Abstand r und im vertikalen
Abstand z vom Ursprung, dann gilt fiir die Flichendichte

¥(r) = lim X,(r) (2.1)

Z—00

mit
z

2.0) = [ plr, )

—Zz

Die Halbdicke h(r) (siche Abbildung 2.1) sei definiert iiber die Beziehung?
X(r) = 2h(r)pe(r) (2.2)
mit der Zentraldichte pc(r) = p(r,0). Die Masse der Scheibe berechnet sich dann aus
Ta

m= 27r/r'§](r')dr' ,

Ti

wenn r; und 7, der innere und duflere Rand der Scheibe sind.

3Die genaue Wahl der Beziehung zwischen Hohe und Flichenbelegung ist bis zu einem gewissen Maf willkiirlich. Letztlich
resultieren solche funktionalen Abhéngigkeiten aus der Definition der Flichendichte selbst:

z z &S] h
3(r) = lim / p(r,2")dz' = p(r) lim / dz = ﬁ(r)/ dz = ﬁ(r)/ dz’ = 2h(r)p(r)
— —z — o0 —h

zZ— 00 2 z—r 00

mit “vertikal gemittelten” Dichten 4(r) und p(r) (p(r) beinhaltet auch noch den Anteil des Integrals fiir z > h und z < —h).
Isotherme Scheiben — und selbstgravitierende Scheiben sind weit auflen oft hinreichend isotherm — haben das Dichteprofil
p(r) = pe(r) exp(—(r/h)?/2), und die Flichendichte ist $(r) = 2h(r)pc(r). Es bietet sich daher an, als mittlere Dichte die
Zentraldichte zu verwenden: p(r) = pc(r). Dagegen spricht aber, dal man in der 1-Zonen-N&herung zwischen Zentralebene
und Oberflache linear interpoliert und daher p(r) = %(pc(r) + p(r,h)) ~ % pc(r) ansetzen wiirde, da die Oberflichendichte
gegen die Zentraldichte vernachlissigt werden kann. Im Prinzip bleibt die Willkiir bei der Wahl der vertikal gemittelten
Dichten also bestehen; diese Unsicherheit ist intrinsisch in der 1-Zonen-N&herung enthalten und wird in 2.2.2.5 erneut
Gegenstand einer Fufinote sein.
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Die Qualitéit der 1-Zonen-N#herung ist erst kiirzlich von Huré & Galliano (2001) untersucht wor-
den. Die gemittelten Scheibenparameter erwiesen sich in guter Ubereinstimmung mit den entsprechenden
Groflen in vertikal aufgelGsten Scheiben. Typische Abweichungen liegen bei einem Faktor 2, wobei die
Zentraltemperatur T, mit nur 30% Abweichung am besten zwischen beiden Modellen iibereinstimmt.
Einzig die Scheibenhohe ist nur bis auf einen Faktor 4 und damit eher schlecht bestimmt, wobei sie bei
Scheiben in AGN und solchen um junge Sterne in der 1-Zonen-Niherung mit zunehmendem «a immer
besser mit derjenigen vertikal aufgeloster Scheiben tibereinstimmt. Das Gleiche gilt fiir alle anderen Para-
meter bei Scheiben um Protosterne, wiihrend alle Gréfien bis auf die Hohe fiir Akkretionsscheiben in AGN
mit zunehmendem Viskositéitsparamter a eher etwas schlechter werden, die Abweichungen {iberschreiten
einen Faktor 3 aber nicht.

Die Einbettung der Akkretionsscheiben in eine umgebende Molekiilwolke hat zweierlei Folgen: zum
einen befindet sich die Scheibe nun in einem Wirmebad, zum anderen wird es notwendig, eine effektive
Flichendichte Y. und eine effektive Zentralmasse M, g zu definieren. Anhand der in dieser Arbeit
verwendeten Randbedingungen einer entweder vollig homogenen und isotropen oder einer sphérischen
Verteilung des umgebenden Mediums 1&8t sich die Bedeutung dieser Gréfien veranschaulichen. Man denkt
sich das System bestehend aus Zentralobjekt, Scheibe und umgebender Molekiilwolke hinsichtlich der
Massenzuteilung formal wie folgt aufgeteilt: Das Zentralobjekt habe die Masse M., die Wolke sei iiberall
im Raum — auch dort, wo sich die Scheibe befindet — durch die Dichte pw gekennzeichnet, und die
Akkretionscheibe sei fiir diese Betrachtung durch den Dichte-‘Offset’ p(r, z) — pw bestimmt, liege also
sozusagen “auf dem umgebenden Material”.

e Im Fall einer homogenen und isotropen Wolke erfihrt ein Testteilchen durch das Wolkenmaterial kei-
nerlei Kraft, und M, g und M, stimmen exakt iiberein. Die durch die Scheibe in radialer Richtung
ausgeiibte Beschleunigung wird aber nicht durch die durch X(r) gegebene, totale Scheibenmasse
bestimmt, denn der Teil der Scheibenmasse, den die Wolke im Scheibenvolumen einnehmen wiirde,
ist bereits in das Potential der Wolke eingegangen. Statt dessen ist nur der durch den Dichte-
‘Offset’ p(r, z) — pw bestimmte Massenanteil fiir das Potential, welches fiir die durch die Scheibe
ausgeiibte Beschleunigung verantwortlich ist, relevant. Gleiches gilt fiir die Beschleunigung in ver-
tikaler Richtung. Durch das Wolkenmaterial wird keine Kraft ausgeiibt, und wieder trégt nur der
durch p(r, z) — pw definierte Massenanteil der Scheibe zu der Beschleunigung in z-Richtung bei.

e Ahnlich einfach verhiilt es sich bei einer sphirischen Dichteverteilung der umgebenden Wolke. Die
Schwerebeschleunigung durch die Wolke gleicht derjenigen des Zentralobjekts hinsichtlich ihrer Aus-
richtung: sie ist immer entlang des sphérischen Radiusvektors R auf das Zentrum hin gerichtet. An
einer beliebigen Stelle r iibt das weiter auflen liegende Material keine Kraft auf ein Testteilchen
in diesem Abstand aus. Die weiter innen liegende Masse der Wolke dagegen kann man sich im
Zentrum der Wolke und damit im Zentralobjekt vereinigt denken. Ist pw(R) die Dichte der Wol-
ke im spharischen Abstand R, so gilt in diesem Fall fiir die effektive Masse des Zentralobjekts
M, et = M, + 47 [} pw(R)R?dR = M, + 4x [ pw(r')r'? dr'. Wie oben beschrieben darf der Teil
des Scheibenmaterials, der in die Berechnung der effektiven Masse des Zentralobjekts eingegangen
ist, nicht fiir die durch die Scheibe auf ein Testteilchen verursachte Kraft auf das Zentrum hin
beriicksichtigt werden. Da die Scheiben aber als diinn angenommen werden (Annahme 3), &dndert
sich die sphérische Dichte pw (R) bei gegebenem Abstand r kaum mit der Hohe — zumindest zwischen
z = —h und z = h und bei groflen Abstinden r. Daher kann man in jedem Abstand r die fiir das
effektive Potential der Scheibe relevante Dichte durch p(r,2) — pw(r) approximieren. In vertikaler
Richtung ist der Anteil an der Schwerebeschleunigung, den das Wolkenmaterial im Scheibenvolumen
annehmen wiirde, bereits durch die Projektion —GM, o/ R? des effektiven Beschleunigungsvektors
von Zentralobjekt und Wolke auf die z-Achse beriicksichtigt. Wie im ersten Fall tréigt also nur der
Dichte-‘Offset’ p(r, z) — pw(r) zur vertikalen Beschleunigung durch die Scheibe bei.

Die effektive Zentralmasse ist daher

M, Wolke homogen und isotrop
M, err(r) = r (2.3)
M, + 4w [ pw(r')r' dr' Wolke sphiirisch
0
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und die effektive Flichendichte lautet

2 (pe(r) — pw) h(r) Wolke homogen und isotrop
Yer(r) = (2.4)
2 (pe(r) — pw(r)) h(r) Wolke sphirisch

Wie schon in Duschl et al. (2000) beschrieben, sollen auch hier drei Typen von Akkretionsscheiben
unterschieden werden. Durch die Berticksichtigung des umgebenden Materials wird es hier allerdings
notwendig, die Typen zu verallgemeinern:

e Nicht-selbstgravitierende Scheiben (NSG-Scheiben):
In diesen ist die Scheibenmasse gegen die Masse des Zentralobjekts vollig vernachléissigbar.

e Keplersch selbstgravitierende Scheiben (KSG-Scheiben):

Diese spiiren in vertikaler Richtung bereits ihre eigene Masse, haben aber weiterhin ein Keplersches
Winkelgeschwindigkeitsprofil. In vertikaler Richtung {iberwiegt also bereits die Schwerebeschleuni-
gung der Scheibe, in radialer Richtung dagegen ist sie kleiner als die entsprechende Komponente
des Zentralobjekts. An dieser Stelle miissen natiirlich die oben beschriebenen effektiven Groflen
M, og und Yg verwendet werden. Nun ist die vertikale Schwerebeschleunigung der Scheibe nur
durch die lokale Massenverteilung bestimmt, und man kann in guter Niherung annehmen, dafl
die Scheibe lokal durch eine radial unendlich ausgedehnte Platte mit einem von r unabhingigen
Dichteprofil approximiert wird. Dann folgt fiir die effektive Schwerebeschleunigung der Scheibe
9z Deff = —2G e = —4nG(pe — pw)h = —i—g(m(r) — 2mpwhr?) (siehe 2.2.2.1), wenn m(r) die
Masse der Scheibe innerhalb des Abstandes r ist. Fiir die Vertikalkomponente der effektiven Schwe-
rebeschleunigung des Zentralkdrpers findet man aber (siehe erneut 2.2.2.1) g, « et = —G M, egh /1>
fiir diinne Akkretionsscheiben. Daher ist die Selbstgravitation in z-Richtung dann wichtig, wenn
92,0 > gz, d.h. m(r) > %M*,eff + 27pwhr? ist. Fiir KSG-Scheiben soll die radiale Komponente
grp aber kleiner als g, , sein, deshalb muf} die durch X.g bestimmte Masse der Scheibe innerhalb
von r kleiner als die effektive Masse des Zentralobjekts sein, die fiir das Keplersche Winkelge-
schwindigkeitsprofil sorgt. Auf diese Weise findet man fiir Keplersch selbstgravitierende Scheiben
den Massenbereich - M, o + 2mpwhr® < m(r) < My e + 2mpwhr?.

e Voll selbstgravitierende Scheiben (FSG-Scheiben):
Diese spiiren ihre Scheibenmasse in jeder Richtung und miissen daher reduzierte, durch die effektive
Flichendichte Yeg bestimmte Massen haben, die oberhalb der effektiven Zentralmasse liegen. Fiir
sie ist die Ndherung einer Keplersch rotierenden Scheibe nicht mehr erfiillt, der Beitrag der Scheibe
muf} mit beriicksichtigt werden.

Man findet zusammen also fiir diese drei Typen von Akkretionsscheiben bzgl. ihrer Massen

NSG-Scheiben: m(r) < %M*,eﬁ' + 2 pwhr?
KSG-Scheiben: 2 My et + 2mpwhr? < m(r) < My e + 2mpwhr?
FSG-Scheiben: m(r) > M, et + 21 pwhr?

Natiirlich ist eine Akkretionsscheibe i.a. nicht nur einer dieser Scheibentypen: innen sind Scheiben
immer nicht-selbstgravitierend, weiter aulen werden sie dann vielleicht Keplersch selbstgravitierend, und
geniigend Masse vorausgesetzt konnen sie ganz auflen sogar voll selbstgravitierend werden. Da nicht nur
die Masse m(r) der Scheibe innerhalb des Radius r wichst, sondern auch die effektive Zentralmasse
M, o und — ein geeignetes Dichteprofil pw vorausgesetzt — auch die Masse der Wolke 27pwhr? innerhalb
des Scheibenvolumens, kann eine voll selbstgravitierende Scheibe zumindest formal wieder Keplersch
selbstgravitierend werden. Ob solche Scheiben existieren, miissen aber Rechnungen und Beobachtungen
zeigen.
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2.2 Grundlegende Gleichungen

Die Akkretionsscheiben beschreibenden Gleichungen lassen sich grundsitzlich in zwei Typen einteilen:
mechanische und thermodynamische Gleichungen. Diese Gleichungen und ihre Folgerungen sowie die
Materialfunktionen werden im folgenden im Rahmen der verwendeten Niherungen behandelt.

2.2.1 Mechanische Gleichungen

Es gibt zwei rein mechanische Erhaltungsgleichungen: dies sind die Massen- und die Drehimpulserhaltung.
Aus diesen beiden Gleichungen folgen alle mechanischen Gleichungen zur Beschreibung von Akkretions-
scheiben.

2.2.1.1 Kontinuititsgleichung

Die Massenerhaltung beschreibt die zeitliche Anderung einer Masse in einem beliebigen Volumen V
durch den Zu- und Abflufl von Materie durch die Oberfliiche des umgebenden Volumens und lautet im
allgemeinen Fall (Landau & Lifschitz, 1991)

6 ] 5t . —
28D | i o, 2, 0,900, 2,0,6) = 0.
Dies vereinfacht sich im (quasi-) stationéiren Fall und unter Verwendung der angenommen Azimutalsym-
metrie zu

LD (ol 2un(r,2)) + o (ol s, 2) = 0.

Im folgenden sei angenommen, daf} sich in vertikaler Richtung ein hydrostatisches Gleichgewicht ausbildet
(siehe 2.2.2.1). Dann verschwindet die z-Komponente der Geschwindigkeit und die Kontinuitétsgleichung
vereinfacht sich weiter zu

[y

D (ot 2o (r,2)) & 2 (el 2o (1)) =0,

<
=

da sich aufgrund der angenommenen geometrischen Diinne der Scheiben die Radialgeschwindigkeit kaum
mit der Hohe &ndert. Im 1-Zonen-Modell integriert man {iber die vertikale Richtung, das Integral kann
unter die Ableitung gezogen werden und die Massenerhaltung lautet daher wegen (2.2)

10
2 (k9@ = 0
= rX(r)v.(r) = const .

Natiirlich ist hier die volle Flichendichte und nicht nur die effektive zu verwenden, da sich die Massen-
erhaltung auf das gesamte in der Scheibe eingeschlossene Material bezieht. Im Prinzip kann man die
Integrationskonstante beliebig wihlen, allerdings ist r¥v, ein Massenflufl pro Langeneinheit, und so bietet
es sich an, fiir die Integrationskonstante den Massenflufl 72 durch einen Ring im Abstand r vom Zentrum
mit der Geschwindigkeit v,.(r) zu setzen:

m = —27rX%(r)v.(r) = const . (2.5)

Die Massenakkretionsrate quasistationirer Akkretionsscheiben ist also nicht nur zeitlich konstant, sondern
auch unabhingig vom Abstand r vom Zentrum {iberall in der Scheibe gleich.
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2.2.1.2 Drehimpulserhaltung

Neben dem Transport von Materie wird auch Drehimpuls durch die Scheibe gefiihrt. Dies erfolgt zum einen
durch den Transport von Materie, welche mit Drehimpuls behaftet ist. Zum anderen wird Drehimpuls
durch Reibung von Materie in der Scheibe aufgrund ihrer differentiellen Rotation transportiert. Der
Gesamtdrehimpuls [ setzt sich daher aus zwei Anteilen zusammen: einem durch Materie transportierten,
advektiven Term [,4, und einem viskosen Anteil lyigc:

l= ladv + lvisc .

Der durch den Transport von mit Drehimpuls behafteter Materie erzeugte Anteil ist fiir einen Ring der
Dicke Ar im Abstand r gleich dem Produkt aus der Masse des Rings 27rArX(r,t) und dem spezifischen
Drehimpuls r2w(r,t) an der Stelle r:

laav(r, 1) = 203 ArS(r, tw(r, t) |

wenn w(r,t) die Winkelgeschwindigkeit des Rings im Abstand r vom Zentrum ist. Auch an dieser Stelle
ist die Flichendichte (2.1) zu benutzen, da das gesamte rotierende Scheibenmaterial Drehimpuls trans-
portiert. Ganz analog ist der Drehimpuls an der Stelle r + Ar:

lLaav(r + Ar,t) = 27m(r + Ar)2ArS(r + Ar, Hw(r + Ar,t) .

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses allein aufgrund des Transports von mit Drehimpuls behafteter
Materie ist also

8?:" = 21130, (r, )2 (r, )w(r, t) — 27(r + Ar)3v,.(r + Ar, )2 (r + Ar, )w(r + Ar, t)
= 2113, (r, )X (r, t)w(r, t)
=27 (r + Ar)? io %vﬁ”) (r,t)Ar™ io %E(m) (7, t)Arm] Li %w(k)(r, t)Ark]
= 2130, (r, )5 (r, w(r, t) — 2m [rPo,(r, ) Z(r, t)w(r, 1)
+73 (vl (r, ) S (r, )w(r, t) + v (r, ) S (r, )w(r, 1) + ve(r, ) (r, ) (r, t)) Ar
+3r’ Arv, (r, t)S(r, t)w(r, )] + O(Ar?)
A —27rg (rPu(r, ) E(r, t)w(r, t)) Ar .

or

Der Strich bezeichnet dabei Ableitungen nach dem Radius r. Zur Berechnung des viskosen Anteils des
Drehimpulses denkt man sich die Scheibe wieder in Ringe aufgeteilt. In einem bestimmten Bereich an den
Grenzen des Rings reiben die Teilchen der Materie aneinander aufgrund der verschiedenen Geschwindig-
keiten der Ringe. Dadurch werden die dufleren Schichten des betrachteten Rings vom weiter entfernten
Ring abgebremst, die inneren Teile des betrachteten Rings hingegen werden beschleunigt. Dabei entsteht
ein Drehmoment, das aufgrund der Reibung Drehimpuls durch die Scheibe transportiert. Sei ¥ eine der
Bewegung iiberlagerte Geschwindigkeitskomponente mit ¥ < v,,. Diese Komponente entsteht z.B. durch
die Massenanziehung zweier Testteilchen oder einfach die thermische Bewegung und ist damit eine Mate-
rialfunktion. Sie fiihrt zu leichten Anderungen der Kreisbahngeschwindigkeit und ist véllig stochastisch.
Da © < v, ist, geht das betrachtete Teilchen nur wenig aus dem Ring heraus: die typische Lange sei
mit A bezeichnet und héngt ebenfalls vom Material ab. Nun transportiert ein Teilchen, das von r — %
nach r + % lauft, bezogen auf einen Punkt mit dem radialen Abstand r vom Zentrum den spezifischen

Drehimpuls

31 derrad) = (- 2) e (2 (o (- 200) i)
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= —%rzw'(r, t)+ 0 ~ —%r2w'(r, t) .

Ein Teilchen, das von auflen nach innen fiillt, {ibertrigt ganz analog den spezifischen Drehimpuls

A A A2 A
Sr-2) == 2) Awwm —2r2%0'(r,t) .
Al(r+2 r 2) (r+2> w 2rcu(r,t)

Das Minuszeichen riihrt daher, dafl bei diesem Prozefl Drehimpuls nach innen, also entgegengesetzt zur
Richtung von r transportiert wird. Beide Prozesse transportieren also die gleiche Menge Drehimpuls in
dieselbe Richtung. Der Nettodrehimpulstransport ergibt sich daher zu

dlvisc = _)‘T2wl(7‘7 t) .

Auch ohne Massenéinderung wird also rein durch Reibung Drehimpuls durch eine Scheibe transportiert.
Dieser Fall ist jedoch nicht realisiert, da Akkretionsscheiben immer Masse transportieren. Das Drehmo-
ment des betrachteten Rings auf einen weiter innen liegenden Ring, welches ohne den “globalen” Mate-
rieflufl verursacht wird, ist gleich dem durch die stochastische Geschwindigkeit ¢ verursachten Massenflufl
multipliziert mit dem Negativen des oben berechneten Drehimpulses (denn dlyis. ist der Drehimpuls, der
von einem inneren Ring auf einen dufleren iibertragen wird):

G(r,t) = Ar2w' (1, t) - 202 (r, )0 = 2038 (r, t)w' (r, )y . (2.6)

Im letzten Schritt wurden die beiden Materialeigenschaften A und ¢ zur kinematischen Viskositdt v
zusammengefaft, fiir die noch ein analytischer Ausdruck gesucht werden muf:

v=AU.

Dabei ist v sowohl ein Reibungsmaf, das angibt, wie effizient die Kopplung zwischen den Scheibenringen
ist, als auch eine Materialeigenschaft. Der viskose Anteil an der zeitlichen Anderung der gesamten Dreh-
impulsbilanz auf den betrachteten Ring ist demnach die Differenz der iibertragenen Drehmomente am
dufleren und inneren Rand des betrachteten Rings:

6lvisc
ot

=G(r+ Ar,t) — G(r,t) = BGa(:, ) Ar

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses im Ring der Dicke Ar im radialen Abstand 7 muf nun gleich
der Differenz aus zugefiihrtem und abgefiihrtem Drehmoment zuziiglich des viskosen Anteils sein:

ol 0

- = — (3
g 27r6t (rPArS(r, t)w(r,t))
_ Olaay Olyisc
- ot ot
_ 2 3 OG(r,t)
= _27r8r (rPo(r, )E(r, t)w(r, t)) Ar + o Ar

= —271'% (rPue(r, t)S(r, t)w(r, t)) Ar + 271'% (r*S(r, t)w' (r, t)v) Ar .

Dies ist die Drehimpulserhaltung. Den ersten Term rechts bezeichnet man als Advektionsterm, den zweiten
als Reibungsterm. Bei der angenommenen (Quasi-) Stationaritiit vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

9 3 _ 0 [ ae
3 (r erw)—ar (r*Sw'v)



2.2 Grundlegende Gleichungen 15

9,4

= = (FPu,2w —rYw'v) =0
or (ro, )

= ru,Yw — r3Yw'v = const .

Die Wahl einer geeigneten Integrationskonstanten wird in Duschl & Tscharnuter (1991) ausfiihrlich fiir
den Fall beschrieben, dal man einen radialen Energietransport zwischen Scheibe und innerer Randschicht
sowie eine endliche Ausdehnung der Randzone zulifit. Die Herleitung der Integrationskonstanten erfolgte
dort aber unter der Annahme Keplerscher Rotation, die hier fallen gelassen werden soll. Trotzdem wird
der Argumentation von Duschl & Tscharnuter so weit wie moglich gefolgt. Dazu betrachtet man wieder
die Gleichung

vpYw — YWy =

ﬁc»:>| §

Seien nun wie immer r; der innere Rand der Scheibe und R, der Radius des zentralen Schwarzen Lochs
oder des Sterns, und sei Q. die Winkelgeschwindigkeit des Zentralobjekts. Da solche Objekte i.a. nicht
Keplersch rotieren, ist 2, geringer als der Keplersche Wert der Winkelgeschwindigkeit an der Stelle r =
R,. Im Abstand r = r; dagegen ist die Winkelgeschwindigkeit durch w(r;) gegeben. Im Zwischenbereich
— der Randschicht — muf} die Azimutalgeschwindigkeit daher auf R,(), abgebremst werden, und es muf3
folglich einen Radius rp mit R, < rg < 7; geben, an dem die Ableitung der Winkelgeschwindigkeit
verschwindet: w'(rg) = 0. Hieraus folgt dann

C
vr(ro)E(ro)w(ro) = —
To
= C = Ty (10)X(r0) -rgw(ro) (28) —221"3(»(7'0)
™
w 1 r3w(ro) m w 1 raw(ry) m w raw(ro)
= S =9y =4+ 20 =2 400 = % (1 0x0)
v U + 2 r3u’ 2rr W' 27 13w 2mr w' ( r2w

Die Modelle stationirer, geometrisch diinner Akkretionsscheiben sollen in dieser Arbeit auf zwei ver-
schiedene Arten von Scheiben angewendet werden. Dies sind solche in aktiven galaktischen Kernen und
protostellare Scheiben. Um den allgemein-relativistischen Einflul des Schwarzen Lochs korrekt wiederzu-
geben, wird fiir diese Zentralobjekte ein post-Newtonsches Potential* verwendet:

G M,

(}*(T) = _T _RS )

wobei Rg = 2%# der Schwarzschild-Radius des Schwarzen Lochs ist. Nahe beim Schwarzen Loch und
damit bei r = ro kann die Winkelgeschwindigkeit dann sicherlich durch den post-Newtonschen Wert
ersetzt werden (die Scheibe kann dort aus Symmetriegriinden keinen Einflufl auf w haben). Daher kann
man hier getrost

/1 [ GM,
w(ro) = ;V@(r)z rolro — Rs)?

setzen. Bei einem Stern als Zentralobjekt dagegen ist die Winkelgeschwindigkeit Keplersch und es gilt

G M,
wlro) =4/ =5 -
0

4Zwar werden Scheiben auch in so geringer Nihe zum Schwarzen Loch berechnet, daf$ post-Newtonsche Effekte nicht
vernachlissigt werden konnen, andererseits aber nicht so nahe, daf§ eine vollstdndig allgemein-relativistische Behandlung
notwendig wére.
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Daher lautet die Drehimpulserhaltung

PR (2.7)

mit

1 — VOMrE/(ro=Rs) g A GN-Scheiben

2w

1 — & ro fiir protostellare Scheiben

2.2.2 Thermodynamische Gleichungen

Im folgenden werden die thermodynamischen Gleichungen fiir die Beschreibung von selbstgravitierenden
Akkretionsscheiben behandelt. Das hydrostatische Gleichgewicht in vertikaler Richtung gestattet eine
Modellierung der aufgesetzten Vertikalstruktur. Es wird hier angenommen, daf} sich das Gleichgewicht
immer instantan einstellt. Die Zustandsgleichung beschreibt die Temperatur- und Dichteabhéngigkeit des
Drucks; in dieser Arbeit wird angenommen, daf3 die Scheibenmaterie durch die Gleichungen eines idealen
Gases beschrieben werden kann. Schliefilich werden noch die Energieerhaltung und der Energietransport
behandelt.

2.2.2.1 Hydrostatisches Gleichgewicht in vertikaler Richtung

Im hydrostatischen Gleichgewicht in vertikaler Richtung wird die Gravitationskraft durch die Druckgra-
dientenkraft ausbalanciert, d.h. es gilt

% = —p(r,2)g.(r,2) .

Im 1-Zonen-Modell, in dem linear zwischen Scheibenmitte und -oberfliche interpoliert wird, kann man
den Differentialquotienten durch einen Differenzenquotienten ersetzen. Auf der rechten Seite stehen dann
die Groflen in der Scheibenmitte:

apg;, 2 PR ;Ps(r) _ ., (n g) . (r, g) ~ —pe(r)g.(r h) -

Dabei sind P, und Ps die Driicke in der Scheibenmitte und an der Oberfliche. Der letzte Schritt be-
darf einiger Erliuterungen: die Dichte auf halber Scheibenhthe z = %h bei einem bestimmten Radius®
unterscheidet sich nicht wesentlich von p., was sofort offensichtlich wird, wenn man isotherme Dichte-
profile (p ox exp(—3(4%)?)) oder aber solche fiir Scheiben mit hoher Masse (p o coshfz(%)) betrachtet,
in denen fast die gesamte Masse zwischen der Mittelebene und z = 1h liegt. Dann &ndert sich aber
die Schwerebeschleunigung im Gegenzug zwischen z = %h und z = h kaum, weil die Hauptmasse eben
immer unterhalb von z = %h liegt. Die Fehler, die man auf diese Weise einbringt, sind aber klein gegen
die Unsicherheiten, die durch die 1-Zonen-Niherung Einzug in die Rechnungen halten. Der durch das
umgebende Material hervorgerufene Oberflichendruck soll hier also nicht vernachlissigt werden. Will
man den Druck Ps berechnen, bendtigt man die Kenntnis der Temperatur- und Dichteverteilung der
Molekiilwolke in der Umgebung der Scheibe. Da die Temperatur des umgebenden Materials auf jeden
Fall als gering angenommen wird (einige wenige Dutzend K bei protoplanetaren Scheiben und etwa 150
K bei Akkretionsscheiben in AGN (siehe 3.4)), ist der Druck des umgebenden Materials der eines idealen
Gases, d.h. i.a. gilt Pw(R) = %pw(R)Tw(R), wobei alle Grélen im Szenario einer homogenen und iso-
tropen Wolke konstant sind. Der Druck an der Oberfliche der Scheibe muf} diesen Druck ausbalancieren,

5Es handelt sich nicht um die mittlere Dichte!
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d.h. Ps = Pw/(R). Die Schwerebeschleunigung in vertikaler Richtung g, setzt sich nun aus dem effektiven
Anteil des Zentralkorpers g, « o und dem effektiven Scheibenanteil g, p o zusammen:

9z = Gz,x,eff T Jz.D,eff -

I.a. liefern sowohl das Zentralobjekt als auch die Molekiilwolke einen Beitrag zur effektiven Schwere-
beschleunigung g es. Wie in 2.1 beschrieben, werden 2 Szenarien fiir das umgebende Material behandelt.
Im ersten Fall ist das Medium homogen und isotrop verteilt und iibt keine Kraft aus, es gibt daher kei-
nen Beitrag zu g es. Im zweiten Fall ist das Wolkenmaterial sphérisch verteilt, und das innerhalb eines
bestimmten Radius R liegende Material trégt mit einem Anteil —GMyy (R)/R? zur effektiven Kraft des
Zentralkorpers bei, wobei My (R) = 4w for pw(R)R? dR die innerhalb von R eingeschlossene Masse der
Wolke ist. Die weiter auflen liegende Wolkenmasse hat keinen Einflufl auf Testteilchen innerhalb des Ra-
dius R, da sich hier alle Kriifte aus Symmetriegriinden aufheben. Der effektive Anteil des Zentralkorpers
ist der auf die z-Richtung projizierte Anteil der Schwerebeschleunigung g s des Zentralobjekts. Unter
der Annahme diinner Scheiben kann man daher

. . h
Gz ,x,eff = Jx eff SIN (Z (g*,eff;"?)) ~ g*,eff; ~ _Qi’eﬂh

schreiben. Dabei ist Q (s die Winkelgeschwindigkeit des Zentralobjekts mit der effektiven Masse (2.3).
Fiir AGN-Scheiben wird daher der post-Newtonsche Wert

q _ [ GMiex [ GMien
et = A\ R(R—Rs) ~ \| r(r — Rs)

verwendet, und fiir protostellare Scheiben sei (2, (¢ die Keplersche Winkelgeschwindigkeit, die aus dieser
Masse resultiert:

0 _ G | [GCM.es
*,eff — R3 ~ r3 .

Fiir den vertikalen Anteil der Schwerebeschleunigung der Scheibe kann man so nicht verfahren. Der
Grund hierfiir ist einfach zu verstehen: die durch das Zentralobjekt ausgeiibte Beschleunigung ist immer
radial auf sein Zentrum hin ausgerichtet, und der vertikale Anteil dieser Beschleunigung ist in der Tat
nur die Projektion von g, auf die z-Achse. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die durch die effektive Zen-
tralmasse M, g ausgeiibte Schwerebeschleunigung, denn auch diese ist immer radial auf das Zentrum
hin ausgerichtet. Anders sieht es im Fall von Scheiben aus: in radialer Richtung spiirt die Scheibe die
globale Massenverteilung, die bei selbstkonsistenten Rechnungen in die Potentialbestimmung mit ein-
geht. In vertikaler Richtung dagegen kann man den Beitrag der Scheibe gedanklich in 2 Anteile aufteilen:
die unmittelbare Umgebung des Ortes, an dem die Beschleunigung bestimmt werden soll, trigt so zum
Potential bei, dafl die resultierende Gravitationskraft — schon aus Symmetriegriinden — exakt zur Mit-
telebene hin ausgerichtet ist. Der gesamte Rest der Scheibe dagegen wirkt in Form der auf die vertikale
Richtung projizierten Anteile der Beschleunigungen aller Ringe auf den gewihlten Aufpunkt. Nun kann
man aber das Potential in z-Richtung nicht auflésen und damit auch keine vertikalen Potentialgradi-
enten — insbesondere auch nicht g, p s — selbstkonsistent berechnen, da man in der 1-Zonen-N&herung
keine vertikale Struktur mitrechnet. Man kann sich diese Ringe aber in akzeptabler N&herung als im
Zentralobjekt vereinigt denken, so daf sie die effektive Masse desselben vergrofern. Diese Ndherung ist
umso besser, je grofler der minimale Abstand des Rings vom Aufpunkt ist. Fiir KSG-Scheiben, in denen
die Masse der Scheibe noch immer klein gegen die Zentralmasse ist, kann dieser Beitrag zum Potential
vernachliissigt werden, da die effektive Masse des Zentralpotentials sich eben kaum #ndert. Zudem wird
diese Niherung um so besser, je diinner die Scheibe ist, denn die Projektion der Beschleunigung des
Zentralobjekts und der Scheibe sinken mit kleiner werdender Héhe, wiahrend diejenige der unmittelba-
ren Umgebung des Aufpunktes mit abnehmender Hohe einen gréfieren Beitrag liefert. Die Hohe selbst
ist aber nach Huré (2001) bei dem hier verwendeten 1-Zonen-Modell nur bis auf einen Faktor 4 genau
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bestimmt. Die Unsicherheit, die auf diese Weise bei der Berechnung des vertikalen Anteils der Beschleu-
nigung durch die Scheibe auftritt, ist bei KSG-Scheiben auf jedenfall deutlich grofler als diejenige, die von
der Vernachldssigung des nicht-lokalen Scheibenbeitrags zum effektiven Zentralpotential herriihrt. Eine
— ihm Rahmen der hier verwendeten Niherungen — korrekte Berechnung des Scheibenanteils erscheint
daher unangemessen aufwendig und soll hier unterbleiben. Fiir FSG-Scheiben ist der nicht-lokale Beitrag
der Scheibe zur vertikalen Beschleunigung dagegen sehr wohl von der gleichen Gréflenordnung wie oder
groBer als der Beitrag des Zentralpotentials . In welchem Verhiltnis diese beiden Anteile dann zum loka-
len Beitrag von g, stehen, hingt im wesentlichen aus den gleichen Griinden wie oben von der Héhe und
zusétzlich vom Verlauf der Flichendichte ab: je stirker die Flichendichte nach auflen hin abfillt, umso
mehr Masse befindet sich im inneren Bereich der Scheibe und desto schlechter ist die Ndherung. Wenn
die Flichendichte aber auflen sehr viel flacher ist, kann der lokale Beitrag der Scheibe dominieren, und
die Niherung, den nicht-lokalen Beitrag der Scheibe zu vernachlissigen, wiire auch in diesem Fall recht
gut. Die Qualitét dieser Vereinfachung wird a posteriori zu iiberpriifen sein.

Nach dem oben Gesagten braucht aber nur die unmittelbare radiale und azimutale Umgebung fiir
die vertikale Beschleunigungskomponente berticksichtigt zu werden. Dabei ist allerdings die Masse des
fir die vertikale Schwerebeschleunigung verantwortlichen Scheibenmaterials um einen solchen Betrag
zu reduzieren, den die Wolke in diesem Scheibenvolumen einnehmen wiirde, da jener Anteil bereits in
92« eff beriicksichtigt wurde. Hier wirkt also effektiv nur die durch den Dichteiiberschuf} p(r, z) — pw(r)
erzeugte Schwerebeschleunigung. Man kann daher ohne groflen Fehler annehmen, dafl das Potential in z-
Richtung gleich dem einer radial unendlich ausgedehnten Platte mit einer Dichteverteilung p = p(|z|) ist
(Paczyriski, 1978). p hingt also nicht vom radialen Abstand ab und ist wegen der geforderten Symmetrie
des Problems symmetrisch zur Mittelebene. Aus der Definition (2.1) der Flichendichte findet man einfach
die Differentialgleichung
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Aus der Poissongleichung fiir das effektive Scheibenpotential
A®p e = 47G (pc — pw(r))

findet man bei einem gegebenen Abstand r
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Diese Nédherung ist nicht so schlecht wie man vielleicht annehmen mag: in den inneren Regionen der
Scheibe dndern sich p. und h zwar stark, und die Annahme einer unendlich ausgedehnten Platte mit
radial konstantem Dichteprofil ist eher unbrauchbar, aber hier ist die Schwerebeschleunigung durch die
des effektiven Zentralobjekts dominiert, und §, pes ist vernachlédssigbar. Weiter aulen aber wird die
N#herung immer besser, da sich Zentraldichte und Hohe nur noch méflig &ndern.

Insgesamt findet man daher fiir das hydrostatische Gleichgewicht in vertikaler Richtung
R 2 32
Pc = PS - Pchgz = ;pw(R)TW (R) + pCQ*,eﬂh + 27TGpchEeﬁ‘

~ 2 ()T (1) + e (92 -+ 47Glpe = p(r) (2.8

An dieser Stelle bietet es sich an, einen Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit zu suchen. Man be-
trachtet hier die isotherme Schallgeschwindigkeit, die sich aus der Zustandsgleichung geméf
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ergibt. Da die Schallgeschwindigkeit in der 1-Zonen-N#herung in der Zentralebene von Interesse ist,
ersetzt man den Differentialquotienten in Ermangelung einer besseren Abschiitzung durch das Verhéltnis
der Groflen in der Zentralebene:

P. = pec? . (2.9)

Ein Vergleich mit (2.8) zeigt sofort

%=¢§%§hmm+m@;wmﬂm—mm0. (2.10)

Im Falle verschwindender Selbstgravitation der Scheibe und vernachléssigbarer Dichte der umgebenden
Molekiilwolke vereinfacht sich dieser Ausdruck fiir die Schallgeschwindigkeit zu der aus der Theorie der
a-Scheiben bekannten Beziehung ¢; = Q.h.

Man kann sich nun klarmachen, dafl sich Akkretionsscheiben unabhingig davon, ob sie selbstgravi-
tierend sind oder nicht, tatsdchlich praktisch immer im hydrostatischen Gleichgewicht befinden. Dazu
betrachtet man zwei verschiedene Zeitskalen: die Freifall-Zeitskala g, innerhalb derer die Scheibe bei
ausgeschalteter Druckgradient-Kraft kollabieren wiirde, und die “Explosions”-Zeitskala Texp1, in der die
Auflésung der Scheibe bei abgeschalteter Gravitation erfolgen wiirde. Im Ungleichgewicht in vertikaler
Richtung wird die Scheibenhéhe durch die Differentialgleichung

d?z 1P

i = T 50

beschrieben. Fiir die Abschétzung der Zeitskalen sollen wieder Differentialquotienten durch Differenzen-
quotienten ersetzt werden. Daher findet man fiir die Freifall-Zeitskala

=—g,= (Qz,eff + 47TG(pc - PW(T))) h

k| =

TH: 1 -
VO e+ 47Gpe — pw(r))

Fiir die “Explosions”-Zeitskala dagegen erhilt man

h _10P P —-P P Ps _é_ Py
7—e2xp1 p 0z pch pch pch h pch
h
= Texpl =
cg—l—;f

Nahe dem hydrostatischen Gleichgewicht ist die Schallgeschwindigkeit aber durch (2.10) gegeben und
man findet daher

h 1
Texpl = = -
VB (92 nGlpe = pw () = £ B+ 4G e~ pu()

Pe

In diesem Fall sind die beiden Zeitskalen also gleich und das Gleichgewicht ist daher stabil®, wenn die
Stérung nicht allzu grof ist.

6Befinden sich genau zwei Kriifte im Wettstreit, so herrscht immer genau dann Gleichgewicht, wenn die Zeitskalen fiir
beide Prozesse identisch sind, da dann eine Stérung einer Komponente auf der gleichen Zeitskala durch die zweite Kraft
kompensiert wird.
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2.2.2.2 Die Zustandsgleichung

Die Zustandsgleichung beschreibt, wie sich der Druck als Funktion der Dichte, Temperatur und gegebe-
nenfalls der Chemie éndert: P = P(p, T, ). Das Scheibenmaterial kann in ausgezeichneter Niherung als
ideales Gas behandelt werden. Staub geht nicht direkt in die Zustandsgleichung mit ein, sondern wird
nur iiber die Opazitdt mit beriicksichtigt (siehe 2.2.3) und ist damit fiir die Vertikalstruktur von Bedeu-
tung. Die Zustandsgleichung ist daher die des idealen Gases, wobei zusdtzlich der eventuell auftretende
Strahlungsdruck berticksichtigt werden soll:

P= %pT-}- §T4 = %%TJF %T“ , (2.11)

wenn R die Gaskonstante, p das Molekulargewicht und a die Strahlungskonstante ist.

2.2.2.3 Dissipation in der Scheibe

Wie bereits in 2.2.1.2 beschrieben, verliert ein Ring der Akkretionsscheibe auch ohne Massenflufl durch
Wechselwirkung mit dem &ufleren und inneren Ring Drehimpuls. Die hierdurch geleistete Arbeit ist
proportional zu

G(r+dr)—G(r) = %—fdr .

Die Arbeitsrate (geleistete Arbeit pro Zeit) ist proportional zu

0G 2n(r +dr) —27r _ 2nm (9_Gdr _ w%dr _ 0 (Gw)
or Trot Trot OT or

dr — Gu'dr ,

wobel 730t die Umlaufperiode im Abstand r bezeichnet. Der linke Ausdruck auf der rechten Seite beschreibt
die geleistete Arbeit pro Zeiteinheit aufgrund des globalen Transports von Drehimpuls (Rotationsenergie)
durch die Scheibe, das Integral iiber dieselbe ergibt

78 (Gw)
or

und hingt daher nur von den Réndern und damit den globalen Eigenschaften der Scheibe ab. Der rechte
Term der Arbeitsrate ist lokaler Natur und wird als Dissipationsterm bezeichnet. Er behandelt die Um-
wandlung von mechanischer Energie in thermische durch lokalen Reibungsverlust. Man fiihrt nun eine
Dissipationsrate pro Flacheneinheit ein:

Ta
dr = Guw|* = 27rr32ww'1/|T_
1 1

Gu'dr (2.6 1

b =—55%mar — 2

vE(rw')? .

Der zusétzliche Faktor 2 im Nenner beriicksichtigt, dafl die Energie durch die Ober- und Unterseite
der Scheibe dissipiert. Insgesamt erfolgt die Abstrahlung vorwiegend senkrecht zur Scheibe. Mit der
Randschichtbetrachtung (Gleichung (2.7)) ergibt sich schlielich

D(r) = —%rww'f i (2.12)

Das einzige, was man hier vorausgesetzt hat, ist, daf§ die Viskositét nicht verschwindet, d.h. Reibung eine
Rolle spielt. Die Dissipationsrate ist dann unabhéngig von der Viskositét. Dies ist aber nicht verwunder-
lich, wenn man sich einen einzelnen Ring ansieht. Aufgrund der Viskositéit wandert ein solcher Ring nach
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innen, was aber nur die Folge des Gravitationspotentials ist. Die freigesetzte Energie resultiert nur aus
der Potentialdifferenz. Man benétigt die Viskositét also, damit die Scheibe durch Reibung laufen kann,
die Ausbeute ist aber allein die Folge des Gradienten des Gravitationspotentials. Im Prinzip kann — wenn
auch nicht in stationdren Scheiben — die Ableitung der Winkelgeschwindigkeit ihr Vorzeichen &dndern,
womit aber gleichzeitig eine Umkehrung des Massenflusses einhergeht: auch die Massenakkretionsrate
dndert dann ihr Vorzeichen. Die Dissipationsrate bleibt daher auch in diesem Fall positiv.

2.2.2.4 Die Energieerhaltung

Die totale zeitliche Anderung der Energie der Akkretionsscheibe setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:
der Anderung der kinetischen Energie und der Anderung der inneren Energie, also

dEt°t—d1v+ 81v+e+V lv+ev
= o\ T ee) =5 (5 +p v +p ,
1

wobei 5pv2 die sperzifische kinetische Energie und pe die spezifische innere Energie ist. Diese zeitliche
Anderung der Energie kann verursacht werden durch die zeitliche Anderung der Arbeiten, die aus den
auf die Scheibe ausgeiibten Kriften resultieren. Dies sind die Druckgradient-Kraft, die Gravitationskraft
und viskose Kréfte. Schliefllich miissen auch noch die durch radiative und konvektive Strahlungsfliisse ver-
ursachten Energiesinderungen beriicksichtigt werden”. Vernachlissigt werden sollen dagegen alle anderen
duBeren Krifte wie z.B. magnetische. Die Energieerhaltung lautet in diesem Fall

Bat (1pv +pe)+V[(1pv +pe) ] —(6P)U+‘f;ravﬁ+.ﬁiscﬁ_§(ﬁ‘rad+ﬁconv) ;

wenn f;ra‘, und ﬁ,isc die gravitative und die viskose Kraftdichte und F}ad und ﬁconv die radiative bzw.
konvektive Strahlungsfludichte bedeuten. Wie {iblich soll hier angenommen werden, dafl das akkretierte
Material inkompressibel ist und daher div¢ = 0 gilt. Dann schreibt sich die Energieerhaltung

0 (1 1 > > ~ (= -,

ot ( pU + pe) +V |:< pU + pe + P) :| farav¥ + fyisc@ — V (Frad + Fconv) -

Da sich Akkretionsscheiben im hydrostatischen Gleichgewicht befinden (siehe 2.2.2.1), kann man den
ersten Summanden auf der linken Seite der Energieerhaltung vernachlissigen. Zudem ist die innere (ther-
mische) Energiedichte durch €gnerm = ¢2 und die gravitative Energiedichte durch €gray = vfa gegeben. Das
bedeutet aber

€therm _ Cs

€grav Vo

Gleichung (2.10) eignet sich nicht fiir eine Abschiitzung dieses Verhéltnisses, da der Term p—s = % ”V;’)ET)-

Tw(r) in der Schallgeschwindigkeit nur schwer zu handhaben ist. Statt dessen betrachtet man eine vertikal
isotherm geschichtete Scheibe. In dieser ist 9P/8p = ¢2 = const, und man kann daher in diesem speziellen
Fall

OP P, - Ps )
—_——= =
dp  pe—pw(r)

$,C

setzen, da die Schallgeschwindigkeit c; . in der Mittelebene der Scheibe und die Schallgeschwindigkeit
cs,w der umgebenden Wolke gleich sind. Im isothermen Fall gilt also

Pe=Ps+ (pc — pw(r)) ¢ -

"Wirmeleitung spielt in optisch diinnen Akkretionsscheiben keine Rolle und kann daher vernachlissigt werden. Fiir
optisch dicke Scheiben ist sie dagegen bereits in der Diffusionsndherung enthalten (siehe 2.2.2.5).
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Im nicht vertikal isothermen Fall dagegen gilt natiirlich wieder Gleichung (2.9). Fiir das umgebende
Wolkenmaterial andererseits gilt analog Py = pw(r)cg’w, und daher erhiilt man im allgemeinen Fall

2
. Csw | -
P.=Ps+ pcciC — pw(r)ciw =P+ <Pc - pw(r) csé ) Cﬁ,c .
S,C

Da die Temperatur in der Mittelebene nicht unter der Temperatur des umgebenden Mediums liegt, ist
die Schallgeschwindigkeit in der Wolke immer kleiner als die Schallgeschwindigkeit in der Mittelebene der
Scheibe, allenfalls mag sie im vertikal isothermen Fall gleich sein. Daher findet man fiir den allgemeinen
Fall

P, > Ps+ (pc — pw(r)) 2,

wobei mit ¢g jetzt immer die Schallgeschwindigkeit in der Mittelebene der Scheibe gemeint sei. Ein
Vergleich mit (2.8) ergibt

peh® (0 o + 47G(pe — pw (7)) > (pc — pw(r))

Pe
= o< J—P 02+ 472G (pe — pw(r))h
- Pc—PW(r)\/ s + 471G (pe — pw (1))

pe

€therm < pe—pw(T) (Qi,eﬂ‘ +4rG (pc — pw(’r))) h2

€grav w22

=

Um eine Abschitzung fiir diesen Ausdruck zu erhalten, mufl man die Winkelgeschwindigkeit w fiir selbst-
gravitierende Akkretionsscheiben abschétzen. Dabei muf} nicht nur der effektive Anteil Q, ¢ von Zentral-
objekt und Wolke berticksichtigt werden, sondern auch der effektive Anteil der Scheibe wp s, der sich
aus dem effektiven Scheibenpotential ®p o gemé&f

1
WD eff = 4/ — ;qu)D,eff

ergibt. Da das Potential der Scheibe als Teil der Losung a priori nicht bekannt ist, postuliert man hier,
daBl nur die innerhalb des Radius r liegende, um die Masse der Wolke im Scheibenvolumen reduzierte
Masse meg(r) in der Form

Gmea(r)

Pper = —
r

zum Potential beitrage. Die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe lautet dann

Gmeg(r)

WD,eff = 3 .

Aufgrund der Superposition der Potentiale ist die resultierende Winkelgeschwindigkeit w von Zentralob-
jekt und Scheibe

w= /0% g+ wd g (2.13)

Sei nun im folgenden angenommen, daf} sich auch das Potential eines Schwarzen Lochs in der Keplerschen
Form verwenden lasse, was nicht zu nahe am Ereignishorizont eine gute Naherung ist. Damit gilt dann
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fiir das Verhiltnis von thermischer und gravitativer Energiedichte

€therm < Pc Qi,eff + 4nG (pC - PW(T)) (E) 2
€grav  Pc — pW(T) Qi,eﬂ' + w%,eﬂ'(,r) r
_ P Mo +dm(pe — pw(r))r® <ﬁ>2
Pc — pW(T') M*,eff + meff(r) r

Man definiert nun eine Dichte p, , ¢, die ein Stern mit der Masse M, e hiitte, wenn er auf das Volumen
einer Sphiire mit Radius r aufgebliht wiirde und die Dichte in seinem Inneren homogen wire:

_ Mg
Pe,xeff *= 4m
3

r3

Damit folgt aber

Etherm < Pe 4?”7'3ﬁc,*,eff + 47 (pe — pw(r)) re <h) 2
€grav  Pc — pw(r) %”7“3?(:,*’66 + meg(r)

pe Pewert3(pc — pw(r)) (h>2

Pc — pW(T) ﬁc,*,eﬂ' + #meﬁ'(r) r

Die effektive Masse der Scheibe innerhalb des Radius r kann niherungsweise dadurch bestimmt werden,
daf man annimmt, die Scheibe wire ein Zylinder mit dem Radius r, der H6he 2h(r) und der homogenen
Dichte pc(r) — pw(r). Zwar steigt die Dichte in inneren Regionen der Scheibe an, aber die Héhe nimmt
gleichzeitig ab, so dafl beide Gréflen entgegengesetzte Beitréige liefern. Die Ndherung ist daher nicht allzu
schlecht. Man findet also

€therm < Pc pc,*,eﬁ' +3 (pC - pW(T)) (E) ?
€grav "~ Pe pW(T) ﬁc,*,eff + % (pc - PW(T)) r

1 4+ oe—pw(r)

_ P Pe,x, eff ﬁ 2
P pw(r) 14 L 3eemowC) \r )
I

Pe,x,eff

Der Term ﬂ%ﬂn ist ein Maf} fiir die Selbstgravitation der Scheibe. Wie in 2.1 beschrieben, unter-
scheidet man N’S’G—, KSG- und FSG-Scheiben. Fiir NSG-Scheiben ist

h h 4m 5
mef‘f(r) < ﬂM*,Ef‘f g 2rr°h (pC - pW) < ggrgpc,*,eﬁ'
& M <1.
pc,*,eﬁ'
Ganz analog gilt fiir KSG-Scheiben
h 3 (pc — 2r
_M*,eﬁ' < meff(r) < M*,eﬁ' = 1< M < =
2r pc,*,eff h

und fiir FSG-Scheiben

Me(r) > My on & SlPezpw) o 2T
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Sei nun
¢ 3= pw()
ﬁc,*,eﬂ'
Der Term
1+¢&
1+ ¢

ist streng monoton steigend, denn es gilt

d 146 _1+56-(1+485  1-5 -0
dg \1+ 5 (1+4¢)° (1+£8" "

da % < 1 ist. Dieser Ausdruck nimmt also fiir £ — oo und damit Scheiben mit unendlich grofier Masse
sein Maximum an. Dieses ist gegeben durch

1+¢ .
im h = lim =
§—>oo]_+2—r E—)oo2—§ h

13 2r
T

Daher gilt

egrav Pc — PW(T) h

r

€therm < Pc 2r (h)2 _ Pc 2h
pe—pw(r) T

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist von der Groflenordnung 1, da die Zentraldichte in Scheiben
die Dichte an der Oberfliiche immer deutlich {iberwiegt. Eine Scheibe, deren Hohe also nie mehr als 5%
des Radius betrigt, deponiert maximal 11% ihrer Energie in innere Energie, und das nur dann, wenn
sie unendlich massereich und vertikal isotherm geschichtet ist, ansonsten ist die thermische Energiedichte
teilweise erheblich kleiner als die gravitative Energiedichte. So gehen in einer typischen Keplersch selbst-
gravitierenden Akkretionsscheibe nur etwa 2.5% der Energie in thermische Energie, wenn ihre Dicke 5%
des Radius nicht iiberschreitet und sie vertikal isotherm ist, ansonsten noch weniger. Fiir diinne Akkre-
tionsscheiben gilt daher schliellich

€therm <1.

€grav

Abbildung 2.2 zeigt fiir verschiedene Verhiltnisse h/r noch einmal das Verhiltnis von thermischer zu
gravitativer Energiedichte als Funktion der Scheibenmasse in Einheiten der Masse des Zentralobjekts und
damit die Qualitit der Ungleichung. Die kinetische Energiedichte ist von der gleichen Gréfenordnung
wie die gravitative Energiedichte, denn Zentrifugalkraft und Gravitationskraft befinden sich in einem
empfindlichen Gleichgewicht, und die Zentrifugalkraft liefert den Hauptbeitrag zur kinetischen Energie
(vy > vy). Daher gilt auch

€therm <1.

€kin

Nach (2.9) ist der Zentraldruck gegeben durch P, = pcc2. Fiir das Scheibenmaterial als ideales Gas
gilt fiir die innere Energie €herm = 53¢ und damit P = pcZ = O(ep). Daher kann auch die durch die
Druckgradient-Kraft erzeugte Leistung vernachléssigt werden und die Energieerhaltung vereinfacht sich

zu

- 1 N > L 2 L == N
\Y% |:<_PU2> 'U:| = fgravv + fviscv -V (Frad + Fconv) .
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Abbildung 2.2: Das Verhiltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte als Funktion der Scheiben-
masse. Die Zahlenwerte geben die verschiedenen Verhdiltnisse von Scheibenhéhe zum Abstand r an. Zur
Verdeutlichung sind die verschiedenen Bereiche der Scheibe (NSG, KSG & FSG) unterschiedlich darge-
stellt.

Im stationédren Fall, der hier behandelt wird, lautet die Kontinuitatsgleichung v (p?) = 0, und es gilt daher
v [(302) 7] = p¥ v (3v?). Nimmt man an, da§ die Scheibe Keplersch rotiert, so gilt f;rav = pV (30?),
und die linke Seite hebt sich exakt gegen den ersten Summanden der rechten Seite auf. I.a. gilt dies
nicht zwingend fiir nicht-Keplersche Rotation. Es sei hier aber angenommen, dafl auch in diesem Fall
in guter Niherung fyay ~ pV (1v?) gilt (diese Annahme ist a posteriori zu iiberpriifen), so daf die
Energieerhaltung abschlieflend vereinfacht werden kann zu

Fotse® % ¥ (Feaa + Frony) - (2.14)

Diese Gleichung besagt, dafl die gesamte Energie, die durch viskose Prozesse freigesetzt wird, in Strahlung
oder Konvektion, nicht aber in innere Energie geht. In dieser Arbeit soll zusétzlich aus Griinden der Ver-
einfachung angenommen werden, dafl der konvektive gegeniiber dem radiative Energieflul vernachliissigt
werden kann.

2.2.2.5 Der Strahlungstransport

Im folgenden sei angenommen, daff sich die Akkretionsscheibe im thermodynamischen Gleichgewicht
befinde, denn die thermische Relaxationszeit ist viel kleiner als die dynamische Entwicklungszeit der
Scheibe (Watanabe et al., 1990; Kippenhahn & Thomas, 1982). Zudem sei angenommen, daf} die Energie
in der Scheibe ausschlieflich in z-Richtung fliele. Es soll nun fiir den optisch diinnen und fiir den optisch
dicken Fall die Strahlungsfluidichte bestimmt werden. Dabei wird die gleiche Vorgehensweise wie in
Nakamoto & Nakagawa (1994) verwendet.

Im optisch diinnen Fall kann man in guter Niherung annehmen, daf} die Scheibe in vertikaler Richtung
isotherm geschichtet ist, d.h. daf} 7, bei gegebenem Radius r iiberall in vertikaler Richtung die Tempe-
ratur beschreibt. Aulerdem wird keine Streuung beriicksichtigt. Man betrachtet nun ein Strahlungsfeld
der Intensitéit I, bei der Frequenz v, das beim Durchlaufen einer Materialsiule der Dicke ds und der
Dichte p eine Intensitiitséiinderung dI, erfihrt. Diese Anderung dI, wird einerseits durch Absorptions-
und andererseits durch Emissionsprozesse bestimmt. Die Absorption ist proportional zur eingestrahlten
Intensitdt I,,, zur Dichte des Mediums p und zur durchlaufenen Strecke ds; die Proportionalitétskonstante
ist die Opazitit k, = k,(p,T). Die Emission héngt nicht von der eingestrahlten Intensitét ab, zumindest
solange, wie sich die Bedingungen im Medium nicht #ndern, sondern ist nur zur durchlaufenen Strecke



26 2. MODELLE SELBSTGRAVITIERENDER, STATIONARER AKKRETIONSSCHEIBEN

ds proportional. Die Proportionalitétskonstante ist hier die Emissivitéit €,. Fiir die Intensitdtsinderung
gilt damit

dl, = —I,pk,ds + €,ds

drl,
Is =—I,pk, + €, .

Dies ist die Differentialgleichung fiir den Strahlungstransport. Im lokalen thermodynamischen Gleichge-
wicht ist das Verhéltnis der Emissivitét €, zum Produkt pk, durch die Kirchhoff-Planck-Funktion

2hv? 1
2 ehw/kT _ 1 (2.15)

gegeben. Damit folgt

dl,
— =pk, (B,(T)-1,) .
"L = oy (Bu(T) ~ 1,)

Ist 8 der Winkel zwischen der Strahlrichtung und der vertikalen Richtung z, so gilt wegen dz = cosé ds

dl, _ v g ry-1,) |

dz  cosf

Allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist

Ty =7

Ty
I,(2,0) = I,,(zg,G)e_cZJ_:*J + /B,,(T)e_2 st dr’
0

mit der optischen Tiefe der Frequenz v

1,(2) = %/pn,,dz' . (2.16)

20

Der Faktor % beriicksichtigt, dal die mittlere optische Tiefe nicht diejenige {iber die gesamte Strecke
von 2o bis z ist, sondern nur etwa halb so grol — diese Nidherung ist dann besonders gut, wenn das
Dichteprofil symmetrisch zur Mittelebene und zy = —z ist. Da die Scheibe vertikal isotherm ist, ist
B,(T) bzgl. der optischen Tiefe konstant und kann vor das Integral gezogen werden. Dieses kann dann
analytisch ausgewertet werden und man findet

1,(2,0) = I, (20,0)e~ % + (1 . e——) B,(T.) .

Da angenommen ist, dafl der Energietransport hauptséchlich in z-Richtung erfolgt, ist § klein und damit
cosf = 1. Im optisch diinnen Fall gilt daher 7,/ cosf <« 1. Dann kann die Losung der Strahlungstrans-
portgleichung aber approximiert werden durch

27,

I(,6) = (1 -2 0) L(z0,0) + 2 B(T,)

Sei im folgenden nun zg = —h. Die gesamte Intensitit ist das Integral von I, iiber alle Frequenzen:

oo oo

T 2T, 2T,
/Iy(z,ﬁ)dVNI(—h,H) —/wzy(—h,e)dw/COSGBV(TC)dV. 2.17)
0 0 0

I(z,0)
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Die aus der umgebenden Wolke auf die Scheibenoberfliiche einfallende Strahlung bei z = —h ist die
Schwarzkoérperstrahlung der Wolke mit der Temperatur Tyw. Die Intensitdt der nach oben gerichteten
Strahlung bei z = —h ist deshalb gegeben durch

—h,0) = /B,, Tw)dv = —TW (2.18)
0

Fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite von (2.17) weifl man, daf} I, (—h, ) durch die Kirchhoff-
Planck-Funktion B, (Tw) gegeben ist, daher folgt fiir z = h

oo oo oo h
Ty 2 (2.16) 1 // ,
— I,(—h, =— -, B, (T = — vdz B, (T
/COS (—h, 0)dv COSQ/T (Tw))dv — [ [ pmuie' B (T)av
0 0 0 —h
1 h oo 1 h
= - UBI/ T ! = B T
p—y /p/m (Tw)dv dz wosf prpdz’ - / w)dv
“h 0 —h

(218)  27p 0,4
cos@m W

wobei das Planck-Mittel der optischen Tiefe 7 ganz analog zu 7,, aus dem Planck-Mittel der Opazitéit

berechnet wurde. Auf vollig identische Weise findet man fiir den dritten Summanden von (2.17)

o0

2 2
/lBy(Tc)dyz ™ T

cosf cosf
0

und damit fiir die Gesamtintensitidt der nach oben gerichteten Strahlung an der Oberfliche

2P \ O,y 21p 0,4
I(h,0)=({1—- — | —T7 — =T .
(h,9) ( csO) W+cosl97r ¢

Der nach oben gerichtete Energieflul berechnet sich aus I(h,6) mittels

Jal

rad

/2
(h) = 2r / I(h,6) cosfsin6.df = (1 — drp) 0T + drpoT? .
0

Der nach unten gerichtete Energieflul bei z = h ist aber gerade

Fi

rad

(h) = —oT
und so gilt fiir den Gesamtfluf} an der Oberfliche

Fraa(h) = F} 4(h) + F,

rad

(h) = 4mpo (Tyy = T2) -
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Die Dissipationsrate D(r) ist nun das Doppelte des Strahlungsflusses an der Stelle z = h, da auch die
Unterseite der Scheibe mit in die Dissipationsrate eingeht:

D (T‘) = 2Frad (h)

1
= oTd = %D(R) +oTy - (2.19)

Die Effektivtemperatur ist die Temperatur desjenigen schwarzen Koérpers, der pro Einheitsfliche die
gleiche Gesamtenergie abstrahlt. Sie stellt sich also als Folge der Temperatur Tw der umgebenden Mo-
lekiilwolke und der Hilfte der Dissipationsrate ein:

1
0T = 5D(r) +oTy - (2.20)

Nun soll noch der optisch dicke Fall behandelt werden. Dieser Grenzfall ist wesentlich einfacher, da
man aufgrund der hohen optischen Tiefe davon ausgeht, dafl ein Photon auf seinem Weg zur Oberfliche
hinreichend viele Absorptions- und Emissionsprozesse durchlauft. Dann kann man aber, wie im Sternauf-
bau iiblich und in Kippenhahn & Weigert (1994, siehe §5.1) beschrieben, eine Diffusionsndherung fiir den
Strahlungstransport machen. Die Strahlungsflufidichte Flaq ist dann gegeben durch

- _ 160

Froa = T3VT
3pKR

mit dem Rosseland-Mittel der Opazitéit

oo
9B,(T)
| g —dv
RR = o -

1 8B,(T) dv
0 Ky OT

Da der Gradient der Temperatur in radialer Richtung in diinnen Scheiben wesentlich kleiner als der
vertikale Temperaturgradient ist, kann man V7T durch 8T/9z ersetzen und findet so 8

160 T3 oT 40 OT*

Frad =

_3p/<aR 8z _3p/~zRW'

Die Dissipationsrate ist wie im optisch diinnen Fall durch D(r) = 2F,,4(h) gegeben. Nun ist aber

4o T(z) - T¢ 4o 4o
- li C = _ T4 _ T4 — T4 _ T4
3pI€R zl—rE}L z 3P/"'7Rh ( eff c) 3R ( eff c)

Frad(h) = lim Frad(z) =
z—h
mit dem Rosseland-Mittel der optischen Tiefe

1

h
1 1
TR = 2 /pfcRdz = inR/pdz = EHRE = pckrh .

—h —h
Daher folgt fiir die Dissipationsrate

80 [u 4

D(r) = —— (Teg = T)) (2.21)
TR

8Der Faktor 4, der wegfillt oder hinzukommt, je nachdem, ob man die vierte Potenz der Temperatur oder die Temperatur

selbst nach der Hohe ableitet, ist eine Unsicherheit, die wieder inhirent in der 1-Zonen-Niherung verankert ist und daher

nicht abgebaut werden kann. Der Effekt fiir die Temperatur durch diese Unsicherheit ist aber von der Grofe v/4 und daher

eher klein.
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Mit der Effektivtemperatur (2.20) und der Dissipationsrate (2.21) findet man so fiir die Zentraltemperatur

1 3
oT! = 3 (1 + %) D(r) + 0T . (2.22)

Mit (2.19) fiir den optisch diinnen Fall und (2.22) fiir den optisch dicken Fall findet man damit
insgesamt fiir die Zentraltemperatur

1
oT! = (1 + 3 + —) D(r) + oTy . (2.23)

2.2.3 Materialfunktionen

Im folgenden werden die beiden Materialfunktionen Opazitit und mittleres Molekulargewicht behandelt.
Die dritte Materialfunktion, die Viskositit, wird im entsprechenden Zusammenhang in den niichsten
beiden Abschnitten besprochen.

2.2.3.1 Die Opazitit

Die Beschreibung der Opazitét in protoplanetaren Akkretionsscheiben bedarf besonderer Sorgfalt, da
der Massenextinktionskoeffizient k stark von der Temperatur und in geringem Mafle von der Dichte
abhiingt. Da die Opazitiit die Vertikalstruktur selbstgravitierender Akkretionsscheiben in starkem Mafle
beeinfluflt, soll diese Abhingigkeit des Extinktionskoeffizienten von 7" und p in die Rechnungen mit
eingehen. Zudem bedeutet eine Beriicksichtigung einer komplexeren Opazitédtsbeschreibung fiir die hier
behandelten Modelle nur einen verschwindend geringen, zusétzlichen Arbeitsaufwand bei der Berechnung
der Scheibenparameter.

Eine korrekte Modellierung der Opazitit in protoplanetaren Scheiben mufy aufgrund des weiten Tem-
peraturbereichs sowohl eine Gas- als auch eine Staubkomponente berticksichtigen. Bei Temperaturen
zwischen 170 K und 1700 K ist die Extinktion durch Staub dominiert, der sich vorwiegend aus amorphen
Magnesium-Eisen-Silikaten und Kohlenstoffrufl zusammensetzt. Bei der genauen Staubzusammensetzung
ist dabei auch die Aufheizung des Materials beim Aufprall auf die Scheibenoberfliche zu beriicksichtigen,
die zu Modifikationen fiihren kann. In den Auflenbereichen der Scheibe, in denen die Temperatur unter
170 K sinkt, ist der Staub von einer Eisschicht {iberzogen; das Verdampfen des Eises bzw. das Ausfrieren
erfolgt in einem kleinen Temperaturintervall um 170 K. Bei etwa 1700 K ist der gesamte Staub in der
Scheibe verdampft, und in diesen inneren Bereichen der Akkretionsscheibe dominiert die Gaskomponente
der Opazitit. Auch hier {ibernehmen je nach Temperaturbereich verschiedene Molekiile oder Tonen die
Rolle des Absorbers. Im Bereich 2000 K < T < 4000 K sind Wasser, Kohlenmonoxid und Titanoxid
dominierend, ab 4000 K bis hin zu 8000 K iiberwiegt die Extinktion von H™-Ionen. Oberhalb von 8000
K treten gf- und ff-Ubergiinge von Wasserstoff, Helium und einigen Metallen sowie etliche Metallinien im
UV in den Vordergrund. Ab 30.000 K schliellich sind H und He vollstéindig ionisiert und die Extinktion
wird durch die Thomson-Streuung an den freien Elektronen verursacht.

Im Rahmen dieser Arbeit bietet es sich an, eine analytische Naherung fiir den Massenextinktionsko-
effizienten zu verwenden, die die beobachteten Opazititen in den entsprechenden Temperaturbereichen
gut anpaft. Eine solche stiickweise Interpolation fiir optisch dicke Scheiben wurde bereits von Bell & Lin
(1994) durchgefiihrt. In dieser Arbeit werden fast identische Approximationen verwendet. Der Massenex-
tinktionskoeffizient wird hier (wie bei Bell & Lin) stiickweise fiir die einzelnen Temperaturbereiche in der
Form von Potenzgesetzen

ki = Ko,ipT TP

approximiert, wobei die x; als Rosseland-Mittel zu verstehen sind.
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i | Material / Proze8 Opazitét AGN protostellar
Koi[em*g T [ i [ pi | Ko [em®g T | ¢i [ pi

1 | Staub mit Eisméinteln KEis 20-107* | 0 2 20-107% ] 0 2
2 | Eisverdampfung KRis-V 2.0-10% | 0 -7 2.0-10'% | 0 =7
3 | Staubteilchen KStaub 1.0-107" | 0 3 1.0-107" | 0 3
4 | Staubverdampfung KStaub-V 1.74-10% | 1 | —24 1.74-10% | 1 | —24
5 | Molekiile KMol 1.0-1078 | 2 3 1.6-1072 | 0 0
6 | Negatives Wasserstoffion | xy- 1.0-10736 % 10 - - -
7 | gf- und ff-Uberginge KAtom 1.5-10% | 1 | -2 - = -
8 | Elektronenstreuung KElek 0348 | 0 0 —| - -

Tabelle 2.1: Frequenzgemittelte Teilopazititen fiir verschiedene Temperaturbereiche.

Die einzelnen in dieser Arbeit verwendeten Exponenten ¢; und p; sowie die Normierungen ko ; fiir die
verschiedenen Teilopazitdten sind in Tabelle 2.1 angegeben. Die Werte fiir die Exponenten im Fall von
Akkretionsscheiben in AGN stimmen mit denjenigen von Bell & Lin (1994) {iberein. Nur die Normierung
der Opazitiit fiir die Staubverdampfung wurde abgeéindert. In der angegebenen Arbeit wurde die Tem-
peratur, bei der aller Staub verdampft ist und die zu dem starken Abfall in der Opazitét fiihrt, mit 1500
K angegeben. Lattimer et al. (1978) konnten aber zeigen, daf fiir typische Verhiltnisse in protoplaneta-
ren Akkretionsscheiben die letzten Staubkomponenten erst bei 1700 K verdampfen. Fiir diese Scheiben
und solche in den Kernen aktiver Galaxien soll daher eine modifizierte Normierung ks¢ayb-v verwendet
werden.

Bei protostellaren Akkretionsscheiben wird eine zusétzliche Modifikation vorgenommen. Der Grund
hierfiir liegt im Auftreten thermischer Instabilititen in der Scheibe, sobald die Opazitit mit etwa der
dritten Potenz der Temperatur oder stirker anwichst (Hartmann & Kenyon (1996)). Diese thermischen
Instabilititen konnten die Ursache fiir die Ausbriiche bei FU Orionis-Sternen sein, die einige Monate
andauern und in Abstdnden von etwa 1000 Jahren auftreten. Der Grund fiir die thermische Instabilitét
ist der starke Anstieg der Opazitit aufgrund der Molekiil- und H™-Absorption. Dieser Anstieg erfolgt aber
erst bei Temperaturen oberhalb von etwa 2000 K. Demnach sind nur die innersten Bereiche der Scheibe
betroffen, deren Beitrag zur Selbstgravitation der Scheibe aber vollig vernachlissigbar ist. Da thermische
Instabilititen in einem Modell stationdrer Akkretionsscheiben nicht eingebaut werden kénnen, werden
die Molekiilextinktion und alle weiteren Extinktionen bei hSheren Temperaturen auf einen konstanten
Wert gesetzt. Diese Modifikation folgt damit derjenigen von Ruden & Pollack (1991), die die dynamische
Entwicklung des protosolaren Nebels untersuchten.

Die Interpolation zwischen den einzelnen Temperaturbereichen erfolgt durch
1 1
— =\t
KR FEis

(Gail, 2000), wobei To = 3000 K gesetzt wird. Diese Wahl ist in gewissem Mafle willkiirlich, sie sorgt nur
dafiir, daf} die Opazitéten fiir Staub und Eisverdampfung abgeschaltet werden. Auch der Exponent 10 ist
in gewissem Rahmen beliebig, solange dieser Ubergang in einem hinreichend kleinen Temperaturbereich
erfolgt. Schliefilich ist auch die Wahl der vierten Potenz fiir die «;’s nur das Resultat des Wunsches,
schmale Ubergangsbereiche zwischen den einzelnen Temperaturbereichen zu erreichen.

0 1 . 1 R 1
0 10 .4 1 7 7 7 I 1
T5" + T Kgig v + KSpaub KStaub-v T BMol T K- KAtom T FElek

(2.24)

In den optisch diinnen Bereichen einer Scheibe mufl man anders vorgehen. Diese Gebiete weisen
Temperaturen im Bereich von wenigen 100 K abwiirts auf, so dafl nur die Staubopazititen fiir geringe
Temperaturen bertiicksichtigt werden miissen. In diesem Fall 148t sich zeigen, dafl die Planck-gemittelte
Opazitit fiir Staubteilchen mit Radien unterhalb von 10 pm durch

Z(4 = x)T(4+x)¢E+x)
Z(4)T(4)¢(4)

kr(p,T) (2.25)

kp(p,T5x) =

beschrieben werden kann, wobei Z durch (A.2) im Anhang A definiert, I’ die Gamma-Funktion und ¢ die
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Riemannsche Zeta-Funktion ist. Die Ableitung von (2.25) ist ebenfalls im Anhang A zu finden. x ist der
konstante Exponent fiir die bei Staubabsorption bei geringen Temperaturen angenommene Abhingigkeit
der Opazitét von der Frequenz in Form eines Potenzgesetzes , o vX. Ublicherweise setzt man x = 2
(Draine & Lee, 1984), neuere Untersuchungen lassen aber einen Wert von 1 oder darunter erwarten
(Beckwith & Sargent, 1991), so daf in dieser Arbeit sowohl Rechnungen mit xy = 2 als auch solche mit
x = 1 gemacht werden. In diesen beiden Fillen gilt

K:P(pa T; 2) =2.39- K:R(p: T) )
kp(p,T;1) =1.06- kr(p,T) .

2.2.3.2 Das mittlere Molekulargewicht

Das Gas selbstgravitierender Akkretionsscheiben kann in guter Niherung als ideales Gas behandelt wer-
den, da die typischen Dichten dieser Scheiben hinreichend gering sind. Vernachléssigt man den Strah-
lungsdruck in der Zustandsgleichung, so findet man

P:ZNikT.

Die Summation erfolgt dabei iiber alle Teilchensorten i, deren Dichten durch N; gegeben sind®. Da sich die
Materie in Akkretionsscheiben bzgl. ihrer Zusammensetzung nicht wesentlich von der kosmischen Haufig-
keitsverteilung unterscheiden wird, kann man sich hier auf die Beriicksichtigung von Wasserstoff und
Helium, die immerhin 99,87% der gesamten Materie ausmachen, beschriinken und alle anderen Elemente
vernachléssigen.

Bei der Berechnung des mittleren Molekulargewichts kann die Ionisation von Wasserstoff und Helium
unberiicksichtigt bleiben, da sie erst bei Temperaturen oberhalb von 10.000 K und damit in den inner-
sten Scheibenbereichen einsetzt. Dort ist die Selbstgravitation der Scheibe aber vollig vernachléssigbar,
so daf} die dort notwendigen Modifikationen des mittleren Molekulargewichts in dieser Arbeit nicht von
Bedeutung sind. In die Berechnung des mittleren Molekulargewichts geht i.a. aber sehr wohl die Dissozia-
tion von Wasserstoff ein, die mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes behandelt wird. Dazu betrachtet man
den Partialdruck Py des Wasserstoffatoms unter der Annahme, dafl der gesamte Wasserstoff dissoziiert
vorliegt:

RpT

Pg=——— .
H 1+ Anec€He

(2.26)

Dabei bedeuten Ay, = 4 das Atomgewicht von Helium und ege = 0.1 den Heliumanteil. Der Partial-
druck Py von Wasserstoff setzt sich aber auch aus dem Partialdruck py des freien Wasserstoffs und dem
Partialdruck pp, des Ho-Molekiils gemif}

Py =pu+ 2pH2 (2.27)

zusammen. Eine Beziehung zwischen diesen einzelnen Partialdriicken erhilt man aus dem Massenwir-
kungsgesetz:

pH, = P Kp(T) . (2.28)
Dabei ist

Kp(T) = e &%

9Genaugenommen muf hier auch der Druck der Elektronen beriicksichtigt werden. Da deren Masse aber gegen die der
Atome voéllig vernachléssigbar ist, kann man hier auf ihre Miteinbeziehung verzichten.
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die Massenwirkungskonstante, die sich aus dem Gibbs’schen Potential AG fiir Molekiilbildung berechnet.
Aus (2.27) und (2.28) erhilt man

Pa = pu + 2p3 Kp(T)

> 1 P
P ok PR T 2K (T)

. _ v [
PR = 4kp(T) " \| 2Kp(T) " 16Kp(T)

(die zweite Losung wiirde zu einem negativen Partialdruck fiihren und muf8 daher nicht beriicksichtigt
werden). Der Partialdruck des Wasserstoffmolekiils berechnet sich dann nach (2.28). Fiir den Partialdruck
des Heliums pye schliefflich gilt

PHe = €He P -

Aus der Zustandsgleichung findet man damit fiir das mittlere Molekulargewicht

RpT

= 2.29
a PH + PH, + PHe ( )

Fiir die weit auflen liegenden, selbstgravitierenden Bereiche von Akkretionsscheiben ist der Grenzfall von
Interesse, in dem alle Wasserstoffatome molekular gebunden sind, in dem also keine Dissoziation auftritt.
In diesem Fall gilt

i, = RpT (2.26) Py (1 + 4epe) (2.27) 2pH, (1 + 4ene) (2.28) PH, (2 + 8ene)
* pH, + PHe PH, + PHe PH, + PHe PH, + €nePn
(2.27) 2+ 8epe _ 7

1+ 2€pe T3

Der andere Grenzfall ist der fiir Gebiete mit volliger Dissoziation, hier findet man

_ 144epe 14

MH_71+€He =ﬁ'

Fiir vollstindig ionisiertes Gas mit kosmischer Haufigkeit schlieflich erhélt man
i = 0.615 .

Da sich beide extremen Werte fiir das mittlere Molekulargewicht nicht erheblich voneinander unterschei-
den und die Temperaturen in den selbstgravitierenden Bereichen protoplanetarer Akkretionsscheiben zu
gering fiir eine signifikante Dissoziation der Wasserstoffmolekiile sind (typische Temperaturen liegen hier
im Bereich von 100 K), wird hier fiir diese Scheiben fiir das mittlere Molekulargewicht der konstante Wert
% verwendet. Entsprechend findet man fiir die Temperaturen in AGN-Scheiben bis hin zu etlichen 10*
Schwarzschildradien Werte von 10.000 K und mehr, so dafl das gesamte Gas ionisiert ist. Hier wird dann
der Wert p = 0.615 verwendet. Der zusétzliche Aufwand, der fiir die Berechnung der Scheibenparameter
bei gleichzeitiger Verwendung der druck- und temperaturabhiingigen Form (2.29) des mittleren Mole-
kulargewichts betrieben werden miifite, erscheint bei den geringen Abweichungen des Molekulargewichts
von dem entsprechenden Wert in den selbstgravitierenden Bereichen nicht angemessen, was besonders im

nichsten Abschnitt klar werden wird.
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2.3 Standardakkretionsscheiben mit Selbstgravitation

In diesem Abschnitt sollen selbstgravitierende Scheiben mit a-Viskositéit behandelt werden. Dabei wird
ein allgemeiner Losungsalgorithmus vorgestellt, der fiir die hier verwendete 1-Zonen-Niherung im wesent-
lichen analytisch behandelt werden kann. Fiir Standardakkretionsscheiben wurde bereits Anfang der 70er
Jahre von Shakura & Sunyaev (1973) eine Viskositéitsparametrisierung vorgeschlagen, die keine Aussage
iiber die zugrundeliegende Physik der Turbulenz macht, aber ihre Effektivitit begrenzt:

v = ahces .

Dabei wird angenommen, dafl « iiber die Scheibe nur marginal variiert, also konstant gesetzt werden
kann. La. geht man von a < 1 aus, da die Turbulenz isotrop sein soll und nicht iiber die Scheibe
hinausgehen kann und da die Materie subsonisch sein muf!?, da ansonsten Energie dissipiert wird und
die Geschwindigkeiten des geschockten Materials dann wieder unter die Schallgeschwindigkeit fallen.

Aus der Drehimpulserhaltung (2.7) findet man so

_mw

vY = ahcs - 2pch = 2apch’cs = (2.30)

2mr W'
Mit dem hydrostatischen Gleichgewicht (2.8)
R 2 (02
P = EPW(T)TW(T) + peh® (O o + 47G (pe — pw (1))

der Schallgeschwindigkeit (2.10)

o \/%pwp—ir)TW(r) + h? (Qi,eﬁ" + 447G (pc - pW(T))) )

der Zustandsgleichung (2.11)

R a
P=—"pT+-T*
u’ *3

und den Gleichungen fiir den Strahlungstransport (2.23)

m 3TR 1
T4 ——_ (1 'R - ! T4
oT; 87r<+ 1 +4Tp)rwwf+aw
und (2.20)
0T = —grww'f + 0Ty

erhiilt man ein Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und den Unbekannten P, p, h, Tc, Tes und cs.

Um dieses Gleichungssystem zu losen, geht man wie folgt vor: aus der Drehimpulserhaltung (2.30)
und der Schallgeschwindigkeit (2.10) erhiélt man die Hohe als Funktion der Dichte:

R r
402 p2htc? = 4a®pht (;p\};( )Tw(r) + h? (Qf,eff-i- 47G (pe — pw(r))))

C

10Zumindest muf die Materie in der Scheibe solange subsonisch bleiben, wie kein treibender Mechanismus fiir supersoni-
sche Geschwindigkeiten existiert.
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02 2
mw 2
zif

Am2r2 12
R W % pv:z)c(r) Tw (1) v 2,2 f2 1

- =0.
D n +47G (e —pw(r) " 16707207 2 (02 142G (p — pw (r)))

Mit
Rpw (r)Tw(r
Al e Z pW( ) W( ) — Al(pc) > 0 ,
BPe (Q*,eff +47G (pe — pw(r)))
22 f2 1
Az i=— 1672a2r2w'? = A2(pe) <0

P2 (92 o + 47 (pe = pw (1)) )

schreibt sich diese Gleichung dritten Grades im Quadrat der Hohe mit nur von der Zentraldichte p,.
abhingenden Koeffizienten

R+ Ajh* 4+ Ay =0. (2.31)

Die einzige physikalisch sinnvolle Losung dieser Gleichung ist

2 1 4 43
A+ A A< A

h=h(p) =4 /14 Ay = — A A3 (2.32)

\/max(ill,ﬁz,im) Ay > —%A?

(siehe Anhang B.1) mit

. 1 242 1
= S22y
hl 601+301 3 1,

- 1 142 1 V3 2 A2
=——C — - A+ 2 -1
hei=—Gi—36 T3h T3 z( G 301) ’

- 1 147 1 V3. (1 2 A?
=0 - - —cA - i o 22 ).
hoi=—3G1-36 ~3h 21( G 301)

Durch Gleichsetzen von (2.11) und (2.8) und Einsetzen von (2.32) erhiilt man eine Gleichung vierten
Grades fiir die Temperatur, wobei die Koeffizienten wieder nur von der Zentraldichte abhingen:

R R
EPCT + ?,Tc4 EPW(T)TW(T) + peh? (U o + 47G (pe — pw (1))
3R 3R 3pch?
= Tc4 +—pde = _pW(T)TW(T) e (Q2 ef T 47TG( pW(T))) :
ap ap
Mit
3R
Az = —Pc = As(pc) >0,
3R 3pch?
Ay = @PW(T)TW(T) + % (922 e +47G (pc — pw(r))) = Aa(pe) <0
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gilt damit
T+ AT+ A4 =0. (2.33)

Die einzige physikalisch sinnvolle Lésung dieser Gleichung ist

_ 1 3/4 3/2 /o | =
Tc = —W |:C4 - \/_04 + 36A3 Cg :| = Tc(pc) (234)

(siehe Anhang B.2) mit

Cs == 9A3 + /8144 — 76843 = C3(pc) > 1/ —76843 > 0,

Cy = & 18032 + 244, = C4(pc) >0.

Setzt man (2.32) und (2.34) in (2.23) ein, so erhilt man eine implizite Gleichung fiir p., die man z.B. mit
der Van Wijngaarden-Decker-Brent-Methode (Press et al., 1996) losen kann. Mit diesem p. berechnet
man dann aus (2.32) die Hohe h und aus (2.34) die Zentraltemperatur T.. Aus der Zustandsgleichung
(2.11) kann man dann den Zentraldruck berechnen, und aus (2.20) erhilt man die Effektivtemperatur
der Scheibe.

2.4 Selbstgravitierende Akkretionsscheiben mit (-Viskositét

2.4.1 Selbstgravitierende Scheiben im subsonischen Bereich

Da die a-Viskositét sich wie in 1.3 beschrieben fiir selbstgravitierende Akkretionsscheiben als ungeeignet
erwiesen hat, benétigt man eine alternative Parametrisierung der Viskositéit. In dieser Arbeit soll die von
Duschl et al. (2000) vorgeschlagene -Viskositiit

v = fru,
angewendet werden. Mit dieser schreibt sich die Drehimpulserhaltung

mw

vy = 2Bp.hr?w = — f. (2.35)

2mrw!

Alle anderen Gleichungen bleiben unveriindert; es lauten also die Zustandsgleichung

R a
F. = ;PcTc'i' chll 5

das vertikale hydrostatische Gleichgewicht
R 2 (02
FPe = —pw(r)Tw(r) + peh (9 e +47G (pe — pw (r)))
und die beiden Gleichungen des Strahlungstransports

m 3TR 1
O'Té1 = —g <1+ T + H) rww'f+aT{}V ,

oTie = —%rww'f + 0Ty -
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Wie unter 2.3 wird fiir die Winkelgeschwindigkeit nicht zwangsldufig der Keplersche Wert verwendet,
sondern der selbstgravitative Einflul der Scheibe beriicksichtigt. Aus der Drehimpulserhaltung (2.35)
erhilt man sofort fiir die Hohe

mf 1

h=— —
47 Br3w’ pe

= h(pc) - (2.36)

Damit 148t sich wie unter 2.3 eine Gleichung fiir die Temperatur als Funktion der Dichte aufstellen und
losen und schlielich eine implizite Gleichung fiir p. durch Einsetzen von h(p.) und Tc(p:) in (2.23)
erzielen.

2.4.2 Selbstgravitierende Scheiben im stofidissipationsbegrenzten Limes

Die -Viskositit kann — wie jede andere Parametrisierung der Viskositéit auch — als Produkt einer cha-
rakteristischen Linge [y, und einer charakteristischen Geschwindigkeit vy, geschrieben werden:

V = lgurbVturb = ATAU(P 3

wobei Ar und Av,, diejenigen maximalen Lingen- und Geschwindigkeitsskalen seien, die durch die lokalen
Bedingungen erlaubt sind. Fiir jedes verniinftige Rotationsgesetz und unter den Annahmen Ar < r und
Av, < v, kann man schreiben

_ | 9%

Ay, = o

Ar . (2.37)

Damit folgt dann leicht

-1

Ov T
v= 8—: Av? & @Avfo = Bru,
= Av, = /B,
= Ar = \/Br ,

wobei wegen 8 = 1072..107® <« 1 und damit auch /8 < 1 die obigen Annahmen Ar < r und
Av, < v, im Nachhinein gerechtfertigt werden. Die fiir die Turbulenz charakteristische Geschwindigkeit
Av, darf aber die Schallgeschwindigkeit nicht iiberschreiten, da ansonsten Stofiwellen auftreten und
Energie dissipiert wird, bis die turbulente Stérung wieder subsonisch ist. Es muf also

Av, = Vics

mit § < 1 gelten. Damit hat man wegen (2.37) aber auch eine Bedingung fiir die charakteristische
Langenskala:

-1 -1
A, A, = ‘a(wr) Ve = V5 G
r or

Ar = S B
|w + w'r|

Im stofldissipationsbegrenzten Limes mufl man die Viskositét also durch

2
G

v=ArAv, =6 ——
ks |w + w'r|

(2.38)

parametrisieren. Diese Viskositidtsparametrisierung sei als §-Viskositit bezeichnet. Sie interpoliert zwi-
schen der a-Viskositét fiir nicht-selbstgravitierende Scheiben und der in Duschl et al. (2000) abgeleiteten
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~v-Viskositit fiir FSG-Scheiben im stofldissipationsbegrenzten Limes. Auch fiir diesen Grenzfall dndert
sich die Vorgehensweise beim Aufsuchen der Losung des Gleichungssystems nicht. Die Hohe berechnet
sich aus

pches 20pch R pw(r) 2 (02
=26 8 — — T h* (Q 4 c —
v |w + (/JIT| |w + (/JIT| L Pe W(T) + ( *,eff +4rG (p PW(T)))
B mwf
2w
N B 4 Row (r)Tw (r) b mw |w + w'r| f —0.
wpe (92 o +47G (pe = pw(r)) ) 401 pe (92 o +47G (e — pw(r)) )
Mit
B, = Rpw (r)Tw(r) — Bi(pe) > 0
- - (¢ )
pe (92 o +47G (pe = pw (1)) )
B, = mw |lw + w'r| f — By(pe) < 0
Ambrutpe (02 g 447G (pe — pw (r)
schreibt sich dies
h®4+Bih+By=0. (2.39)

Als einzige physikalisch sinnvolle Losung dieser Gleichung erhilt man

1
h = 605 -G = h(pc)

(siehe B.3) mit

Cs = i/_mSBQ +12,/12B% + 81B2 .

Damit verfihrt man wieder wie oben beschrieben.

2.4.3 Eine analytische Lésung

Fiir die weit auflen liegenden Bereiche von selbstgravitierenden, protoplanetaren Akkretionsscheiben, in
denen die Temperatur unterhalb von 150 K liegt, kann man eine analytische Losung finden. Hier gilt
nimlich fiir die Opazitit (siche Tabelle 2.1)

2
K = Kgis = Ko,1 1" .

Zudem kann der Strahlungsdruck in diesen kalten Bereichen vernachléssigt werden!!. Zur besseren Dar-
stellung sei im folgenden der die innere Randschicht beschreibende Term 1 — +/GM,ro/r*w wieder durch
f abgekiirzt. Die Gleichungen (2.7), (2.11), (2.8) und (2.23) reduzieren sich also auf

mf
h=——"-—+ 2.40
pe AmPBriw’ ’ (2.40)
11 Auf diese Annahme kann im Prinzip verzichtet werden, ohne daf man die Méglichkeit auf eine analytische Ldsung
verliert, jedoch ist sie derart gut erfiillt, dal ihre Aufgabe sinnlos erscheint.
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—pw(r)r®)

(M*,eff + 4 (pc

1
ko1 T2pch

definiert ist (siehe (A.3)). Durch Einsetzen des Produkts pch aus (2.40) in

m 3Ko.1mm mBr3w’ 1
4= (o 20 g2 TPTW T4
Tl 8 ( 16mBriw' ™ ¢ nKo1m T2 rww'f + oTiy
m 3Kg1h mBriu’
= T6 e T2_ s T4_ ! _T4T2=O
ot 8o < ¢ 16mfr3w’ ¢ nKem row f = TwTe
302w, 4 mrow' f s Briww?f
= TS — =T —_— Ty | T2 - — =0.
¢ 12872B30r2 ¢ + 8o w 8onko,1
Mit
3K/0 1T'n2wf
By:=————< =R 0
3=~ Togn2ggrz ~ s <0,
mrww' f "
By:= %Y _m4 _p 0
4 2
By = T gy <0
8omko,1
schreibt sich diese Gleichung
6 4 2 _
TS + BsT* + ByT2 + B; = 0.
Die einzige physikalisch sinnvolle Losung ist
LCs —6C; — 1B D>0
T, = T.(r) = \/6 6» ~7 s 3 >
max(Tl,T2, T3) D<0
(siehe B.4) mit der Diskriminanten
1
D= _—_B} B;B} — —~B3B4Bs + —B? BiB
274 10834 6345+45+2735

und
-~ 1 1
T, = -C¢ —6Cy — =B
1 66 7 337

3
—B3+\/_ ( Ca+6C7> ,

TQ = ——06 + 307 2

) rww' f + 0Ty .

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.43) erhilt man

(2.44)

(2.45)
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. 1 1 V3. (1
T3 = —ECG =+ 307 - §B3 - 77; (606 + 607) ,

Cg := \3/363334 — 108B5 — SBg - ].2\/].2.B513 — 3B§Bg — 54B3B4Bs5 + 813% + 123335 ,

1 1
Cr:= 3Bi— 5B 5 Bs .
Ce

Durch Gleichsetzen von (2.41) und (2.42) erhilt man nach Einsetzen der durch (2.45) bestimmten Zen-
traltemperatur eine Bestimmungsgleichung fiir die Hohe:

R R Gpch?
;chc = ;PWTW + {,)n—cs (M, ot + 47 (pc — pw) 7°)
R R Gpch
= opeTe = —owTw + fg (M, oth + 47 pehr® — drpy hr®)
2.40 R R Gmf m
(=> ) ;PcTc = ;PWTW - m (M*,eﬁh - B - 47prh7“3>
R R GM, gnh?f Gm?hf Gpwmh?f
X pehTs = = pwTwh — —2%
= ppch ¢ ,upW wh 47 Bréuw’ 4732762 Br3w!
%40) B RmT.f _ R Teoh — G M, egrinh® f Gihf Gpwmh? f
4 furdw’ 'upw W 4 fréu’ 4 [F2réw'? Briw!
N B2 Gumn?f + 4rR 328w pw Tw B RT.r® _
BGumw' (Myesr — Ampwr?) G (My et — Ampwr?)
N b= Gui? f + ArRB3%r8w"? pwTw

208G f (Myefr — 4mpwr3)

RIT.r3 Gum?f + 4rRB*r8w2 pwTw 2
=h . 2.46
+\/Gu s e e e (2.46)

Die zweite Losung ist negativ und daher hier nicht von Interesse. Mit der Hohe (2.46) 1d8t sich aus der
Drehimpulserhaltung (2.40) die Zentraldichte berechnen:

_mf

_471',67'3th = pC(r) . (247)

Pc =

Die Dichte (2.47), die Hohe (2.46) und die Zentraltemperatur (2.45) 16sen also das Gleichungssystem
(2.40) — (2.43).
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3 Numerische Behandlung des
Gleichungssystems

3.1 Das Potential und seine Ableitungen

3.1.1 Ein grundsitzliches Problem

Fiir eine vorgegebene Massenverteilung p(7') in einem Volumen V' 1a8t sich das zugehorige Potential am
Punkt 7 gemif

°0=-0 [ Tt
14

berechnen. Potentiallosungen sind inzwischen fiir etliche analytisch vorgegebene Dichteverteilungen be-
kannt (Binney & Tremaine, 1987; Earn, 1996; Robijn & Earn, 1996) oder kénnen ganz allgemein als
Reihenentwicklung fiir beliebige Dichteverteilungen angegeben werden. Auch numerische Losungsverfah-
ren existieren in grofler Zahl. Bei dem hier vorliegenden Problem einer (fiir die Numerik) unendlich diinnen
Scheibe mit einem inneren Rand 7; und einem dufleren Rand r, tauchen aber einige Schwierigkeiten auf,
die in anderen Féllen nicht auftreten. So mufl man sich zunéchst klarmachen, daf3 anders als im Fall einer
sphirischen Massenverteilung die Masse auflerhalb des Aufpunktes 7 einen Beitrag zum Potential liefert.
Der Grund hierfiir ist die fehlende sphirische Symmetrie, die eine Ungleichheit der Krifte entgegenge-
setzter Ringsegmente auf den Punkt 7 zur Folge hat. Jeder weiter auflen als der Aufpunkt 7 liegende Ring
reduziert daher die kombinierte, nach innen gerichtete Gravitationskraft von Zentralobjekt und weiter
innen liegenden Ringen der Scheibe; solche dufleren Ringe fithren zu einer nach auflen gerichteten Gravi-
tationskraft. Einzig im Fall einer Mestel-Scheibe (X(r) o< 7=!) braucht wie im sphérischen Fall nur die
weiter innen liegende Masse beriicksichtigt zu werden (Binney & Tremaine, 1987).

Das eigentliche Problem bei der Bestimmung des Potentials im Rahmen dieser Arbeit ist aber eines,
das sich erst in der zweiten radialen Ableitung ®"(7) bemerkbar macht. Um deutlich zu machen, dafl die
auftretenden Schwierigkeiten nicht numerischer Natur sind, soll eine unendlich diinne Scheibe mit einem
inneren Rand r;, der hier ohne Einflu} auf die folgenden Resultate gleich Null gesetzt wird!, und einem
duleren Rand r, sowie einer konstanten Massenbelegung 3 (r) = o = const betrachtet werden. Deren
Potential berechnet sich nach (C.1) aus

Bp(r) = —AGSorE (i> .

Ta

E(x) ist hierbei das vollstindige elliptische Integral zweiter Art. In Abbildung 3.1 sind dieses Potential
und die Potentialanteile, die an jedem Abstand r nur die weiter innen bzw. nur die weiter aulen liegende
Masse (®p,; bzw. ®p ) beriicksichtigen, dargestellt. Man erkennt, daf§ die weiter auflen liegende Masse
wie erwartet zu einer nach aulen gerichteten Kraft fiihrt, da ®f, in diesem Fall negativ ist. Zudem ist
offensichtlich, daf} die Gravitationskraft in den inneren Bereichen der Scheibe aus Symmetriegriinden ver-
schwindet (hier ist 1 = 0). Schliefilich fillt auf, daf§ die Potentialkurve positiv gekriimmt ist, wihrend die
Kriimmung des Potentials einer Punktmasse und damit die des Zentralpotentials bekanntermaflen negativ
ist. Aus diesem Umstand folgt das Problem, welches sich beim Auffinden selbstkonsistenter Losungen in
dieser Arbeit ergibt. Dies soll nun gezeigt werden. Die beiden ersten Ableitungen von ®p sind

1Das Potential einer Scheibe mit konstanter Massenbelegung kann auch fiir einen nicht verschwindenden inneren Rand
r; vollstdndig analytisch bestimmt werden. Fiir diesen Fall werden ®p und seine Ableitungen in Anhang C angegeben. An

41
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Abbildung 3.1: Das Potential einer unendlich dinnen Scheibe mit konstanter Flichendichte (durchgezo-
gen) und die Anteile dieses Potentials, die in jedem Abstand r entweder nur die weiter innen liegende
Masse (®p,i, gestrichelt) oder nur die weiter auflen liegende Masse (®p,q, gepunktet) bericksichtigen.

2
B (r) = —4GTE | 4/1— <1>
Ta
und
oY) (r) = —4G%, 5 (1)

Die Masse der Scheibe ist trivialerweise mp = 7r20r§. Man parametrisiert nun die Masse des Zentralob-
jekts durch die Scheibenmasse:

mp ™
M=—==Y%.

q ist dann ein Ma# fiir die Selbstgravitation. Das Potential des Gesamtsystems erhilt man als Superpo-
sition der Potentiale von Zentralobjekt und Scheibe:

M
B(r) = 8.() + Bp(r) = — 2L — 4GTgr,E (i) — _G%ra (Z”_a AR (L)) ‘
r Ta qr Ta
Die ersten beiden Ableitungen dieses Potentials sind
! ! ! GM r 2
'(r) = () + @ (r) = —5- — 4G | (/1 - (
a

71'7‘2 T 2
=G [ -2 —4E[4/1-(—
qr

dieser Stelle wiirde eine Beriicksichtigung von r; # 0 jedoch zu erheblichen Komplikationen fiihren, die aber keine tiefere
Einsicht in das Problem geben, das hier angesprochen werden soll. Das liegt daran, dal das auftretende Problem eine Folge
der Selbstgravitation der Scheibe ist, und der innere Bereich der Scheibe trégt nicht wesentlich zu deren Masse bei.
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Abbildung 3.2: Potentiale und ihre Ableitungen fiir Gesamtsysteme aus einem Zentralobjekt und einer
Scheibe. Links haben Zentralobjekt und Scheibe die gleiche Masse, in den rechten Abbildungen enthdilt die
Scheibe nur 1/4 der Masse des Zentralobjekts.

und

Das Gesamtpotential und seine Ableitungen sind in Abbildung 3.2 dargestellt. Die linke Seite zeigt die
Resultate fiir eine voll selbstgravitierende Scheibe, wihrend die rechten Kurven fiir eine Keplersch selbst-
gravitierende Scheibe stehen. Offensichtlich #indert ®”(r) sein Vorzeichen, und der Abstand r, bei dem
dies geschieht, ist von g abhingig. Je grofler ¢ ist, je massereicher also die Scheibe und je grofler ihre
Selbstgravitation ist, desto weiter innen erfolgt der Vorzeichenwechsel in ®"(r). Berechnet man fiir dieses
System die Winkelgeschwindigkeit und ihre radiale Ableitung (Gleichungen (3.3) und (3.4)), so findet
man die in Abbildung 3.3 dargestellten Verldufe. Da ®"(r) direkt in die Berechnung von w'(r) eingeht,
zeigt auch die Ableitung der Winkelgeschwindigkeit eine Nullstelle, wenn auch an weiter auflen liegender
Stelle als ®"(r). Wegen (2.30) oder (2.35) divergiert dann aber zwangsldufig das Produkt »3.

In realistischen Akkretionsscheiben tritt natiirlich keine konstante Flichendichte auf. So ist die Ablei-
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Abbildung 3.3: Winkelgeschwindigkeiten und ihre ersten Ableitungen fiir die in Abbildung 3.2 gezeigten
Scheiben. Der Grad der Selbstgravitation ist wieder angegeben.

tung der Winkelgeschwindigkeit fiir Keplersch selbstgravitierende 3-Scheiben w’ = —3% = —2,/GM/r5,
und damit gilt nach (2.35) £ o r~'/?, wenn man die innere Randbedingung vernachlissigt. Fiir a-
Scheiben konnen keine derartigen definitiven Aussagen gemacht werden, da die Viskositdt tiber die
Schallgeschwindigkeit an die Thermodynamik koppelt, so dafl auch die Flichendichte selbst durch die
Thermodynamik bestimmt wird. Fiir 8-Scheiben kann man das obige Problem der Divergenz von v¥ an
der Stelle, an der w' sein Vorzeichen wechselt, genauer fassen. Wegen der Endlichkeit von v = frv, = friw
bedeutet dies ndmlich, dafl die Flichendichte selbst divergieren mufl und damit entweder die Hohe oder
die Dichte (oder beide). Dies ist aber sicherlich unphysikalisch.

Auch fiir realistische Potentiale, die den Potentialanteil der Akkretionsscheibe beriicksichtigen, tritt
aber ab einer bestimmten Masse relativ zu derjenigen des Zentralobjekts das oben beschriebene Problem
der Divergenz von v¥ an einem bestimmten Radius auf. Selbstkonsistente Losungen kénnen auf diese
Weise nicht gefunden werden. Es gibt aber einen Ausweg: Wie oben beschrieben hiingt die Stelle, an der
der Vorzeichenwechsel der zweiten Ableitung des Potentials stattfindet, bei gegebenem Hufleren Rand r,
von g ab. Andererseits liegt — bei konstantem ¢ — diese Stelle bei Vergroflerung von r, auch entsprechend
weiter auflen. Es bietet sich daher an, die Akkretionsscheiben formal bis zu einem gréfleren Radius r als
bis zum Auflenradius r,, bis zu dem man die Scheibengleichungen 16sen mochte, zu rechnen, so daf3 die
problematische Stelle auflerhalb des interessierenden Bereichs liegt. Eine solche Behandlung bedarf aber
mehrerer Bemerkungen.

Zunéchst ist zu kldren, welchen Einfluf die Masse auflerhalb des Radiuses r, auf das Potential der
Scheibe bis einschlieflich zum Radius r, hat. Dazu werden die Scheibengleichungen bis zum Auflenrand
ra, wie in Kapitel 2 beschrieben, geltst, und bis zu einem Radius 2r, wird eine ”kiinstliche” Masse
an die Akkretionsscheibe angehiingt. Diese zusitzliche Masse soll sich ohne Sprung und mit der glei-
chen Steigung bzgl. der Ringmassen an die Scheibe weiter innen anschlieflen. Abbildung 3.4 zeigt solche
Massenverteilungen, fiir die anschlieffend selbstkonsistente Losungen gesucht wurden. Die Ergebnisse fiir
die Winkelgeschwindigkeit sind zusammen mit dem Keplerschen Wert fiir diese voll selbstgravitierenden
Scheiben bis zum interessierenden Auflenrand r, in Abbildung 3.5 dargestellt. Die Unterschiede zwischen
den einzelnen Winkelgeschwindigkeiten bei r = r, liegen bei weniger als 3% fiir alle Massenverteilungen
und sind weiter innen natiirlich noch geringer. Die genaue Massenverteilung auflen hat also so gut wie
keinen Einfluf} auf die Resultate bis zum Auflenrand r,, solange die Masse nicht zu schnell abfllt oder
ansteigt. Ahnliche Rechnungen wurden auch fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Resultate gemacht:
dabei zeigte sich grundsitzlich das gleiche Verhalten. Eine Akkretionsscheibe kann auf diese Weise also
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S
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Abbildung 3.4: Ringmassen m. fiir voll selbstgravitierende Akkretionsscheiben. Ab r = r, werden "kiinst-
liche” Massen an die Scheiben angehingt, die nicht mehr Lisungen der Scheibengleichungen sind.

numerisch behandelt werden.

Trotz des numerischen Auswegs sollte man versuchen zu verstehen, was der Grund fiir die Schwie-
rigkeiten ist. Letztlich sind alle Probleme darauf zuriickzufiihren, da3 die Masse pro Ring nach auflen
immer weiter zunimmt, obwohl dies in der Natur zweifelsohne nicht der Fall ist. Ab einem gewissen Ab-
stand vom Zentralobjekt miissen die Ringmassen also wieder fallen. Dies geschieht im Prinzip auch im
Rahmen der hier beschriebenen stationéren Scheiben, da nur die effektive Ringmasse (diejenige abziiglich
der Masse, die das umgebende Material im Ringvolumen aufweist) in die Potentialberechnung eingeht.
Da die Dichte der Scheiben nach auflen hin abfillt, werden auch die Ringmassen irgendwann nicht mehr
weiter steigen, sondern sinken. Dies geschieht aber fiir massereiche Scheiben, in denen Selbstgravitation
eine Rolle spielt, erst bei viel zu groflen Abstinden vom Zentrum. Andererseits ist aber fraglich, ob bei
groflen Abstinden vom Zentrum die Annahme der Stationaritit {iberhaupt noch sinnvoll ist. Dort spielen
ohne Frage zusétzliche, hier nicht beriicksichtigte Effekte eine Rolle. So ist in Kapitel 2 angenommen wor-
den, dafl Materie nur durch die Scheibe akkretiert wird, was mit zunehmender Entfernung vom Zentrum
nicht mehr zu halten ist. Dort wird auch Material auf die Scheibe einfallen und zu einer Vergréferung
der Temperatur fithren. Dies hat aber eine VergréBerung der Hohe und eine Verringerung der Dichte
zur Folge, so daf} hier vielleicht schon zusétzlich die Annahme einer diinnen Scheibe problematisch wird.
Auch wird dort draulen Turbulenz eine viel groflere Rolle spielen. Zusétzlich miissen Asymmetrien, wie
sie z.B. durch den Strahlungsdruck heifler O- und B-Sterne der Umgebung erzeugt werden, in Betracht

log( @ [(CZ(r)/r.)'"?1)

7 [7,]

Abbildung 3.5: Winkelgeschwindigkeiten der in Abbildung 3.4 dargestellten Massenverteilungen.
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gezogen werden. Bei protostellaren Akkretionsscheiben ist in den Friihphasen der Entwicklung, in denen
die Selbstgravitation am grofiten ist, zudem weit vom Zentrum entfernt ein eher sphirischer Kollaps viel
wahrscheinlicher, da die Drehimpulserhaltung hier noch keine hinreichende Abplattung des kollabierenden
Materials verursachen konnte. Dann aber bricht wieder die N&herung einer diinnen Scheibe zusammen.
All dies zeigt, daf} die in Kapitel 2 vorgestellten Gleichungen Akkretionsscheiben bei hinreichend grofien
Abstinden vom Zentralobjekt nicht beschreiben kdnnen, da hier andere Prozesse eine Rolle spielen. Fiir
eine selbstkonsistente Behandlung der station&dren Scheiben ist aber nur die ndhere Umgebung auflerhalb
des betrachteten Auflenrandes r, fiir den inneren Bereich von Bedeutung, und hier werden sich die Ring-
massen nicht zu schlagartig éindern. Eine Vorgehensweise, wie sie oben beschrieben wurde, erscheint also
sinnvoll und gerechtfertigt.

In dieser Arbeit wird als duflerer formaler Rand der Scheibe daher der Wert 16r, verwendet, so
dal man maximal 4 Tterationsschritte (siehe 3.3) zur Verfiigung hat, um selbstkonsistente Resultate
zu erhalten. Nach jedem Iterationsschritt wird der formale Auflenrand auf die Hilfte reduziert, so dafl
die problematischen Stellen, an denen die radiale Ableitung der Winkelgeschwindigkeit ihr Vorzeichen
wechselt, immer auflerhalb liegen.

3.1.2 Die Berechnung des Potentials

Nach jedem Iterationsschritt (siehe 3.3) wird fiir die Scheibe auf der Basis der vorliegenden Massenvertei-
lung das Potential berechnet. Numerische Verfahren hierzu gibt es in grofler Zahl. Hier soll ein Verfahren
vorgestellt werden, das urspriinglich auf Gauss zuriickgeht und das fiir das hier vorliegende Problem
einer diinnen Scheibe mit Azimutalsymmetrie optimal angepafit ist. In seiner allgemeinen Form ist es
zur Berechnung 3-dimensionaler Potentiale? geeignet und kann z.B. in MacMillan (1958) nachgelesen
werden. Da diese Quelle recht alt und daher eventuell schwer zugénglich ist, wird in Anhang D fiir die in
dieser Arbeit verwendete Vereinfachung einer eindimensionalen Scheibe kurz das Verfahren beschrieben.
An dieser Stelle wird daher nur kurz auf die fiir die Numerik relevanten Schritte eingegangen, ohne diese
zu begriinden.

Der Vorteil dieses Verfahrens ist, daf3 die Radius- und die Massenabhingigkeit des Potentials separiert
werden konnen. Dies hat den Vorteil, da8 fiir alle in dieser Arbeit berechneten Scheiben nur ein einziges
Mal der Radiusanteil des Potentials bestimmt werden muf}, dessen Berechnung den gréfiten Zeitaufwand
erfordert.

Man denkt sich die Scheibe nun in N Ringe aufgeteilt. Fiir eine Scheibe mit dem Radius 1 sei r, < 1,
k € {1,N}, der Abstand vom Zentrum, an dem das Potential der Scheibe berechnet werden soll, und
r; < 1,1 € {1,N}, sei der Radius eines Ringes der Masse mc,;. Man bestimmt nun fiir ry # r; die beiden
Abstéinde

Prl =Tk +711,

gkl = |7“k —Tl|

sowie daraus die beiden Parameter

Pkt = 72””1

’ Pri+ qr
q1,kl = 72”%

’ Pt + Qri

Diese beiden Werte sind die Startwerte fiir eine arithmetische und eine geometrische Reihe:

. Pnkt + 4nkl
Pnti,kl 1= - 5

dn+1,kl *= /Pn,kl9n,kl

2Effektiv handelt es sich nur um 2-dimensionale Potentiale, da die Massenverteilung symmetrisch in ¢ ist.
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die beide gegeneinander und damit gegen einen gemeinsamen Grenzwert Ly konvergieren. Aufgrund
der Konstruktion der Ly; sind diese nur noch mit der physikalischen Ausdehnung zu multiplizieren, um
den tatsdchlichen Radialanteil des Potentials zu bestimmen. Diese korrigierten Grenzwerte seien mit Ly
bezeichnet. Man mufl nun noch den Fall r;, = r; behandeln, bei dem das Potential eines Massenrings an
einer Stelle des Rings berechnet werden soll. Nach (D.7) kann man in diesem Fall

™

artanh (‘/Ti, /14 cos 4AT )
TTE

setzen und kennt so den Radialanteil des Potentials an allen Stellen der Scheibe. Das Potential des Rings
mit dem (jetzt nicht mehr auf < 1 normierten) Radius r; am Ort 7 ist dann gegeben durch

Ekk = Tk

_ P1k Gy

¢ = q) T =
D,kl D,l( k) Pii L:kl

Das Potential der gesamten Scheibe am Ort 7; ist daher

m
(I>D,k = (I>D(7'k) = -G M—C’l .
= Pr L

Das totale Potential (einschliefilich des Anteils des Zentralobjekts) ist demnach fiir Akkretionsscheiben
in AGN

GM, P1,ki Mc,l
&, =b(rp))=—"F+ -G ) /=,
k (rs) ry — Rs ; et L
wobei Rg = 2212”* der Schwarzschildradius des Schwarzen Lochs im Zentrum der Galaxie ist, und fiir

protoplanetare Scheiben

G M, D1kl Ml
b, = = — -G —
k (re) Tk ~ Pri L

Da der formale Auflenrand der Akkretionsscheibe nach jedem Tterationsschritt halbiert wird, braucht
das Potential auch nicht fiir die volle Scheibe gelost werden, sondern nur bis einschliellich zur ersten
Stiitzstelle auflerhalb des neuen formalen Auflenrandes des nichsten Iterationsschritts. Die zusétzliche
Stiitzstelle ganz auflen wird fiir die Ableitungen des Potentials bendtigt (siehe niichster Unterabschnitt).

3.1.3 Die Ableitungen des Potentials

Sei N;_; die Zahl der Stiitzstellen des letzten Iterationsschritts, fiir dessen Massenverteilung das Potential

berechnet werden soll. Da der formale Auflenrand im néchsten Iterationsschritt halbiert wird, stehen
danach nur noch N; = N’;l Stiitzstellen zur Verfligung, und man bendétigt daher nur Ableitungen an
diesen Stellen. Bei gegebenem Potential &, k € {1, N’é‘l + 1}, berechnet man zunichst eine Hilfsgrofie

A 4= @' (ry, +%), die zur besseren Unterscheidung der spiter verwendeten Ableitungen des Potentials

in kleinen griechischen Buchstaben geschrieben wird:

D1 — P
! — N
¢k+% — Ar ’ k € {2,N;}

wobei Ar der konstante Abstand zwischen zwei Stiitzstellen ist: Ar := rp — r; = const. Fiir k = 1 wird
dann bei der Berechnung der ersten Ableitung des Potentials die Keplersche Form verwendet, d.h.

G M,
o) = -
1
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Fiir k € {2, N;} dagegen wird @}, aus den Hilfsableitungen ¢, , gemaf
2

1 1 Ppy1 — Ppy
B = 5 (s +0imy) = 557 et — Bk B = Buy) =~
berechnet. Zusammen gilt also
[ P :
5 ke{2,N;}

Ganz analog setzt man fiir £ = 1 fiir die Kriimmung des Potentials die Keplersche Form

2GM,

o = —
an. Fiir k € {2, N;} berechnet sich @} linear aus den Hilfsgrofien ¢ , , nach
2

"__ ¢;9+%_¢;9—% _ 1
k= Ar -~ (Ar)

3 (Pr1 — 2%p + Pp—1) -
Fiir die zweite Ableitung des Potentials erhélt man also insgesamt

T

(I);cl = k
ﬁ ((I)k+1 — 2%, + '*I)k—l) ke {2,NJ‘}

-2 k=1
(3.2)

3.2 Die Winkelgeschwindigkeit und ihre Ableitung

Wie bei klassischen a-Scheiben soll der Druckgradient in radialer Richtung als vernachléssigbar klein
angenommen werden (siehe 2.2.2.4 und Abramowicz et al. (1984)), so daf8 die Zentrifugalkraft allein
durch die Gravitationskraft ausgeglichen wird. Daher gilt

dr
- wfr) = [ 220 (3.3)

Die Ableitung der Winkelgeschwindigkeit 183t sich einfach analytisch aus (3.3) berechnen:

w'(r)

_dw(r) _ 1 (1d°(r) 1d3(r) ¥'(r) — rd"(r)
Codr 2w(r) (‘ r )

rodr2  r2 dr - 2r2w(r) ’ (3.4)

wobei ®'(r) und ®"(r) gemif (3.1) und (3.2) berechnet werden.

3.3 Der Iterationsschritt

Der erste Iterationsschritt unterscheidet sich ein wenig von allen auf ihn folgenden Schritten und soll daher
gesondert behandelt werden. Das Spezielle dieses Iterationsschritts ist es, dafl eine Winkelgeschwindigkeit
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und ihre radiale Ableitung vorgegeben statt aus einer bekannten Massenverteilung berechnet werden. Fiir
diese erste Winkelgeschwindigkeit wird fiir alle in dieser Arbeit berechneten Scheiben ein Keplersches
Profil angesetzt. Die Scheibe wird dabei als in N7 &quidistante Ringe der Dicke Ar aufgeteilt gedacht.
An den Stiitzstellen ry, k € {1, N1}, werden die Werte fiir w und w' vorgegeben. Wie in 2.3 und 2.4
beschrieben werden dann die Scheibengleichungen gelost.

An dieser Stelle ist eine Bemerkung angebracht, warum dquidistante Stiitzstellen verwendet werden, da
iiblicherweise logarithmisch dquidistante oder exponentiell verteilte Stiitzstellen gew#hlt werden, um die
inneren Bereiche der Scheibe gut aufzuldsen. In dieser Arbeit sind aber die selbstgravitierenden Bereiche
der Scheibe von grofier Bedeutung, und diese liegen aufien. Um dort noch eine hinreichend gute Auflésung
zu erreichen, wurde eine dquidistante Verteilung gewihlt, die aufen feiner als die anderen erwihnten
Verteilungen ist. Eine Auflosung ist im Falle von a-Scheiben dann gut, wenn Ar = h(r) ist. Eine deutlich
feinere Verteilung der Stiitzstellen ist sinnlos, da aufgrund der vorausgesetzten Isotropie der Turbulenz
Aussagen iiber kleinere Skalen nicht getroffen werden kénnen. Diese Einschrinkung gibt es bei 8-Scheiben
im Prinzip nicht. Zwar kann auch hier keine beliebig hohe Auflosung erreicht werden, da die einzelnen
Ringe sehr wohl mit benachbartem Material wechselwirken. Man kann Ar aber so klein wihlen, daf diese
Wechselwirkung iiber den vorgegebenen Abstand der Ringe vernachlissigt werden kann. Anders als beim
Isotropieargument der a-Scheiben kann man hier zumindest formal zu deutlich kleineren Auflsungen
kommen. Die Frage, bis zu welchen Auflésungen man bei 8-Scheiben vordringen kann, bedarf mindestens
einer zweidimensionalen Behandlung des Problems und kann und soll im Rahmen dieser Arbeit nicht
gekliart werden. Wihlt man dagegen eine deutlich geringere Auflosung als Ar = h(r), so l6st man die
Scheibe nur unzureichend auf und verliert eventuell unnétigerweise Informationen.

Im zweiten Iterationsschritt und in allen darauf folgenden wird dann aus der aus dem letzten Schritt
gewonnenen Massenverteilung zunichst fiir alle £ € {1, N; + 1} das Potential gewonnen, wenn j die
Nummer des aktuellen Iterationsschritts ist. Nach (3.1) und (3.2) werden hieraus die Ableitungen des
Potentials und nach (3.3) und (3.4) w und w’ berechnet, die damit an allen Stiitzstellen ry, k € {1, N;}, des
aktuellen, j-ten Iterationsschritts zur Verfiigung stehen. Damit werden erneut die Scheibengleichungen
gelost.

Die Iteration wird dann abgebrochen, wenn die Winkelgeschwindigkeit des aktuellen Iterationsschritts

sich von demjenigen des letzten Schritts nur noch maximal um 1% unterscheidet, also wenn

wj(re) —wj—1(re)
wj(rk

<0.01 Vi, ke{l,N;}.

3.4 Der Parameterraum

Insgesamt gibt es 10 verschiedene Parameter bei den hier vorliegenden Simulationen. Diese sind die Mas-
senakkretionsrate m, der Viskositdtsparameter 8 bzw. a, die Masse des Zentralobjekts M,, Temperatur
Tw und Dichte pw des umgebenden Materials, das mittlere Molekulargewicht p, der Exponent x des
Opazitiits-Potenzgesetzes (A.1) fiir optisch diinne Scheiben, der innere Rand r; und der duflere Rand r,
der Scheibe und der Radius rg innerhalb der Randschicht, an dem die Ableitung der Winkelgeschwindig-
keit verschwindet. Die in dieser Arbeit verwendeten Bereiche bzw. Werte fiir diese Parameter sollen im
folgenden angegeben und motiviert werden.

Einer der wichtigsten Parameter ist die Massenakkretionsrate, die entscheidend mitbestimmt, wie
massereich eine Scheibe relativ zum Zentralobjekt ist. Fiir Akkretionsscheiben in AGN findet man in der
Regel Werte im Bereich von 1 Mg yr~!, jedoch gibt es auch Beispiele fiir hohere Massenakkretionsraten.
So erscheint 1 > 10 Mg yr~" im Fall von Arp 220, dem gemergten Uberrest zweier massereicher Galaxien,
deren Gasmassen nun auf das Zentrum zustiirzen, wahrscheinlich (Scoville, 1999). Ahnliche Resultate
erhalten Szuskiewicz et al. (1996) fiir AGN aus der spektralen Energieverteilung. Diese Beobachtungen
konnten aber auch durch rdeutlich hthere Massenakkretionsraten (= 102Mg yr—!) erklért werden, wenn
man gleichzeitig die Massen der Schwarzen Lécher in den Zentren reduziert. Auch Huré (1998) fand
Massenakkretionsraten bis zu 102Mg yr—! fiir AGN. Die Akkretionsraten in Scheiben in AGN werden
in dieser Arbeit daher im Bereich 0.1 — 100 Mg yr—! variiert. Fiir protoplanetare Scheiben erh#lt man
natiirlich deutlich geringere Werte fiir 7. Typische Werte liegen unterhalb von 10~7 Mg yr—! (Hartigan
et al., 1995; Papaloizou et al., 1999). Doch auch Akkretionsraten zwischen 3 - 10~7 und 107° Mg yr—!
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konnten fiir diese Scheiben abgeleitet werden (Hartmann, 1998; Hartigan et al., 1991; Basri & Bertout,
1989; Pudritz & Norman, 1986; Terebey et al., 1984). Fiir FU Ori-Sterne findet man sogar — wenn
auch nur fiir die kurze Zeit von maximal wenigen 100 Jahren — Akkretionsraten von 10~* Mg yr—!
(Chandler & Richter, 1999; Hartmann & Calvet, 1995). Da man an stationiren, selbstgravitierenden
Scheiben interessiert ist, wird fiir 7 ein Bereich von 10~7 bis 1075 Mg yr~! fiir protoplanetare Scheiben
verwendet.

Der Viskositdtsparameter g ist aufgrund seiner Definition als Kehrwert der kritischen Reynoldszahl
im wesentlichen bereits vorgegeben. Kritische Reynoldszahlen liegen zwischen etwa 100 und 1000, so
daB fiir B der Bereich 102 — 103 verwendet wird. Die Wahl eines geeigneten Viskositiitsparameters o
erweist sich als schwieriger. Standardmiflig werden heute fiir protoplanetare Scheiben Werte im Bereich
von a = 107! bis 1072 verwendet, wobei a = 102 stark bevorzugt wird (Calvet et al., 1999; Stepinski,
1998; Nakamoto & Nakagawa, 1995; Ruden & Lin, 1986). Fiir Akkretionsscheiben in AGN soll der Wert
a = 0.1 verwendet werden, da in der Literatur fiir diesen Scheibentyp eher gréfiere Werte fiir « iiblich
sind (Shore & White, 1982; Huré, 1998). Diese Werte werden aber nicht in allen Simulationen verwendet.
Stattdessen wird bei Scheiben, die innen — wie alle Scheiben — nicht selbstgravitierend sind, die aber
weiter auflen Keplersch selbstgravitierend werden, der Viskositdtsparameter « fiir ein vorgegebenes (3
so berechnet, daf die Viskositiiten an der Stelle, an der der Ubergang von der NSG- zur KSG-Scheibe
erfolgt, gleich sind:

1
v = ahcs = Bru, = Briw

T2w

o=
heg

3. (3.5)

Mit diesen aus den Simulationen resultierenden a’s, die ebenfalls iterativ bestimmt werden miissen, da
ein neues a den Ort des Einsetzens Keplerscher Selbstgravitation verschiebt, werden dann die Scheiben-
gleichungen fiir den a-Teil der Scheibe berechnet.

Die Masse des Zentralobjekts in AGN reicht bei supermassiven Schwarzen Lochern bis zu 10° M, und
dariiber hinaus (Di Matteo et al., 1997; Ford et al., 1994; Harms et al., 1994). In dieser Arbeit sollen aber
nur Schwarze Locher mit 10% M, als Zentralobjekte in AGN betrachtet werden. Wenn die supermassiven
Schwarzen Locher nicht bereits zu Beginn in den Galaxien vorhanden waren, miissen sie ihre Massen im
Laufe der Zeit erst akkretiert haben und damit frither entsprechend erheblich massedrmer gewesen sein.
Diese “jungen” Schwarzen Locher hatten dann auch die Chance, selbstgravitierende Akkretionsscheiben
um sich zu bilden. Heutige supermassive Scheiben in AGN werden kaum die Massen ihrer Zentralobjekte
erreichen — zumindest nicht im Bereich von wenigen pc um das Zentrum, in dem die Scheibe nach Sanders
et al. (1989) noch symmetrisch zur Mittelebene und nicht gewarpt ist. Zudem sind solche massearmen
Schwarzen Locher auch nicht ungewohnlich: die Milchstrafle selbst beherbergt ein Zentralobjekt in diesem
Massenbereich (Genzel et al., 1997). Fiir die protoplanetaren Scheiben werden Zentralmassen zwischen 1
und 2.5 Mg betrachtet, also T Tauri-Sterne, deren Massen zwischen denen Brauner Zwerge (0.08 Mg)
und etwa 2 Mg liegen (Bertout, 1989; Herbig, 1962; Joy, 1945), und massearme Herbig Ae/Be-Sterne,
deren Massen oberhalb von 2 M, liegen (Herbig, 1960). Wieder wird es fiir diese masseirmeren Sterne
einfacher sein, selbstgravitierende Scheiben zu bilden, was der Grund fiir die getroffene Wahl ist.

Fiir die Temperatur der umgebenden Molekiilwolke wird im Falle von AGN warmes Gas mit Tw = 150
K angenommen (Rodriguez-Ferndndez et al., 2000). Die genaue Wahl der Umgebungstemperatur ist bei
Akkretionsscheiben in AGN unbedeutend, da diese Scheiben ausgesprochen hohe Temperaturen haben
und der Einflufl von Tw vernachléssigbar ist. Bei protoplanetaren Scheiben liegt die Umgebungstem-
peratur zumindest in den frithen Phasen der Akkretion hoher als in den mit etwa 10 K recht kiihlen,
weiter entfernten Bereichen der Wolke, da das Material aufgrund des Kollapses potentielle Energie u.a.
auch in thermische Energie des einfallenden Materials umwandelt. Untersuchungen der Temperatur in
den dichtesten Gebieten von Molekiilwolken — den Geburtsstitten der Sterne — haben gezeigt, daf hier
Temperaturen bis zu 100 K auftreten kénnen (Chandler & Richter, 1999; Hartmann, 1998; Solomon &
Sanders, 1985; Torrelles et al., 1983). Der fiir protoplanetare Akkretionsscheiben gewéhlte Temperatur-
bereich ist in dieser Arbeit daher 20 — 100 K.

Die Dichte der interstellaren Materie in Galaxienkernen liegt im Bereich von etwa 10® oder mehr Ato-
men /Molekiilen pro cm®. So sind insbesondere Molekiilwolken in der Nihe galaktischer Zentren erheblich
dichter und auch heifler als diejenigen auerhalb des Zentrums (Rodriguez-Fernandez et al., 2000). Dieser
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| Parameter |  AGN-Scheiben | protostellare Scheiben |
m Moyt 1] 0.1 ... 100 107..10°
B (a) 1072 ...107% (1074 | 1072 .. 1073 (1072)
M, [Mg)] 108, 107 1-25
Tw [K] 150 20 - 100
nw [cm™3] 103 103 ... 10¢
n 0.615 I
X 1,2 1,2
Ta 10% Rg 100 AU
Ti 3 Rs 2 R@
ro 2.9 Rs 1.9 Ry,

Tabelle 3.1: In dieser Arbeit verwendete Werte(bereiche) fiir die vorliegenden Parameter. Der Wert fiir
den Viskositdtsparameter a wird nur bei NSG-Scheiben verwendet, fir selbstgravitierende Scheiben erhdlt
man aus (3.5) ein geeignetes c.

Wert soll auch als Parameter fiir die Umgebungsdichte in AGN verwendet werden. Wie schon bei der
Temperatur des umgebenden Materials ist auch die genaue Wahl der Dichte nicht so kritisch, da die
Dichte der Akkretionsscheiben digjenige der Umgebung erheblich iibersteigt. Die benttigte Raumdichte
erhélt man dann aus der Zahldichte gem&8 der Beziehung pw = umpnw, wobei m, die Masse des Protons
und nw die Zahldichte in Einheiten von cm ™2 bezeichnet. Die Dichte von Molekiilwolken in Sternentste-
hungsgebieten liegt bei 10® Atomen/Molekiilen pro cm?® und dariiber (Hartmann, 1998). In den dichtesten
Gebieten dieser Wolken, in denen durch Kontraktion Sterne entstehen, erreicht die Zahldichte Werte bis
105 em~3 (Benson & Myers, 1989) und sogar dariiber (Plume et al., 1997; Pratap et al., 1997; Lada et
al., 1997; Bally & Leventhal, 1991; Mirabel et al.; 1991; Wilson & Walmsley, 1989). In dieser Arbeit wird
nach obigen Resultaten ein Dichtebereich von 10® — 106 cm ™3 angesetzt.

Eine genaue temperaturabhingige Berechnung des mittleren Molekulargewichts erscheint wie in 2.2.3.2
beschrieben fiir die vorliegende Problematik selbstgravitierender Akkretionsscheiben unangemessen. So
fallt die Temperatur von Scheiben in AGN iiber weite Bereiche (einige 10° Rs) kaum unter 10° K. Das
akkretierte Material ist dann aber zu einem groflen Teil vollsténdig ionisiert und man erhilt u = %.
Entsprechend sind — abgesehen von den inneren Bereichen — protoplanetare Scheiben eher kalt, und das
Material liegt in Form von Molekiilen vor; in diesem Fall ist pu = % Die Abweichungen von p sind dann
nur in den inneren Bereichen signifikant, die selbstgravitierenden Bereiche bleiben davon unberiihrt. Es

sollen daher die genannten Werte fiir das mittlere Molekulargewicht verwendet werden.

Fiir den Exponent x des Opazitéts-Potenzgesetzes (A.1) in optisch diinnen Scheiben mit Staub, dessen
Durchmesser 10 pm nicht iiberschreitet, werden fiir beide Scheibentypen die in 2.2.3.1 angegebenen Werte
1 und 2 verwendet.

Der innere Rand der Scheibe ist bei Scheiben um Schwarze Locher und damit solchen in AGN durch die
Allgemeine Relativitétstheorie vorgegeben: innerhalb von 3 Schwarzschildradien sind bei nicht rotierenden
Schwarzen Lochern stabile Bahnen um das Zentralobjekt nicht mehr moglich® (Misner et al., 1973). Der
innere Rand der Scheibe ist bei AGN also r; = 66;#. Der Radius, an dem die radiale Ableitung der
Winkelgeschwindigkeit verschwindet, sei 19 = 2.9 Rg. Die genaue Wahl von rg ist wieder unproblematisch,
da sie nur die inneren, nicht selbstgravitierenden Bereiche beeinflufit. T Tauri-Sterne haben grofiere
Radien als Hauptreihensterne vergleichbarer Masse. Als Rand der Scheibe wird daher fiir Sterne aller
Massen r; = 2R, gesetzt. Zwar glaubt man heute, dafl der innere Rand von Scheiben um T Tauri-Sterne
aufgrund ihrer Magnetfelder weiter auflen liegt und der Transport der Materie auf den Stern entlang der
Magnetfelder erfolgt (Ostriker & Shu, 1995; Konigl, 1991; Camenzind, 1990). Jedoch beziehen sich diese
Vorstellungen schon auf eine “post”-protostellare Phase der Sternentwicklung. Es ist unwahrscheinlich,
daf} sich bei hohen Massenakkretionsraten bereits starke Magnetfelder ausbilden konnten, so dafl hier
r; = 2Rg nicht ungerechtfertigt erscheint. Der Radius ro wird dann auf 1.9Rg gesetzt. Wieder ist diese
Wahl eher willkiirlich, fiir die Resultate der hier durchgefiihrten Simulationen aber eher unbedeutend.

3Dieses Resultat erhilt man aus der Losung der Schwarzschild-Metrik. Bei rotierenden Schwarzen Léchern mufi man
aber die Kerr-Metrik anwenden; dies fiihrt zu einem von dem spezifischen Drehimpuls des Schwarzen Lochs abhingenden
kleinsten Abstand, fiir den noch stabile Bahnen moglich sind. Dieser Abstand sinkt mit steigendem spezifischen Drehimpuls
des Schwarzen Lochs.
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Korrekterweise miifite man eigentlich abhiingig von der Masse des Protosterns jeweils unterschiedliche
mit der Masse (und dem Sternradius) zunehmende Abstéinde r; und ro betrachten. Der héchste Grad der
Selbstgravitation wird aber bei gegebener Massenakkretionsrate bei den massedrmsten Sternen erreicht.
Da die genauen Werte von r; und ¢ wie schon mehrfach erwéhnt fiir die Resultate der selbstgravitierenden
Bereiche der Akkretionsscheiben aber belanglos sind, wurde aus Griinden der Einfachheit ein fiir alle
Scheiben gleicher Wert angenommen.

Als suBerer Rand der Scheibe wird bei Akkretionsscheiben in AGN der Wert 10° Rg verwendet, wobei
Rg = 26;# der Schwarzschild-Radius des zentralen Schwarzen Lochs ist. Das entspricht im AGN-Modell
von Sanders et al. (1989) dem Bereich, in dem die Scheibe noch symmetrisch zur Mittelebene ist. Weiter
aufen ist sie dann gewarpt und durch das hier angegebene Gleichungssystem nicht mehr beschreibbar.
Bei protoplanetaren Scheiben zeigen die Beobachtungen, daf3 die Scheiben duflere Rinder von etwa 100
AU besitzen (Dutrey et al., 1996; Kitamura et al.,1996; Lay et al.; 1995), sieht man einmal von der mit
etlichen 100 AU ungewdhnlich grofien Scheibe von § Pictoris (Lagrange et al., 2000; Smith & Terrile,
1984) ab.

In Tabelle 3.1 sind die verwendeten Parameter und die ihnen zugeordneten Werte(bereiche) noch
einmal zusammenfassend aufgefiihrt.



4 Ergebnisse

4.1 Akkretionsscheiben in AGN

Zunichst sollen die Ergebnisse fiir Akkretionsscheiben in aktiven galaktischen Kernen dargestellt wer-
den. Dazu wurden Simulationen fiir Scheiben um zentrale Schwarze Locher der Massen 106 und 107 Mg,
durchgefiihrt. Die Massenakkretionsraten wurden gleich 0.1, 1, 10 und 100 Mg yr—! gesetzt. Alle Scheiben
wurden in eine homogene und isotrope Umgebung mit der Zahldichte nw = 10® cm ™ und der Tempe-
ratur Tw = 150 K gesetzt. Der Viskositiitsparameter 3 wurde zwischen 1072 und 1072 variiert, « ist fiir
alle entsprechenden Scheiben gleich 0.1. Ferner wurde x = 2 gesetzt.

In Tabelle 4.1 sind die Abstéinde vom Zentrum fiir diese Scheiben angegeben, bei denen sie Keplersch
oder voll selbstgravitierend werden. Zus#tzlich sind fiir $-Scheiben die Radien angegeben, an denen
die Turbulenzgeschwindigkeit die Schallgeschwindigkeit iiberschreitet und die d-Viskositét (2.38) an die
Stelle der B-Parametrisierung treten mufl. In einem solchen Fall wird fiir § der Wert 0.999 verwendet,
die Scheiben bleiben in diesem Fall marginal subsonisch. Da fiir alle a-Scheiben a = 0.1 gewidhlt wurde,
unterscheiden sich diese Scheiben fiir 3 = 1073 und 8 = 10~2 natiirlich nicht.

Zunichst erkennt man in Tabelle 4.1, daf3 der Abstand, an dem die (-Viskositéit zu supersonischen
Turbulenzgeschwindigkeiten fiithren wiirde, und an denen aus diesem Grund die §-Viskositét als geeigne-
tere Beschreibung verwendet wird, mit zunehmender Massenakkretionsrate und daher mit anwachsendem
Grad der Selbstgravitation immer weiter nach auflen wandert. Wie von Duschl et al. (2000) erwartet, gibt
es also nicht-selbstgravitierende, subsonische Bereiche in Akkretionsscheiben, in denen die (-Viskositét
eine adiquate Alternative zur a-Parametrisierung ist.

In Tabelle 4.1 fillt sofort auf, dafl 8- und a-Scheiben sich mit zunehmender Massenakkretionsrate
vollkommen unterschiedlich verhalten. So steigt der Grad der Selbstgravitation in (-Scheiben, wie zu
erwarten, mit zunehmender Massenakkretionsrate an: zwar wird keine der 3-Scheiben innerhalb von 10°
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f a-Scheiben konnen per Konstruktion keine supersonischen Turbulenzgeschwindigkeiten erzeugen,
deshalb muf nicht auf die §-Viskositit umgeschaltet werden.
i fiir diese Scheiben konnten keine selbstkonsistenten Losungen gefunden werden (siehe Text)

Tabelle 4.1: Die Radien, an denen die Akkretionsscheiben Keplersch oder voll selbstgravitierend bzw. bei
denen (3-Scheiben supersonisch werden und deshalb auf die §-Viskositit (2.38) umgeschaltet wird (Spalte
“ ab r [103Rg]), als Funktion der Masse des zentralen Schwarzen Lochs, der Massenakkretionsrate und
des Viskositditsparameters (3, jeweils fiir 3-Scheiben und fiir a-Scheiben. Die Rechnungen wurden fir
Scheiben in einer homogenen und isotropen Molekillwolke mit nw = 10> em™3 und Tw = 150 K sowie
fiir x =2 und o = 0.1 durchgefiihrt. § ist gleich 0.999, wenn es verwendet wird.
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Schwarzschildradien voll selbstgravitierend, Keplersche Selbstgravitation dagegen wird sehr wohl erreicht.
a-Scheiben dagegen sind bei dem gewihlten Wert von a = 0.1 bereits bei Massenakkretionsraten von 0.1
Mg yr~! bei einem Zentralobjekt von 10% My zumindest Keplersch selbstgravitierend, fiir Zentralmas-
sen von 107 Mg, liegen bereits FSG-Scheiben vor. Fiir diese Scheiben steigt die Masse jedes Rings mit
dem Radius aber so stark an, daf3 keine selbstkonsistente Losungen gefunden werden konnten. Fiir solche
Scheiben ist die vereinigte Gravitationskraft von Zentralobjekt und Scheibe (abgesehen von den innersten
Bereichen der Scheibe) nach auflen gerichtet, so dafl stationdre Losungen nicht mehr méglich sind. Im
niichsten Abschnitt wird dieser Umstand ausfiihrlicher diskutiert werden. Mit zunehmender Massenakkre-
tionsrate werden a-Scheiben nun aber nicht wie 3-Scheiben massereicher, sondern vielmehr massedrmer:
sie werden ab einer bestimmten Massenakkretionsrate wieder vollstindig nicht-selbstgravitierend.

Dieser erstaunliche Unterschied wird im folgenden anhand der Abbildungen 4.1 bis 4.12 diskutiert
werden, in denen die Hohe, die Flichendichte, die Zentral- und die Effektivtemperatur, die optische
Tiefe sowie das Verhiiltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte als Funktion des Abstandes vom
Zentralobjekt fiir die in Tabelle 4.1 angegebenen Scheiben dargestellt sind.

Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen die Scheibenhthe der berechneten Scheiben. Fiir die a-Scheiben
mit den Parametern M, = 108My, m > 10 Mg yr~! und M, = 10"Mg, m = 100 Mg yr~! wurden die
Scheiben nicht bis zu einem geringsten Abstand von 10 Rg berechnet, da diese Scheiben derart dick sind,
daf eine so hohe Auflésung bei a-Scheiben, wie in 3.3 beschrieben, nicht mehr sinnvoll ist. Fiir 3-Scheiben
dagegen gilt dies nicht, daher wurden diese Scheiben weiter nach innen gerechnet. Zwei Merkmale dieses
Scheibenparameters sind besonders auffiillig: erstens zeigen fast alle 8-Scheiben mindestens einen Sprung
in der Hohe, in der sich diese um bis zu zwei Groflenordnungen #indern kann. Diese Spriinge sind auf
ein extrem kleines radiales Intervall beschrinkt (Ar < 10Rs) und sollen weiter unten besprochen wer-
den. Auch alle anderen Scheiben, die kein solches Feature zeigen, haben aber weiter auflen entsprechende
Spriinge. Die zweite Besonderheit der hier abgebildeten Scheiben ist, daf} sie mit zunehmender Massenak-
kretionsrate immer dicker werden, so dal die Annahme geometrisch diinner Akkretionsscheiben massiv
verletzt wird. Dies gilt besonders fiir alle a-Scheiben mit Massenakkretionsraten oberhalb von 1 Mg yr=1.
Aber auch §-Scheiben sind in den inneren Bereichen fiir die in dieser Arbeit gemachten Annahmen er-
heblich zu dick. Die Ausdehnung dieses inneren Bereichs wiichst mit zunehmender Massenakkretionsrate;
alle hier dargestellten 3-Scheiben erreichen ab einem gewissen Abstand vom Zentrum aber wieder einen
Bereich, in dem die Annahme geometrischer Diinne gut erfiillt ist.

Mit dem starken Anwachsen der Hohe geht bei a-Scheiben ein noch ausgeprigterer Abfall der Flichen-
dichte einher, wie aus den Abbildungen 4.3 und 4.4 zu ersehen ist. Genauso erstaunlich ist das erneu-
te, ebenso starke Anwachsen der Flichendichte fiir die a-Scheibe mit den Parametern M, = 10% M
und mm = 100 Mg yr—!, die mit der verhiltnism#Big “geringen” Dicke dieser Scheibe korrespondiert.
Auch findet man die bereits bei der Scheibenhohe festgestellten Spriinge in der Verteilung der Fléchen-
dichte wieder. Die Flichendichte folgt auch bei 8-Scheiben nicht mehr zwangsliufig dem Potenzgesetz
¥(r) o< /2, da die meisten abgebildeten 3-Scheiben ab einem gewissen Abstand vom Zentrum aufgrund
supersonischer Turbulenzgeschwindigkeiten auf die J-Parametrisierung der Viskositit umschalten. Diese
Scheiben seien trotzdem als 3-Scheiben bezeichnet. Mit der Verwendung der §-Viskositéit koppelt aber
auch bei 3-Scheiben die Drehimpulserhaltung an die Thermodynamik und der Verlauf der Flichendichte
wird komplizierter. Zusitzlich gibt es ganz innen Abweichungen vom r~'/2-Profil, da die #quidistante
Stiitzstellenverteilung fiir diese Bereiche ungeeignet ist.

Die in der Scheibenhthe und der Flichendichte gefundenen starken Unterschiede sind in der Vertei-
lung der Zentraltemperaturen, die in den Abbildungen 4.5 und 4.6 dargestellt sind, nicht zu erkennen, nur
die Spriinge erscheinen auch hier. Die Effektivtemperaturen sind natiirlich jeweils fiir a- und B-Scheiben
identisch, da alle Scheiben ein Keplersches Winkelgeschwindigkeitsprofil haben. Die Effektivtemperatur
nimmt dann nur mit zunehmender Massenakkretionsrate und zunehmender Zentralmasse zu. Die schein-
bare Abnahme der Effektivtemperatur in den Abbildungen 4.7 und 4.8 mit zunehmender Massenakkreti-
onsrate ist natiirlich nur darauf zuriickzufiihren, dafl der Radius in Einheiten des Schwarzschildradiuses
angegeben ist; die Diagramme auf der rechten Seite sind physikalisch also zehnfach weiter ausgedehnt.
Gleiches gilt natiirlich auch fiir die Zentraltemperatur selbst.

In den Abbildungen 4.9 und 4.10 sind die optischen Tiefen der hier berechneten Scheiben dargestellt.
Bis zu dem eventuell auftauchenden Sprung sind die relevanten Beitrige der Opazitit zur optischen Tiefe
die der Elektronenstreuung und der gf- und ff-Streuung. Die optische Tiefe bleibt bei 3-Scheiben bis
zum Sprung nahezu konstant und auf einem sehr hohen Level: diese Bereiche der Scheiben sind optisch
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extrem dick, wobei die optische Tiefe mit der Massenakkretionsrate anwiichst. Beim Sprung selbst dann
werden die Scheiben schlagartig optisch diinn. a-Scheiben dagegen sind, sieht man von der Scheibe mit
M, = 10% Mg und m = 100 Mg yr—! ab, in der auch die Flichendichte viel grofier ist als in den anderen
a-Scheiben, im wesentlichen optisch diinn, was aufgrund der grolen Hhe und der geringen Flichendichte
auch zu erwarten war.

Der Grund fiir alle diese Abweichungen von der Theorie der Standardakkretionsscheiben wird verstand-
lich, wenn man das Verhiltnis von thermischer und gravitativer Energiedichte in diesen Scheiben be-
trachtet. Diese Verhiltnisse sind in den Abbildungen 4.11 und 4.12 dargestellt. Insbesondere zeigen alle
a-Scheiben mit der bekannten Ausnahme (M, = 10% Mg, h = 100M yr~1), dafl die thermische Energie-
dichte in diesen Scheiben erheblich grofier ist als die gravitative. Aber auch in den inneren Bereichen von
[B-Scheiben, in denen ebenfalls die Annahme geometrischer Diinne verletzt ist, iibersteigt die thermische
Energiedichte die gravitative erheblich. Damit bricht aber eine wichtige Ndherung fiir das hier vorgestellte
Scheibenmodell zusammen (siehe 2.2.2.4).

Scheiben, deren thermische Energiedichte nicht vernachléssigbar gegeniiber der gravitativen ist, wer-
den als ADAF-Scheiben (fiir advection dominated accretion flow) bezeichnet. Man unterscheidet hier zwei
Typen von ADAF-Scheiben. Bei super-Eddingtonscher Massenakkretionsrate! ist die optische Tiefe in den
Scheiben so hoch, dafl die Strahlung diese nicht verlassen kann und mit der Bewegung der Materie nach
innen gefiihrt, also advektiert, wird. Diese Scheiben bezeichnet man als optisch dicke ADAF-Scheiben,
ihre Theorie wurde von Katz (1977), Begelmann (1978) und Abramowicz et al. (1988) ausgearbeitet.
Der zweite Typ von ADAF-Scheiben tritt bei Massenakkretionsraten auf, die unterhalb der Eddington-
Grenze liegen. Hier kann das Gas aufgrund seiner sehr geringen Dichte nicht ausreichend schnell kiihlen,
da der Energieaustausch zwischen Ionen und Elektronen nur sehr langsam ablduft. Auch in diesem Fall
wird die Strahlung dann nach innen advektiert, bevor die Materie die durch viskose Reibung freigesetzte
Energie lokal abstrahlen kann. Man bezeichnet diesen Scheibentyp daher auch als optisch diinne ADAF-
Scheiben. Sie wurden erstmals von Ichimaru (1977) beschrieben und spiter dann erneut von Rees et
al. (1982), Narayan & Yi (1995a, 1995b, 1994) und Abramowicz et al. (1995) ausgearbeitet. In beiden
ADAF-Typen kann man die radiale Geschwindigkeitskomponente und die radialen Druckgradientkraft
nicht vernachldssigen. Auflerdem mufl man in horizontaler Richtung den advektiven Energieflufl bei der
Energieerhaltung beriicksichtigen.

Die Eddington-Leuchtkraft fiir die hier behandelten Objekte betréigt Lgqq ~ 1.3 - 1038(M. /M) erg
s~1 (Frank et al., 1992), also 1.3-10** erg s ! bzw. 1.3-10%% erg s fiir Scheiben um Zentralmassen von 10°
und 107 M. Die kritschen Massenakkretionsraten fiir diese Leuchtkréfte berechnen sich geméfl mmgqq =
Lgqq/nc?, wobei n ~ 0.1 die Effizienz bei der Umwandlung von Ruhemasse in Energie angibt. Kritische
Massenakkretionsraten sind also 10%* g s~ ~ 0.1 Mg yr~! fiir ein Schwarzes Loch von 10% M und 10%°
gs !~ 1 Mgyr~! fiir ein solches mit 107 M. Genau fiir a-Scheiben mit diesen Massenakkretionsraten
findet man aber das plotzliche Ansteigen der Hohe, den rapiden Abfall in der Flichendichte und die
daraus folgende Verringerung der optischen Tiefe. Eine korrekte Behandlung dieser Scheiben setzt also
die Theorie fiir ADAF-Scheiben voraus und kann daher hier nicht erfolgen.

Da die hier verwendeten Massenakkretionsraten super-Eddingtonsch sind, sollte man erwarten, daf§
die Scheiben optisch dick sind, wie es bei S-Scheiben auch der Fall ist. a-Scheiben dagegen weisen sehr
geringe Dichten auf und sind daher optisch diinn. Dieses Versagen der a-Beschreibung ist zwar in seiner
Deutlichkeit etwas iiberraschend, da aber zwei wichtige Annahmen der Theorie massiv verletzt sind,
kann aus den Losungen nur geschlossen werden, daf} sie inkonsistent mit den Annahmen sind. Einzig
der Grund fiir diese Inkonsistenz ist ersichtlich. Die fiir diese Scheibenbereiche korrekten ADAF-Modelle
werden dann in ihren Eigenschaften erheblich von denjenigen der a-Scheiben abweichen. Auch diejenigen
Bereiche bei 5-Scheiben, in denen die thermische Energiedichte nicht vernachlissigbar klein gegen die
gravitative Energiedichte ist, diirfen, obwohl sie ADAF-Scheiben in ihren Konsequenzen viel dhnlicher
sehen, nicht als korrekt betrachtet werden, da sie die Annahmen der Theorie, aus der sie hervorgegangen
sind, verletzen. Diese Scheiben werden aber anders als a-Scheiben weiter auflen wieder diinn; gleichzeitig
iibersteigt dann auch die gravitative Energiedichte wieder die thermische, und die Scheibenlésungen in
diesem Bereich sind eine zutreffende Beschreibung solcher Akkretionsscheiben.

!Die allein durch Akkretion in einem Zentralpotential G M. /R, freigesetzte Leuchtkraft ist gerade L = |dAFpo:/dt| =
GM,m/R«. Als Eddington-Limit Lgaq der Leuchtkraft wird derjenige Wert bezeichnet, fiir den sich der Strahlungsdruck
und die Gravitationskraft gerade die Waage halten, wobei spharische Abstrahlung und vollstdndig ionisierte Materie ange-
nommen wird. Die Eddingtonsche Massenakkretionsrate ist dann gerade diejenige, die zu der Leuchtkraft Lgaq fiihrt.
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Abbildung 4.1: Die Hohe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fiir ver-
schiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekilwolke der Dichte
nw = 10% cm™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 1073 und x = 2.
Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt), links
fiir Zentralmassen von 108 M, rechts fiir solche von 107 M,. Die in den linken Diagrammen angegebenen
Massenakkretionsraten gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.2: Die Hohe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fiir ver-
schiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der Dichte
nw = 10% cm™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 1072 und x = 2.
Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt), links
fiir Zentralmassen von 108 M, rechts fiir solche von 107 Mg,. Die in den linken Diagrammen angegebenen

Massenakkretionsraten gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.3: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10% cm™—3 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1073 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt),
links fiir Zentralmassen von 10% Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken Diagrammen
angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.4: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10% cm™3 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt),
links fiir Zentralmassen von 10% Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken Diagrammen
angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.



60

4. ERGEBNISSE

log( T, [K] )

log( T, [K])

log( T, [K] )

log( T, [K])

100 Mg yr~

1

log( 7 [Rg] )

log( r [Rg] )

Abbildung 4.5: Die Zentraltemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte ny = 10° em™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 =
10=3 wnd x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben
(gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 106 Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken
Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.6: Die Zentraltemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte ny = 10° ¢cm™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben
(gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 108 Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken
Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.7: Die Effektivtemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte ny = 10° em™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 =
10=3 wnd x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben
(gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 106 Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken
Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.8: Die Effektivtemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte ny = 10° em™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben
(gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 108 Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken
Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.9: Die optische Tiefe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10% cm™—3 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1073 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 3-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt),
links fiir Zentralmassen von 10% Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken Diagrammen
angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.10: Die optische Tiefe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10% cm™2 und der Temperatur Ty = 150 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und
X = 2. Darygestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir 5-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt),
links fiir Zentralmassen von 10° Mg, rechts fiir solche von 107 M. Die in den linken Diagrammen
angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.11: Das Verhdltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte als Funktion des Radius
fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in
eine homogene und isotrope Molekillwolke der Dichte ny = 10° em™3 und der Temperatur Ty = 150
K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 1072 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir
B-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 108 Mg, rechts fiir
solche von 107 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir
die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.12: Das Verhiltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte als Funktion des Radius
fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in
eine homogene und isotrope Molekiillwolke der Dichte ny = 10° em™2 und der Temperatur Ty = 150
K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 1072 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir
B-Scheiben (durchgezogen) und a-Scheiben (gestrichelt), links fiir Zentralmassen von 108 Mg, rechts fiir
solche von 10 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir

die rechten Diagramme.
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Es ist bekannt, dafl ADAF-Scheiben konvektions-instabil werden kénnen. Solche CDAF-Scheiben (fiir
convection dominated accretion flow) sind ebenfalls in der Lage, Energie in radialer Richtung zu trans-
portieren, bevor diese lokal dort abgestrahlt werden kann, wo sie durch Reibung freigesetzt wurde. Diese
Scheiben stellen daher ebenfalls einen Ausweg aus dem oben beschriebenen Problem dar.

Im folgenden soll auf die schon mehrfach erwidhnten Spriinge in der Hohe, der Flichendichte (bei
a- und §-Scheiben), der Temperatur und der optischen Tiefe eingegangen werden. Der erste, innerste
Sprung wird von dem starken Abfall der Opazitit beim Einsetzen der H™-Absorption verursacht, in
der sich die Opazitit um mehrere Grofenordnungen #ndert. Dieser Abfall erfolgte bei den hier durch-
gefiihrten Rechnungen in einem extrem kleinen radialen Intervall (< 10 Scharzschildradien). In diesem
Intervall dndert sich die Temperatur um eine Groéflenordnung, die Flichendichte, Hohe und optische Tiefe
variieren sogar um mehrere Grofenordnungen. Dies aber mufl unweigerlich zu einer Scheibeninstabilitét
fithren. Es sei darauf aufmerksam gemacht, da8 fiir eine korrekte Behandlung dieser in einem stationiren
Modell gefundenen Instabilitét zeitabhingige, zweidimensionale Rechnungen notwendig sind, die diese
Zone dann bestétigen miissen. Letzteres ist aber wahrscheinlich, weil die starke Temperaturabhingigkeit
der Opazitit bei der H™-Absorption bekanntermaflen zu thermischen Instabilititen fiihrt (Duschl, 1993).
AuBerdem diirfte die Anderung der Opazitit um mehrere GréBenklassen bei gleichzeitiger geringfiigiger
Anderung der Temperatur und der Dichte eine Instabilitit zwangsliufig unvermeidlich machen. Eine zwei-
te Instabilitéit, die durch die Staubverdampfung verursacht wird, ist in der 8-Scheibe mit M, = 107 Mg
und 7 = 0.1 Mg yr ! zu erkennen.

Beide Instabilitdten kénnen, wenn sie sich auch bei zeitabhingigen Rechnungen als korrekt erweisen
sollten, dazu fiithren, dal Material in erheblich stirkerem Mafl nach innen fillt, als man es aufgrund der
radialen Drift in diesen Scheiben erwarten wiirde. 3-Scheiben akkretieren Material aufgrund der veréinder-
ten Viskosititsparametrisierung ohnehin in selbstgravitierenden Scheiben (KSG und FSG) schneller als
a-Scheiben?. Dieser schnellere Einfall kann durch solche Scheibeninstabilitéiten zusétzlich — wenn auch
nur sporadisch — beschleunigt werden. Auf diese Weise lassen sich die hohen Massen der Schwarzen Locher
in AGN bereits in den frithen Phasen der Galaxienentwicklung erkldren, in denen durch Mergingprozesse
viel Gas ins Zentrum gestiirzt wurde. Wie von Duschl (2001) erwartet, ist so ein ziigiges “Fiittern” der
zentralen Schwarzen Locher in Quasaren moglich. Dann kénnen aber Schwarze Locher in sehr kurzer Zeit
zu den heute beobachtbaren massiven Exemplaren anwachsen.

Der Einflu} der Selbstgravitation auf Akkretionsscheiben in AGN ist aufgrund der schlechten Statistik
selbstkonsistenter Losungen sicherlich schwierig zu bestimmen. Ein Versuch soll hier trotzdem unternom-
men werden. Ausgedehntere selbstgravitierende Bereiche fiir die hier berechneten Scheiben hiitte man
dadurch erreichen kénnen, dal man den Auflenrand r, der Scheibe vergréflert. Fiir grofie Abstande vom
Zentrum erwartet man aber zumindest bei dem 107 My-Kandidaten Abweichungen von der Symmetrie
zur Mittelebene, da die Scheiben weiter auflen gewarpt sein konnen. Die Wirkung der Selbstgravitation
soll also anhand der Losungen beschrieben werden, die — zumindest in den entsprechenden Bereichen —
Keplersch selbstgravitierend und selbstkonsistent sind. Im wesentlichen sind das die sieben 3-Scheiben mit
Massenakkretionsraten oberhalb von oder gleich 10 M yr—!. Interessant ist in diesem Zusammenhang
die einzige Ausnahme: die Scheibe um ein Schwarzes Loch der Masse 107 M, mit der Massenflufirate
m = 100 Mg yr—! und mit dem Viskosititsparameter 3 = 10~2. Diese Scheibe wird nicht mehr Kep-
lersch selbstgravitierend, obwohl dies aufgrund der héheren Akkretionsrate zu erwarten wire. Allerdings
setzt die H™-Absorption bei dieser Scheibe in einem Abstand von etwa 25.000 Schwarzschildradien ein
und fiihrt zu einer starken Verringerung der Flichendichte, so dafl auflen nicht mehr genug Material
zum Erreichen Keplerscher Selbstgravitation bereitsteht. Selbstgravitierend ist auch die a-Scheibe mit
M, = 10°Mg und i = 0.1 Mg yr~1. Fiir diese Scheibe steigt die Flichendichte aber &hnlich stark an wie
bei den Scheiben, fiir die aufgrund der nach auflen gerichteten Gravitationskraft keine selbstkonsistenten
Losungen bestimmt werden konnten (s.0.). Es ist also nicht unwahrscheinlich, daf fiir diese Scheibe zwar
noch selbstkonsistente Losungen gefunden werden konnten, diese aber eher unphysikalisch sind. Deshalb
sollten nur die 8-Scheiben betrachtet werden.

Sobald Selbstgravitation eine Rolle spielt, die Scheiben also Keplersch selbstgravitierend werden, ver-
ringert sich die Scheibenhdhe deutlich, bis dann eventuell die oben beschriebene Instabilitit als Folge des
Einsetzens der H™-Absorption auftritt. Es ist allerdings schwierig zu kliaren, ob die Verringerung der Hohe
durch die Selbstgravitation der Scheibe bedingt ist oder dadurch, dafl bei ganz dhnlichen Abstinden die
thermische Energiedichte wieder vernachléssigbar gegeniiber der gravitativen Energiedichte wird. Letzte-

2Im Falle einer nicht selbstgravitierenden Scheibe geht die 8-Parametrisierung in die a-Viskositit tiber, dann verringert
sich aber auch die radiale Drift in diesen Scheiben.
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res fiihrt natiirlich ebenfalls zu diinnen Scheiben. Die Scheiben mit den grofleren Zentralmassen sprechen
aber eher fiir den Einflufl der Selbstgravitation, da €therm/€grav < 1 schon bei geringeren Absténden er-
reicht wird als Keplersche Selbstgravitation. Da keine der 8-Scheiben voll selbstgravitierend wird, folgen
alle Flichendichten dem r~1/2-Profil, bis sie eventuell supersonisch werden, um dann auf die §-Viskositit
umzustellen. Wie bei der Flidchendichte macht sich auch bei der Effektivtemperatur kein Einflufl der
Selbstgravitation bemerkbar. Bei der Zentraltemperatur erkennt man aber ein Abflachen des Profils bei
groferen Radien, das aber durch die entsprechende Anderung der optischen Tiefe verursacht wird. Diese
wiederum wird innen durch die Elektronenstreuung und weiter auBen durch die gf- und ff-Ubergiinge
bestimmt. Der Einfluf} der Selbstgravitation ist daher in diesem kleinen Satz von KSG-Scheiben allenfalls
in der Hohe erkennbar. Da diese Scheiben aber gerade eben Keplersch selbstgravitierend geworden sind,
war auch nicht zu erwarten, daf8 starke Anderungen in den Scheibenparametern resultieren wiirden. Auch
der Einflul des Viskositiitsparameters £ ist kaum zu erkennen: Je grofler 8 ist, desto weiter auflen setzt
die Selbstgravitation ein, da ein grofles 8 verstirkte Reibung innerhalb der Scheibe bedeutet, so daf}
in verstdrktem Mafle Drehimpuls und Materie durch die Scheibe transportiert wird. Mit 3 steigt auch
die Turbulenzgeschwindigkeit (siehe 2.4.2). Dann werden die Scheiben aber frither supersonisch und die
0-Viskositdt kommt schon bei geringeren Abstinden zum Tragen.

Die Umgebung hat bzgl. ihrer Temperatur und Dichte keine Auswirkungen auf die Scheibe, da diese
erheblich heifler und dichter ist. Dies gilt zumindest fiir die hier untersuchten Bereiche. Insofern hat
auch kein verniinftiges Temperatur- oder Dichteprofil der umgebenden Molekiilwolke Einflufl auf die
Scheibengrofen. Auch die Variation von x fithrt nicht zu Modifikationen bei den Resultaten: weder
werden die Radien fiir die Instabilititen verindert, noch #dndert sich die optische Tiefe selbst in den
optisch diinnen Scheibenbereichen stark. Entsprechend gering sind die Auswirkungen auf alle anderen
Scheibenparameter.

4.2 Protoplanetare Akkretionsscheiben

Um den Einfluf} der Selbstgravitation auf die Struktur protostellarer Akkretionsscheiben zu untersuchen,
wurden Scheiben um Zentralmassen von 0.5 und 2.5 Mg mit Massenakkretionsraten von 107, 1076,
3-107% und 10~° Mg, yr~! berechnet. Diese Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke
der Dichte nyw = 10* cm~2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet, und fiir 3 = 1072 und 3 = 1072
sowie fiir y = 2 wurden Losungen mit einem selbstkonsistenten Potential gesucht. Zum Vergleich wurden
die folgenden Scheibentypen berechnet:

Typ ‘B’ In diesen Scheiben wird {iberall — auch in den nicht-selbstgravitierenden Bereichen
der Scheibe — die 3-Parametrisierung v = fruv,, fiir die Viskositétsbeschreibung ver-
wendet. Der Gebrauch der g-Viskositdt auch in den inneren Bereichen ist dadurch
gerechtfertigt, dal die S-Parametrisierung fiir nicht-selbstgravitierende Scheiben im
dissipationslimitierten Limes in die fiir diese Scheiben geeignete a-Parametrisierung
iibergeht (Duschl et al., 2000). Wenn die Turbulenzgeschwindigkeit dagegen superso-
nisch wird, ist die fiir diesen Scheibenbereich geeignetere Parametrisierung (2.38) in
die Rechnungen einzubauen. Diese Rechnungen sollen durchgefiithrt werden, um die
Qualitdt der B-Viskositdt auch fiir die inneren Bereiche genauer zu quantifizieren.

Typ ‘a+ 3" Bei diesem Scheibentyp wird im inneren nicht-selbstgravitierenden Bereich als Vis-
kositdtsbeschreibung die a-Parametrisierung gewahlt. Wie in 3.4 beschrieben, wird
an der Stelle, an der die Scheibe Keplersch selbstgravitierend wird, auf die g-
Parametrisierung umgeschaltet. In diesen Scheiben bleibt der Wert fiir g fest; « ist
also so zu wihlen, dafl es Gleichung (3.5) fiir eine selbstkonsistente Lisung geniigt.

Typ ‘@’ Bei diesen Scheiben wird — wie in der Literatur oft iiblich — ausschlieffllich die a-
Viskositdt verwendet. Der Selbstgravitation der Scheibe wird in vertikaler Richtung
aber dennoch durch die Beriicksichtigung des Scheibenanteils an der Beschleunigung
zur Mittelebene der Scheibe hin und in radialer Richtung durch die Berechnung eines
selbstkonsistenten Potentials Rechnung getragen. Fiir diesen Typ Scheibe wird zum
besseren Vergleich dasselbe a wie dasjenige verwendet, welches sich aus dem Typ
‘a + B’ ergibt.

Die verwendeten Werte fiir o und die Absténde, an denen die oben angegebenen Scheiben Keplersch
bzw. voll selbstgravitierend werden, sind in Tabelle 4.2 angegeben. Wenn fiir bestimmte Parametersitze
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1 es existieren keine selbstkonsistenten Losungen (siehe Text)

Tabelle 4.2: Der Parameter o und die Radien, an denen die Akkretionsscheiben Keplersch oder voll
selbstgravitierend werden, als Funktion der Masse des Protosterns, der Massenakkretionsrate und des
Viskosititsparameters 3, jeweils fiir 3-Scheiben, gemischte a- und 3-Scheiben und fiir reine a-Scheiben.
Die Rechnungen wurden fiir Scheiben in einer homogenen und isotropen Molekiilwolke mit nyw = 10*
em™2 und Ty = 50 K sowie fiir x = 2 durchgefiihrt.

a-Scheiben nicht selbstgravitierend werden, unterscheiden sich die Typen ‘a + 8’ und ‘o’ natiirlich nicht;
fiir solche ‘a + B’-Scheiben sind daher keine Rechnungen durchgefiihrt worden. Zudem sind Ergebnisse
fiir Rechungen aufgelistet, bei denen die a-Scheibe nicht Keplersch selbstgravitierend wird, fiir die aber
nicht der fiir diesen Fall vorgesehene Wert fiir o (1072) verwendet wurde. Dies liegt daran, daf§ die
entsprechenden Scheiben fiir @« = 10~2 innerhalb des #ufileren Radius von 100 AU selbstgravitierend
wurden und ein a gemif (3.5) bestimmt wurde. Fiir den neuen Wert wurde dagegen innerhalb von
100 AU keine Selbstgravitation mehr erreicht. Schlieflich existieren fiir einige reine a-Scheiben keine
selbstkonsistenten Losungen. Der Grund hierfiir soll genauer untersucht werden.

Im Prinzip ist der Grund fiir die Nichtexistenz selbstkonsistenter Losungen fiir a-Scheiben leicht zu
verstehen. Nach (2.35) ist die Massenverteilung fiir 3-Scheiben im Keplerschen Fall durch $(r) oc 7~1/2
gegeben, wenn man die innere Randbedingung vernachléssigt. Die Masse jedes Massenrings wichst dann
wie me = 2nrArE(r) o« r'/? an, wenn man wie in dieser Arbeit eine dquidistante Stiitzstellenverteilung
annimmt. Fiir solche Massenverteilungen kann, wie in 3.1.2 beschrieben, einfach das Potential der Scheibe
berechnet werden. Auch die Modifikationen, die durch die Selbstgravitation der Akkretionsscheibe hervor-
gerufen werden, erweisen sich als nicht problematisch. Abbildung 4.13 zeigt im oberen Teil der Abbildung
die Ringmassen als Funktion des Abstandes des Rings vom Zentrum und der Massenakkretionsrate. Im
unteren Teil der Abbildung sind die entsprechenden Ringmassen fiir die zugehorigen a-Scheiben aus Ta-
belle 4.2 dargestellt. Man sieht deutlich, daf3 die Ringmassenverteilungen sich erheblich von denjenigen
fiir B-Scheiben unterscheiden und dafl sie sich auch erheblich stirker dndern. Fiir geringe Massenak-
kretionsraten (1077...1076Mg yr—1) steigen die Ringmassen zunichst mit wachsendem Abstand vom
Zentralobjekt auf einen maximalen Wert, um dann fiir gréflere Abstéinde wieder abzufallen. Bei hoheren
Massenakkretionsraten steigt die Ringmasse aber mit zunehmendem Abstand immer weiter an, und der
Anstieg ist deutlich steiler als derjenige bei 8-Scheiben. Dies hat zur Folge, dafl die Gravitationskraft der
Scheibe allein, die mit derjenigen des Zentralobjekts konkurriert, nach auflen gerichtet ist (was bei den
+/r-Profilen der 3-Scheiben noch nicht der Fall ist): die in jedem Abstand r vom Zentrum weiter innen
liegende Masse der Scheibe reicht nicht mehr aus, um die Gravitationskraft der erheblich gréfieren Masse
weiter aulen zu kompensieren. In den inneren, nicht-selbstgravitierenden Bereichen der Scheibe ist der
Anstieg der Ringmassen zwar noch stérker, aber diese Bereiche werden von der Gravitationskraft des
Sterns dominiert. Weiter auflen dagegen werden die Gravitationskrifte von Zentralobjekt und Scheibe
(betragsmifig) vergleichbar, und hier dndert die Gravitationskraft dann ihre Richtung. Eine nach auflen
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Abbildung 4.13: Die Ringmassen als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten fiir 3-
Scheiben (oben) und a-Scheiben (unten). Diese Rechnungen wurden fir einen Zentralstern mit 0.5 Mg,
eine umgebende, homogene und isotrope Molekilwolke mit nw = 10* ¢cm™3 und Tw = 50 K sowie fiir
B =103 und x = 2 durchgefihrt.

gerichtete Gravitationskraft kann aber nicht durch eine wie auch immer geartete Winkelgeschwindigkeit
kompensiert werden, denn deren Beitrag ist grundséitzlich nach aulen gerichtet. Daher kénnen fiir solche
massiven a-Scheiben keine selbstkonsistenten Losungen berechnet werden.

Auffillig ist, daBl alle a-Werte grofler, in der Regel sogar deutlich grofler, als der heute allgemein
verwendete Wert a = 0.01 sind. Sogar Werte iiber 1 wurden gemifi Gleichung (3.5) berechnet. Wie in
1.3 beschrieben, handelt es sich hierbei nicht um den ersten Versuch, entgegen der eigentlichen Bedeu-
tung von a als Effektivititsbeschrinkung fiir die Viskositdt Werte jenseits von 1 zu verwenden. Daf} die
berechneten « keine klare Tendenz zeigen, ist darin begriindet, daf} sich die Scheibenhéhe sehr stark mit
der Selbstgravitation dndern kann und so auch bei vorgegebenem 3 der Viskosititsparameter a starken
Variationen unterliegt. Da die Hohe in a-Scheiben durch die Thermodynamik mitbestimmt wird, flielen
auch solche physikalischen Bedingungen in die Bestimmung von « ein. Insgesamt sind aber bei selbst-
gravitierenden Scheiben griéflere Werte als 0.01 bevorzugt. Allerdings darf man nicht vergessen, dafl voll
selbstgravitierende a-Scheiben nach den hier vorliegenden Rechnungen nicht existieren kénnen, da ihr
eigenes Potential sie zerstoren wiirde. Allenfalls fiir KSG-Scheiben berechnete Werte machen daher Sinn.

In den Abbildungen 4.14 bis 4.25 sind die Hohe, die Flichendichte, die Zentraldichte, die Zentral- und
die Effektivtemperatur sowie die optische Tiefe als Funktion des Radius fiir die in Tabelle 4.2 angegebenen
Scheiben dargestellt. Die wichtigsten Ergebnisse sollen im folgenden dargestellt werden.

Die Abbildungen 4.14 und 4.15 zeigen die Hohe als Funktion des Radius. Die Hohe ist zur besseren An-
schauung relativ zur radialen Ausdehnung stark {iberhtht dargestellt, so dal die Scheiben in Wirklichkeit
erheblich diinner sind als hier gezeigt. Deutlich ist zu erkennen, dafl die Hohe mit zunehmender Selbst-
gravitation abnimmt. So bleibt die Hohe relativ unabhingig von der Massenakkretionsrate, solange die
Scheibe nicht selbstgravitierend wird. Sobald aber Keplersche Selbstgravitation einsetzt, verringert sich
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Abbildung 4.14: Die Hohe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fir ver-
schiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekilwolke der Dichte
nw = 10* em™3 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und x = 2.
Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fir alle drei Typen ‘B° (durchgezogen), ‘a + B8’ (gestrichelt) und
‘@’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts fiir
solche von 2.5 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir
die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.15: Die Hohe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fiir ver-
schiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der Dichte
nw = 10* em™3 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und x = 2.
Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B° (durchgezogen), ‘a + B8’ (gestrichelt) und
‘@’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts fiir
solche von 2.5 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch fiir
die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.16: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10* em™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ 3’ (gestrichelt)
und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.
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log( = [AU] ) log( = [AU] )

Abbildung 4.17: Die Flichendichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekillwolke der
Dichte ny = 10* ecm™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 10~2 und
x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ B’ (gestrichelt)
und ‘o’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.18: Die Zentraldichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10* em™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ B’ (gestrichelt)
und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg . Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.



4.2 Protoplanetare Akkretionsscheiben 7

log( p, [g cm™])
~12  —10
Q

—-14

log( p, [g cm™])
~12  —10 -8 -16

—-14

—-16

-12 -10 -8

log( p, [g cm™])

—-14

m = 3-107° My yr~ a =038 | o = 0.467

—-12 —-10 -8 -—16

log( p, [g cm™])

—-14

-16

log( = [AU] ) log( = [AU] )

Abbildung 4.19: Die Zentraldichte als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekillwolke der
Dichte ny = 10* ecm™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 10~2 und
x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ B’ (gestrichelt)
und ‘o’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.
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3 3

M =05My g =10 M =25My g =10
[ ]

log( T, [K])

log( T, [K] )

log( 7, [K] )

log( T, [K])

log( r [AU] ) log( T [AU] )

Abbildung 4.20: Die Zentraltemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte nw = 10* ¢cm™2 und der Temperatur Tw = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘o + 3’
(gestrichelt) und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von
0.5 Mg, rechts fiir solche von 2.5 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten
gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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log( T, [K])

log( T, [K] )
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log( T, [K])
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Abbildung 4.21: Die Zentraltemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte nyw = 10* ecm™2 und der Temperatur Tw = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘3’ (durchgezogen), ‘o + 3’
(gestrichelt) und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von
0.5 Mg, rechts fiir solche von 2.5 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten
gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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3 3

M =05My g =10 M =25My g =10
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log( T, [K] )

log( Tge [K] )

log( Tyge [K])
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log( r [AU] ) log( T [AU] )

Abbildung 4.22: Die Effektivtemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte nw = 10* cm™2 und der Temperatur Tw = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘o + 3’
(gestrichelt) und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von
0.5 Mg, rechts fiir solche von 2.5 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten
gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.23: Die Effektivtemperatur als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten
und fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiillwolke
der Dichte nyw = 10* ecm™2 und der Temperatur Tw = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 =
10=2 und x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘3’ (durchgezogen), ‘o + 3’
(gestrichelt) und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fir Zentralmassen von
0.5 Mg, rechts fiir solche von 2.5 M. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten
gelten auch fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.24: Die optische Tiefe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekiilwolke der
Dichte ny = 10* em™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1072 und
X = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ B’ (gestrichelt)
und ‘a’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg . Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.
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M =05 My, g =102 M =25My g =102
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Abbildung 4.25: Die optische Tiefe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und
fiir verschiedene Zentralmassen. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope Molekillwolke der
Dichte ny = 10* ecm™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 10~2 und
x = 2. Dargestellt sind jeweils die Ergebnisse fiir alle drei Typen ‘B’ (durchgezogen), ‘a+ B’ (gestrichelt)
und ‘o’ (gepunktet) (sofern sie berechnet wurden, siehe Text), links fiir Zentralmassen von 0.5 Mg, rechts
fiir solche von 2.5 Mg. Die in den linken Diagrammen angegebenen Massenakkretionsraten gelten auch
fiir die rechten Diagramme.
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Abbildung 4.26: Die Hohe als Funktion des Radius fiir verschiedene Massenakkretionsraten und eine
Zentralmasse von 0.5 M. Dargestellt sind die inneren 20 AU der Scheibe. Die Scheiben wurden in
eine homogene und isotrope Molekiilwolke der Dichte nyw = 10* ¢cm™3 und der Temperatur Tyw = 50 K
eingebettet. Feste Parameter sind 8 = 1073 und x = 2.

die Hohe bei einem gegebenen Abstand mit zunehmender Massenakkretionsrate immer stirker. Gleich-
zeitig verschwindet der Einflul der Zentralmasse: ist eine Scheibe mit 7 = 10~7Mg yr~! und einer
Zentralmasse von 0.5 Mg noch etwa doppelt so dick wie eine Scheibe mit der gleichen Massenakkretions-
rate, aber einem fiinffach massereicheren Zentralobjekt, so sind die Unterschiede in den Scheibenhéhen bei
einer Massenakkretionsrate von 1075 Mg yr~—! und dabei bereits eingesetzter Selbstgravitation der Schei-
be nur noch sehr gering. Weiter fillt auf, dal die Héhe im wesentlichen unabhéingig von £ ist — zumindest
wenn man Scheiben mit &hnlicher Selbstgravitation vergleicht. Dies ist besonders deutlich an der Scheibe
fiir h = 107%Mg yr—! und B8 = 102 einerseits und der Scheibe mit m = 107 5Mgyr—! und g = 1072
andererseits zu erkennen, die beide bei etwa gleichen Radien Keplersch selbstgravitierend werden. Insge-
samt wird Selbstgravitation aber erst bei umso héheren Massenakkretionsraten erreicht, je grofler 3 ist.
Auch dies ist verstéindlich, da ein grofies 3 verstiirkte Reibung innerhalb der Scheibe bedeutet, so dafl in
erh6htem Mafle Drehimpuls nach auflen und Masse nach innen transportiert wird. Die Héhe von Scheiben
mit B-Viskositét steigt bei grofien Abstinden langsamer als die von a-Scheiben; bei ersteren wirkt die
Selbstgravitation also in stérkerem Mafle. Auch steigt fiir alle a-Scheiben unabh#ngig von der Massenak-
kretionsrate und damit dem Grad der Selbstgravitation das Verhéltnis h(r)/r mit wachsendem Abstand
vom Zentrum, wihrend dieses Verhiiltnis bei 3-Scheiben mit dem Einsetzen Keplerscher Selbstgravitati-
on sinkt. Die Unterschiede zwischen den Typen ‘a + 8’ und ‘3’ sind sehr gering. Dies zeigt zum einen,
dafl die B-Parametrisierung im nicht-selbstgravitierenden Fall fiir subsonische Turbulenzgeschwindigkei-
ten, die in allen berechneten protostellaren Scheiben vorliegen, wie erwartet in die a-Parametrisierung
iibergeht (Duschl et al., 2000), wenn man « und 3 geeignet zueinander wihlt. Zum anderen wird wie in
4.1 beschrieben noch einmal die S-Parametrisierung als geeignete Viskositétsbeschreibung auch in den
nicht-selbstgravitierenden Bereichen einer Scheibe, solange diese subsonisch sind, bestitigt. Die innersten
Bereiche der Scheibe werden mit zunehmender Selbstgravitation dicker (Abbildung 4.26). Dies ist aber
nicht, wie in Shore & White (1982) behauptet, auf die Selbstgravitation der Scheibe zuriickzufiihren, da
die innersten Bereiche vollstindig vom Zentralobjekt dominiert werden. Vielmehr fiihrt eine Erhhung
der Massenakkretionsrate auch zu einer Erhhung der Temperatur (siehe Abbildungen 4.20 bis 4.23), und
diese bewirkt eine Zunahme der Scheibendicke.

In den Abbildungen 4.16 und 4.17 ist die Flichendichte in Abhingigkeit vom Abstand zum Zentrum
dargestellt. Zun&chst fillt auf, dal die Massenbelegung mit steigendem [ und wachsender Zentralmasse
sinkt, wobei der Effekt des Viskositdtsparameters grofler ist. Dafl die Fliachendichte mit wachsendem g
abnimmt ist wieder eine Folge des erh6hten Drehimpuls- und Materietransports in der Scheibe. Der Effekt
aufgrund der Zentralmasse ist genauso offensichtlich: bei 8-Scheiben ist die Flichendichte nach (2.35) indi-
rekt proportional zur Ableitung der Winkelgeschwindigkeit und damit zur Masse des Zentralobjekts (gege-
benenfalls einschliefllich der Scheibenmasse). Bei a-Scheiben gilt zumindest im nicht-selbstgravitierenden
Fall ein &hnliches Argument, da hier ¢; = hw und damit nach (2.30) ¥ oc w'~1 oc M1 gilt. Fiir selbst-
gravitierende a-Scheiben sind solche einfachen Abschitzungen nicht mehr moglich. Die Flichendichte
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Keplersch selbstgravitierender 8-Scheiben ist proportional zu r—/2, was auch deutlich in den Abbildun-
gen zu sehen ist. Die kleine “Delle” innerhalb von 1 AU ist die Folge der fiir diesen Bereich ungeeigneten,
dquidistanten Stiitzstellenverteilung: eine Erhdhung der Zahl der Stiitzstellen verschiebt diese “Delle”
weiter nach innen. Fiir die Rechnungen sind diese Ungenauigkeiten in den innersten Scheibenbereichen
aber hinsichtlich des Einflusses der Selbstgravitation auf die Scheibe vernachlissigbar. Anders als die
[B-Scheiben zeigen die a-Scheiben kein glattes -Profil, da die Flichendichte in diesem Fall iiber die
Drehimpulserhaltung (2.30) an die Thermodynamik koppelt. Damit ist aber gerade in den inneren Be-
reichen eine grofle Variation der Massenbelegung mit dem Radius zu erwarten. Weiterhin fillt auf, dafl
die Flichendichte bei a-Scheiben gerade in den Auflenbereichen der Scheibe deutlich stirker abfillt als
in B-Scheiben. Auch dies it sich einfach nachvollziehen: nach (2.30) ist die Flichendichte der a-Scheibe
Yo & h™?r~'w'~! und die fiir 8-Scheiben ist nach (2.35) 5 o r~*w'~!. Es gilt daher X,/35 o (F)%.
Da das Verhiltnis % bei a-Scheiben mit zunehmendem Abstand vom Zentrum immer schneller anwéchst
(s.0.), fallt ¥, im Gegenzug relativ zu X5 bei zunehmendem 7 schneller ab. Mit wachsender Massenakkre-
tionsrate werden die Fliachendichten fiir die drei Typen immer #hnlicher, was auf eine zunehmend bessere
Wahl von a hinweist.

Fiir die in den Abbildungen 4.18 und 4.19 dargestellten Zentraldichten gilt im wesentlichen das Glei-
che wie fiir die Fliichendichte. Bei hohen Massenakkretionsraten und fiir 8 = 10~2 taucht aber ein recht
interessantes Feature auf: die Zentraldichte wird in der Gegend, in der sich im Sonnensystem die dufleren
Planeten befinden, nahezu konstant. Dies ist das Resultat der etwa konstanten Scheibenhohe bei sehr
massereichen 8-Scheiben. Ob die deutlich gréfler als bisher vorhergesagte und nahezu konstante Dichte in
den dufleren Bereichen protostellarer Akkretionsscheiben in den selbstgravitierenden, frithen Phasen ein
Artefakt dieser Rechnungen aufgrund der gewihlten Vereinfachungen oder aber ein zumindest qualitativ
korrektes Resultat ist, werden erweiterte (z.B. zeitabhiingige, zweidimensionale Simulationen mit Kon-
vektion) zeigen miissen. Falls dieses Resultat aber qualitativ bestehen bleibt, héitte dies sicherlich Einflufl
auf die Bildungsgeschichte der dufleren Gasriesen, da mit zunehmender Zentraldichte auch die Dichte des
Staubes grofler als erwartet wire und sich so bereits in der Frithphase schneller grofiere Staubagglomerate
gebildet haben konnten.

In den Abbildungen 4.20 und 4.21 ist die Zentraltemperatur in der Scheibe als Funktion des Abstandes
vom Zentrum dargestellt. Die Zentraltemperatur steigt mit zunehmender Massenakkretionsrate und ab-
nehmendem Viskosititsparameter 8. Der Einflufl der Massenakkretionsrate ist wieder offensichtlich: eine
Zunahme von m bedeutet eine Erhohung der Selbstgravitation, und das hydrostatische Gleichgewicht
muf der verstirkten vertikalen Gravitationskraft aufgrund der Scheibe durch eine lokale Erhohung der
Temperatur begegnen. Der Einflufl des Viskositétsparameters ist indirekter: die Zentraltemperatur hingt
neben der Massenakkretionsrate auch von der optischen Tiefe und damit der Flichendichte ab, deren
Verlauf aber deutlich durch 8 bestimmt ist (s.0.). Auch eine Erhthung der Zentralmasse fithrt zu einer
Zunahme der Zentraltemperatur, hier liegt der gleiche Effekt vor wie bei Vergroferung der Selbstgravi-
tation: der Verstirkung der vertikalen Gravitationskraft wird durch eine Temperaturerh6hung begegnet.
Weiter fillt auf, dafl sich das Zentraltemperaturprofil nach aulen “verschiebt” und daf} sich innen bei zu-
nehmender Selbstgravitation ein recht flacher Temperaturverlauf anschliefit. Der flache Anteil ist die Folge
einsetzender Staubverdampfung und der daraus resultierenden Opazititsinderung. Der sich weiter auflen
anschlielende stéirkere Abfall wird durch die Staubopazitit verursacht. Das zweite “Plateau” bestimmt
die Opazitét fiir Eisverdampfung, und der Abfall ganz auflen wird von der Opazitit des Eises dominiert.
Die Scheibe mit M, = 2.5Ma, m = 107> Mg yr~! und 8 = 10~ zeigt innerhalb von 1 AU einen starken
Anstieg der Temperatur: hier greift dann die konstant gesetzte Opazitit, die das Instabilititsproblem
mit der Opazitéit von Molekiilen und dem H~-Ion vermeiden soll (siche 2.2.3.1). Auffallend ist auch, dafl
a-Scheiben heifler sind als 8-Scheiben, dafl die Unterschiede aber mit zunehmender Selbstgravitation im-
mer geringer werden. Auch dies spricht wie schon bei der Flachendichte dafiir, dafl die Wahl von o immer
besser wird. Schlieflich ist deutlich zu erkennen, daf} die Scheiben auflen in einem Wirmebad liegen: ihre
Zentraltemperatur kann nicht unter die der Umgebung sinken.

Gleiches gilt noch deutlicher fiir die Effektivtemperatur, die in den Abbildungen 4.22 und 4.23 zu
sehen ist. Abgesehen davon sind aber keine Abweichungen vom 7T, o< r~3/4-Profil zu erkennen, selbst
bei FSG-Scheiben, in denen die Winkelgeschwindigkeit schon erheblich vom Keplerschen Profil abweicht.
Die aufgrund der Selbstgravitation modifizierte Winkelgeschwindigkeit hat aber dennoch keinen Einfluf}
auf die Effektivtemperatur, da die Scheibe sich in diesen Regionen bereits vollstindig im Wirmebad der
Umgebung befindet. Die einzige Abweichung vom r—3/4-Verlauf der Effektivtemperatur ist also auf die
Umgebungstemperatur zuriickzufiihren. Insofern kénnen Messungen des radialen Verlaufs der Tempera-
tur, wie sie von Beckwith et al. (1990) durchgefiihrt wurden, nicht zur Bestimmung der Scheibenmassen
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_ homogene und isotrope Umgebung sphirisch exponentielle Umgebung
_:ﬁ, m 1076 M@ yr’l | 1075 M@ yr’l 1076 M@ yr’l | 1075 M@ yr’l
f Typ o KSG | FSG o KSG | FSG o KSG [ FSG o KSG | FSG
ab r [AU] ab r [AU] ab r [AU] ab r [AU]
B i 54.6 - i 9.4 | 63.7 i 62.1 - i 9.6 | 63.7
§ a+p0 || 0.043 | 36.0 - 0.063 | 9.9 | 63.8 || 0.024 | 42.9 - 0.060 | 9.9 | 63.8
a 0.043 | 37.1 - i i i 0.024 - i i i
B i 38.7 - i 9.4 | 63.7 # 46.6 - i 9.4 | 63.5
3 || a+6 || 0.100 | 31.5 - 0.064 | 9.9 | 63.8 || 0.560 | 35.8 - 0.063 | 99 | 63.8
Qa 0.100 | 30.9 - i i i i i i i i i
B i 27.0 - i 9.4 | 63.7 i 31.7 - i 9.4 | 63.7
K || a+B || 0.251 | 29.0 - 0.064 | 9.9 | 63.8 || 0.161 | 30.4 - 0.062 | 9.8 | 63.8
a 0.251 | 29.1 - i i i i i i i i i

f fiir §-Scheiben ist « nicht definiert
t solange eine Scheibe nicht selbstgravitierend wird, unterscheiden sich die Typen ‘a’ und ‘a+/f’ nicht
1 es existieren keine selbstkonsistenten Losungen (siehe Text)

Tabelle 4.3: Der Parameter a und die Radien, an denen die Akkretionsscheiben Keplersch oder voll selbst-
gravitierend werden, als Funktion der Temperatur des umgebenden Materials, der Massenakkretionsrate
und des Viskositdtsparameters 3, jeweils fir 3-Scheiben, gemischte a- und B-Scheiben und fir reine a-
Scheiben. Fir die sphirische Verteilung von pw und Tw sind die angegebenen Temperaturen diejenigen
am Aufenrand der Scheibe. ny wurde (am Aupenrand) gleich 10* cm™3 gesetzt. Feste Parameter sind
B=10"2 und x = 2.

herangefiihrt werden. Bei noch héheren Massenakkretionsraten als den hier verwendeten ist dann natiirlich
schliellich doch eine Auswirkung auf das Temperaturprofil zu erwarten. Es ist aber fraglich, ob dieses
einfache Modell gerade hinsichtlich der geforderten Quasistationaritit eine geeignete Beschreibung fiir
derart massive Scheiben wire.

Die Abbildungen 4.24 und 4.25 zeigen schliefilich die Variation der optischen Tiefe mit dem Radius.
Wie schon bei den Temperaturen lassen sich einzelne Bereiche den entsprechenden Opazititen zuordnen.
Der Anstieg der optischen Tiefe — sofern vorhanden — ganz innen ist auf die Staubverdampfung zuriick-
zufiihren. Die weiter auflen anschlielende Abnahme der optischen Tiefe wird durch den Staub selbst
verursacht, bis noch weiter aulen die Eisverdampfung fiir einen erneuten Anstieg der optischen Tiefe
verantwortlich ist. Der nachfolgende Abfall bei groflen Abstinden vom Zentralobjekt schliellich ist eine
Folge der Opazitat fiir Eis. Aus den Abbildungen ist ersichtlich, daf§ die optische Tiefe mit zunehmen-
der Massenakkretionsrate und damit Selbstgravitation der Scheibe im wesentlichen steigt (lokal kann sie
durchaus sinken) und da8 sich die einzelnen, durch verschiedene Opazititen verursachten Bereiche zu
grofleren Radien verschieben, wie es ja aufgrund der zunehmenden Temperatur sein muf}. Gleichzeitig
ist die optische Tiefe ausgesprochen unabhingig von § und sinkt leicht mit zunehmender Masse des
Zentralobjekts.

Fiir alle vorgestellten Rechnungen wurden auch solche mit x = 1 durchgefiihrt, um den Einfluf§
dieses Parameters auf die Ergebnisse abschitzen zu kénnen. Modifikationen sind nur in dem Fall zu
erwarten, in dem die Scheibe optisch diinn wird, da nur das Planck-Mittel durch eine neue Wahl von
X beeinflufit wird. Alle hier durchgefiithrten Rechnungen sind aber im wesentlichen zumindest marginal
optisch dick. Die Scheibe mit der geringsten optischen Dicke ist diejenige mit den Parametern M, =
2.5Ma, 1 = 107"M, = 2.5Mgyr~' und 8 = 10~2. Selbst fiir diese Scheibe konnten aber bei Anderung
des Wertes fiir x keinerlei Unterschiede in den Resultaten festgestellt werden. Die genaue Wahl von x
ist also fiir protoplanetare Scheiben ohne Bedeutung, genau genommen kann man sogar den Summanden
mit dem Planck-Mittel in der Strahlungstransportgleichung (2.23) zumindest bei selbstgravitierenden
Akkretionsscheiben vollig vernachléssigen.

Ganz analog hat eine Variation der Dichte des umgebenden Materials zwischen 10® und 10° Ato-
men /Molekiilen pro cm 2 keinen Einflu auf die Ergebnisse, da die Dichte in der Scheibe diejenige der
Umgebung in jedem Abstand bei weitem iibersteigt. Die Umgebungstemperatur dagegen modifiziert sehr
wohl die Scheibengrofien. Die Resultate fiir protostellare Scheiben um einen Stern der Masse 0.5M g und
mit nw = 10* ecm™3, 3 = 1072 und x = 2 sind fiir verschiedene Umgebungstemperaturen in Tabel-
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le 4.3 angegeben. In Abbildung 4.27 sind die Ergebnisse fiir reine 3-Scheiben dargestellt. Deutlich ist
der Einflu der Umgebungstemperatur zu erkennen: mit zunehmendem 7w wachsen auch die Hohe, die
Zentral- und Effektivtemperatur sowie die optische Tiefe, sobald die Scheibentemperatur in die Nihe
der Umgebungstemperatur kommt. Die Flidchendichte selbst ist natiirlich nach der Drehimpulserhaltung
(2.35) unabhingig von thermodynamischen Gréflen und ist daher fiir alle Scheiben gleich. Das Anwach-
sen der Hohe mit zunehmender Umgebungstemperatur 148t sich leicht nachvollziehen: aufgrund der von
der Thermodynamik unbeeinflufiten und damit nicht modifizierten Flichendichte dndert sich auch die
Gravitationskraft zur Mittelebene hin nicht, und damit &ndert sich auch die Druckgradientkraft im hy-
drostatischen Gleichgewicht nicht. In der 1-Zonen-N#herung bedeutet dies aber, dafi das Verhéltnis P/h
und damit auch pT'/h konstant ist (der Strahlungsdruck spielt dort keine Rolle). Mit zunehmender Tem-
peratur muf} also p/h sinken. Bei einer konstanten Flichendichte ¥ « ph heifit das aber gerade, daf die
Hohe mit der Umgebungstemperatur steigt. Fiir die Zentral- und die Effektivtemperatur bedeutet die
Erhohung von Tw natiirlich zwangsléufig eine Zunahme, da die Scheibe einfach deutlich weiter innen
das Warmebad spiirt. Die optische Tiefe schliefflich steigt, weil die Opazitét fiir Eis mit zunehmender
Temperatur wichst. Zusétzlich werden die Radien, an denen die Scheiben Keplersch selbstgravitierend
werden, nach auflen geschoben, wenn die Umgebung heifler wird. Dies gilt auch fiir -Scheiben. Zwar ist
die Flichendichte unabhiingig von Ty, und das gleiche gilt fiir den Abstand, an dem die Scheiben voll
selbstgravitierend werden, aber das Einsetzen von Keplerscher Selbstgravitation wird vom Verhéltnis h/r
mitbestimmt, und die Héhe dndert sich wie beschrieben mit Ty .

Bisher wurde fiir die umgebende Molekiilwolke im Bereich der Scheibe immer ein homogenes und
isotropes Dichte- und Temperaturprofil angenommen. Um den Einflufl dieser Niherung zu untersuchen,
soll nun ein sphéirischer Dichte- und Temperaturverlauf fiir die Umgebung angesetzt werden, der beim
dufleren Rand r, der Scheibe die hier verwendeten Werte fiir die homogene Verteilung annimmt, also
pw = 10* cm™3 und Tw = 50 K. Innen, bei » = 0, soll das Doppelte dieser Werte erreicht werden,
der Abfall dazwischen sei exponentiell. Die genaue Wahl einer funktionalen Abhingigkeit der Dichte
und der Temperatur innerhalb der Molekiilwolke selbst ist unbekannt, und man kann hier auch nicht
das p o r~3/2-Profil fiir frei fallende Materie verwenden, da bei Ausbildung der Scheibe bereits andere
physikalische Effekte den Einfall dominieren. Zudem soll hier nur die qualitative Anderung untersucht
werden, die eine andere Verteilung der physikalischen Groflen in der Molekiilwolke bewirkt. Es werden
daher die folgenden Dichte- und Temperaturprofile verwendet:

pw(r) = 2pw(ra)e w2,

Tw(r) = 2Tw(ra)e ™ "7 .
In diesem Fall ist die effektive Zentralmasse von der Masse des Protosterns verschieden. In diese muf}, wie

in 2.1 beschrieben, auch die innerhalb des Radius r liegende Materie des Wolkenmaterials mit einbezogen
werden:

r 2w W A
Meg(r) = M*+///pw(r)r2 sin¥ dp d dr = M*+47r/pw(7")7'2 dr
00 0 0

r

= M, + 8mpw(ra) /e_ﬁ 202 g
0

[2.322.2] M. — 8mpw (ra)ra

e (21?24 27y 2+ 202) 7 2 = 202
n

a

Die in eckigen Klammern angegebene Nummer ist dabei wieder die entsprechende Nummer in Gradsh-
teyn & Ryzhik (1994). Fiir die Scheiben mit einer derartigen sphirischen Umgebung sind die Resultate
in Tabelle 4.3 angegeben. Abbildung 4.28 zeigt die Ergebnisse fiir reine 8-Scheiben, es wurden wieder die
Parameter M = 0.5Mg, 3 = 1072 und x = 2 verwendet. Dargestellt sind die Ergebnisse fiir die beiden
Massenakkretionsraten m = 10 6 Mg yr~! und 7m = 107 Mg yr 1. Zum besseren Vergleich sind zusitz-
lich die Resultate fiir die gleichen Scheiben in einer homogenen und isotropen Umgebung eingetragen,
wobei die Dichte und Temperatur bei beiden Scheibentypen am Auflenrand r, = 100 AU jeweils identisch
sind. Wie schon in Abbildung 4.27 erkennt man, daf§ eine Erh6hung der Umgebungstemperatur auch zu
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m = 1078 Mg yr~ m = 107" Mg yr~

log( £ [g em™?])

log( T, [K])

log( Ty [K] )

log( T )

log( = [AU] ) log( = [AU] )

Abbildung 4.27: Hiohe, Flichendichte, Zentral- und Effektivtemperatur sowie optische Tiefe als Funktion
des Abstands vom Stern fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fir unterschiedliche Umgebungs-
temperaturen. Das Zentralobjekt hat eine Masse von 0.5 M. Die Scheiben wurden in eine homogene und
isotrope Molekiilwolke der Dichte nyw = 10* ¢m™3 eingebettet. Feste Parameter sind 3 = 1073 und x = 2.

einer Zunahme von h, T., Teg und 7 fiihrt. Da die Temperatur der Umgebung aber mit zunehmendem
Abstand zum Zentralobjekt fillt, sind die Unterschiede kleiner und verschwinden am Auflenrand der
Scheibe vollig. Das Profil der Effektivtemperatur ist aber erheblich flacher als dasjenige fiir eine homo-
gene Umgebung. Geeignete Profile vorausgesetzt, kann man hier beliebige radiale Abhingigkeiten der
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Abbildung 4.28: Hihe, Flichendichte, Zentral- und Effektivtemperatur sowie optische Tiefe als Funktion
des Abstands vom Stern fiir verschiedene Massenakkretionsraten und fir unterschiedliche Umgebungspro-

file. Das Zentralobjekt hat eine Masse von 0.5 M. Feste Parameter sind 3 = 1072 und x = 2.

Effektivtemperatur erzeugen und so zumindest im Prinzip die von Beckwith et al. (1990) enthaltenen

Abweichungen von T « r

—3/4

-Verlauf erkliren. Natiirlich miifiten in einer korrekten Behandlung auch

noch die Strahlung des Protosterns, die die Scheibe zumindest in den inneren Bereichen aufheizt, und
andere physikalische Prozesse wie z.B. Konvektion beriicksichtigt werden, um eindeutigere Aussagen {iber
die Griinde fiir die modifizierten radialen Temperaturabhingigkeiten machen zu kénnen. Diese Rechnun-
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Abbildung 4.29: Das Verhdltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte fiir verschiedene Massenak-
kretionsraten und eine Zentralmasse von 0.5 Mg. Die Scheiben wurden in eine homogene und isotrope
Molekiillwolke der Dichte nyw = 10* em™2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet. Feste Parameter
sind 8 =1072 und x = 2.

gen zeigen aber, dal die Umgebung, in der sich die Scheibe befindet, einen nicht zu vernachléssigenden
Einflufl auf die Scheibenphysik haben kann. Weiter ist erneut der Einflul der Temperatur auf den Ort
des Einsetzens Keplerscher Selbstgravitation zu erkennen. Wie schon weiter oben beschrieben, wird er
durch die Erh6hung der Temperatur weiter nach auflen verschoben.

Abschliefiend sollen noch die Annahmen {iberpriift werden, die sich nur im Rahmen selbstkonsistenter
Rechnungen a posteriori iiberpriifen lassen. Dies sind die beiden Annahmen der geometrischen Diinne
(siehe 2.1) und der moglichen Vernachlissigung der thermischen gegeniiber der gravitativen Energiedichte
(siehe 2.2.2.4). Aus den Abbildungen 4.14 und 4.15 ist ersichtlich, daf} die erste Annahme mit zunehmender
Selbstgravitation immer besser erfiillt ist. Das Verhiltnis von thermischer zu gravitativer Energiedichte
ist stellvertretend fiir alle anderen Scheiben, die berechnet wurden, fiir den Fall einer Scheibe um ein
Zentralobjekt der Masse M = 0.5M, die in einer homogenen und isotropen Wolke der Dichte nw = 10*
em~2 und der Temperatur Ty = 50 K eingebettet ist, fiir Y = 2 und fiir 8 = 1072 in Abbildung 4.29
gezeigt. Die maximale Energiedeponierung von 4% in thermische Energie wird auch von anderen Scheiben
nicht {iberschritten, so dafl diese Annahme ebenfalls hervorragend erfiillt ist.



5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit werden stationire Scheibenmodelle mit einer verallgemeinerten, Reynolds-kritischen,
turbulenten Viskositit, die als §-Viskositét bezeichnet wird (Duschl at al., 2000), behandelt. Untersucht
werden Akkretionsscheiben in AGN und protostellare Scheiben unter Beriicksichtigung ihrer Selbstgravi-
tation. Zusétzlich wurden alle relevanten Beitrige zur Opazitét, beginnend mit der Opazitét fiir Eis bis
hin zu derjenigen fiir Elektronenstreuung bei hochsten Temperaturen, beriicksichtigt.

Sowohl fiir Scheiben in AGN als auch fiir protostellare Scheiben konnte erstmals gezeigt werden,
dal die Turbulenzgeschwindigkeiten in [-Scheiben auch in nicht-selbstgravitierenden Bereichen subso-
nisch bleiben kénnen. Damit ist die 3-Viskositét fiir diese Scheiben eine alternative Parametrisierung der
Viskositét, zumal sie im stofldissipationsbegrenzten Limes in die a-Parametrisierung iibergeht.

Im Gegensatz dazu ist die a-Viskositdt aber keine geeignete Parametrisierung fiir voll selbstgravi-
tierende Scheiben. Fiir alle derartigen Scheiben, deren Masse diejenige des Zentralobjekts erreicht oder
iiberschreitet, ist die die Selbstgravitation der Scheibe beriicksichtigende Gravitationskraft des Gesamtsy-
stems nach auflen gerichtet und kann daher durch kein Winkelgeschwindigkeitsprofil ausbalanciert werden:
fiir solche Scheiben existieren keine selbst-konsistenten (stationiiren) Lésungen.

Fiir Akkretionsscheiben in aktiven galaktischen Kernen liefert das in dieser Arbeit verwendete Modell
fiir die inneren Bereiche keine mit den in die Theorie eingehenden Niherungen konsistenten Lsungen.
Der Grund hierfiir liegt in der Verletzung der Annahme, dafl die thermische Energiedichte in der Scheibe
gegeniiber der gravitativen (oder kinetischen) Energiedichte vernachléssigt werden darf. Diese Annahme
ist mitunter massiv verletzt. Scheiben, in denen die thermische Energiedichte die gravitative iibersteigt,
werden als ADAF-Scheiben bezeichnet und sind sowohl aus der Theorie als auch aus der Beobachtung
her bekannt. Die hohe thermische Energiedichte in diesen Scheiben resultiert entweder aus einer hohen
optische Dicke, die es der Strahlung nicht gestattet zu entweichen, oder die Kiihlung liuft wegen zu
geringer Dichten zu ineffektiv ab. Die Ausdehnung dieser ADAF-Bereiche wiichst mit steigender Mas-
senakkretionsrate und damit zunehmender Selbstgravitation.

Fiir Scheiben in AGN konnten unter Verwendung der (-Viskositét eindeutige Indikatoren fiir ther-
mische Scheibeninstabilititen gefunden werden, die auf starke Anderungen in der Opazitit als Folge
der einsetzenden H™-Absorption zuriickgehen. Diese Instabilitiiten treten typischerweise bei einigen 10*
Schwarzschildradien auf. Konkrete Aussagen tiber die Auswirkungen kdnnen nur zeitabhingige Modelle
liefern, die die in den hier vorgestellten Rechnungen mit 10 Schwarzschildradien sehr kleinen Instabi-
litatszonen auflosen konnen. Dabei ist nicht zu befiirchten, da aufwendigere Simulationen diese Instabi-
litdt nicht bestétigen werden, da die Opazitét sich in diesem engen Bereich mit der zehnten Potenz der
Temperatur dndert. Da die Flichendichte auflerhalb der Instabilitdtszone deutlich geringer als diejenige
innerhalb ist, wird die Instabilitéit zunéchst zu einem Massenflul nach auflen fiihren. Langfristig wird das
Material dann aber schliellich doch nach innen fallen und auf das zentrale Schwarze Loch einstrémen.
Diese thermische Scheibeninstabilitit ist grundsétzlich in allen AGN anzutreffen (und ist analog die, die
auch fiir die FU Orionis-Ausbriiche junger Sterne verantwortlich gemacht wird), sobald die Temperatur
in der Scheibe unter 10* K fillt, da dann die H™-Absorption im Opazititsgebirge dominiert. Solange
die Gesamtmasse der Scheibe eher klein gegen die Masse des zentralen Schwarzen Lochs ist, werden die
Auswirkungen auf das Zentralobjekt ebenfalls vernachlissigbar sein. Sobald die Scheibenmasse aber der
Zentralmasse vergleichbar wird oder diese iibersteigt, konnen {iber solche Instabilitdten eventuell grofie
Mengen an Materie auf sehr kurzen Zeitskalen nach innen akkretiert werden (genauere Aussagen sind wie
gesagt zeitabhingigen Modellen vorbehalten). Dies kann aber die enormen Massen der Schwarzen Lécher
in Quasaren erkliren, die — so sie nicht bereits primordial vorhanden gewesen sein sollten — auf diese Wei-
se in kurzer Zeit den Grofiteil ihrer Masse aufsammeln konnten. Beriicksichtigt man noch die gegeniiber
der Standardtheorie fiir Akkretionsscheiben gréfiere radiale Drift bei 8-Scheiben, so erscheint die Bildung
der massereichsten Schwarzen Locher im frithen Universum sehr plausibel, zumal in den frithen Phasen
Merging-Prozesse die Regel waren, die groffe Mengen Gas in das Zentrum der Galaxie brachten.

91
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Die Zeitspanne, innerhalb derer Schwarze Locher tatsichlich auf die heute beobachtbaren Massen
anwachsen konnen, 136t sich nur mit aufwendigeren Modellen berechnen. Um ein moglichst schnelles
Wachstum zu ermdéglichen, miissen die Massenakkretionsraten entsprechend hoch sein. Dann aber wer-
den die Scheiben innen nur als ADAF-Scheiben beschreibbar sein. Zusitzlich wird von weiter auflen
einfallendes Gas durch die Instabilititszone gefiihrt werden miissen. Es werden daher zeitabhingige,
zweidimensionale Modelle notwendig sein, die von $-Scheiben (oder Scheiben mit anderer Viskositétspa-
rametrisierung) auf ADAF-Scheiben umschalten kénnen. Die Rechnungen sollten zweidimensional sein,
da die ADAF-Scheiben nicht nur optisch, sondern auch geometrisch dick sind, und weil die Hohe sich
an der Instabilititszone stark dndert. Derartige Modelle sollten iiber die Zeitskala des Anwachsens der
Massen Schwarzer Locher Auskunft geben kénnen.

Bei protostellaren Scheiben wachsen die Flachendichte, die Zentraldichte und die Temperatur mit zu-
nehmender Selbstgravitation der Scheibe, wihrend die Héhe absinkt. Insbesondere fillt die Flachendichte
in B-Scheiben erheblich langsamer mit dem Radius ab als in a-Scheiben. In ersteren steht damit mehr
Material zur Bildung von Planeten zur Verfiigung. Das Anwachsen der Dichten in den frithen Phasen der
protostellaren Entwicklung wird einen deutlichen Einflufl auf das Wachstum von Staubpartikeln haben.
Aufgrund der hoheren Zentraldichte konnen diese schon in grofieren Entfernungen vom Zentralobjekt
hiufiger stoflen und grofere Staubagglomerate bilden, die sich von der Gasbewegung abkoppeln. Lésun-
gen fiir B-Scheiben legen also nahe, dafl die Entwicklung gréfierer Staubkorner viel effektiver erfolgen
konnte und die “Saat” fiir Planetesimale somit schneller gelegt wiirde. Sobald die Staubteilchen aufgrund
einer hinreichenden Grofie (= dm) von den Stoflen der Gasteilchen nicht mehr beeinflufit werden, sie
also ihre eigene Aerodynamik aufweisen, sind die Staubteilchen vollig vom Gas entkoppelt und bewegen
sich auf eigenen Bahnen. Der Staub hat dann mehr Zeit anzuwachsen, bevor er eventuell im Protostern
landet. Eine frithzeitige Entkopplung des Staubes ist nach den hier vorliegenden Ergebnisse wahrschein-
lich, aber auch hier werden aufwendigere Modelle zur Klirung dieser Frage benétigt. Gerade in den
sehr frithen Phasen mit extrem hohen Massenakkretionsraten mufl man das Anwachsen der Zentralmasse
durch akkretiertes Material beriicksichtigen. Auch wird der Einfall von Materie auf die Scheibe bei der
Energiebilanz nicht zu vernachléssigen sein.

Die Abweichungen vom r~3/4-Profil fiir die Effektivtemperatur, die man bei fast allen Scheiben um
junge Sterne in Sternentstehungsgebieten findet, lassen sich nach den Ergebnissen der hier berechneten
Scheiben aber nicht auf die Selbstgravitation der Akkretionsscheiben zuriickfithren. Vielmehr ist die
umgebende Molekiilwolke fiir eine nicht-verschwindende Umgebungstemperatur verantwortlich. Dieses
Wirmebad, in das die Scheibe eintaucht, iiberdeckt dabei den Effekt der Selbstgravitation vollig. Dies
gilt nicht fiir Scheiben, die deutlich massereicher sind als die hier gezeigten; fiir diese Scheiben kann die
Annahme der Stationaritdt aber nur noch schwerlich aufrecht erhalten werden.

Zukiinftige Rechnungen miissen daher die zeitliche Entwicklung der Scheibe beriicksichtigen, sollten
aber im Fall von Akkretionsscheiben in AGN zusétzlich zweidimensional sein. Die vorliegende Arbeit
konnte zeigen, daf die 3-Viskositit im Gegensatz zur a-Parametrisierung iiber einen weiten Parameter-
bereich selbstkonsistente Losungen bereitstellt. Diese konnen als Startwerte fiir zeitabhéngige Probleme
verwendet werden, zeigen aber auch bereits wichtige und grundlegende Eigenschaften selbstgravitierender
Akkretionsscheiben.



Anhang A Berechnung der
Planck-gemittelten Opazitit

Die Temperaturen in optisch diinnen Scheiben liegen bei etwa 100 K und darunter, so dafl hier bei der
Berechnung der Opazitét nur diejenige fiir Staub geringer Temperatur beriicksichtigt werden mufl. Nach
dem Wienschen Verschiebungsgesetz besitzt die Kirchhoff-Planck-Funktion dann unterhalb von 10'3 Hz
ein Maximum, und sowohl B, (T) als auch dB,(T)/0T konnen fiir Frequenzen oberhalb von 10'* Hz
vernachlissigt werden. Sei nun vy < 10'® Hz (die genaue Wahl von v ist fiir die hier durchgefiihrten
Rechnungen ohne Bedeutung, solange obige Relation erfiillt ist). Fiir Frequenzen unterhalb von 1013 Hz
148t sich die Opazitdt dann aus einem Potenzgesetz der Form

Ky = Ko (i)x (A1)

4]

berechnen, wenn die absorbierenden Staubpartikel Radien unterhalb von 10 ym haben (Draine & Lee,
1984). Die Autoren finden x = 2 fiir typische, astronomische Silikate, neuere Untersuchungen weisen auf
Werte um oder unterhalb von 1 hin (Beckwith & Sargent, 1991). Mit (A.1) findet man fiir das Planck-
Mittel der Opazitit

o0 o o

LB, (Td XB,(T)d v dy
. ‘({K: ()V_@‘({V ()V(2i5)f€0£6h/k 1
- %) X oo -
[B,(T)ydv " [ B,(T)dv vy f e d
0 0

[3.411.1) Ko (%)IHX I'(4+x)¢(4+x) F'(4+x)¢(4+x) (H)X
% (A7) 1 (4)¢(4) L(4)¢(4) hvo

Die in eckigen Klammern angegebene Nummer gibt die entsprechende Nummer in Gradshteyn & Ryzhik
(1994) an, unter der dieses Integral zu finden ist.

[e )

L(z) = /e‘ttz_ldt

0

fiir Re(z > 0) ist dabei die Gamma-Funktion und

sin(z arctan t)dt

((z) =
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0

die Riemannsche Zeta-Funktion. Fiir das Rosseland-Mittel der Opazitit erhilt man
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mit
Z(y) = / %dﬂ: . (A2)
0

Zusammen findet man daher die folgende Beziehung zwischen den beiden gemittelten Opazitéiten:

_Z(4 —x)F(4+x)C(4+x)H
P Z@T@)(() R

(A.3)



Anhang B Losungen spezieller alge-
braischer Gleichungen der Ordnung n

B.1 Losung der Gleichung (2.31)
Gegeben sei eine Gleichung der Form

2+ Azt + 4, =0 (B.1)
mit A; > 0 und As < 0. Offensichtlich bietet es sich an, zunichst die Gleichung

yP+ A1y’ + A, =0 (B.2)
mit y := 22 zu betrachten. Durch die Substitution

z:y+§Ap:ﬂ+éA1

gelangt man zu der reduzierten Gleichung

2B +pr+q=0
mit
1
b= _EA%7
2

Fiir diese Gleichung existiert die Cardanosche Losungsformel

Z1=u+v,
u+v . u—"v
2o = 2 +iV3 5 >

u+v . U —v
23 = D) —l\/g D)

mit

oLl
u._\/ 27A1+2A2+\/5,

1 A2
vi=——"=
9 u
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und der Diskriminante

NS VRN AU S SPS SR AN PR DR R PN G
D.—(3p) +(2q) _( 9A1> + 27A1+2A2 _27A1A2+4A2.
Die Losungen von (B.2) lauten daher
1 242 1
20, + 22 24
Y 6=t 3C, 3 1,
1 142 1 V3 (1 2 A2
O, =21 _ZYy XYl Zo, =228
e A You 31+2Z<61 301)’

mit

Cq = i/_108A2 — 8A? + 12\/8114% + 12A:1”A2 .

Abhingig vom Vorzeichen der Diskriminante ergibt sich jeweils ein unterschiedliches Losungsverhalten:
Ist D > 0, so existiert nur eine reelle Losung, fiir D < 0 gibt es drei reelle Losungen, und fiir D = 0
erhilt man eine reelle Losung und eine reelle Doppellosung. Da die Losungen von (B.1) aber gleich den
Wurzeln der Losungen y; fiir (B.2) sind und diese Losungen reell sein sollen, ist man nur an positiven
Losungen y; interessiert. Es bleibt also zu zeigen, dafl es mit den Bedingungen A; > 0 und Ay < 0
solche positiven Losungen gibt. Dazu betrachtet man die drei verschiedenen, durch das Vorzeichen der
Diskriminante bestimmten Losungsvarianten:

1. D>0,dh. Ay < —5- A3
Wenn es nur eine reelle Losung gibt, dann existieren zwei komplexe Lisungen, die komplex konju-
giert zueinander sind. Seien ¢ die reelle Losung und p £ iw die komplexen Losungen. Die Zerlegung
in die Linearfaktoren ergibt dann

=)y —eo—iw)(y—o+iw) =y — (20 + )y + (250 + &* + @)y — (s0® +sw”)
=y*+ A ¥ + As .
Aus A; < 0 folgt daher
s(@®+w%) >0
= ¢>0
und die einzige reelle Losung ¢ ist positiv.

2. D=0,dh. 4y = —5- 43

In diesem Fall gibt es eine reelle Losung ¢ und eine reelle Doppellosung w. Die Zerlegung in Line-
arfaktoren liefert dann

(v -0y —®)’ =y’ + (¢ - 2w)y’ + (20w + @*)y — 0w’
=y’+ A + Ay .
Aus Ay < 0 folgt sofort
ow? >0

= 0>0.
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Mit 2¢w + w? = 0 findet man dann

w(20+w) =0
= 20+w =0
= w=-20<0.

Der Fall ww = 0 braucht nicht betrachtet zu werden, da er wegen Ay < 0 entfillt. Die Doppellosung
ist daher negativ und es existiert genau eine positive Lésung.

3. D<0,dh. Ay > —5 A3
In diesem Fall existieren drei reelle Losungen ¢, ¢ und w, und es gilt fiir die Zerlegung in Linear-
faktoren

-9y —o)y—w) =y*— (s+ o+ @y’ + (so+ sw + ow)y — cow
:y3+ A1 y2 +A2

Aus A, < 0 folgt coww > 0. O.B.d.A. kann man daher ¢ > 0 setzen. g und w sind dann entweder
beide positiv oder beide negativ. Wegen A; > 0 folgt aber

S+o+w<O0
und daher kénnen g und @ nicht positiv sein. Auch in diesem Fall gibt es also nur eine positive

Losung.

Insgesamt existiert also in jedem Fall genau eine positive Losung y; der Gleichung (B.2). Daher hat auch
die Gleichung (B.1) genau eine positive und damit physikalisch sinnvolle Losung, ndmlich die positive
Quadratwurzel der positiven Losung von (B.2). Die gesuchte Losung von (B.1) ist daher

1 2 A2 4 4 43

T=9 /a4, Ay = -2 A3

max(y1, Yz, y3) Ay > — 5 A

B.2 Lésung der Gleichung (2.33)

Gegeben sei eine Gleichung vierten Grades der Form
zt+ Asz+ A, =0 (B.3)

mit Az > 0 und 44 < 0. Das Losungsverfahren soll hier nur kurz skizziert werden. Man stellt fiir (B.3)
die sogenannte kubische Resolvente

2 —4A42 — A3 =0

auf und bestimmt fiir diese bereits in reduzierter Form vorliegende Gleichung dritten Grades, wie in B.1
beschrieben, die Losungen 21, 2o und z3. Aus diesen erhélt man die Losungen fiir (B.3) geméf

o =5 (VA +VE - VE)
v =5 (Vi —Va+VE)
ry = 2 (VA + VB +VE)
7= (VA VB~ VE)
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Folgt man diesemm Weg, so lauten die Losungen der Gleichung (B.3):

1 3/ 3/2
wl:W[ +\/C + 3643 03],

1 i 3/2

1
v [043/4 /=G +36451/Cs ] :

122302/

1 [ o3/ \/ 3/2+36A3\/073]

mit

Oy 1= 943 + /81434 — 76843 > \/~76843 > 0,

Cy = N 18032 +24A4 >0.

Wegen C2 /? 1 36431/C3 > 0 sind die beiden ersten Losungen komplex. Die letzten beiden Losungen sind
reell, wie man leicht zeigen kann. Dazu ist nur zu beweisen, dafl

3/2 4 36431/C5 > 0

gilt. Kann man gar

—203/? 4 36451/C; = 2 ( 3 4 18A3\/Cg) >0

zeigen, so folgt zusitzlich wegen

—203/% 1 3645y/C5 > 0

= C3? < —C? 1+ 3645/C5
= 3/4 < \/ 3/2 + 36434/ C3 ,

daBl x3 positiv, x4 aber negativ ist. Zu zeigen ist also
—203/% 1 3643/C3 >0 .
Beim Beweis mufl man zwei Fille unterscheiden:

1. 81A% > —768A3
In diesem Fall gelten die folgenden Abschitzungen:
C3 < 4max (81A3,81A43 — 76843)
< 4 (8145 — 76843)
< 8-8143 ,
Cs > 1842,
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Cs < {1803 < /1888144 ,

81
—Ay < =A% .
4=\ 76878
Hiermit findet man:

C3 = 18C2 + 3(18C2)%/324 A5 + 3(18C2) /3242 A2 4 243 A3

= 18C5 + 24% A3 + 3{/18C% 2444 ( {/18C2 + 24A4)

= 18C3 + 24° A3 + 3{/18C%2 24 A4C4

/81
<8-18-81A435 — 243%,43 —3¢/8-18-814%24¢ %Ag {/8 18- 81A%

=7-18-81A3 — 3v/6418 - 8143
<4-18-814;

= Y7 <18%/242 < 18451/18A42 < 1843+/C;

=  —203/% 4 3645\/C5 >0 .
2. 81A3 < —768A3
Diesmal gelten die folgenden Abschitzungen:

C2 < 8- (—T6843)

Cs5 > A/ —768142

Cis < {1803 < {/18-8 - (~76843)

4/ 768

Damit gilt:

C3 = 18C% + 243 A3 + 3{/1803 24A4Cy

<18 (81A§ + 8143 — T68A3 + 24/81A4% — 76843 9A§) +24° A3 + 3(18C2)%/324 4,4

< 36 (81A§ +v2 (—768A2)) + 3\3/82182 (=76843)% 244,

=36 - 8143 + 362 (—768A43) + 3{/82183768348 A,

=36 - 8143 + 362 (—T68A3) — 5464 (—76843)

< 36-81A43
=  C3/? <5442 = 1845 - 345 < 1845/ —T6843 < 1845+/C;
= —203/% 4+ 3645\/C5 > 0 g.e.d.

Die einzige physikalisch sinnvolle Lésung ist daher z = z3.
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B.3 Losung der Gleichung (2.39)
Gegeben sei eine Gleichung dritten Grades der Form
2+ Biz+ By =0 (B.4)

mit By > 0 und By < 0, die bereits in reduzierter Form vorliegt. Wie in B.1 beschrieben, erhélt man
auch hier die drei Losungen dieser Gleichung; diese sind

1 2B,
I 605 - 75 5
1 B V3. (1 2B,
) —EC5 C_5 Tl (605 C—5> s
1 B V3. (1 2B,
z=—pGt e -5l (605 c5>

mit

Cs = \3/—10832 +12,/12B% + 81B% .

Die Diskriminante dieser Gleichung ist

1.\? 1.\
D=|(-B B
(3 1) +<2 2) >0

damit hat (B.4) genau eine reelle Lésung. Sei ¢ diese reelle Losung und seien ¢ + iw die beiden komplex
konjugierten Losungen der Gleichung. Die Zerlegung in Linearfaktoren ergibt

—)y—o—iw)(y—eo+iw) =y> — 20+ )y + 20+ &® + @)y — (0 + <w?)

=y? + By y+ B, .
Aus By < 0 folgt

s(@®+w?) >0

= ¢>0

und die einzige reelle Losung ist positiv und damit eine physikalisch sinnvolle Lésung.

B.4 Losung der Gleichung (2.44)
Gegeben sei eine Gleichung

2% 4+ Bsa' + Byx® + Bs = 0 (B.5)
mit Bs, Bs, Bs < 0. Mit der Substitution y = 22 erhiilt man daraus eine Gleichung dritten Grades

y> + Bsy” + Byy + B; =0 . (B.6)
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Die reduzierte Form dieser Gleichung ist

Y +py+q=0
mit
1
P5=B4—§B§7
233 BB +B
q:= o7 3 3Dy 5 -

Wie in B.1 beschrieben, erhilt man fiir die drei Losungen dieser Gleichung

1 1
Y= 606 —6C7 — 3Bs ,

3
3.
y2=——06+307 —B3+\é_ ( Ce+6C7) R
3.
y3———06+307— B3—§ ( Ce+6C7)

mit

Co = f/ 368384 — 108B5 — 8B3 — 12\/1232 — 3B2B2 — 54B3 B, Bs + 81B2 + 12B2B;

1 1
Cy = 7534 _ §B§ .
Ce

Die Diskriminante von (B.6) ist

1)° 1)\2 1 1.,\° 1 1_\?
D={- ~q) =(=B,—=-B2 B - 1p.B, + 1B
(317) + <3q> (3 4 9 3> + (27 3 — 6 304 + 2 5)

B} — —B2B? -

1
1p.B.Bs + 1
274 108 30455 +

4B§+ B3B5 :

6 27

Das Losungsverhalten von (B.6) hingt wieder vom Vorzeichen der Diskriminante ab. Wie in B.1 beschrie-
ben, existieren drei Fille:

1. D > 0, d.h. es existiert nur eine reelle Lésung
Sei ¢ diese reelle Losung und seien g + ¢w die beiden komplex konjugierten Losungen. Dann folgt
aus der Zerlegung in die Linearfaktoren

s(@*+w?) >0
= c>0,

d.h. die einzige reelle Losung ist positiv.

2. D =0, d.h. es existiert eine reelle Losung und eine reelle Doppellosung
Sei ¢ die Einzel- und w die Doppellosung. Durch die Zerlegung in Linearfaktoren weifl man

ow? >0

= 0>0.
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Aus

20w +w® <0
folgt daraus

w <0

und es gibt wieder nur eine positive Losung.

3. D >0, d.h. es gibt drei reelle Losungen
Seien ¢, p und w diese Losungen. Aus der Zerlegung in Linearfaktoren erhélt man die Beziehungen

sow >0 und sot+sw+ow<0.

Aus der ersten Ungleichung folgt, dafl mindestens eine Losung positiv ist und dafi die beiden anderen
Lésungen entweder beide positiv oder beide negativ sind. Aufgrund der zweiten Ungleichung kénnen
aber nicht alle Losungen positiv sein, d.h. die beiden anderen miissen negativ sein. Auch in diesem
Fall existiert also nur eine positive Losung

Insgesamt ist man nur an positiven Losungen interessiert, aus denen man die Quadratwurzel ziehen kann,
um zu Lésungen fiir (B.5) zu kommen. Die physikalisch sinnvollen Lésungen von (B.5) sind daher

1
x:{\/gcs—(scr%Bg D>0
ma‘x(ylay25y3) D<0



Anhang C Das Potential einer un-
endlich diinnen Scheibe mit > = const

Das Potential einer Scheibe mit konstanter Flichendichte ¥ (r) = 3¢ = const, mit einem nicht verschwin-
denden inneren Rand r; und einem dufleren Rand r, kann analytisch berechnet werden. Die Dichte ist in
diesem Fall durch p(7) = X(r')d(2') = Zod(2'), und das Volumenelement ist durch d®r' = r'dr' dy' dz'
gegeben. Fiir das Potential der Scheibe gilt daher bei zunichst nur von ¢’ unabhéngiger, ansonsten aber
beliebiger Flidchendichte

Ta 2T o0
2 ! ! !
wn) =0 [ [ [ gy
) \/rz + 12 — 2rr' cos ' + 22
Ta 27 E , ,
= -G (T )T dQOI dTI

/T2 + 12 — 271! cos ¢!
i 0

Ti

a7 E ! !
=—2G / / -(r)r dy' dr’
/ \/7“2 + 2 — 2rr! cos ¢
7

i r Ta T
E I\ ! E !
= —2G / / (r)r dy' dr' + / / (r)r dy' dr'
J VT2 + 12 — 2rr! cos ¢ J VT2 + 12 — 2rr! cos ¢’
i T

T , K
1
Ye /T—E(r')/ _dy' dr’
" 0 \/1—2§cos¢’+(%')

Ta ™ 1
w[r]
) \/1 —2r
T

! cosg! + (2)

! !
2dcp dr]

Ta

[3.674.1] r r_l ' 7'_, / ! r /
G / TE(T)K(T)dr +/E(r)K <T,)dr

s

i r

Dabei bedeutet die Zahl in eckigen Klammern iiber dem letzten Gleichheitszeichen die entsprechende
Nummer der Gleichung in Gradshteyn & Ryzhik (1994), und K (z) ist das vollstéindige elliptische Integral
erster Art. Fiir 3(r') = Xg = const vereinfacht sich dies zu

r

ra
! !
&p(r) = —4GZ, /%K (%) dr' + /K (%) dr'

T

1 r/ra
1
= —4G%, r/:cK(a:)da:—r / ?K(m)d:c
L ri/r 1
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r/ra
1 ‘|

E()-E (%) +4/1— (%)21( (T—) +2p <1> —E(1)

B -\-(x(3)]

E(z) ist hierbei das vollstéindige elliptische Integral zweiter Art. Ist man wie in 3.1.1 an dem Potential
fiir r; — O interessiert, so verschwindet der zweite Summand wegen E(0) = K(0) = § und man erhlt

)

ri/T

[5.112.3&9]

—4GSor [(E(a:) V1= $2K(x)) .

= —4GZO’F

r

= —4G20’I‘3E (’f’ ) + 4G20r

a

Bp(r) = —4GTorE (;) . (C.1)
Mit

K@) = 1 |2 - k)| = k(1= )
und

F/(x) =+ [B() ~ K(x)) = BG/1-22)

(Gleichungen (8.112.1) — (8.112.4) in Gradshteyn & Ryzhik (1994)) erhilt man fiir die erste Ableitung
des Potentials

®h(r) = —4GZoE | /1 — (;)2> +4G%o [E(%) i (%)QK(%)]

Fiir die zweite Ableitung des Potentials einer Scheibe mit konstanter Massenbelegung erhilt man schlief3-
lich

S
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1 ; 1 4
1_(%)2E(%)_ 1_(%)23:_41{(7) :

Wieder erhilt man wegen K (0) = E(0) = 7 fiir r; — 0 bei beiden Ableitungen die in 3.1.1 angegebenen
einfacheren Losungen.
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Anhang D Ein Verfahren zur
Potentialberechnung nach Gauss

Ein Verfahren zur Berechnung 3-dimensionaler Potentiale mit Azimutalsymmetrie geht auf Gauss zuriick
und ist z.B. in MacMillan (1958) nachzulesen. An dieser Stelle soll das Verfahren unter der Vereinfachung
einer unendlich diinnen, azimutal-symmetrischen Scheibe kurz angegeben werden. Dabei kann man sich,
wie Gauss, auf die Berechnung des Potentials eines Massenrings an einer bestimmten Stelle beschrinken.

Das Potential eines Rings mit Radius 7’ an einem Punkt P = (r,0,0), r # r', ist gegeben durch

T 1
o(r) = —QGT')\/ dy'
J \/r2 + 72 — 2rr' cos ¢’

wenn ) die konstante Masse des Rings pro Einheitslinge ist. Man definiert nun den maximalen Abstand
p des Punktes P vom Ring und den minimalen Abstand ¢ zu ihm:

pi=r+7r,

qg:=|r—1'|.

Damit gilt offensichtlich

2, 2 2 _ 9 / /
0:=12 +12 — 2! cos ' = p+qa p—gq cos g’ =p2sin2£+q2cos2£
2 2 2 2
f 1
N B(r) = —2G7'\ / dy'
o \/p2 sin? % +q?cos? %
w/2
e 1
PEER _4Gr A / — v (D.1)
J V/p?cos?d + ¢g2sin? 9

, w/2
4 1
__ Gr)\/ : a9 .
p o \/0052194— ;%sinzﬁ

Das Integral hiingt nur von dem Verhiltnis ;1—) ab, d.h. an jedem Punkt in der rz-Ebene (wenn der Ring in

der r¢-Ebene liegt) mit dem gleichen Verhiltnis ist das Potential identisch. Sei P; der Punkt innerhalb
des Massenrings, fiir den das Verhiltnis von minimalem Abstand ¢; und maximalem Abstand p; zum
Ring gleich 1 ist. Es gilt dann

p®(r) =p1®(P) . (D.2)

Zu jedem Punkt P existiert ein solcher Punkt P;: entweder liegt P bereits innerhalb des betrachteten
Massenrings und es gilt p; = p und ¢ = ¢, oder aber der Punkt P liegt aulerhalb des Rings, dann
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Abbildung D.1: Skizze zur Erklirung der im Text verwendeten Winkel, Lingen und Punkte.

bestimmt man p; und ¢; iiber die beiden Gleichungen

p+aq =2,
pr_p
q1 q
27! 27!
= = P ) Q= g .
p+q p+q

Das Problem der Potentialberechnung eines Massenrings an einem Punkt reduziert sich also auf solche
Punkte, die innerhalb des Ringes liegen. Um ®(P;) zu bestimmen, fiihrt man erneut eine Koordinaten-
transformation durch. Sei @ ein Punkt auf dem Massenring mit den Koordinaten (r',¢',0) und v der
Winkel zwischen der r-Achse durch Py = (r1,0,0) und der Strecke P; @ (siche Abbildung D.1). Nach dem
Sinussatz der Trigonometrie ist das Verhéltnis einer Seite zum Sinus des gegeniiberliegenden Winkels in
einem Dreieck fiir alle drei Seiten (bzw. Winkel) gleich, also

r' o]

sina  sinf’

Offensichtlich ist aber per Konstruktion (sieche Abbildung D.1) o = 180° — ¢. Daher findet man 8 =
180° — ¢’ — a = 1) — ¢’ und erhilt

' sin(yp — ¢') = r1sin(180° — ) = rysin . (D.3)
Differenziert man diesen Ausdruck, so findet man

r’ cos(y) — @' )(dyp — di') = r1 cosp dyp
= [r' cos(p — ") — r1cosyp] dyp = 1" cos(v) — @' )dy' .

Der Koeffizient von di) ist aber gerade die Lange der Strecke P; Q) und damit gleich p. Damit erhilt man

d¢’ dy dy (D3) dyp

= f — / B
0 r' cos(y) — ¢') \/le — r2sin%(y) — ) 2 — 12 sin® ¢
dy
\/7"2 cos? ¢ + (r'2 — 17) sin’ ¢




109

Die Integration iiber 1 erstreckt sich von 0 bis 27, nach der Substitution ¥y — 7 — % sieht man aber
leicht, dal das Potential durch

2m 2m
1 1
d(P) = —Gr')\/ —dy' = —Gr')\/ dp
g @ o \/r’2 cos? ¢ + (r'2 — r})sin® ¢

w/2
1

4Gr' A /
2 \/r’2 cos? 1h + (r'2 — r?) sin® 1

dyp
gegeben ist. Da p; und ¢; der maximale bzw. minimale Abstand zwischen P; und dem Massenring sind,
gilt pr = 7'+ 71 und ¢ = ' —r1, so daf

Y e
P2 = 2 r

und

@ = Vpig = \/r? =1} .

p2 und g2 sind das arithmetische und das geometrische Mittel von p; und ¢;. Fiir das Potential im Punkt
P, erhilt man so

w/2
B(Py) = —4Gr'\ / L dy . (D.4)
o \/pg cos?

Y+ g2 sin® ¢

Dies ist exakt das gleiche Resultat wie (D.1), wenn die Punkte P; und P iibereinstimmen, also p; = p
und ¢; = q ist. Das Integral &dndert also seinen Wert nicht, wenn man p; durch das arithmetische Mittel
p2 von pp und q; ersetzt und gleichzeitig ¢; durch das geometrische Mittel ¢g; von p; und ¢; ersetzt. Man
kann diese Substitution also wiederholen und allgemein p,, und ¢, durch

Pn+q
Pn1 1= % ) (D.5)
dn+1 = v/Pnldn

ersetzen, ohne den Wert des Potentials ®(P;) zu dndern. Die Reihen (p,) und (g,) haben aber einen
gemeinsamen Grenzwert £, wenn n gegen Unendlich strebt. Dies soll nun gezeigt werden. Zunéchst sieht
man, dal p,,1 nach (D.5) zwischen p, und ¢, liegt. Aulerdem liegt g1 zZwischen ¢, und p, 1, denn

ant1 _ Iﬁ>1

qn dn

und

_ Pnt+qn — 2\/pnCIn _ (\/pn B \/qn)2
Pnt1 = Gnt1 = 5 = 5 >0.

gn+1 liegt daher im Intervall (g, pn+1), das nur halb so grof} ist wie das Intervall (g, p,). Es gilt daher

DPn —(qn < b1 —@q . (DG)

0 <Pnt1 — gnt1 < 5 on
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Die Reihe (p,) fillt also immer weiter, ist aber durch ¢; nach unten beschrinkt. (g,) dagegen wichst
monoton, ist aber durch p; nach oben beschrinkt. Beide Reihen konvergieren also, und (D.6) zeigt, daf3
beide Grenzwerte iibereinstimmen. Man kann also in (D.4) ps und g2 durch den Grenzwert £, ersetzen,
ohne das Integral zu dndern, und erhilt so

/2
1 4Gr'Am  Gme

@(Pl):—llGT’I)\/ d¢:— T_ _ ,
0 \/ﬁgr’ cos? '(,b + [’12~7" Sin2 ¢ £7'7" 2 L:rr’

wenn m,. die Masse des Rings ist.

Man mufl nun noch den Fall r = r’ behandeln, bei dem das Potential eines Massenrings an einer Stelle
des Rings berechnet werden soll. In diesem Fall wire £,., = 0, und das Potential wiirde divergieren. Das
Potential berechnet sich aus

r 1 I
® r=—2Gr)\/ d'=—\/§G)\/7d'
o(r) / VT2 +712 —2rrcosy’ 4 ) V1 —=cos¢’ ?

A ist dabei die Masse des Rings pro Einheitsfliche. Auch dieses Integral divergiert. Allerdings kann man
die untere Grenze, die fiir diese Divergenz verantwortlich ist, durch € # 0 ersetzen. Um dies zu verstehen
und um einen geeigneten Wert fiir € zu erhalten, betrachtet man das numerische Verfahren genauer. Der
Ring hat — anders, als die Integraldarstellung des Potentials dies suggeriert — eine endliche Breite Ar.
Uberall im Ring sind aufgrund der Konstruktion Flichendichte und Hohe konstant. Ein Zylinder mit
dem Radius % um den Ort 7 auf dem Ring, an dem das Potential bestimmt werden soll, iibt daher
aus Symmetriegriinden keinen Einflufl auf + aus. Nur die weiter auflen liegende Masse des Rings geht
in die Potentialberechnung ein. Es gilt daher, das Bogenmafl des Halbzylinders mit dem Radius Ar im
Abstand 7 vom Zentrum zu bestimmen'. Man muf also das Bogenmaf der Strecke 4 im Abstand r vom

Zentralobjekt bestimmen. Dies ist aber offensichtlich

_Ar
T Agr

Mit dieser unteren Grenze umgeht man die Divergenz in der Potentialberechnung. Zwar schneidet man
statt des Zylinders nun ein Kreissegment und damit etwas zuviel Masse ab, dieser Effekt ist aber eher
gering und kann hier vernachlissigt werden. Das Integral lautet nun

dp(r) = \/_G)\/ :@2\/56'/\ /0 ;dv

/1 — cos (,0 2—v?
V1+cose
. 2 G 2 A
[2.172] —2G A artanh (%\/1 + cos e) = e artanh (% 1+ cos 4_r> .
mr mr

Die Zahl in eckigen Klammern bedeutet wie immer die entsprechende Nummer der Gleichung in Grads-
hteyn & Ryzhik (1994), und m, ist die Masse des Rings. Man definiert nun

™

Loy = r (D.7)

V2 A
artanh ( y/1 4+ cos 47:;)

und kennt so den Radialanteil des Potentials an allen Stellen der Scheibe.

IMan bendtigt nur das Bogenmaf$ des halben Zylinders, da die Integration beim Potential nur iiber einen Halbkreis
erfolgt.
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Das Potential des Rings mit dem Radius 7' am Ort 7 ist dann — auch fiir » = 7' — nach (D.2) gegeben
durch

j21 p1 Gme 2GT" me
Ip(r) = —&(P) = —— = — .
D( ) p ( 1) b 'Crr’ p+q£rr’
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