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Renormierungsgruppen-Fluf3igleichungen im Heat-Kernel-Formalismus
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der chirale Phaseniibergang im linearen o-Modell mit Quarks
und Mesonen untersucht. Dazu benutzen wir die Methode der Heat-Kernel-RG-
Fluigleichungen. Die RG-Skala wird iiber einen sogenannten Heat-Kernel-cutoff ein-
gefiihrt, der die effektive Wirkung in der Schwinger-Eigenzeit-Darstellung regularisiert.
Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dal der Heat-Kernel-cutoff alle Symmetrien der
Theorie erhélt. Die Methode wird zunéchst auf das Quark-Meson-Modell im Vakuum ange-
wendet: Durch eine Ableitungsentwicklung erhilt man die Flulgleichungen fiir das effekti-
ve Potential, die Yukawa-Kopplung und die Wellenfunktions-Renormierungs-Konstanten.
Dieses System von gekoppelten Flufigleichungen wird numerisch gel6st. Zusétzlich wird
die Aufspaltung von Z-Faktoren und Yukawa-Kopplung in hoherer Ordnung der Ablei-
tungsentwicklung berechnet.

Zur Untersuchung des chiralen Phaseniibergangs bei endlicher Dichte stellen wir die Fluf3-
gleichung fiir das effektive Potential mit chemischem Potential auf. Diese wird in eine Glei-
chung mit laufendem chemischen Potential transformiert und numerisch gel6st. Als Ergeb-
nis erhilt man einen Phaseniibergang 1. Ordnung an einer Ubergangsdichte pxsB = 0.56p¢.
Die Konstituentenquark-Phase bei niedrigen Dichten ist instabil, d.h. in diesem Bereich
bilden sich Tropfen aus chiral symmetrischer Materie, die von nicht-trivialem Vakuum
umgeben sind. Des weiteren wird zum Vergleich das Quark-Meson-Modell bei endlicher
Dichte in einer Mittelfeld-Ndherung gelost.

Renormalisation group flow equations in the heat kernel formalism
Abstract

We investigate the chiral phase transition in the linear o-model with quarks and mesons.
This is done with the method of heat-kernel RG-flow equations. The RG scale is introduced
via the heat-kernel-cutoff which regularizes the effective action in the Schwinger propertime
representation. As an advantage of this method the heat kernel cutoff preserves all sym-
metries of the theory. First the Method is applied to the quark-meson-model in vacuum: a
derivative expansion yields the flow equations for the effective potential, Yukawa-coupling
and the wavefunction renormalization constants. This system of coupled flow equations
is solved numerically. Further on, the splitting of Z-factors an Yukawa-coupling in higher
order derivative expansion is calculated.

For the investigation of the chiral phase transition at finite density, the flow equation
for the effective potential with chemical potential is derived. It is transformed into an
equation with running chemical potential. The numerical solution yields a first order phase
transition at a density of p,sg = 0.56pg. The constituent quark phase at low densities is
unstable, i.e. droplets of chiral symmetric matter surrounded by a nontrivial vacuum are
formed. For comparison the quark meson model at finite density is solved in a mean field
calculation.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist die fundamentale Theorie der
starke Wechselwirkung der Elementarteilchen. Sie beschreibt Quarks und Gluo-
nen als die Grundbausteine der Materie. Den Quarks wird in Analogie zur elek-
trischen Ladung der Quantenelektrodynamik eine Farbladung zugeschrieben,
die Gluonen sind die Austausch-Bosonen der Theorie und koppeln an diese
Farbladungen. Da die Gluonen selbst Farbladungen tragen, wechselwirken sie
auch untereinander, was in der Theorie durch den nicht-abelschen Charakter
des Eichfeldes wiedergegeben wird. Der gesamte Energiebereich, in dem die
starke Wechselwirkung wirksam ist, zerféllt grob in zwei Bereiche, in denen sie
durch sehr unterschiedliche Eigenschaften sichtbar wird. Diese Bereiche lassen
sich anhand der skalenabhéngigen Kopplungskonstante as(Q) unterscheiden.

Bei hohen Energien ist die Theorie asymptotisch frei, d.h Quarks und Gluonen
verhalten sich wie freie Teilchen. In diesem Bereich ist die Kopplungskonstante
as(Q) klein und damit ist Stérungstheorie anwendbar. Die Skalenabhéngigkeit
von o, (@), das sogenannte “laufen” der Kopplungskonstanten, 148t sich theore-
tisch berechnen und ist iiber einen Bereich von ) = 3—100 GeV experimentell
gemessen, siche Abbildung 1.1.

Bei kleinen Energien hingegen, unterhalb von ~1 GeV wird a4(Q) 2 1 und man
kommt in den nicht stérungstheoretischen Bereich. Hier spielt die Einschliefung
der Farbladungen (confinement) eine wichtige Rolle: Quarks und Gluonen bil-
den farbneutrale Objekte, die Hadronen. Sie stellen die neuen Freiheitsgrade der
Theorie dar. In diesem Energiebereich ist die Stérungstheorie nicht anwendbar
und damit die QCD aufgrund ihrer komplizierten nicht-abelschen Struktur ana-
lytisch nicht lésbar.

Daf§ dennoch auch im Niederenergie-Bereich Vorhersagen moglich sind, héngt
mit der spontanen Brechung der chiralen Symmetrie zusammen. Vernachlassigt
man die Quarkmassen und betrachtet nur zwei Quark-Flavours, dann ist die
QCD invariant unter globalen SU(2)gx SU(2)r, x U(1)4 x U(1)y-Transforma-
tionen. Die U(1)y-Transformation entspricht der Erhaltung der Baryonenzahl,
wéhrend die U(1)4-Symmetrie auf Quantenebene durch die chirale Anomalie
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Abbildung 1.1: Die laufende Kopplungskonstante as(Q) der starken
Wechselwirkung in verschiedenen Ezperimenten [1].

gebrochen ist. Der SU(2)gr x SU(2)r-Anteil schliellich wird bei kleinen Ener-
gien spontan gebrochen in eine SU(2)y x U(1)y-Untergruppe, d.h. die Theo-
rie bleibt zwar invariant, ihr Grundzustand jedoch &ndert sich bei Symmetrie-
Transformationen. Die spontane Symmetriebrechung ist in der Phénomenologie
der Hadronmassen zu beobachten: Die drei Pionen haben eine, verglichen mit
allen anderen Hadronen, sehr kleine Masse. Sie spielen die Rolle der masselosen
Goldstone-Bosonen der spontanen Symmetriebrechung. Da die chirale Symme-
trie bei endlichen Quarkmassen nur niherungsweise erfiillt ist, besitzen auch
die Pionen eine kleine Masse. Das o-Meson entspricht der zugeho6rigen massi-
ven Goldstone-Mode.

Effektive Theorien. Der Umstand, dal Pionen die Goldstone-Bosonen der
spontan gebrochenen chiralen Symmetrie sind, ist von grofler Bedeutung fiir
die Theoriebildung im Niederenergie-Bereich der QCD. Die Prozesse der star-
ken Wechselwirkung bei niedrigen Energien werden durch die Pionen domi-
niert. Folglich kénnen Meflgréfien als Entwicklungen in Pion-Massen bzw. Pion-
Impulsen angegeben werden. Dies ist die grundlegende Idee der chiralen Stor-
ungsrechnung [2]. In der chiralen Stérungstheorie werden im Rahmen eines
nichtlinearen o-Modells alle Wechselwirkungen zwischen Hadronen durch héhe-
re Ableitungsoperatoren auf Pion-Felder beschrieben.

Andere effektive Modelle fiir die starke Wechselwirkung geben ebenfalls die
chirale Struktur der QCD wieder. Das Gell-Mann-Levy Modell beschreibt Nu-
kleonen und Pionen, die iiber eine Yukawa-Kopplung wechselwirken [3]. Die



spontane Symmetriebrechung wird durch das o-Feld erzeugt, das einen endli-
chen Vakuum-Erwartungswert hat. Wir werden das Gell-Mann-Levy Modell in
abgewandelter Form, also als lineares o-Modell mit Quarks statt Nukleonen als
Grundlage fiir die Berechnungen in den Kapiteln 4 und 5 benutzen. Im Kapitel
2 werden wir das Modell vorstellen und einige einfache Relationen herleiten.

Das NJL-Modell schliefflich ist ein chirales Modell, das nur wechselwirkende
Quarks beschreibt [4, 5]. Es beinhaltet also die chirale Symmetrie der QCD,
jedoch weder Gluonen noch Mesonen. Somit ist das NJL-Modell als effektives
Modell der QCD in einem mittleren Energiebereich anzusiedeln, in dem Gluonen
bereits ausgefroren sind, die Quarks jedoch noch keine Hadronen gebildet haben.

QCD bei endlicher Temperatur und Dichte In den letzten Jahren ist
die Erforschung der QCD bei endlicher Temperatur bzw. endlicher Dichte sehr
in den Vordergrund geriickt. Endliche Temperatur und Dichte werden in Be-
schleuniger-Experimenten mit Schwerionen erzeugt, so sind beispielsweise die
am CERN SPS in Blei-Blei-Stoflen aufgetretenen Temperaturen ausreichend
um den Ubergang zwischen dem Niederenergie-Bereich der Hadronen-Physik
und dem Hochenergie-Bereich der QCD zu erreichen [6]. Die extrem dichte und
heile Phase, die bei solch hohen Temperaturen entsteht, kann als ein Plasma
von Quarks und Gluonen betrachtet werden. In ihr existieren die Quarks und
Gluonen als freies Gas. Die gerade am RHIC begonnenen und die zukiinftigen
LHC-Experimente am CERN werden weit in den Bereich des Quark-Gluon-
Plasmas vorstoflen.

Das Phasendiagramm der QCD ist schematisch in Abbildung 1.2 dargestellt. Bei
endlichen Temperaturen wird der Phaseniibergang bei etwa 150 MeV erwartet.
Rechnungen mit zwei masselosen Quark-Flavours sagen einen Phaseniibergang
2. Ordnung vorher. Bei Beriicksichtigung des Strange-Quarks erhéilt man einen
Phaseniibergang 1. Ordnung oder einen Crossover.

r A
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(@q) #0
\\
\
\
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Abbildung 1.2: Das Phasendiagramm der QCD, schematisch dargestellt.
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Diese Vorhersagen lassen sich sowohl mit den oben beschriebenen effektiven
Modellen berechnen, wie auch mit Gitterrechnungen der QCD bestimmen. Der
Vergleich der Ergebnisse beider Ansétze ermoglicht die Verbesserung der beste-
henden Rechnungen.

Bei endlicher Dichte hat die QCD eine besonders reiche Phasenstruktur. Ober-
halb des QCD-Phaseniibergang sollten bei sehr hoher Dichte Effekte wie die
Farbsupraleitung und Color-Flavour-Locking wichtig werden [7]. Anders als
im Fall endlicher Temperaturen sind Gitterrechnungen hier nur schwer durch-
zufithren. Durch das Einfithren des chemischen Potentials wird die Fermion-
Determinante komplex. Damit kann man das Funktionalintegral nicht mehr in
Gitter-Simulationen 16sen [8, 9]. Man ist daher im Bereich der endlichen Dichte
auf die Vorhersagen effektiver Modelle angewiesen.

Die meisten effektiven Modelle sagen einen Phaseniibergang 1. Ordnung bei
endlichen Dichten vorher [10, 11, 12, 13, 14]. Der Ubergang findet jedoch in
vielen Modellen bei unrealistisch niedrigen Dichten statt. Wir werden in Kapitel
5 den chiralen Phaseniibergang bei endlichen Dichten und Temperatur 7' = 0
im linearen o-Modell untersuchen. Wir werden eine Renormierungsgruppen-
Rechnung vorstellen und diese mit einer Mittelfeld-Rechnung vergleichen.

Die Kenntnis des Phaseniibergangs bei endlicher Dichte ist von grofler Re-
levanz fiir das gesamte QCD-Phasediagramm: In einem Szenario mit einem
Phaseniibergang 2. Ordnung auf der Temperatur-Achse und einem 1. Ordnung-
Ubergang bei endlicher Dichte, enthilt das Phasendiagramm einen Trikritischen
Punkt. An ihm treffen sich die Ubergangslinien 1. und 2. Ordnung. Langreich-
weitige Korrelationen in der N#he dieses Punktes kénnen moglicherweise als
Signatur fiir einen Phaseniibergang dienen [15, 16].

Renormierungsgruppen-Fluf3igleichungen Zur Untersuchung der oben be-
schriebenen effektiven Modelle bieten sich Renormierungsgruppen-Methoden in
besonderem Mafle an. Sie kénnen sowohl das stérungstheoretische Laufen der
Kopplungen bei hohen Energien, wie auch das ausfrieren von Freiheitsgraden
bei niedrigen Energien beschreiben.

Durch den variablen cutoff, der in den Flufigleichungen enthalten ist, wird der
Begriff der Skala auf sehr natiirliche Weise eingefiihrt. Renormierungsgruppen-
Flufigleichungen bieten damit die Mdoglichkeit, die an verschiedenen Skalen
giiltigen effektiven Modelle durch den Renormierungsgruppen-Flufl zu verbin-
den. Prinzipiell sollte es so mdglich sein, ausgehend von der QCD dem Renorm-
ierungs-Flufl zu folgen, alle Fluktuationen auszuintegrieren und eine effektive
Niederenergie-Beschreibungen der QCD zu erhalten [17, 18]. Wegen der nicht-
abelschen Eichfelder und der bestehenden Eichfreiheit, ist das jedoch bisher
nicht vollstandig gelungen. Zusétzlich besteht das Problem, dafi sich die relevan-
ten Freiheitsgrade beim Ubergang in den nicht stérungstheoretischen Bereich
dndern.

Nimmt man an, die QCD sei so weit ausintegriert, dal man bei einer Skala
k =2 1 GeV nur noch punktartig wechselwirkende Quarks vorfindet, so kann



man ausgehend vom NJL-Modell die Quantenfluktuationen schrittweise aus-
integrieren. Folgt man dem Renormierungs-Fluf} bis in den Infrarot-Bereich so
findet man eine effektive Theorie, die die Wechselwirkung von Pionen und Kon-
stituentenquarks beschreibt. Im Rahmen der exakten Renormierungsgruppen-
Gleichungen wurde dieser Ubergang in der Arbeit von Jungnickel und Wetterich
[19] untersucht. Wir werden im Kapitel 4 den gleichen Weg gehen, allerdings
benutzen wir dazu Renormierungsgruppen-Gleichungen in Schwinger-Eigenzeit-
Darstellung mit einem sogenannten Heat-Kernel-cutoff. Diese Darstellung hat
den Vorteil, dal der cutoff die Symmetrien der Theorie erhilt.

Renormierungsgruppen-Methoden haben sich auflerdem als &uflerst erfolgreich
in der Anwendung auf Phaseniibergénge und kritische Phinomene erwiesen. Mit
ihnen kann man das universelle Verhalten der Kopplungen nahe an kritischen
Punkten untersuchen und kritische Indizes bestimmen [20].

Die Anwendung von Renormierungsgruppen-Flufigleichungen auf den chiralen
Phaseniibergang bei endlicher Temperatur wurden z.B. in den Arbeiten [21, 22]
durchgefiihrt. Im Kapitel 5 werden wir in Anschluff an die Untersuchungen
bei endlicher Temperatur [22] die Renormierungsgruppen-Flufigleichungen fiir
endliche Dichte aufstellen.

Ubersicht Das Kapitel 2 dient zur Einleitung und Vorbereitung der nachfol-
genden Kapitel. Zunéchst wird das Gell-Mann-Levy Modell mit Quarks vorge-
stellt. Im Abschnitt 2.2 wird kurz auf die PCAC-Relation eingegangen und die
Goldberger-Treiman Relation hergeleitet. Am Ende des Kapitels wird in Ab-
schnitt 2.3 die Pion-Nukleon Streuung behandelt. Die Streulédnge der s-Wellen-
Streuung wird hergeleitet. Leser die mit dem linearen o-Modell vertraut sind,
konnen dieses Kapitel iiberspringen.

Im Kapitel 3 wird der Heat-Kernel Renormierungsgruppen-Formalismus am
Beispiel einer skalaren Theorie vorgestellt. Dazu wird als erstes die ein-loop ef-
fektive Wirkung durch eine Sattelpunktsentwicklung berechnet. Im Abschnitt
3.2 werden dann die Schwinger-Eigenzeit-Darstellung und der Heat-Kernel-
cutoff eingefiihrt und ausfiihrlich diskutiert. Die Flufigleichungen fiir das effek-
tive Potential und die Wellenfunktions-Renormierungskonstante werden herge-
leitet. Dabei wurde Wert darauf gelegt, die Notation behutsam an den Forma-
lismus der exakten Flufigleichungen von Wetterich anzugleichen. Im Abschnitt
3.3 schliellich wird die Wirkungsweise des Heat-Kernel cutoffs erkldrt und in
einer numerischen Rechnung mit der exakten FluBgleichung verglichen.

Die Anwendung des Heat-Kernel-Formalismus auf ein lineares o-Modell wird
im Kapitel 4 durchgefiihrt. Wir stellen als erstes die effektive Wirkung fiir das
lineare o-Modell auf, fiihren die Ableitungsentwicklung durch und geben als
Ergebnis die ein-loop Korrekturen zu den Kopplungen in Schwinger-Eigenzeit-
Darstellung an. Im Abschnitt 4.2 werden die Heat-Kernel-Fluf3gleichungen auf-
gestellt und anschlielend die Vorgehensweise zur numerischen Losung der Fluf3-
gleichungen diskutiert. Der Abschnitt 4.3 befafit sich mit der Verbindung zum
NJL-Modell. Dort werden die Flufigleichungen in der Naherung vieler Farb-
freiheitsgrade N, numerisch gelost und die Ergebnisse mit NJL-Rechnungen
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verglichen. Danach werden numerischen Losungen fiir die vollen Flufigleichun-
gen vorgestellt und ausfiihrlich diskutiert. Der letzte Abschnitt dient schliefflich
dazu, hohere Ordnungen der Ableitungsentwicklung zu diskutieren.

Der chirale Phaseniibergang im Fall endlicher Dichte wird im Kapitel 5 unter-
sucht. Zunéchst leiten wir im Abschnitt 5.1 die Flufigleichungen fiir das effektive
Potential bei endlicher Dichte her und stellen die numerischen Lésungen vor.
Danach, im Abschnitt 5.2, wird eine Mittelfeld-Rechnung aufgestellt und de-
ren Ergebnisse werden diskutiert. Im Abschnitt 5.3 vergleichen wir die beiden
Rechnungen schliefflich und fassen alle Resultate zusammen. Die Rechnungen
und Ergebnisse dieser Abschnitte wurden in [23, 24] veroffentlicht. Der letzte
Abschnitt dieses Kapitels enthélt die Rechnungen und Ergebnisse eines kombi-
nierten Quark-Nukleon-Modells, das wir in Mittelfeld-Ndherung untersuchen.
Das Modell wurde in [25] veroffentlicht.

Das Kapitel 6 enthilt die abschlieende Zusammenfassung und den Ausblick.

Anhang A enthilt einige niitzliche Formeln fiir Rechnungen in der Schwinger-
Eigenzeit-Darstellung. Auflerdem sind dort die Projektions-Operatoren auf-
gefiihrt, die man in der Ableitungsentwicklung benétigt. Im Anhang B werden
die numerischen Methoden, die zur Losung der Fluflgleichungen benutzt wur-
den, beschrieben. Die analytische Herleitung der Fix-Punkt-Struktur der Fluf3-
gleichungen, die im Abschnitt 4.4 diskutiert wird, ist in Anhang C aufgefiihrt.
Anhang D enthélt einige Teile der Herleitung der Flufigleichungen bei endli-
cher Dichte. Der Anhang E schliefflich enthélt eine Ergdnzung zur Mittelfeld-
Rechnung in Abschnitt 5.2.



Kapitel 2

Das lineare c-Modell

In diesem Kapitel wollen wir das lineare o-Modell vorstellen, einige Grundle-
gende Aspekte des Modells diskutieren und als Anwendung die s-Wellen Pion-
Quark Streuung ausrechnen. Der Inhalt dieses Kapitels kann in Vorlesungen
oder Lehrbiichern nachgelesen werden. Wir werden uns dementsprechend kurz
halten und hauptséchlich die Notation festlegen. Verwendet wurde in diesem
Kapitel das Buch von Donoghue, Golowich und Holstein [26] sowie die Vorlesung
von Koch [27], die eine sehr knappe und biindige Darstellung des o-Modell gibt.
Fiir die Herleitung der Pion-Quark Streuung (Abschnitt 2.3) wurde auflerdem
das Buch von Walecka [28] benutzt, das die Streutheorie etwas ausfiihrlicher
behandelt.

2.1 Chirale Symmetrie

Das lineare o-Modell wurde 1960 von Gell-Mann und Levy vorgeschlagen, lange
bevor die QCD als die grundlegende Theorie der starken Wechselwirkung ent-
deckt wurde [3]. In der urspriinglichen Formulierung beschreibt es Nukleonen
und Mesonen, die miteinander wechselwirken. Das Modell ist invariant unter
chiralen Transformationen, also den Vektor- und Axialvektor-Transformationen
des Isospins und gibt so die chirale Symmetrie der starken Wechselwirkung wie-
der. Unter der Annahme, dafl die Symmetrie der Theorie spontan gebrochen ist,
148t sich die grofie Aufspaltung des Massenspektrums der Pionen und der p- und
a1-Vektormesonen verstehen.

Wir wollen anstatt der Nukleonen SU (2)playor-Quarks zusammen mit den Me-
sonen beschreiben und das Modell als effektive Theorie fiir die starke Wechsel-
wirkung verstehen. Das lineare o0-Modell beschreibt also die chirale Symmetrie
der QCD. Diese ist allerdings nur ndherungsweise erfiillt, da Quarks endliche
Massen, die sogenannten Stromquarkmassen mgurrent ~5—10 MeV, haben. Im
folgenden werden wir immer den chiralen Limes betrachten. Wir nehmen also

an, die Stromquarkmassen seien vernachléssigbar: mgurrem =0.
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Die chiralen Transformationen der Quarkfelder sind gegeben durch die Vektor-
transformation

Av: ¢g— e_igéq ~ (1 — z%é) q (2.1)
qg— e*igéq ~ (1 + z%é) q ,

aus der sich der erhaltene Vektorstrom V' = (jv#%q ergibt und die Axialvek-
tortransformation

Ay: q— e_i”’sgéq ~ (1 — Z"}/5%é) q (2.2)
q— e_i%géq o~ (1 - Z"}/5%é> q

Der zugehorige erhaltene Axialvektorstrom ist AZ = qVus T2—aq. Die Mesonfelder,
die im o-Modell beschrieben werden, transformieren sich wie Lorentz-Skalare:
Das o-Meson o = qq ist aulerdem ein Skalar beziiglich des Isospins, das Pion
7 = 1qT%y5q ein Isovektor. Die entsprechenden Lorentz-Vektoren wéren dann
das p-Meson pf, = ¢7,7%q und das a;-Meson aj, = q7,757"¢, diese sind jedoch
nicht im linearen o-Modell enthalten. Fiir die Beschreibung von Streuprozessen
wéren die Vekor-Mesonen natiirlich wichtig, wir sind jedoch zunéchst nur an
den chiralen Eigenschaften der Theorie interessiert.

Zusétzlich zur schwachen expliziten Brechung der Symmetrie durch die Strom-
quarkmassen, ist die axiale Symmetrie spontan gebrochen. D.h. die QCD ist
zwar (ndherungsweise) symmetrisch unter axialen Transformationen, der Grund-
zustand der Theorie ist jedoch nicht chiral symmetrisch. Durch die sponta-
ne Symmetriebrechung lassen sich die, im Vergleich zu allen anderen Hadro-
nen kleinen Massen der Pionen erkldren. Die Pionen spielen die Rolle der
Goldstone-Bosonen der spontan gebrochenen Theorie. Im chiralen Limes, wenn
man die Stromquarkmassen vernachléssigt, sind die Pionen masselos m, = 0.
Das nach dem Goldstone-Mechanismus den Pionen zugehorige, massenbehafte-
te Meson ist das o-Meson. Weil der Erwartungswert des o-Feldes im Grund-
zustand endlich ist und das o-Meson an die Quarks koppelt, erhalten auch die
Quarks durch die spontane Symmetriebrechung eine endliche Masse, die wir
Konstituentenquark-Masse nennen.

Die Lagrangedichte des linearen o-Modells, ist invariant unter den chiralen
Transformationen Gln. (2.1) (2.2) und lautet in euklidischer Metrik:

L= Z,a0q + 4o + i7iys)g + zoé(auaﬁ + zﬂé(aﬂﬁﬁ L U472, (2.3)
Die kinetischen Terme der Quarkfelder ¢ und der Mesonfelder o und 7 enthal-
ten Z-Faktoren die zur Wellenfunktions-Renormierung nétig sind. Die Mesonen
koppeln an die Quarks iiber eine Yukawa-Kopplung mit der Kopplungskonstan-
ten g. Im néchsten Kapitel werden wir am Beispiel einer skalaren Theorie sehen,
daf die Gréfien Z;, . und U(o?+72) Funktionen einer Renormierungsskala
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k werden, wenn wir die Renormierung der Theorie mithilfe der Heat-Kernel-
Renormierungsgruppen-Gleichung durchfiihren. An dieser Stelle wollen wir uns
jedoch nicht weiter um die Renormierung kiimmern. Die axiale Symmetrie ist
spontan gebrochen, also hat das Potential der Mesonen einen endlichen Erwar-
tungswert:

A 2
U¢?) =7 (¢ = 5) (2.4)
wobei wir die O(4)-Schreibweise fiir die Mesonfelder ¢ = (o, 7) benutzt haben.

Das o-Feld trigt per definitionem den endlichen Erwartungswert, also ¢¢ =
(00,0). Wir verschieben jetzt die Meson-Felder, so daf§ wir im physikalischen
Vakuum sitzen und betrachten kleine Fluktuationen um das Vakuum:

oc=o00+6 (2.5)
T

Il
M

Eingesetzt in das Potential U(¢?) erhalten wir

U(¢) = 2 (52 + 2005 + 72)° (2.7)

= 2 (40367 + 4006° + 20067% + 5%7° +6* + &) . (2.8)

Der Lagrangian ist dann
L =Z4q9q + gooqq + g 4(& + iT7ys)q (2.9)
+4§@ﬁﬁ+aé@ﬁﬁ+m@ . (2.10)

Durch das Verschieben der Meson Felder erhélt die Lagrangedichte den zusétz-
lichen Term goggq. Dieser Term bricht die axiale Symmetrie explizit. Auflerdem
hat er die Form eines Massenterms, er gibt also den Quarks eine endliche Masse,
die Konstituentenquark-Masse.

Nehmen wir an, die Lagrangedichte Gl. (2.9) sei vollstéindig renormiert, die
Kopplungen, Massen und Z-Faktoren seien alle endlich. Um die physikalischen
Masse und Kopplungen zu erhalten absorbieren wir die Z-Faktoren vor den
kinetischen Termen, indem wir die Felder mit den Z-Faktoren reskalieren:

q=qrZ; ' (2.11)
oc=orZ;'? (2.12)
7 =7z Y2 | (2.13)

Nach der Reskalierung enthélt die Lagrangedichte nur noch renormierte Felder
und die renormierten physikalischen Massen und Kopplungen. Wir lesen die
physikalischen Massen aus dem Lagrangian ab:
My = Z; ' go0 (2.14)
M? =27 "\od (2.15)
M;,=0 . (2.16)
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Und die physikalischen Kopplungen:

9 =27 Z % (2.17)
9o =2, 2,7 (2.18)
Min = Z7°N . (2.19)

Im Kapitel 4 wird die hier angenommene Renormierung der Groéflen g, og, A,
Zg, Zo, Zr mit Hilfe von Renormierungsgruppen Flugleichungen durchgefiihrt.

2.2 PCAC und Goldberger-Treiman-Relation

Wir werden uns jetzt davon iiberzeugen, daffi das Minimum des Potentials o
mit der Pion-Zerfallskonstanten F) verkniipft ist. Dazu betrachten wir den
schwachen Zerfall des Pions. Die Ubergangsamplitude beispielsweise des Zer-
falls 7* — p*v, ist proportional zu Fr. Im Matrixelement steht der Axial-
vektorstrom. Der Pion-Impuls g, ist der einzige Lorentzvektor, der im Prozef3
auftritt, daher mufl er auf der rechten Seite der Gleichung auftreten [26]:

(0145 (2)|h(q)) = iFrqud™e " . (2.20)
Wenn wir die Divergenz dieser Gleichung bilden finden wir:
(0]0" Al () |m%(q)) = —Frm28®e 1" (2.21)

Dies ist die sogenannte PCAC-Relation. Man iiberzeugt sich leicht, dafl der
axiale Strom des Pions

Z,Pion($) = F; 8;[77?2(1') (222)

die PCAC-Relation erfiillt.

Andererseits konnen wir jedoch den axialen Strom formal aus der Lagrange-
dichte Gl. (2.3) herleiten. Die erhaltenen Noether-Strome sind gegeben durch

Jo_ 0L

u = 8(a¢1)n3¢] . (223)

Die Matrizen T} sind die Erzeugenden der jeweiligen Symmetrietransformation,
in unserem Fall also die Erzeugenden der axialen Transformation A4, Gl. 2.2.
Wir finden den axialen Strom

2

.

A% = Z, 67M75?q + Zn 00,7 + Z; 100 (2.24)
~ 72 1 _ 1 T

= @RV Y55 4R + Z7 000, 7R + Z7 60,7% + Z3 7*0,6R (2.25)

wobei wir uns in der letzten Zeile wieder ins Minimum gesetzt haben und kleine
Fluktuationen um das Minimum betrachten. Durch Vergleich der Koeffizienten
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des kinetischen Terms der Pionen mit der Gleichung (2.22) finden wir den Zu-
sammenhang

1
E.=Z%oy . (2.26)

Diese Relation zwischen dem Minimum des Potentials und der physikalisch
meBbaren Pion-Zerfallskonstanten F werden wir in den Kapiteln 4 und 5 be-
nutzen. Dort werden wir die Anfangsbedingungen der Renormierungsgruppen-
Evolution so wihlen, dafl im Infrarot-Bereich der physikalisch beobachtete Wert
F; = 93 MeV herauskommt.

Die Goldberger-Treiman-Relation ergibt einen Zusammenhang zwischen der
Pion-Zerfallskonstanten F, und der Nukleonmasse. Man betrachtet zunéchst
den axialen Strom der Quarks:

TCL

AZ,Quark =dqRr ’Y;/Ys? qr - (2.27)

Wir bilden die Divergenz von AZQuark und nutzen die Dirac-Gleichung iv,,0,q—
Myq = 0 aus:

_ Tt _ T
8‘Ll"LlZ,Quark = ’Yua'MQR 75? qr + qRr ’}’M’YS? 8#(]}{ (228)
=iMqqrYsT R - (2:29)

Betrachten wir nun einen Prozef3, bei dem ein Quark ein Pion abstrahlt: Auf-
grund der Axialstrom-Erhaltung finden wir:

8Mfélz,Quark(a”‘) + aM‘le,f’ion(aj) =0 . (230)

Setzen wir den Pion Axialstrom A¢

u,Pion(fL“) Gl. (2.22) ein, so ergibt sich

Fro'o,nh(x) = —iMy qr(z)ysmqr(z) . (2.31)

Diese Gleichung ist die Klein-Gordon-Gleichung eines Pions. Die Erhaltung des
gesamten Axialstroms fiihrt also auf die Vorhersage, dafl das Pion masselos ist.
Es koppelt mit der Kopplungskonstanten
M,
Iraq = ?:
an die Quarkfelder. Wir stellen fest, dafl unsere Definition der Massen Gl. (2.14)
und Kopplungen Gl. (2.17) mit dieser Relation konsistent ist. In der Hadron-
Physik ist diese Relation als die Goldberger-Treiman Relation bekannt. Sie lau-
tet dann

(2.32)

My

grNN = gAF—ﬂ (2.33)

Der Faktor g4 hat den Wert 1.26 und kommt dadurch zustande, dal das Nu-
kleon kein fundamentales Objekt ist, sondern sich aus Quarks zusammensetzt
(siehe auch nichster Abschnitt).
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2.3 Pion-Quark-Streuung

Mit dem Gell-Mann-Levy Modell, also dem lineare o-Modell mit Nukleonen und
Mesonen, 148t sich das experimentell beobachtete verschwinden der Streulénge
a™ an der Pion-Schwelle verstehen: Die Pion-Nukleon-Streuung ist nicht nur
durch die Streuung von Pionen an Nukleonen im s- und u-Kanal zu beschreiben,
sondern der o-Meson-Austausch spielt eine wichtige Rolle. Durch diesen t-Kanal
Beitrag werden die reinen Pion-Nukleon-Beitridge, im Limes verschwindender
Pion-Massen, vollstindig weggehoben. Das Verschwinden der Streulédnge a™ an
der Pion-Schwelle ist also ein experimenteller Beleg fiir die chirale Symmetrie.

Wir wollen jetzt als eine Anwendung des linearen o-Modell die s-Wellen Pion-
Quark Streuung ausrechnen. Um die experimentellen MeBgrofien der Pion-
Nukleon-Streuung aus der Quark-Pion-Streuung auszurechnen miiiten wir na-
tiirlich auch die Wellenfunktionen des Nukleons berticksichtigen. Wir beschrénk-
en uns jedoch auf die s-Wellen Vorwirtsstreuung an der Pion-Schwelle, an der
wir erwarten, daf3 die Pion-Nukleon-Amplitude einfach die Summe der Pion-
Quark-Amplituden ist. Confinement-Effekte sind in unserem Modell nicht ent-
halten, werden also in dieser Beschreibung vollstdndig vernachléssigt.

Um die s-Wellen Pion-Quark Streuung auszurechnen schreiben wir zunéchst die
Lagrangedichte Gl. (2.9) in Minkowski-Metrik:
L = Gr(Q— My)ar —9Z;'Z;*? Grorar — 92, ' Z; 2 GriTTRY5qR

+ 5 @) + 5(Oumn)? — Un(o). 2:34)

Aus der Lagrangedichte und dem Potential Gl. (2.7) erhalten wir die folgenden
Feynman Regeln:

- = (2.35)
p— M,
1
MWW = I (2.36)
7.[.(1
——-——- = ng_IZ;I/2’}/5Ta = grY5T¢ (2.37)
o _ 071712 _
= —igZ, Z, = —igg (2.38)
™
X o
o = —i2771 7,20 6% (2.39)
4



2.3. Pion-Quark-Streuung 13

Als néchstes definieren wir kurz die nétigen Groflen aus der Streutheorie. Die
folgenden Formeln sind in Lehrbiichern nachzulesen [27, 28, 29]. Die Mandel-
stam Variablen sind gegeben durch:

q q2
s=(p1+q) (2.40)
t=(q—q)° (2.41)
u=(ps —q1)* . (2.42)
b1 b2

Wir wollen das Pion durch den Impuls g, beschreiben, also q?> = M2. Im chi-
ralen Limes verschwindet die Pion-Masse, wir werden den Ubergang M, — 0
jedoch erst am Ende der Rechnung durchfiihren. Entsprechend ist p? = ]\4q2 die
Quark-Masse als Quadrat des Quark-Impulses p,, gegeben.

Die S-Matrix ist definiert als

(2m)*
Q

M2 \?
S = S(p1+aq1 —p2—q2) (7) Ty . (2.43)

4E1E2&)1W2

Die é6-Funktion garantiert die Energieerhaltung, ) ist das Phasenraumvolumen.
In der Wurzel steht der sogenannte Flufifaktor. Der Teil, der die einzelnen Uber-
gangsamplituden des Streuprozesses enthéilt, ist die T-Matrix:

Tyi = u(p2) [tA(s, t, u) + igB(s, t,u)] u(p1) (2.44)
= Ua(p2) T up(p1) - (2.45)

Die Matrix Ty, 148t sich noch weiter zerlegen, in einen Isospin-geraden und
einen ungeraden Teil:

1
T% = 0T+ 4 S )T . (2.46)

Damit haben wir die nétigen Formeln kurz zusammengetragen und beginnen
unsere Berechnung der Ubergangsamplituden mit dem s-Kanal Prozef:

s) /—>—\\ (2.47)

Die Streuamplitude T'; ergibt sich aus den Feynman Regeln

Tyi = Ga(p2) (9:757°) m (9957") s (p1) (2.48)

_ a b P+ g+ M)
= a(p2) G277 s o T a)e ]\}; 5 up(P1) (2.49)

S:iff\}z w(p) - (2.50)

1
— g2 (5 + 3l 71)
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Dabei haben wir die Eigenschaften der y-Matrizen [y,,vs5]+ = 0 und 2 =1,
sowie 797° = 6% + 1[79, 7°] benutzt. AuBerdem gilt die Dirac Gleichung fiir die
Spinoren (p; — My) u(p1) = 0. Wir kénnen jetzt die Streuamplitude ablesen
und finden

B(s, t,u) = —- gn <5ab+—[fa,7b]) . (2.51)

Damit erhalten wir die Isospin gerade (4) und die ungerade (—) Amplitude fiir
den Prozef s):

+ Ja
B(s) = 2 (2.52)
Die Amplitude des u-Kanal Prozesses
~ - \‘ /

w) m (2.53)

kann man jetzt einfach durch ausnutzen der ‘crossing’-Symmetrie hinschreiben.
Wenn man vom s-Kanal zum u-Kanal iibergeht mufi man folgende Ersetzungen
machen:

s —u (2.54)
o7 — b (2.55)
g — —g¢" . (2.56)

Damit lesen wir sofort die Amplituden fiir den Proze u) ab:

+ _ 97%
@ = Ty M2

(2.57)

Bleibt noch der der t-Kanal zu berechnen. Das Diagramm ist das folgende:

-

\\\ _

~

£) (2.58)

Diesmal wird ein o-Meson zwischen dem Pion und dem Quark ausgetauscht.
Die T-Matrix fiir diesen Prozef ist:
i
(p1 —p2)? — M2
i6"
(p1 —p2)? — M2
gr(MZ - M) s

= Tg(p2) ( M, . M2) up(p1) - (2.61)

Tji = tia(p2) <_i2Z;12;1/2006“”) (—igs) w(p1)  (2.59)

= ﬁa(pg) (—29)\0'()ZII_IZ;IZO_1) ub(pl) (260)
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Daraus lesen wir wieder die Amplitude ab, diesmal ist der Prozef Isospin gerade
und im Austauschkanal ist ein skalares Teilchen:

AT __ﬁMg—Mg

e T v (2.62)

Wir haben jetzt die drei Amplituden berechnet, die zur Pion-Quark-Streuung
beitragen. An der Schwelle zur Pion-Erzeugung kann man die Streuldnge sehr
einfach aus den Streuamplituden bestimmen [28]:

1

ai =
Schwelle — M
47 (1 + m)

Fiir die Mandelstam Variablen gilt an der Pion Schwelle:

(A* + M, BF) . (2.63)

s = (M, + M;)? (2.64)
t=0 (2.65)
u= (M, — M;)* . (2.66)

Wir setzen die Amplituden (2.52), (2.57) und (2.62)in die Gleichung (2.63) ein
und erhalten fiir die Streuldngen der Pion-Quark-Streuung:

2 1 M?2 1
it = & (-8 ) ew

sti+u) T 4 M, + M, M?2 4]\1(14}%2
q
2
_ gr 1 M, 1
== — 2.68
Ustu) = g My Mg+ My \ 1 — 41‘;1/17%2 ’ (2:68)
q

dabei triagt der t-Kanal ProzeB nur zur Isospin geraden Streulédnge bei. Wir
finden in fiir die die Streulinge a™:

Mz
Oty =040 <E2> , (2.69)

die Streuliinge a™* verschwindet also in fithrender Ordnung in der Pion-Quark-
Streuung. Damit verschwindet auch die Pion-Nukleon-Streulénge, weil wir den
Spezialfall der s-Wellen Vorwirtsstreuung einfach als Summe der Pion-Quark-
Streuungen verstehen kénnen. Will man jedoch die Pion-Nukleon-Streuung all-
gemein auf die Pion-Quark-Wechselwirkung zuriickfiithren, so mufl man iiber die
Wellenfunktion der Nukleonen mitteln. Matrixelemente von Baryon-Zusténden
|B) ergeben sich dann aus den Quark-Spinoren durch

/d“w<B’|0<m>|B> — g(2n)? / &p o) aToq | (2.70)

wobei (p) durch eine Quarkmodell-Beschreibung des Nukleons bestimmt wer-
den muf [26].
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Wir sind stattdessen an dem chiral symmetrischen Limes M, — 0 interessiert,
und stellen fest, daf§ in diesem Fall die Streuléinge a™ identisch verschwindet.
Dieses Verschwinden der Streulénge ist direkt mit der chiralen Symmetrie der
Theorie verkniipft. Die Quarks wechselwirken nicht nur direkt mit den Pionen,
sondern auch iiber das o-Meson, dem chiralen Partner der Pionen. Erst durch
die Beriicksichtigung des o-Mesons 148t so sich die experimentelle Beobachtung
erklédren.

Am Ende des Kapitel 4 werden wir auf die Pion-Quark-Streuung zuriickkom-
men und zeigen, dafl das Verschwinden der Pion-Quark-Streuldnge auch fiir
die Infrarot-Theorie gilt, die wir mit den Fluflgleichungen bestimmen. Obwohl
das o-Meson von der effektiven Niederenergie Theorie vollig entkoppelt, ist das
Verschwinden der Streulinge durch einen neuen Ggm2-Wechselwirkungs Term
gewahrleistet.



Kapitel 3

Flufigleichungen im
Heat-Kernel-Formalismus

In diesem Kapitel wird die Heat-Kernel-Renormierungsgruppen-Methode an-
hand einer skalaren Theorie vorgestellt. Wir leiten als erstes in Abschnitt 3.1
die effektive Wirkung her. Dieser Teil ist in Lehrbiichern [29, 30] nachzulesen
und dementsprechend kurz gehalten. Im Abschnitt 3.2 wird die Heat-Kernel-
Flufigleichung in der Schwinger-Eigenzeit-Darstellung aufgestellt und die Eigen-
schaften des Heat-Kernel-cutoffs werden diskutiert. Im Abschnitt 3.3 wird die
Heat-Kernel-Flufigleichung mit der exakten RG-Fluflgleichung von Wetterich
verglichen. Die exakten FluBgleichungen sind ausfiihrlich in dem Ubersichtsar-
tikel [20] dargestellt. Zur Einfiihrung eignen sich ebenfalls gut die Vorlesungen
[31, 32].

3.1 Die effektive Wirkung

Wir beginnen unsere Betrachtung mit einer einfachen skalaren Theorie. Die
klassische Wirkung in euklidischer Metrik ist:

1
S = [ats {520,07 + U} (3.)
Das Potential U(¢?) miissen wir zunschst nicht niher spezifizieren, wir kénnen

z.B. an ein ¢*-Potential denken. Das erzeugende Funktional der Greensfunktio-
nen ist definiert als

Z[J]:/ng e~ Slel+se (3.2)

wobei wir die kurzschreibweise J - ¢ = [d% J(z)$(z) benutzen. Z[J=0] ist die
Zustandssumme, die das erzeugende Funktional normiert. Sie ist gegeben durch

7 = / D e S0 (3.3)

17
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Wiéhrend man durch ableiten von Z[J] nach den #uBeren Quellen J(x) alle
Greensfunktionen der Theorie erzeugen kann, erhilt man die Untermenge der
verbundenen Greensfunktionen aus dem Funktional W[J]:

W[J] = Z[J] . (3.4)

Wir bemerken an dieser Stelle, dafl der Logarithmus der Zustandssumme bei
verschwindender duflerer Quelle J = 0:

W=InZ (3.5)

gerade der negativen freien Energie entspricht. W/[J] ist ebenso wie Z[J] ein
Funktional der dufleren Quellen. Um jedoch die Vakuumphysik zu beschreiben
ist die effektive Wirkung niitzlicher. Sie hdngt nicht von den dufleren Quellen
ab, sondern ist ein Funktional des gemittelten Feldes. Wir erhalten die effektive
Wirkung I'[®] aus dem erzeugenden Funktional der verbundenen Greensfunk-
tionen W[J] durch Legendre-Transformation. Dazu berechnen wir als erstes die
Ableitung von W[J] nach der dufleren Quelle

WL _ g / Dy p(a) e SO = Qo)) . (36)

oJ
Dies ist nach der Definition des Funktionalintegrals der Vakuumerwartungswert
des Feldes ¢(x) in Anwesenheit einer Quelle J. Wir nennen diesen Erwartungs-
wert das klassische Feld &:

®(z) := Qo)) (3.7)

Es stellt das iiber alle Fluktuationen gewichtete Mittel des Feldes dar und kann
als Analogon zur Magnetisierung in der Statistischen Physik verstanden wer-
den. Mit dem gemittelten klassischen Feld ® konnen wir jetzt die Legendre-
Transformation durchfiihren:

[[@] = -W[J]+J-& . (3.8)

Die effektive Wirkung I'[®] entspricht der Gibb’schen Freien Energie in der
statistischen Physik, sie ist das erzeugende Funktional der Einteilchen-irredu-
zieblen Greensfunktionen. Das bedeutet, wenn wir die effektive Wirkung einer
Theorie kennen, kénnen wir sehr einfach durch Ableiten nach den Feldern ® alle
Einteilchen irreduziblen Greensfunktionen ausrechnen. Andererseits ist auch die
auBere Quelle J(z) durch die einfache Ableitung der effektiven Wirkung nach
dem klassischen Feld definiert:

=J(z) . (3.9)

Wir kénnen demnach bei Abwesenheit von #ufleren Quellen (J(xz) = 0) den
Vakuumzustand direkt aus der effektiven Wirkung erhalten, indem wir I" mi-
nimieren. Die effektive Wirkung spielt also eine herausragende Rolle in der
Quantenfeldtheorie.
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Das Pfadintegral Gl. (3.2) und damit auch die effektive Wirkung Gl. (3.8), 148t
sich jedoch nur ndherungsweise berechnen. Wir werden daher jetzt die effektive
Wirkung in ein-loop Nédherung fiir eine skalare Theorie ausrechnen, indem wir
eine Sattelpunktsentwicklung durchfiithren. Wir entwickeln die klassische Wir-
kung Gl. (3.1) um das gemittelte klassische Hintergrundfeld ® und nehmen die
Aufspaltung ¢(z) = ®(z) + ¢(x) vor. Das Feld ¢(z) stellt also die Fluktuation
um das Hintergrundfeld ®(z) dar. Fiir die klassische Wirkung ergibt sich:

B 4. 08 1[4 528
S[p] = S[®] + /d:z: 50(2) q)go(x) + 5 /da:/d4y 56)59(3) q)go(x)go(y) +...
(3.10)
und entsprechend fiir den Quellterm
J-op=J-d+J-p . (3.11)
Zusammen erhalten wir:
—S[¢]+J~¢:—S[<I>]+J-q)+/d4:p <J($)—£ )(p(m) (3.12)
66(z) |

1 528
"2 / T |9 e

Der Koeffizient des lineare Anteils in den Fluktuationen ist gerade die klassische
Feldgleichung, die natiirlich in niedrigster Ordnung giiltig ist:
68
6¢(x)
Der lineare Beitrag in den Fluktuationen verschwindet also und die erste Quan-

tenkorrektur zur klassischen Wirkung ist von quadratischer Ordnung in den
Fluktuationen.

Wir setzen die Entwicklung Gl. (3.12) in das erzeugende Funktional Gl. (3.2)
ein und erhalten durch formale Integration iiber die Felder

p(x)ey) + ...
(]

—J(x)=0 . (3.13)
@

210 = VU = 271 / DW-S[@]H@-%Idwd@% PO 3y

06

Die Funktionaldeterminante kénnen wir in eine Funktionalspur iiber den Lo-
garithmus umschreiben: Indet A = Trln A. Damit ergibt sich fiir die effektive
Wirkung nach Gl. (3.8)

1
25112
= ¢ SO ® geg [i@]] . (3.15)

1 [6%*[(1)]] (3.16)

ri-loorip) = §[P] 4+ —Trl

(P = Sl 3 Trin | 555w
Die zweifache Ableitung der klassischen Wirkung nach dem Feld ® im Argument
des Logarithmus ist der klassische inverse Propagator. Wir finden fiir die skalare
Theorie:

Sl (e U@
6<I><x>6<1><y>‘< 20 *6@(@6@@))“ v 6D
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Die Gl. (3.16) ist also eine ein-loop Gleichung in der im loop-Integral der klas-
sische Propagator steht.

3.2 Die Heat-Kernel-Flufigleichung

Um die ein-loop effektive Wirkung Gl. (3.16) tatséchlich zu berechnen muf} der
Logarithmus zunéchst regularisiert werden. Wir werden dazu die Schwinger-
Eigenzeit-Darstellung benutzen. Durch Einfiihren eines geeigneten cutoffs leiten
wir dann die Heat-Kernel-Flufigleichung her. Schreiben wir also als erstes den
Logarithmus in Gleichung (3.16) als Schwinger-Eigenzeit-Integral [33]. Bis auf
additive divergierende Terme gilt:

mA—— [ITgra (3.18)

-
Eingesetzt in Gleichung (3.16) ergibt sich:

[i-loor(p] = - —Tr / B (3.19)
Das Schwinger-Eigenzeit-Integral ist im allgemeinen ultraviolett und infrarot

divergent. Wir regularisieren den Infrarot-Bereich des Integrals, indem wir eine
Infrarot-cutoff-Funktion f; einfiihren:

loo
Iy (@) =

l\DI)—t

OOd 5‘3{)265‘4) 2
/ — ¢ fe (3.20)
1

A2

Bevor wir den Heat-Kernel cutoff fj, ausfiihrlich diskutieren, wollen wir zunéchst
die Flufigleichungen herleiten, ohne den cutoff néher zu spezifizieren. Fiir den
Moment miissen wir iiber f; nur soviel wissen: Der cutoff-Parameter k£ hat
die Dimension einer Masse und stellt eine Infrarot-Abschneideskala dar; das
Schwinger-Figenzeit-Integral wird also durch fj infrarot endlich. Wenn wir den
Grenzfall £k — 0 ausfiihren verschwindet f; und der gesamte Infrarot-Bereich
wird im Schwinger-Eigenzeit-Integral integriert. Andererseits hat fj, die Eigen-
schaft, dal das Schwinger-Eigenzeit-Integral in fithrender Ordnung nur noch
durch einen additiven Term ~ In A? vom Ultraviolett-cutoff A abhingt.

Wir stellen also eine Fluflgleichung auf, indem wir die logarithmische Ableitung
nach der cutoff Skala k bilden. Die Ableitung des Heat-Kernel cutoffs héngt
dann nicht mehr von der Ultraviolett-Skala A ab. Wir schreiben deshalb als
untere Grenze des Eigenzeitintegrals 7, =0 :

—loo
ROk el __Tr/dT oo 1 O

ok T ok (3:21)

0

Diese Gleichung beschreibt die stérungstheoretische Skalenabhéngigkeit der ef-
fektiven Wirkung in ein-loop Ndherung. Man kénnte jetzt durch Ableiten von
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['x[®] nach den Feldern beispielsweise die 4-Punkt-Funktion ausrechnen. Die re-
sultierende Differentialgleichung wiirde die typische laufende 4-Punkt-Kopplung
in ein-loop Ndherung beschreiben. Der Renormierungspunkt wire durch die
Bestimmung der Kopplungen in der klassischen Wirkung S[®] bei einer festen
Renormierungs-Skala k., definiert.

Wir wollen indes Gl. (3.21) nur ein infinitesimales Stiick dk weit integrieren. Das
resultierende I'y_ 4 [®] verstehen wir dann als unsere neue effektive Theorie. Aus
dieser Theorie kénnen wir wie vorher die —jetzt allerdings gednderte— klassische
2-Punkt-Funktion bestimmen. Mit der neuen 2-Punkt-Funktion machen wir den
néchsten Integrationsschritt, usw. Bei infinitesimalen Schritten konnen wir diese
Prozedur durchfiihren, indem wir folgende Ersetzung in Gl. (3.21) machen:

629 62T
—
0P6P  6P6P

(3.22)

Mit dieser Ersetzung des klassischen inversen Propagators der klassischen Wir-
kung durch den vollen inversen Propagator der gemittelten effektiven Wirkung
'y [®] wird aus der ein-loop Gleichung eine Renormierungsgruppen-verbesserte
Evolutionsgleichung, die auch die nicht stérungstheoretischen Effekte hoherer
Ordnung beriicksichtigt [34]. Die resultierende Heat-Kernel-Renormierungsgrup-
pen-Gleichung lautet:

N k:— . (3.23)

o

Diese nichtlineare partielle Differentialgleichung stellt fiir festgehaltenes k eine
Schwinger-Dyson-Gleichung dar. Auf der linken Seite steht die volle effekti-
ve Wirkung I'[®], auf der rechten Seite ein ein-loop Integral mit der vollen
2-Punkt-Funktion, die ebenfalls durch T'x[®] bestimmt ist. Anders als in der
Schwinger-Dyson-Gleichung wird I'y[®] hier jedoch nicht selbstkonsistent be-
stimmt.

Die klassische Ultraviolett-Wirkung S[®] an der Skala k,, dient als Startpunkt
unserer Evolution. Ausgehend von k,, integrieren wir schrittweise den Infrarot-
bereich aus. Das Ergebnis jedes Integrationsschrittes wird auf der rechten Seite
der Gleichung (3.23) wieder eingesetzt. Indem wir so der Evolution £ — 0 in
infinitesimalen Schritten folgen, wird die Gl. (3.23) unendlich oft iteriert. Damit
werden auch Korrekturen jenseits der ein-loop Niherung beriicksichtigt. Durch
die Renormierungsgruppen-Ersetzung wird die ein-loop Gleichung (3.21) zur
nicht-perturbativen Flufigleichung (3.23). Die skalenabhiingige mittlere effekti-
ve Wirkung I'y[®] interpoliert den Bereich zwischen der klassischen Wirkung
und der vollen effektiven Wirkung, die alle Quantenfluktuationen enthélt. Die
Grenzfille sind

S[®], fiir k& — Kuy (3.24)
T[], firk—0 . (3.25)
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Die Evolution fiir & — 0 auszufiihren ist also gleichbedeutend mit dem Losen
der Theorie. Bei k = 0 erhélt man die volle effektive Wirkung I'[®] und daraus
alle Greensfunktionen und den Grundzustand der Theorie.

Die partielle Differentialgleichung (3.23) fiir die gemittelte effektive Wirkung
kann jedoch nicht exakt gelost werden. Um die Evolution beispielsweise von
Massen zu berechnen, mufi man zunéchst eine geeignete Parametrisierung von
'y finden. Da I'y, prinzipiell héhere Operatoren jeder Ordnung enthalten kann,
stellt solch eine Parametrisierung immer eine Trunkierung auf einen endlichen
Satz von Operatoren dar. Wir kénnen die mittlere effektive Wirkung in Form
einer Entwicklung nach lokalen Feldoperatoren, der sogenannten Gradienten-
entwicklung oder Ableitungsentwicklung, parametrisieren:

[L[®] = /d4:v {Uk(<1>2) + %Zk (8,8)° + ... } . (3.26)

Die Koeffizienten der Ableitungsentwicklung héngen jetzt von der Renormie-
rungsgruppen Skala k& ab. Wir wollen die Flufigleichungen fiir das effektive Po-
tential Uy(®) und die Wellenfunktions-Renormierung Zj noch kurz herleiten,
bevor wir dann den Heat-Kernel-cutoff diskutieren. Wir setzen also die Trun-
kierung fiir I'y in die rechte Seite der Gl. (3.23) ein und erhalten:

oo 2
org[® 1 dr —T{—Zkau%} Ofk
0
Die Funktional-Spur ist definiert als
Tr A = /d4az(:r|A]x> (3.28)
und es ergibt sich:!
OTW®] 1 [ fdr o[ ogere ] O
k % —§tr/da:/7 (x|e \x>k% . (3.29)
0

Durch Einschieben von ebenen Wellen kénnen wir den Heat Kernel weiter aus-
werten [35], vgl. Anhang (A.1):

Oy, [®] __1 /4 /d4q
k % 2tr d’x @)t

Die 0-Operatoren im Exponenten wirken auf alle rechts stehenden Felder, in
der Exponentialfunktion sind also Ableitungsterme beliebiger Ordnung vorhan-
den. Wir kénnen die rechte Seite nach Ableitungen entwickeln, indem wir die

Afk

(3.30)

o0 2 . 2 §2Uk
d_T e—T(qu —2iZy,q-0—Z1,0 +m>
T

0

'Die Spur iiber innere Dimensionen ist im Fall einer skalaren Theorie natiirlich eins. Wir
schreiben die Spur tr trotzdem in den Formeln, um diese spéter leichter zu verallgemeinern.
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Exponentialfunktion als Potenzreihe in 7 schreiben, alle hoheren Ordnungen in
den Ableitungen wegstreichen und dann die Reihen wieder aufsummieren. Als
Ergebnis erhalten wir in zweiter Ordnung in den Ableitungen [36, 37]:

4 _r 2 527[1
kark :__t /d4/d /dT (2o 5% ) k% 1)

g

(qu +6<I>5<I>> k%
ok

1 d%
“tr [d% 2dr Z\2®% e
+ 5 r/ (27r)4 TdT Z]),

0
7 —7( Ziq? Uy
——t /d4 /d4q4/73d7'Z,3)\2<I>2q26 ( w +§¢5®) k‘% %(@@)2
0
mit der Abkiirzung
5 &6%U,
T 592 5069 (8:32)

Die Impuls Integrale kénnen ausgefiihrt werden und wir finden durch Koeffizi-
entenvergleich mit der Parametrisierung Gl. (3.26) die Fluigleichungen fiir Zj,
und Uy:

oU(®?) 1 oodr 2, Of
0
8z, 1 1 [, ) fn
k%:—ygﬂ-?étr/(h Z, AP 5wk k% . (3.34)
0

Als letzten Schritt werden wir jetzt noch das T-Integral ausfithren. Dazu miissen
wir die Eigenschaften des Heat-Kernel-cutoffs f; genauer definieren. Wir disku-
tieren daher im folgenden kurz die Bedingungen, die an den Heat-Kernel-cutoff
zu stellen sind. Betrachten wir nocheinmal das Schwinger-Eigenzeit-Integral,
wie es bereits in Gl. (3.19) aufgetreten ist. Wir untersuchen zuerst den Ultra-
violett-Bereich und nehmen fiir den Moment an, die Theorie sei infrarot endlich.
Das Eigenzeit-Integral definiert die unvollstindige generalisierte I'-Funktion:

de_T Al _ { %] , (3.35)

AZ

Wir kénnen die I'-Funktion als Reihenentwicklung angeben

i 2
/d7 ~TA®) _ O 4 In(A[®]) — In(—A2) + — Al 1 (A[cp]) .

1-11 A2 221\ A2

(3.36)
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wobei C' die Euler Konstante ist. Durch diese Reihenentwicklung ist es moglich
den uns interessierenden, feldabhéngigen —physikalischen— Anteil des Integrals
In(A[®]) von dem an der Stelle 7 = 0 divergierenden Term In(—A?) zu separie-
ren. Im Grenzfall A — oo verschwinden alle hoheren Terme der Potenzreihe und
wir konnen das Integral ultraviolett regularisieren, indem wir den divergenten
Term — In(—A?) einfach subtrahieren. Wir lassen auch gleich die Eulerkonstan-
te weg, weil konstante Terme fiir die Flufigleichungen keine Rolle spielen. Wir
erhalten also die Gleichung (3.18):

[e.e]

- / dT—T ¢ A] — In(A[®)) (3.37)
0 regularisiert

Man iiberzeugt sich dagegen leicht durch partielle Integration, dafl das folgende
Integral wie

/ T e 4] In(A[2]) — A[#]In(~A?) (3.38)

divergiert. Hier ist der divergierende Term A[®]In(—A?) nicht mehr konstant
in ®. D.h. in diesem Fall kénnen wir das Eigenzeitintegral nicht mehr durch
Subtraktion der Unendlichkeit ultraviolett regularisieren. Ubertragen auf die
FluBigleichungen heifit das: der Fluf} der effektiven Wirkung ist nicht mehr un-
abhingig von der Ultraviolett-Abschneideskala A.

Aus dieser Uberlegung erhalten wir die erste Bedingung, die der Heat-Kernel-
cutoff erfiillen muf}: Die in den Flufigleichungen auftretenden Integranden diirfen
fiir 7 — 0 hochstens wie 1/7 divergieren. Betrachten wir die FluBgleichung fiir
das effektive Potential Gl. (3.33), so muf} gelten
0 n .

k%fk =c-T mit n > 2. (3.39)
Damit bleibt die Gleichung fiir A — oo regularisierbar und wir kénnen das
T-Integral ausfithren. Alle hoheren Ordnungen in der Ableitungs Entwicklung
enthalten im Zahler hohere Potenzen von 7 (vgl. Gl. 3.31). Sie sind mit dieser
Wahl also ebenfalls ultraviolett regularisierbar.

Betrachten wir jetzt das Infrarot-Verhalten. Damit fj als cutoff fiir Renorm-
ierungsgruppen-Fluflgleichungen geeignet ist, mufl der cutoff-Parameter &k eine
Infrarot-Abschneideskala bilden. Das erreichen wir am einfachsten durch Ad-
dition eines massenartigen Terms ~ k2 im Exponenten der FluBgleichung Gl.
(3.23). Also:

82T, 82T,

2
5555 %58 ¢ (3.40)
oder auf den cutoff iibertragen
b2 f e (3.41)

ok
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Der Heat-Kernel-cutoff stellt also einen massenartigen Infrarot-cutoff dar.

Die Schwinger-Eigenzeit 7 hat die Dimension [r] = Masse 2. Durch die Uber-
legung, dafl der cutoff f; einheitenlos sein sollte, finden wir aus den beiden
Bedingungen (3.39) und (3.41) die allgemeine Form der Ableitung von f:
RO pOD _ 2 Mmooy s (3.42)
k¥ M! = '
Der Koeffizient 2/M! und der Exponent wurde so gewéhlt, dafl der cutoff die
einfache Form:

My s (TR e
=3 e ™ mit M >1 (3.43)
=0

erhélt. In [37] wurde der Heat Kernel cutoff fiir M = 1 systematisch mit einem
Pauli-Villars-cutoff verglichen. Fiir das effektive Potential entspricht der Fall
M =1 gerade einem Pauli-Villars-cutoff. In der Arbeit [22] wurden die Heat-
Kernel-RG-Gleichungen mit dem cutoff M = 2 auf das lineare o-Modell mit
Quarks angewendet und der chirale Phaseniibergang bei endlicher Temperatur
untersucht. In [38] wurde der Fluf des effektiven Potentials in einem linearen
o-Modell mit Quarks fiir verschiedene M numerisch verglichen. Dort hat sich ge-
zeigt, dafl mit hoheren M die Konvergenz der Renormierungsgruppen-Evolution
steigt. Cutoffs mit M > 2 zeigen bei einer Parametrisierung des effektiven Po-
tentials Uy (®) als Potenzreihe bis Ordnung ®® gute Konvergenzeigenschaften.

Wir werden am Ende des Abschnitts 3.3 noch kurz die Heat-Kernel-cutoffs
mit verschiedenem M untersuchen. Ansonsten verwenden wir jedoch in dieser
Arbeit ausschliellich den Heat-Kernel-cutoff im Fall M = 2, also

1
fr = (1 + 7k + §T2k4> e ™ (3.44)
9 31.6 ,—Tk>

Gegeniiber anderen Renormierungsgruppen cutoffs bietet der Heat-Kernel-cut-
off den Vorteil, daf} iiber die Schwinger-Darstellung eine weiche cutoff Skala k
eingefithrt werden kann, ohne das die Symmetrien der urspriinglichen Theo-
rie verletzt werden. Dafiir ist es wichtig, dal bei der Herleitung (vgl. Gln.
3.31, 3.33) das Impulsintegral jeweils vor dem Schwinger-Eigenzeit-Integral aus-
gefithrt werden. Die resultierenden FluBgleichungen enthalten dann alle Sym-
metrien der Theorie [37]. Wegen dieser Erhaltung der Symmetrien sind die
Heat-Kernel-Flufigleichungen moglicherweise auch ein geeignetes Werkzeug um
FluBgleichungen fiir Eichtheorien aufzustellen.

Der Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) ist als Funktion der Schwinger-Eigenzeit in
Abb. 3.1 dargestellt. Die Kurven entsprechen der k-Werten k& = 1.2,1.0,0.8
GeV. Man erkennt deutlich wie fiir kleiner werdendes k das 7-Intervall, {iber
das das Eigenzeit-Integral integriert, immer grofler wird. Fiir £k — 0 wird f, = 1
und der cutoff verschwindet. Die oben diskutierten Ultraviolett-Eigenschaften
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Abbildung 3.1: Der Heat Kernel cutoff fi als Funktion der Schwinger
Eigenzeit T fiir verschiedene cutoff Skalen k. Die k-Werte sind 1.2,1.0,0.8
GeV (von links nach rechts).

spiegeln sich in Abb. 3.1 an der Stelle 7 = 0 wieder. Hier ist f;(0) = 1 und
zusétzlich f'(7)|;—=o = 0. Die waagerechte Tangente an diesem Punkt fiihrt auf
das gewiinschte Ultraviolett-Verhalten.

Wir wollen jetzt den Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) in die Fluigleichungen (3.33)
einsetzen, miissen aber noch kurz die Rolle der Wellenfunktions-Renormierungs-
Konstanten Z diskutieren: Die Skala k soll als massenartiger cutoff im Expo-
nenten der Gl. (3.33) auftreten. Dort stehen jedoch die Koeffizienten 5‘5;—5% der
"bare’ Felder ®. Wir haben bisher keine Reskalierung ® z = Z'/2® durchgefiihrt
um die Z-Faktoren in der Gl. (3.26) zu absorbieren und werden das auf der Ebe-
ne der Fluigleichungen auch nicht tun. Um also in den Flufigleichungen (3.33)
nicht “Apfel mit Birnen” zu vergleichen, miissen wir eine ’bare’ Abschneide-
Skala kg = Z'/2k definieren, also

1
fo = (1 + 7k + 57%) e (3.46)
= (1 + 772k + %TZZ2IC4) Pl

Der Z-Faktor im cutoff tritt beispielsweise auch in den Formulierungen von
[19, 39, 40] auf. Alternativ kénnen wir allerdings auch das 7-Integral in den
FluBgleichungen durch Z7 — 7 reskalieren. Wir erhalten dann anstatt der Fluf3-
gleichungen (3.33):

8Uk(¢)2) . 1 OodT 7 182U, 8fk
ok~ mmtfme T TRy (3:47)
0

0Zk _ ~2\2 o T 3fk

k
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Entsprechend miissen wir dann auch im Heat Kernel cutoff Gl. (3.46) die Eigen-
zeit T reskalieren und wir erhalten wieder den cutoff ohne Z-Faktoren Gl. (3.44).
Beide Moglichkeiten sind vollig dquivalent. Wir werden im folgenden immer mit
dieser Reskalierung arbeiten. Sie ist vollig konsistent mit den Formulierungen
mit Z-Faktoren.

Wir setzen also den Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) in die Flufigleichungen ein
und erhalten:

Uy, kS 1
= — (3.49)
2 _1 82U
ok 327 <k2 + 7 16¢5$>
7 6 Z_2>\2(I)2
kaakk — _3;2 k 20 . - (3.50)
—1 62U,
(kz + 2, 5@5@)

Die Flufigleichung fiir das effektive Potential Uy (®) ist eine nichtlineare partielle
Differentialgleichung, die numerisch gelost werden muf. Die Gleichung fiir Z
ist hier eine gewohnliche Differentialgleichung, weil wir Z; in der effektiven
Wirkung Gl. (3.26) als konstant in den Feldern ® angenommen haben. Im
allgemeinen ist auch der Koeffizient des kinetischen Terms eine Funktion der
Felder Z = Z,(®) wie man auch leicht in der Gleichung (3.31) sieht.

Zur numerischen Losung von partiellen Differentialgleichungen bieten sich zwei
Methoden an: Zum einen kann man Uy (®) und Z(®) auf einem Gitter diskre-
tisieren. Man erhélt dann fiir jeden Gitterpunkt ®; eine gewdhnliche Differenti-
algleichung, die mit den Gleichungen der benachbarten Gitterpldtze gekoppelt
ist. Wir werden diese Methode im Kapitel 5 verwenden, wenn wir das lineare o-
Modell bei endlicher Dichte untersuchen. Andererseits kann man die Funktionen
Uk(®) und Z(®) auch als Potenzreihen in ¢ entwickeln, deren Koeffizienten
k abhingig sind. So erhélt man aus der partiellen Differentialgleichung (3.49)
einen Satz gekoppelter gewdhnlicher Differentialgleichungen fiir die Koeffizien-
ten der Potenzreihe. Diese Methode werden wir im Kapitel 4 benutzen.

3.3 Vergleich mit den exakten RG-Flufigleichungen

Wir wollen jetzt die Heat-Kernel-Flugleichungen mit der exakten Renormie-
rungsgruppen (RG) Gleichung von Wetterich [40] vergleichen. Die exakte RG-
FluBgleichung kann ganz analog zur —am Beginn dieses Kapitels beschriebenen—
Heat-Kernel-Flufigleichung aufgestellt werden. Man geht aus von der ein-loop
effektiven Wirkung I'|®] und regularisiert diese nicht in der Schwinger-Darstel-
lung, sondern indem man direkt eine geeignete Regulatorfunktion Ry(q¢?) in den
Logarithmus einfiigt. Ausgehend von der ein-loop effektiven Wirkung (3.16)
erhilt man

2
[y[®] = S[®] + %Tr In [% + Rk(q2)] : (3.51)
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Eine mogliche Abschneidefunktion ist

2 —q%/k?
Ry(q%) = % (3.52)
Diese Abschneide-Funktion macht I'y ultraviolett und infrarot endlich und der
Parameter k stellt wie zuvor eine Renormierungsgruppen-Skala dar. Jetzt bildet
man die logarithmische Ableitung nach der cutoff-Skala und fiihrt wieder die
Renormierungsgruppen-Verbesserung (3.22) durch. Das Ergebnis ist die Flufi-
gleichung;:

org[®] 1 1 ORy,
=-Tr k
ok 2 % + Ry(q?) Ok

k

(3.53)

Der entscheidende Unterschied zur Heat-Kernel-FluBgleichung besteht darin,
da man die Gl. (3.53) direkt aus dem Erzeugenden Funktional Gl. (3.2) herlei-
ten kann, ohne eine Sattelpunktsentwicklung vorzunehmen. Die Flufigleichung
(3.53) ist also eine exakte Gleichung. Fiir die Herleitung spielt eine Eigenschaft
der cutoff-Funktion Rj eine entscheidende Rolle: Dadurch, dal man Ry biline-
ar in den Feldern schreiben kann und damit auch auf der Ebene der Wirkung
direkt einfithren kann

4
AS,8] = 5 [rots Rela) ¥(-0)%(a) (3.54)

[\)

wird der Beweis der Exaktheit von Gleichung (3.53) moglich [40].

Ganz anders bei der Heat-Kernel-Darstellung. Hier kann der Heat-Kernel-cutoff
immer nur eingefiihrt werden, indem der nach der Sattelpunktsentwicklung auf-
tretende Logarithmus in Schwinger-Darstellung geschrieben wird. Direkt in die
Wirkung kann man fj nicht einfiihren, die Schwinger-Eigenzeit T hitte auch
auf der Ebene der Wirkung gar keine Bedeutung. Ein direkter Exaktheitsbe-
weis wie bei Wetterich [40] ist hier aufgrund der Form des cutoff fj also nicht
moglich.

Der tiefere formale Zusammenhang zwischen der Heat-Kernel-Renormierungs-
gruppen-Gleichung und der exakten Renormierungsgruppen-Gleichung bleibt
demnach unklar, wir miissen uns deshalb darauf beschrinken numerische Ergeb-
nisse zu vergleichen (siehe auch [41]). Wir werden uns also nun davon iiberzeu-
gen, daf} die Heat-Kernel-Flufigleichung ganz dhnlich wie die exakte Renormier-
ungsgruppen-Flufigleichung funktioniert. Wir vergleichen dazu die Wirkung der
cutoff-Funktionen auf das Impulsintegral in beiden Formulierungen. Wir set-
zen den inversen Propagator in niedrigster Ordnung der Ableitungsentwicklung
(Z=1):

8T, 5, 82U
5050 1 T 5060

(3.55)
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in die exakten Flufigleichungen ein:

8F’“ = /d4 / 7 ! OB (3.56)
5<1>5§> + Ry(q?) ok
ORy,
d*z /dq k 3.57
~ 3 / 2+ 5<1>5k + Ri(q?) Ok (397

~ 32m2 /d4”3 /dq Iw(a) - (3.58)

Der Integrand der Gleichung (3.56), I (g) mit der cutoff Funktion (3.52) ist fiir

0: 06 \
Tw(q) . //\\ \
0.02 %-\ \ \\
DN

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
q [GeV]

Abbildung 3.2: Die Wirkungsweise des cutoffs Ry(q?) der exakten
Flufgleichungen auf das Impulsintegral. Die cutoff-Skalen sind k =
0.35,0.3,0.25,...,0.1 GeV.

verschiedene cutoff Skalen k in Abbildung 3.2 dargestellt. Die Ableitung m? :=
g;% spielt die Rolle einer Masse, die wir willkiirlich auf m = 100 MeV festgelegt
haben. Fiir die Renormierungsgruppen Flugleichungen ist es natiirlich von
entscheidender Bedeutung, das sich diese Masse mit der Skala k£ dndert; dadurch
werden die Flugleichungen zu nicht perturbativen Gleichungen. Wir werden die
Rolle der laufenden Massen im Abschnitt 4.4 diskutieren, fiir den Vergleich der
cutoff Funktionen nehmen wir hier jedoch an, m sei konstant.

Man erkennt deutlich in Abbildung 3.2, dal der Integrand ultraviolett und
infrarot endlich ist. Die verschiedenen cutoff Skalen, fiir die der Integrand ge-
plotted wurde, sind k& = 0.35,0.30,0.25,...,0.10 GeV. Mit kleiner werdender
Skala verschiebt sich das Maximum des Integranden zu kleineren Impulsen. Die
hohen Impulse werden also kontinuierlich ausintegriert.

Um jetzt den Vergleich zur Heat-Kernel-Flufigleichung herzustellen, miissen
wir die Heat-Kernel-Flufigleichung als Impulsintegral schreiben. Wir gehen also
zuriick zu Gleichung (3.31) und fiihren die 7-Integration vor der Impulsintegra-
tion aus. Wir betrachten nur die Gleichung fiir das effektive Potential, also die
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nullte Ordnung der Ableitungsentwicklung und finden:

6
8F’“ / / 2k (3.59)
52U,
q 24+ k24 6’“)

9 31.6
— /d4 / a’k . (3.60)
Iz + 2k k:2)

6@6@

= W/d‘%: /dq IHK(q) . (3.61)

Der Integrand der Heat-Kernel-Flufigleichungen ist in Abbildung 3.3 dargestellt.
Der Massenterm im Nenner wurde wieder auf m = 100 MeV festgelegt, gezeigt
sind die Skalen k£ = 0.7,0.6,0.5,...,0.2 GeV. Im Infrarot-Bereich féllt der Inte-
grand Iy (q) genau wie auch Iy (g) aufgrund des Phasenraums wie ¢3 ab. Im
Ultraviolett-Bereich wird jedoch ein Unterschied deutlich. Wéhrend Iy (q) fiir
grole Impulse ¢ exponentiell abfllt, verhélt sich der Integrand Ik (q) wie kS¢—3
fiir ¢ > k2. Der Heat-Kernel-cutoff schneidet also die Ultraviolett-Impulse nur
vergleichsweise schwach ab.

0.1
0.08 \
0.06 N
Ink(q) / N
\
0. 04 / \\\\
0.02 o T~
. ~—
————— —
0.2 0.4 06 08 1 1.2
q [GeV]

Abbildung 3.3: Die Wirkungsweise des Heat-Kernel-cutoffs auf das Im-
pulsintegral. Die cutoff-Skalen sind k = 0.7,0.6,0.5,...,0.2 GeV.

Die verschiedenen cutoff Skalen k, die in Abbildung 3.3 gewéhlt wurden, sind
jeweils doppelt so grofl wie die in Abbildung 3.2. Der Integrationsbereich, ins-
besondere die Lage der Maxima auf der g-Achse ist jedoch sehr &hnlich. Aus
diesem Vergleich der Kurven beider Abbildungen wird deutlich, daf die Skalen
k des cutoffs von Wetterich und des Heat-Kernel-cutoffs nicht gleich sind. Im
Fall des cutoffs Ry liegt das Maximum von Iy (q) deutlich oberhalb der Skala
kw. Beim Heat-Kernel-cutoff liegt das Maximum des Integranden tatséchlich
ungefihr bei ¢ ~ kpgr. Wenn mit beiden cutoffs das gleiche Impulsintervall
integriert werden soll, so gilt kgx =~ 2 - k. Diesen Zusammenhang, dafl die
cutoff-Skalen der Rechnungen mit dem cutoff R; immer etwa halb so grof sind
wie die Skalen im Heat-Kernel-Formalismus, werden wir auch im Kapitel 4 noch
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sehen, wenn wir beispielsweise die Ultraviolett-Skalen k., bzw. k, miteinander
vergleichen.

Das Ultraviolett-Verhalten des Heat-Kernel cutoffs Gl. (3.43) wird durch M be-
stimmt. Wir wollen deshalb den Integrand des Impulsintegrals noch fiir verschie-
dene cutoff Funktionen untersuchen. Wenn wir den allgemeinen Heat-Kernel-
cutoff Gl. (3.43) in Gleichung (3.59) einfiigen, so erhalten wir

M+1
Tk [®] 1 k2
g 0+ 5556 + K
1
= 553 /d43: /dq M (g . (3.63)

Der Integrand I%((q) ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Mit dem cutoff M =1
fallt der Integrand fiir groffe Impulse sehr langsam ab. Der cutoff M =2, den
wir im folgenden benutzen wollen, zeigt schon ein deutlich besseres ultravio-
lett Verhalten. Das langsame Abfallen im Vergleich zur exakten Flufigleichung
Abbildung 3.2 kann also behoben werden, indem man einen Heat-Kernel-cutoff
mit hohem M wihlt. (vgl. auch [41]).

0.6 ~ —~——

M 0.4
Ik (@) o s /
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Abbildung 3.4: Die Wirkungsweise des Heat-Kernel-cutoffs mit verschie-
denem M. Die Werte sind M =1,2,3,4,5 (von oben nach unten).



Kapitel 4

Flufigleichungen fiir das
lineare o-Modell

In diesem Kapitel wird die Technik der Heat-Kernel-Renormierungsgruppen-
FluBigleichung, die wir im vorherigen Kapitel vorgestellt haben, auf das lineare
o-Modell angewendet. Die Vorgehensweise ist dabei analog zum vorangehen-
den Kapitel, in der Darstellung jedoch etwas anders: Um den Uberblick iiber
die Korrekturterme zu wahren, fithren wir erst die Ableitungsentwicklung fiir
die ein-loop effektive Wirkung im Abschnitt 4.1 durch. Wir geben als Ergeb-
nis die ein-loop Korrekturen zu den Kopplungen g, Z, und dem Meson Z-
Faktor Zg in Schwinger-Eigenzeit-Darstellung an. Im Abschnitt 4.2 setzten wir
dann wieder den Heat-Kernel-cutoff in die effektive Wirkung ein und fiithren
die Renormierungsgruppen-Ersetzung durch. Wir erhalten die Flufigleichun-
gen fiir das effektive Potential U(®2), fiir die Yukawa Kopplung g und die
Wellenfunktions-Renormierungkonstanten Z,, Zg.

Neben der Herleitung der Flufigleichungen ist die phdnomenologischen An-
wendung des Modells auf die starke Wechselwirkung bei niedrigen Energien
ein wichtiger Aspekt dieses Kapitels. Im Abschnitt 4.3 stellen wir die Verbin-
dung zum NJL-Modell her. Das NJL-Modell wurde in den letzten zehn Jah-
ren ausfiihrlich in der Naherung vieler Farbfreiheitsgrade N, untersucht. Me-
sonische Korrekturen wurden dabei jedoch erst in letzter Zeit beriicksichtigt
[5, 11, 42, 43, 44]. In erweiterten NJL-Modellen ben&tigt man zur Regularisie-
rung der Meson-Fluktuationen einen zusétzlichen cutoff, weil das NJL-Modell
eine nicht renormierbare Theorie ist.

Ein Vorteil der Renormierungsgruppen-Flugleichungen besteht darin, dafl ein
cutoff fiir alle Fluktuationen auf sehr natiirliche Weise eingefiihrt wird. Da
wir gleichzeitig durch das Festlegen der Anfangsbedingungen des Flusses das
NJL-Modell quasi als Anfangspunkt unserer Renormierungsgruppen-Evolution
wéhlen konnen, erhalten wir so Vorhersagen fiir das NJL-Modell mit Meson-
fluktuationen. Wir werden im Abschnitt 4.3 auch die Flulgleichungen in der
Néherung vieler Farbfreiheitsgrade N, angeben und die numerischen Ergebnis-
se mit den NJL-Ergebnissen vergleichen.
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Abbildung 4.1: Die Skalenverhdltnisse im Bereich der Niederenergie-QCD
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Im Abschnitt 4.4 werden wir dann die numerischen Lésungen des gesamten Sy-
stems von Flufigleichungen einschlieflich Meson-Fluktuationen vorstellen und
die Ergebnisse diskutieren. Am Ende dieses Kapitels werden wie dann im Ab-
schnitt 4.5 die Ableitungsentwicklung noch etwas weiter treiben und die Auf-
spaltung der Z-Faktoren bzw. der Yukawa-Kopplung bei spontaner Symme-
triebrechnung beriicksichtigen.

4.1 Die effektive Wirkung des linearen o-Modell

Das physikalische Bild, das diesem Kapitel zugrunde liegt ist das folgende: Wir
nehmen an, das lineare o-Modell sei eine giiltige Beschreibung der Natur bei
Skalen von 0.2 < k£ < 1.3 GeV. Oberhalb von 1.3 GeV sind die gluonischen
Freiheitsgrade wichtig und die volle QCD ist zur Beschreibung der Physik
der starken Wechselwirkung notig. Bei Skalen um k ~ 1.3 GeV frieren die
Gluonen aus und iibrig bleiben Quarks, die iiber einen lokalen Vier-Fermion-
Vertex wechselwirken. Das Ausfrieren der Gluonen passiert beispielsweise im
Farbaustausch-Bild durch den Austausch eines schweren Gluons, das von der
weiteren Evolution entkoppelt. Eine andere Moglichkeit ist, dafl Instantonen die
Vier-Fermion-Wechselwirkung vermitteln. Die reine Quark-Quark-Streuung an
der Skala k ~ 1.3 GeV wird durch das NJL-Modell beschrieben.

Im Prinzip sollte der Ubergang von der vollen QCD zum NJL-Modell durch
Renormierungsgruppen-Flugleichungen beschreibbar sein [17]. M6glicherweise
sind jedoch auch noch an der NJL-Skala Quark-Wechselwirkungen durch Gluon-
Austausch oder auch Glueballs wichtig [18].

Bei Skalen unterhalb von 1.3 GeV bilden sich Mesonen und die Physik wird
durch die chirale Symmetrie dominiert. In diesem Bereich wird die Wechselwir-
kung zwischen Quarks und Mesonen durch das lineare o-Modell beschrieben.
Wir finden durch die numerische Losung des Renormierungsgruppen-Flusses,
daf} sich der Bereich von 0.2 < k < 1.3 GeV weiter unterteilt: Bei Skalen von
1.3 GeV bis etwa 0.5 GeV ist die Theorie zunéchst chiral symmetrisch, d.h.
das Meson-Potential des linearen o-Modells hat sein Minimum am Ursprung
(siehe Abbildung 4.1). Durch die Integration der Fluktuationen mit hohen Im-
pulsen lduft die massenartige Kopplung m(k) — 0. Wenn m(k) negativ wird,
dndert das effektive Potential seine Form und erhélt einen endlichen Erwar-
tungswert ®g. In diesem Skalenbereich durchlduft die Theorie einen partiellen
Infrarot-Fixpunkt. Durch dieses Fixpunkt-Verhalten werden einige Kopplungen
der effektiven Theorie bei niedrigen Skalen unabhéngig von den Parametern im
Ultraviolett-Bereich und man erhélt so die Moglichkeit im Rahmen einer effekti-
ven Theorie vorhersagen zu machen. Unterhalb der Symmetriebrechungs-Skala
kysp ist die Theorie spontan gebrochen, der Grundzustand ist nicht mehr sym-
metrisch unter chiralen Transformationen.

Ab einer Skala Aqcp ~ 200 MeV schliefllich spielt die FarbeinschlieBung der
starken Wechselwirkung eine entscheidende Rolle. Diese wird im linearen o-
Modell nicht wiedergegeben. Wir werden jedoch feststellen, dal die Infrarot-
Eigenschaften des linearen o-Modells durch Fluktuationen bei Skalen & > Aqcp
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bestimmt werden. Die Meson-Kopplung A(k) und die Yukawa-Kopplung g(k)
dndern sich unterhalb von k& ~ 300 MeV nur noch sehr wenig. Man kann also
erwarten, dafl durch das confinement die Quarks zu Nukleonen zusammengefafit
werden, sich dabei jedoch A(k), g(k) oder die Quark-Masse nicht mehr dndern.

Wichtig ist noch eine weitere Skala knapp unterhalb von Aqcp: die Pion-Masse
my ~ 130 MeV. Wenn die Fluktuationen in den Bereich der Pion-Masse kom-
men, ist der chirale Limes im linearen o-Modell nicht mehr gerechtfertigt. Ein
nichtlineares o-Modell, wie es in der chiralen Storungstheorie benutzt wird,
wére hier die richtige Beschreibung. Wir werden diesen Bereich sehr kleiner
Fluktuationen im Abschnitt 4.5 noch genauer diskutieren.

Wir beginnen also unsere Rechnung mit dem linearen o-Modell Gl. (2.3). Die
euklidische Wirkung ist gegeben durch:

S(o.q.0) = [k (£} (a1
. 1
L=27a9q+9 (0 +iT75) a + 5 Z0(0,®)* + U(@?) (4.2)
wobei wieder die O(4) schreibweise ® = (o0,7) benutzt wurde und wir die

Wellenfunktions-Renormierungs-Konstanten fiir o- und w-Mesonen als iden-
tisch Zg = Z, = Z, annehmen. Unterschiedliche Z-Faktoren Z, und Z.
erhilt man erst in hoherer Ordnung der Ableitungsentwicklung, wenn man die
Feldabhéingigkeit von Zg beriicksichtigt. Der Z-Faktor erhélt dann auflerdem
eine O(4) Struktur Z(®);;, wie wir in Abschnitt 4.5 sehen werden.

Betrachten wir nun also wie in Abschnitt 3.1 zunéchst die effektive Wirkung.
Das erzeugende Funktional ist gegeben durch:

Z[J,7,m] = e” WAl — /quqpq> o S@,q,®]+ Jd'x(J®+ig+an) (4.3)

Die effektive Wirkung enthélt jetzt nicht nur die Meson-Felder ®, sondern
zuséatzlich die Quarkfelder ¢, q. Entsprechend treten in der Legendre-Transfor-
mation die Quellen der Quarkfelder 7,7 auf:

T(7.q,8) = ~W[J, 7,7 + /d‘*:c (oL g rany (4.4)

Wie in Abschnitt 3.1 berechnen wir W[J, 7, 7] durch eine Sattelpunktsentwick-
lung, allerdings ist die Rechnung hier etwas komplizierter als im Fall der skalaren
Theorie, denn der Yukawa-Term in der Lagrangedichte Gl. (4.2) enthilt sowohl
Quarkfelder als auch Mesonfelder. D.h. man muf} eine quadratische Ergédnzung
durchfithren, um die Quarkfelder formal auszuintegrieren [30]. Als Ergebnis
erhélt man einen zusétzlichen Term in der Meson-Determinante, der Korrektu-
ren zur Yukawa-Kopplung und zur Wellenfunktions-Renormierung Z, erzeugt.
Die ein-loop effektive Wirkung lautet dann (vgl. Gl. 3.16):

) ) 1 825\ / 625 \'
rleer®, g, q] = S[®,q,q] — §Tf In (m)(m) (4.5)

1 525 828 \/ 828\ Y 628
+-Trin [—2— —9 (= 2 ).
2 6PrOPI 6qod J\ 6qbq 6qoPI
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Der erste Logarithmus enthélt die Fermion-Fluktuationen. Weil der Fermion-
Operator D nicht positiv definit ist, haben wir die Ersetzung log D — % log DD
durchgefiihrt, wir betrachten also nur den Realteil der effektiven Wirkung [35].
Die beiden Terme im zweiten Logarithmus erzeugen die bosonischen und ge-
mischten Korrekturen. In den Logarithmen treten jeweils die inversen klassi-
schen Propagatoren auf:

528
— = 7 M 4.
625 2 1] i

s = —Za0?67 + (U (4.7)

und die Kopplungs-Terme, die durch die quadratische Ergdnzung im Logarith-
mus erscheinen:

828
528 -
Y

52687 gAlq . (4.9)

Wir benutzen einige Abkiirzungen um die Formeln iibersichtlich zu halten:

D=2Z,)+gM
M = o +iT7ys
v O2U(P?) (4.10)
ij .
W” = Saisa
i OM -
A = 557 (1,i7s)

Genauso wie in Abschnitt 3.2 schreiben wir auch hier wieder die Logarith-
men in Schwinger-Eigenzeit-Darstellung um. Setzen wir die Propagatoren und
Kopplungs-Terme sowie die Abkiirzungen in Gleichung (4.5) ein, so erhalten
wir:

k- -loop __ = Syv + TI‘/ - Z282+g2‘1’2+92q7 (6MT)) (411)

B §Tr/@ e—T(—Zq>826ij+(U )1 ~2g2GAI D=1 Adq) . (4.12)
-

Die Funktional-Spur (Tr) wird wie zuvor durch Einschieben von ebenen Wellen
ausgewertet (vgl. Gl. 3.28), was zu der Ersetzung 0 — 0-+iq fiihrt. Es bleibt
nur eine Spur iiber innere Dimensionen iibrig:

1-1
<= Spyy

4

+3 Jee [T ol

4 /d4$/— tr d4q —T(Zq)q —2iZ5q-0— Z¢82+(U Y9 —2¢g2GA* DT AT )
2

(4.13)

2-2i72q-0—Z20%+g*®*+9Z4v-(OMT))
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Anders als im Abschnitt 3.2 fithren wir bereits an dieser Stelle die Ableitungs-
entwicklung durch und leiten die Flufigleichungen erst im n#chsten Abschnitt
her. Wir schreiben also wieder die Exponentialfunktion als Potenzreihe in 7 und
erhalten aus der Entwicklung der Gleichung (4.13) die folgende Formel:

4
plloor — g + % /d4zv/d—T /% e~ 27" -tr[
T )

2@2
+ Zg nz_:z (_TZ_')n (<Z>(92(I)2)n—2g (@MT)9<@MT)> (4.14)
— Zg i (_n—7—|)n§ (92(1)2)7c 92 (92@2)n—k—1

n=2 " k=0
4 .- (_7_)” — fag 2 = 2\ n—k—H—2
iz Y. CEY (90, (05 0,09
T k=0

__/d4 /dr/ _Tchqatr[

n=3 k=0 1=0

2 n—l T 1
Z n' gAT D1 Aq

n=1

Alle Terme mit mehr als zwei Ableitungen und solche, die wegen einer unge-
raden Anzahl von y—Matrizen oder Impulsen ¢* verschwinden, sind bereits
weggelassen. Die Anteile in der 2. und 7. Zeile der Gleichung enthalten keine
Ableitungen, sie tragen also zur Renormierung des effektiven Potentials bei. Der
Beitrag in der 3. Zeile kommt aus dem Term gZ,7y - (OMT) in Gleichung (4.13).
Dieser Anteil tritt auf, wenn man den Fermion-Operator quadriert (DDT), er
tragt zur Wellenfunktions-Renormierung der Mesonen bei. Auch die 4. und 5.
Zeile ergeben Beitrige zu Zg aus der Fermion-Determinante. Man erhélt die
Terme, indem man die Operatoren 92 und ¢-0 im ersten Exponenten von GL
(4.13) nach rechts auf (g?®2)" wirken liBt.

Die Anteile 2. Ordnung in (0®) aus der Meson-Determinante, also dem zweiten
Exponenten in Gl. (4.13), stehen in den Zeilen 8 und 9. Analog zum Fermion-
Teil erhélt man diese Terme, wenn die Operatoren 82 und ¢-0 auf (U")™ wirken.
Die letzte Zeile schliellich erh&lt man aus dem zusétzlichen gemischten Term in
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der Meson-Determinante. Er enthélt Operatoren der Form ¢g@q und gMg und
trégt zur Renormierung von Z, und g bei.

Der Anteil aus der Fermion-Determinante (Zeilen 1-5) 148t sich relativ leicht
wieder aufsummieren. Schwieriger ist der Meson-Anteil. Der Grund liegt darin,
daBl wegen der O(4)-Struktur die Matrizen 0,U " und U" nicht mehr vertau-
schen. Um die Zeilen 8 und 9 der obigen Gleichung auszuwerten mufl man die
O(4)-Matrix U" durch Projektoren ausdriicken und deren Orthogonalitiitsei-
genschaften ausnutzen:

Zg (U (6%)7 = M2 (®%) X7 + MZ(2%) X5 . (4.15)

Die Projektoren und die Spuren iiber die Projektoren sind in Anhang A.2 auf-
gefiihrt. Die Massen M2(®2) und M?2(®?) sind die Eigenwerte der Massenma-
trix. Zusammen mit der Quarkmasse M, sind sie gegeben durch

MqQ((I)Q) — Zq—292q)2
oU (®?) 48U(<I>2)q)2)
092 (032)?
oU (®?)
02
Diese Massen stellen die Verallgemeinerung der Massen in Gleichung (2.14) fiir

ein allgemeines Potential U(®) dar. Wenn ® = ®; der Vakuumzustand der
Theorie ist, dann sind sie die physikalischen Massen.

MZ(®%) = Zy! (2 (4.16)

M2 (@) = Z5'2

Fiihren wir jetzt also die oben beschriebene Resummierung von Gleichung (4.14)
durch, so 148t sich das Ergebnis wieder in der Form

1
rileor — / d4x{U(<I>2) + g(®%) gMq + Zo(9*) g + §Z¢(<I>2) (au@f} (4.17)
zusammenfassen (vgl. Gl. 3.26). Die Koeffizienten sind dann die folgenden ein-

loop Gleichungen fiir das effektive Potential U(®2), die Yukawa Kopplung g(®?)
und die Wellenfunktions-Renormierungs-Konstanten Z,(®2), Zg(®?):

1 [dr
U@ =U" 4+ [= T <4NfN e TME (e—TM3+3e—TM¥‘F)> (4.18)
1 dT o~ TMZ _ o—TM; e~ TMZ _ o—TM]
2y _ UV 2 1 3
9) =9t ym |22 ( MZoME O MEZoMP
(4.19)
—TM?2 —TM?2 —TM?2 —TM?2
2,0 = 20V~ L [ g p g (e e Ty e
)=l T | MZ — M2 MZ — 2
(4.20)
1 dr M2
25(@?) = 2§V + = [ {4NfNZ M; (4.21)

1 2 _ M2 _ M2 2 _ M2 _ M2
e w>+Mz i ()
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4.2 Flufigleichungen fiir das lineare o-Modell

Wie im Abschnitt 3.2 fiir die skalare Theorie vorgestellt, kann man auch hier
wieder die Renormierungsgruppen-Gleichungen herleiten, indem man die ein-
loop effektive Wirkung Gl. (4.5) in Schwinger-Eigenzeit-Darstellung schreibt
und den Heat-Kernel-cutoff einfiigt. Die Renormierungsgruppen-Ersetzung, die
aus der ein-loop Gleichung (4.5) eine nicht-perturbative FluBgleichung macht,
ist diesmal etwas komplizierter: Wir miissen nicht nur die inversen Propaga-
toren ersetzen, sondern zusitzlich die Kopplungsterme, die durch das formale
Ausintegrieren der Quarkfelder in der Meson-Determinante erscheinen, also

828 8Ty
5750 S (4.22)
8§28 82T
506DI | 6DioDI (4.23)
8§28 82T,
. . 4.24
5q0®°  5q0D (4.24)
52 82T
S b (4.25)

5q6®7 636D

Die Renormierungsgruppen-Flugleichung fiir das lineare o-Modell, die man
erhilt ist

or, 1 dr ST\ /82T \ "] . 0
Mok T T §Tr/7 P { <5§6q)(5§6q> "o (426)

1 /dT { 82Ty < 82T )(5% )‘1< 82Ty )} o,
—=Tr | —exp 2 . - — |y k—==.

2 T 6PLHDI 6q6®* )\ 6qbq b6qodI ok
Hier werden sowohl der Fermion-Anteil, wie auch die Boson-Fluktuationen mit
dem Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) regularisiert. Dies ist moglich, weil wir, wie
auf Seite 26 diskutiert, die Schwinger-Figenzeit 7 jeweils mit den Z-Faktoren
reskalieren. Dadurch enthélt der Heat-Kernel-cutoff keine Wellenfunktions-Re-
normierungs-Konstante mehr. Man kénnte diese Reskalierung auch unterlassen,
miifite dann allerdings zwei cutoff-Funktionen f,f und f,f mit den jeweiligen Z-
Faktoren fiir den Fermion- und Boson-Teil der Flufigleichungen einfiihren. Das
FErgebnis ist in jedem Fall identisch.

Fiir die gemittelte effektive Wirkung I'y, mufl man jetzt wieder eine Trunkie-
rung in Form einer Ableitungsentwicklung ansetzen. Die Koeffizienten dieser
Ableitungsentwicklung sind Funktionen der Skala k und im allgemeinen auch
der Feldoperatoren ®. Wir wollen jedoch annehmen, nur das effektive Potential
sei ®2-abhingig. Als Trunkierung wihlen wir also:

I = /d%:{U(@%k)+g<k>qu+zq<k>q¢9q+%ch(k)(mf} . (27)

Die Flufigleichungen fiir die Koeffizienten erhilt man analog wie in Abschnitt
3.2: Man setzt die Trunkierung auf der rechten Seite der FluBgleichung (4.26) ein
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und fiihrt die Ableitungsentwicklung, wie im vorigen Abschnitt fiir die klassische
Wirkung skizziert, explizit durch.

Fiir den inversen Meson-Propagator erhélt man beispielsweise:

8T,
6PIEPI
Diesen Propagator setzt man in die Gleichung (4.26) ein und vereinfacht die
Funktionalspur durch Einfiihren von ebenen Wellen, wodurch der d-Operator
wie zuvor in 0 — J+1iq iibergeht. Der mesonische Beitrag zum effektiven Po-
tential, den man als Term der Ordnung 9° in der Ableitungsentwicklung findet
ist:

2 4 —1 i 2
LOURLE) 1 /dq /d_Ttr o (22 W @ k) | OF(K°T)
ok 3272 J2m)t ) T ok

= —Zg(k) 0269 + (U" (3%, k)" (4.28)

(4.29)

Die Spur kann man wie zuvor bei der klassischen Wirkung auch hier wieder mit
den Projektoren auswerten:

8U(¢)2,k) . 1 dT —TM2((I>2) —TM2((I>2) 8f(k:27—)
b = /ﬁ (e + 3e ) R (430)

Am Ende bleibt noch der Heat-Kernel-cutoff einzusetzen und das 7-Integral
auszuwerten.

Fiihren wir, wie im vorigen Abschnitt bereits fiir die klassische Wirkung ange-
geben, die Ableitungsentwicklung der Gleichung (4.26) vollstindig durch und
sortieren die Terme nach den Operatoren gMq, g@dq und (9,%)?, so erhalten
wir die Flufigleichungen fiir die restlichen Kopplungen g, Z, und Zg. Sie bilden
ein geschlossenes System von vier gekoppelten Differentialgleichungen. Durch
den Heat-Kernel-Formalismus und den speziellen Heat-Kernel-cutoff sind diese
Gleichungen analytisch berechenbar und haben eine sehr einfache Form:

oU k® 3 1 _ ANgN.
K2+ M2 K24+ M2 K2+ M,

ok 3272 (4.31)

dg K o, _1< 2k% + M2 + M? L 2K ME M )
"\

k= =——g -3
ok 16mw27 1 k2 + Mq2)2 (K2+M2)% (k2 + MqQ)2(k2—|—M7%)2
(4.32)
dZ, ES o oo 2K+ M2+ M 2k* + M2 + M
o g Lq Lo 2 ;3 2 2
Ok 16 (K2 + M2 (K2 M2 (k2 + M2)° (k24 M)
(4.33)

0Zg K¢ o 5 NNy

=22y —
Ok 472 E (k2_|_Mq2)

K 1 N 1 B 2
1672 S\ (k2+M2)%  (k24M2)*  (k2+M2)Yk2+M2)
(4.34)



4.2. Flufigleichungen fiir das lineare c-Modell 41

Die Massen, die in diesen Gleichungen auftreten sind generell aus dem effektiven
Potential nach Gleichung (4.16) zu bestimmen. D.h. das effektive Potential U =
U(®2, k) ist eine Funktion der Skala k und der Felder ®2, die Gleichung (4.31)
ist also eine partielle Differentialgleichung. Fiir g, Z, und Zs haben wir bereits
die Einschrinkung gemacht, dafl sie nicht von den Feldern abhingen sollen.
Die Massen in den Flufigleichungen fiir g, Z, und Zs sind entsprechend am
Minimum des Potentials ® = ®( auszuwerten und die Gleichungen (4.32) (4.33)
und (4.34) sind demnach gewohnliche Differentialgleichungen.

Das System der gekoppelten Differentialgleichungen (4.31)-(4.34) kann, wie
schon am Ende des Abschnitts 3.2 beschrieben, auf zwei unterschiedliche Weisen
numerisch geldst werden: Indem man das effektive Potential U(®2, k) auf einem
®-Gitter diskretisiert, oder indem man U(®2, k) als Potenzreihen in ®?2 schreibt
und dann ein Gleichungssystem fiir die k-abhéngigen Koeffizienten erhilt. Wir
wihlen hier die zweite Methode und machen einen Potenzreihen-Ansatz fiir
U(®2 k).

Der Renormierungsgruppen-Flufl wird im Infrarot-Bereich hauptséchlich durch
die renormierbaren Operatoren beeinflufit. Allerdings tragen im Fall der sponta-
nen Symmetriebrechung auch die Operatoren ®® und ®5 zur Renormierung der
quartischen Kopplung bei [38]. Um das zu sehen mu man die Felder ® = ®¢+&
in den Vakuum-Erwartungswert ®y und die Fluktuationen um den Erwartungs-
wert ® aufspalten. Man findet in der Entwicklung um den Vakuumwert P2 fiir
einen Operator n-ter Ordnung

(02— @3)" = (82 + 200, )" = (82)" + -+ (2829)" . (435)

D.h. beispielsweise die achte Ordnung in der Potenzreihen-Entwicklung des ef-
fektiven Potentials trigt zur Renormierung des ®* Koeffizienten bei. Um also
die relevanten Terme mitzunehmen, sollten die Potenzreihen fiir U folgenderma-
Ben um das jeweilige Minimum ®( entwickelt werden: bei spontan gebrochenem
Potential &g # 0

v(@ k) = 0 @2 a3r? + W @2 a4 BB g2 g
(4.36)
und bei symmetrischen Potential &5 =0
U(®2 k) = mz(k)qﬂ + A(f) (®2)? + a6T(’“)(¢>2)3 + ‘LBT("“)@?% . (4.37)

Die Z-Faktoren und die Yukawa-Kopplung sind, wie schon in Gleichung (4.27)
angesetzt, Potenzreihen nullter Ordnung, also Konstanten in ®. Geht man
dariiber hinaus und betrachtet die Wellenfunktions-Renormierungs-Konstanten
und die Yukawa-Kopplung als Funktionen der Felder, so wird die Ableitungs-
entwicklung wesentlich umfangreicher. Diesen Fall diskutieren wir im Abschnitt
4.5. Hier nehmen wir an:

Z(®% k) = Zo(k), Z,(®% k) =Z,(k) und g(®* k) =g(k). (4.38)
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Setzt man diese Potenzreihen-Ansitze in die Flufigleichungen (4.31)-(4.34) ein
so erhélt man ein System von sieben gekoppelten gewdhnlichen Differentialglei-
chungen fiir die Kopplungen ®¢(k), A(k), be(k), bs(k), Za(k), Z4(k), g(k) im
spontan gebrochenen Fall und m(k), A(k), as(k), as(k), Za(k), Z4(k), g(k) bei
chiral symmetrischem Potential. Dieser Satz von gewthnlichen Differentialglei-
chungen kann durch Standardverfahren zur Lsung von Differentialgleichungen
gelost werden (siehe Anhang B).

Die Giiltigkeit der Trunkierung wird durch die systematische Beobachtung von
Beitréigen hoherer Ordnung bestétigt. In [38] wurde der Fluf§ des effektiven Po-
tentials fiir unterschiedliche Trunkierungen untersucht. Operatoren mit Mas-
sendimension > 8 hatten fiir den Heat-Kernel cutoff (M =2), den wir benutzen
keinen Einflu} auf das Infrarot-Verhalten.

Wir werden die numerischen Resultate der Evolutionsgleichungen in den néchs-
ten beiden Abschnitten diskutieren. An dieser Stelle ist es jedoch instruktiv,
die Flufigleichungen fiir die ersten beiden Kopplungen A(k) und ®o(k) bzw.
m?2(k) der Potenzreihen-Entwicklung des effektiven Potentials explizit anzuge-
ben. Durch sie wird das wesentliche Verhalten des Flusses bereits beschrieben.
Die Gleichungen folgen aus (4.31) indem man die Entwicklungen (4.35) und
(4.36) einsetzt, bei spontan gebrochener Symmetrie:

LY S S B 27
Ok — 167277 [k* (k24 M2(®2))* ] 4m® X | (k2 4 M2)°
(4.39)
A kS A2 A2 kS N.N
e
ok  8m? kS (k2 + M2(32)) 2271 (k2 + M2)
(4.40)
Und bei symmetrischem Potential
om? kS 3Z51\ k2
k= —— s —— NyN.Z;%g? 4.41
ok 872 (k2 + Mﬁ((I)z))2 * Ar2 a9 (441)
6 3752\ 1
OA i ‘1’ NyN.Z;*g* . (4.42)

Ok 2 @) 2w

Wir werden diese Gleichungen im néchsten Abschnitt diskutieren, wenn wir den
Grenzfall N. — oo betrachten.

Die Flufigleichungen fiir das lineare o-Modell wurde mit Hilfe der exakten
FluBigleichungen zuerst in [19] aufgestellt. In [21] wurden die Rechnungen auf
endliche Temperatur erweitert. Im Formalismus der Heat-Kernel Flufigleichun-
gen wurde das linearen o-Modells zuerst in [22] untersucht. Dort wurden auch
die Gleichungen (4.39)-(4.42) aufgestellt und zusétzlich die FluBgleichungen fiir
endliche Temperaturen berechnet.

Die Ableitungsentwicklung im Zusammenhang mit RG-Flufigleichungen in der
Schwinger-Eigenzeit-Darstellung wurden fiir ein skalare ¢*-Theorie in [36, 37]
ausgefiihrt. Fiir ein reines O(NN)-Modell ohne Quarks in [39].
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4.3 Flufigleichungen fiir grofles N.

Um den Satz gekoppelter Differentialgleichungen (4.31)-(4.34), zu 16sen miissen
wir zundchst die Anfangsbedingungen an der Ultraviolett-Skala k., spezifizie-
ren und damit die Ultraviolett-Theorie festgelegen. Wihlen wir eine verschwin-
dende Vier-Meson-Kopplung A = 0, eine sehr kleine Meson-Wellenfunktions
Renormierungs-Konstante Z¢ und einen Quark Z-Faktor Z, = 1, so hat die
Lagrangedichte Gl. (4.2) n&dherungsweise die Form

L = qPq+ 94 (0 +iT7y5) ¢ + %m%z : (4.43)
Fine triviale Gauf)’sche Integration {iber die Meson-Felder transformiert das
so trunkierte lineare o-Modell in eine reine Quark-Lagrangedichte mit einer
Vier-Fermion-Wechselwirkung:

LaoL = GPq — G {(Gq)* + (qiTvs9)°} (4.44)

Dies ist die Lagrangedichte des NJL-Modells [4], wir vergleichen die Kopplungen
und finden fiir die NJL-Kopplung G:

2
26 =" . (4.45)

m2
Um den physikalisch relevanten Bereich der Kopplungen im linearen o-Modell
abzuschétzen, berechnen wir die Ultraviolett-Skala, die dem dreidimensionalen
cutoff der NJL-Theorie entspricht, mit dem Heat-Kernel-cutoff. Wir nehmen
die Parameter aus dem Ubersichtsartikel von Klevansky [5]: G = 5.02 GeV 2,
M, = 0.313 GeV und A = 0.653 GeV. Fiir die Heat Kernel cutoff Funktion
(3.44) finden wir die Gap-Gleichung:

1 o d4p B (p2+M2) )
e T (1 - 4.4
8GN.N; /0 dr /(2@4 ¢ (1= F(kiT)) (4.46)

Adjustieren wir ky, auf ky,z = 1.341 GeV, so finden wir Konsistenz mit den
NJL-Parametern. Wir werden diese Skala k., in allen folgenden Rechnungen
als Ultraviolett-Skala benutzen.

Fiir die Heat-Kernel-Flufigleichungen des effektiven Potentials bei endlicher
Temperatur wurde ein vergleichbarer Wert &y, = 1.2 GeV benutzt [22]. Er ist in
etwa doppelt so grofl wie der dreidimensionale cutoff im NJL-Modell A = 0.653
GeV. Auch verglichen mit dem Ultraviolett-cutoff der exakten Renormierungs-
gruppen Gleichungen k, = 0.63 GeV aus [19] ist der Heat-Kernel-cutoff etwa
doppelt so grof3, wie wir bereits in Abschnitt 3.3 diskutiert haben.

Im Grenzfall einer grolen Anzahl von Farbfreiheitsgraden sind nur die Fermion-
Fluktuationen relevant, denn die NJL Kopplung G ist proportional zu 1/N..
Nehmen wir weiter an die Meson-Massen seien unabhéngig von N., dann erhélt
man fiir die Yukawa-Kopplung g o« 1/4/N;, édhnlich wie bei der QCD-Kop-
plungskonstanten. Aus Gleichung (4.46) sieht man leicht, dafi die Konstituen-
tenquark-Masse unabhéngig von N, sein mufl. Das bedeutet aber, dafl die



44 Kapitel 4. Flufigleichungen fiir das lineare o-Modell

Meson-Felder ® wie O(y/N.) skalieren miissen um die N.-Abhéngigkeit von
g zu kompensieren. Folglich muf}, wenn die Meson-Massen unabhéngig von N,
sein sollen, die Vier-Meson-Kopplung A wie 1/N, skalieren.

Wir erhalten die Evolutions-Gleichungen des effektiven Potentials fiir grofles
N, aus den Gleichungen (4.39-4.42), indem wir die N .-Abhingigkeit einsetzen;
z.B in Gleichung (4.41): Die linke Seite der Gleichung ist konstant in N.. Der
Meson-Anteil der rechten Seite skaliert mit A o< 1/N, und der Quark-Anteil
wie N.g = const. Die Meson-Fluktuationen sind also Korrekturen héherer Ord-
nung verglichen mit den Quark-Beitrdgen. Fiir die anderen Flufigleichungen ist
die Argumentation analog. Wir finden also die Flufigleichungen fiir grofles IV,
einfach, wenn wir die Meson-Terme auf Null setzen.

Die Evolutions-Gleichungen fiir groles N, bei spontan gebrochenem Potential
haben die folgende Form:

003 B k2 g° 1
o NN e )
u (1+ g?®2/k?)
oA 1 1
k=~ = —=—NcNyg* 5 (4.47)
ok 272 (1 + gz@%/kz)
A 1 1
8815 - —FNcNng 232 /12)3
T (1+ g?®2/k?)
und bei symmetrischem Potential:
om? k2
= = +-——=N.N; g°
K ok +47T2 19
o\ 1
- = _——_N.N;g* 4.48
kak 272 19 (4.48)
“on N

Die Wellenfunktions-Renormierungs-Konstante Z, = 1 Gleichung (4.33) und
die Yukawa-Kopplung g Gleichung (4.32) evolvieren nicht, weil jeweils die rech-
ten Seite der Flufigleichungen von héherer Ordnung in 1/N., ist als die linke Sei-
te. Die Wellenfunktions-Renormierung Zg, Gl. (4.34) wird logarithmisch kleiner
mit der Skala k und entkoppelt von der Evolution des effektiven Potentials.

Die Evolutionsgleichungen (4.47) und (4.48) ergeben dieselbe Phénomenologie
wie das NJL-Modell: Fiir die Diskussion der numerischen Ergebnisse wahlen wir
g = 3.37 und finden so die Pion-Zerfallskonstante F; = 93 MeV, der Massen-
Parameter m ist dann durch Gleichung (4.45) festgelegt. Der gesamte Satz der
Anfangs-Parameter ist

m = 1.062 GeV

A=0

Zp = 0.01 (4.49)
Z,=1

g =337
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Dieser Satz von Parametern wird uns als Orientierungspunkt dienen, von dem
aus wir die vollen Evolutionsgleichungen im néchsten Abschnitt untersuchen
werden.

Losen wir die Differentialgleichungen (4.48) und (4.47) numerisch und evolvie-
ren, ausgehend von den Anfangsbedingungen (4.49), die Kopplungen nach k=0,
so finden wir eine Quarkmasse M, =296.62 MeV und die Pion-Zerfallskonstante
F,.=88.1 MeV. Fiir die Masse des o-Mesons ergibt sich einen Wert von M, =
591.64 MeV, der ungefihr der zweifachen Quark-Masse entspricht. Diese Ergeb-
nisse liegen sehr nahe an den Resultaten von Standard-NJL-Rechnungen, was
darauf hinweist, daf die Losung der Flufigleichungen bei grolem N, dquivalent
zur Losung der NJL Gap-Gleichung ist.

Der Flufl des Massenparameters m(k) bzw. des Erwartungswertes des Potentials
®g(k) ist in Abbildung 4.2 gezeigt (gestrichelte Linie): Von grofien Skalen k
kommend fillt der Massenparameter mg(k) = Zg(k)"'m(k) sehr schnell ab.
An der Skala kysp = 700 MeV wird er Null und wir kommen in den spontan
gebrochenen Bereich des Flusses. Unterhalb von k,sp ist der Erwartungswert
des Potentials Fy (k) = Zg(k)®o(k) aufgetragen, der schnell ansteigt, dann aber
konstant bleibt und im Infrarot-Bereich den Wert F; = 88.1 MeV annimmt.
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Abbildung 4.2: Die renormierte quadratische Kopplung des effektiven Po-
tentials mg im symmetrischen Fall und der renormierte Vakuumerwar-
tungswert Fr (k) bei gebrochener Symmetrie als Funktion der Skala k. Die
gestrichelte Kurve wurde mit den FlufSgleichungen fiir grofies N. berechnet.
Die durchgezogene Kurve zeigt die Losung der vollen Gleichungen mit den
NJL-Anfangsbedingungen Gln. (4.49).

Weiterhin finden wir numerisch, daf§ die Quarkmasse M, nur von dem Verhalt-
nis 2G = g?/m? der Anfangswerte abhiingt, nicht von den Absolutwerten von
g oder m?. Das gleiche gilt fiir die NJL. Gap-Gleichung, wenn man F, nicht
fixiert. Die o-Meson-Masse variiert bei festem Verhéltnis G, iiber einen weiten
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Wertebereich nur schwach mit den absoluten Anfangswerten.

Im n#chsten Abschnitt werden wir die vollen Fluflgleichungen diskutieren. Be-
vor wir damit anfangen, wollen wir noch kurz eine Relation herleiten: In Glei-
chung (4.48) bewirkt das positive Vorzeichen, dafl das System in den spontan
gebrochenen Zustand strebt (m2(k) < 0). Ob m?2(k) tatséichlich negativ wird
hingt von den Anfangswerten kuy,myy und gy, = g = const. ab, aber auch
von der Anzahl der Farbfreiheitsgrade N.. Wir kénnen eine Relation herleiten,
die angibt wie gro3 N, sein muf}, um die gebrochene Symmetrie zu erreichen,
vorrausgesetzt die Entwicklung fiir grofles N, ist giiltig.

Die Evolutionsgleichungen in der symmetrischen Phase kann man einfach ana-
lytisch 16sen:

k:2 k2
mi(k) = —= — NeNy g+ myy — ﬂ Y NNy g? (4.50)
1 k 1 kuv
A(k) = ;’gz NeNjg* + v + °2g W NN g (4.51)
log k . loghuy
Zo(k) = 4g2 N.N;g* + 2% f NN g® (4.52)

Um die chiral gebrochenen Symmetrie zu erreichen, mufl m(k) negativ werden
fir £ > 0. Also ist die kritische Anzahl der Farben N, bei der gerade noch
Kondensation auftritt, festgelegt durch die Bedingung m?(k = 0) = 0. Wir
erhalten

4m?m?(k,,)  2n?

N,(crit) = e = o

(4.53)

Das bedeutet wenn N, > N(crit) ist, lduft das System in die spontan gebro-
chene Symmetrie und das Potential entwickelt einen endlichen Erwartungswert.
Wir werden diese Relation im néchsten Abschnitt mit den Resultaten der vollen
FluBgleichungen vergleichen.

4.4 Evolutions Gleichungen mit Meson-Dynamik

Untersuchen wir nun also die numerischen Lsungen der vollen Fluigleichungen
(4.31-4.34) in der im Abschnitt 4.2 angegebenen Trunkierung.

Wir benutzen zunéchst die Anfangsbedingungen Gl. (4.49) und vergleichen den
FluB der quadratischen Kopplung m?(k) bzw. ®(k) mit dem Ergebnis des
vorhergehenden Abschnitts. Danach werden wir fiir modifizierte Anfangsbedin-
gungen den Renormierungs-Fluf3 der vollen Gleichungen im Detail analysieren.

NJL Anfangsbedingungen Wie wir bereits zu Beginn dieses Kapitels dis-
kutiert haben, wird in den meisten NJL-Rechnungen eine 1/N -Entwicklung der
hoheren Korrekturterme benutzt und die Impulsintegrale werden durch einen
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harten cutoff A regularisiert. Um Fluktuationen im Quark-Kondensat zu be-
schreiben bendétigt man zusétzliche cutoffs, da das NJL-Modell eine nicht re-
normierbare Theorie ist [45].

Die vollen FluBgleichungen enthalten diese héheren 1/N.-Korrekturen, die ge-
wohnlich in den phdnomenologischen Anwendungen des NJL-Modells vernach-
lassigt werden. Durch den Formalismus der Renormierungsgruppen-Flufigleich-
ungen gibt es nur eine Ultraviolett-Skala k., an der die Ultraviolett-Lagrange-
dichte festgelegt wird. Alle Fluktuationen werden dann schrittweise beriicksich-
tigt durch das Absenken eines Infrarot cutoffs k.

Wenn wir die Kopplungen mit den vollen Flufigleichungen (4.31-4.34) ausgehend
von den Anfangsbedingungen Gln. (4.49) evolvieren, so finden wir, dal m?(k)
erst bei einer Skala k,sp = 274 MeV Null wird. Das bedeutet der Fluf bleibt
bei den gegebenen Anfangsbedingungen bis hinunter zur sehr kleinen Skalen k
im symmetrischen Bereich der Theorie. Deshalb ist auch die resultierende Pion-
Zerfallskonstante F; = 50 MeV zu klein. Der physikalische Grund fiir diesen
Effekt besteht darin, dafl die Quark-Antiquark-Wechselwirkung, die das System
in die gebrochene Symmetrie treibt, nicht stark genug ist verglichen mit den
Meson-Fluktuationen (siehe auch Gl. 4.41). Meson-Fluktuationen wirken also
der spontanen Symmetriebrechung entgegen. Die Evolution der Kopplungen
m?2(k) bzw. Fy(k) ist in Abbildung 4.2 dargestellt (durchgezogene Kurve).

Ahnliche Effekte wurden in einer Arbeit von Kleinert und van der Bosche beob-
achtet [42]. Dort wurden Meson-Fluktuationen betrachtet, nachdem die NJL-
Gap-Gleichung gelost wurde. Die Autoren schreiben “If chiral fluctuations are
properly taken into account, the spontaneous symmetry breakdown disappears
and the pions acquire a nonzero mass equal to the o-mesons.” Quantenfluktua-
tionen des Quark-Kondensats erzeugen ebenfalls Instabilitéten in einem Modell
mit scharfem Vierer-Impuls-cutoff, das von Ripka untersucht wurde [43]. Der
Autor fiihrt diesen Effekt auf die Benutzung eines scharfen cutoffs zuriick. Oer-
tel und Buballa beobachten Instabilitéten im Pion-Propagator bei Beriicksich-
tigung von Meson-Effekten [45].

In unserer Methode wird die Evolution der Meson-Fluktuationen zusammen
mit der Quark-Evolution durchgefiihrt. Wir benutzen einen sehr weichen cutoff
fiir die Rechnung, wir haben also weder verschiedene cutoffs, noch das Problem
scharfer cutoffs. Anders als Kleinert [42] finden wir bei k¥ = 0 spontan gebro-
chene Symmetrie, allerdings ist der Wert der Pion-Zerfallskonstanten F, = 50
MeV in der Tat zu klein. Fiir realistische Werte von F miissen wir die An-
fangsbedingungen der Flufigleichungen neu adjustieren.

Untersuchen wir also mogliche Anfangsbedingungen, die zu einer spontanen
Symmeriebrechung im Ultraviolett-Bereich fiihren: Die vollen Evolutionsglei-
chungen erlauben uns, die kritische Anzahl der Farben N, fiir die gerade noch
Kondensation auftritt, numerisch zu berechnen. So konnen wir den Bereich
der moglichen Anfangsbedingungen einschrinken und mit den Ergebnissen der
Niherung fiir grofles N, vergleichen (Gl. 4.53). Wir haben dies fiir einige An-
fangsbedingungen getan, ausgehend von den Anfangsbedingungen Gln. (4.49).
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Um nur zwei Parameter k., und m(k,,) variieren zu miissen, wurde an der
Ultraviolett-Skala die Yukawa-Kopplung auf g = 1.0 normiert.
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Abbildung 4.3: Die kritische Anzahl von Farben N, die nitig ist um die
gebrochene Symmetrie in der Evolution zu erreichen als Funktion der UV
cutoffs kyy. Die gestrichelte Kurve zeigt die analytische Losung fiir N.(crit)

aus Gl. (4.58). Die durchgezogene Linie zeigt das numerisch aus den vollen
Flufgleichungen berechnete N.(crit).

In Abbildung 4.3 ist die kritische Anzahl der Farben dargestellt, fiir die gerade
noch Kondensation stattfindet. Die Anzahl der Farben N, (crit) ist als Funktion
des Quadrates des Ultraviolett cutoffs k2, angegeben. Die Kurven entsprechen
der Rechnung fiir grofies N, (Gl. 4.53, gestrichelte Kurve) und der numerischen
Losung der vollen Flufigleichungen mit den NJL-Anfangsbedingungen. Liegt
die Anzahl der Farben bei gegebener Skala oberhalb der Kurven, so findet man
spontane Symmetriebrechung. Bei einer Ultraviolett-Skala ky, = 1.34 GeV,
k2, = 1.8 GeV? die wir benutzen wollen, liegt die kritische Anzahl der Farben
fiir die FluBigleichungen bei groem N, Gl. (4.47) deutlich unterhalb der Grenze
N, = 3 (gestrichelte Linie). Im vorherigen Abschnitt in Abbildung 4.2 (gestri-
chelte Linie) haben wir entsprechend gefunden, daf das System bei kygg = 700
MeV in den Bereich der spontan gebrochenen Symmetrie iibergeht. Nicht so
im Fall der vollen Evolutionsgleichungen, hier erreicht der Fluf} bei k,sp = 274
MeV gerade noch die gebrochene Phase. Die Abbildung 4.3 zeigt, dafl die vollen
FluBgleichungen mit der NJL-Anfangsbedingung m(kyy) = 316, g(kyy) = 1 und
ku = 1.34 relativ knapp unter der Schwelle N, = 3 liegen. Bei fester UV-Skala,
beispielsweise ky, = 1.34 GeV fiihren Anfangswerte m(ky,) > 324 MeV nicht
mehr zur Kondensation des Systems im Infrarot-Bereich.

Wir stellen also fest, da3 der Flu3 der massenartigen Kopplung sowohl durch
das Verhiltnis 2G = ¢g2/m?, als auch durch ky, bestimmt wird. Die Physik bei
grofem N, wird durch das Produkt Gk2, festgelegt (vgl. Gl. 4.53), es ist mit
GA? zu vergleichen, der entscheidenen Grofie im NJL-Modell. In der Arbeit
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von Jungnickel und Wetterich [19] wird diese GroBe 1/(4€) genannt. Bei fester
Ultraviolett-Skala ky, = 1.34 GeV erhalten wir fiir Werte von G > 4.76 GeV 2
Kondensation bei N, = 3.

Modifizierte Anfangsbedingungen Unabhingig vom phéinomenologischen
NJL-Wert kann man jetzt G verdndern und die Evolution mit modifizierten
Anfangsbedingungen durchfithren. Die Vorhersagen fiir die Infrarot-Theorie
miissen dann mit der Phinomenologie verglichen werden. Wir wihlen als An-
fangswert eine Meson-Masse m kleiner als m = 324 MeV an der Ultraviolett-
Skala k., = 1.34 GeV um sicher in den chiral gebrochenen Bereich zu kommen.
Alle anderen Parameter bleiben identisch:

m = 300 MeV
A=0
Zo = 0.01 (4.54)
Z,=1
g =1

Dabei wurde der Wert m = 300 MeV so angepafit, dafl wir im Infrarot-Bereich
k = 0 die Pion-Zerfallskonstante F, = 93 MeV finden.! Die effektive Quark-
Quark-Kopplung ist dann G = 5.56 GeV ™2, ein wenig groBer als der normale
NJL-Wert. Verglichen mit den Anfangsbedingungen der Arbeit von Jungnickel
und Wetterich [19] (€ =1/ (4Gk;) = 0.02) ergibt sich fiir unsere Anfangsbedin-
gungen ¢ = 0.025.

Mit diesen Anfangsbedingungen finden wir fiir die Skala, bei der das Potential
einen endlichen Erwartungswert entwickelt k,sp = 501.55 MeV (Abb. 4.4).
Dieser Wert liegt unterhalb der Skala von ~ 1 GeV, die man in Berechnungen
des effektiven Potentials ohne Wellenfunktions-Renormierung mit dem Heat-
Kernel-cutoff findet [22, 38].

Wir wollen nun die Evolution der einzelnen Parameter in der effektiven Wir-
kung diskutieren. Wir betrachten jeweils den Flufl der Kopplungen von der
Ultraviolett-Skala k = k,, hinunter bis zum Infrarot-Bereich k£ = 0.

Die Evolution der renormierten Meson-Masse mp(k) = Zg(k)™'/?m(k) ist
in der Abbildung 4.4 dargestellt. Die Masse mp(k) wird kontinuierlich klei-
ner wegen des Einflusses des Fermion-loops. Sie féllt von ihrem Anfangswert
my = 3 GeV auf Null bei einer Skala von ky,sg = 501 MeV. An diesem
Punkt wechseln wir die Parametrisierung. Wir folgen der Evolution weiter-
hin und plotten jetzt den renormierten Vakuum-Erwartungswert des o-Feldes
Fr(k) = Zo(k)/?®¢(k) als den Parameter, der das effektive Potential charak-
terisiert. F; wichst zunéchst stark, dann immer schwécher in der Evolution
k — 0. Dieses Verhalten ist leicht anhand der FluBgleichung (4.39) zu erkléren.

In dieser Arbeit wird der Unterschied zwischen den Pion-Zerfallskonstanten bei endlicher
und verschwindender Quark-Masse vernachlissigt. Wir wihlen immer F. = 93 MeV. Ein fiir
den chiralen Limes korrigierten Wert wiire F = 88 MeV (vgl. [46]).
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Abbildung 4.4: Die renormierte quadratische Kopplung mpg(k) =
Zg(k)"Y?m(k) und der renormierte Vakuum-Erwartungswert Fy(k) =
Zo(k)/2®o(k) des effektiven Potentials. Die Anfangsbedingungen der Fluf-
gleichungen wurden so gewdhlt, dafl sich F, =93 MeV bei k = 0 ergibt.

Bei spontan gebrochenem Potential erhalten die Quarks und das o-Meson ei-
ne endliche Masse. Wie diese Massen in die Flufigleichung fiir ®( eingehen,
koénnen wir am besten verstehen wenn wir die Gleichung (4.39) folgendermafien
schreiben:
052

]{32
_ —1,2 —1 B -2 2
—8k =4 Z<I> k* 4+ Cy Z<I> |:—(1 n 3/k2)2:| Cs Zq g

]{32
(1+ Mg/kZ)zl
(4.55)

Die drei Summanden entsprechen den Beitrigen der Pionen, des o-Mesons und
der Quarks zum Flufl von ®;. Wenn jetzt die Skala k kleiner wird als die je-
weiligen Massen k < M, My, so tragen der zweite und dritte Term nicht mehr
zur Evolution bei. Die Quarks und o-Mesonen entkoppeln also aufgrund ihrer
Masse von der Evolution und nur die masselosen Goldstone-Bosonen tragen bis
zuletzt zum Flufl bei. Die Funktionen in den eckigen Klammern spielen des-
halb die Rollen von Schwellenfunktionen. Bei & = 0 finden wir den Infrarotwert
Z$/2<I>0 = F, = 93 MeV, wie gefordert.

In Abbildung 4.5 zeigen wir die Evolution der renormierten quartischen Kopp-
lung Ag = Zo(k)"2A(k). Der starke Anstieg von Ag ist hauptsichlich auf den
groflen Wert von Zg bei groflien Skalen k zuriickzufiihren. Die reine Quark-
Theorie mit Vier-Fermionen-Kopplung generiert also bei grofien Skalen sofort
eine starke Wechselwirkung zwischen den entstehenden Bosonen.

Die Meson-Fluktuationen in den Flufigleichungen (4.42) sind proportional zu A,
wenn also A grofl genug geworden ist, iiberwiegen sie die Quark-Fluktuationen
und das Ansteigen von A wird umgekehrt. Der Abfall von Ar beginnt etwa bei
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Abbildung 4.5: Die renormierte quartische Kopplung Agr(k) =
Z52(k)\(k) als Funktion von k.

Ar = 50 und wird durch das kleiner werden von Zg 2 noch verstirkt. Auch
in der Flufigleichung fiir A\ entkoppeln die Quarks und o-Mesonen wegen der
Schwellenfunktionen von der Evolution. Im Grenzfall £ — 0 tragen wieder nur
die Goldstone-Bosonen zur Evolution bei und die Gleichung (4.40) hat Form

k% =CZy*\ (4.56)

die Meson-Kopplung verschwindet also wie A(k) ~ [A — Blnk/ky,] "' Bei k=0
schliefflich finden wir eine asymptotisch freie Theorie.
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Abbildung 4.6: Die Wellefunktionsrenormierungs-Konstante Zg (k) der
Meson-Felder.

Die Wellenfunktions-Renormierung Zg ist in Abbildung 4.6 dargestellt. Sie
steigt von ihrem Anfangswert Z§' = 0.01 stark an und wird erst relativ spit
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bei k ~ 200 MeV flach. Fiir groles k£ oberhalb der Symmetriebrechungs-Skala
wird Zg ausschliefllich von den Fermion-Korrekturen getrieben, wie man in
Gleichung (4.34) sieht: Bei symmetrischem Potential sind die Meson-Massen
M, und M, gleich, d.h die Meson-Korrekturen verschwinden identisch und wir
finden

0Zp _9

1
(1+M—q2/l~c2)3] . (4.57)

Zg steigt dann ndherungsweise logarithmisch, weil g sich nur minimal mit k
andert, Z, vergleichsweise langsam steigt und die Quark-Masse bei symmetri-
schem Potential Null ist. Wenn das Potential einen endlichen Erwartungswert
annimmt, schaltet die Quark-Masse die Quark-Fluktuationen ab und die Evo-
lution von Zg wird nur noch durch die Meson-Fluktuationen bestimmt.

In Abbildung 4.7 ist die Quark-Wellenfunktions-Renormierung 7, dargestellt.
Der Ultraviolett-Anfangswert ist Z¥ = 1, weil wir annehmen, daf§ an der Skala
kuww = 1.34 GeV noch ein reines Quark-System vorliegt. Folgt man der Evolution
k — 0 so steigt Z,, die Quarks erhalten also eine Meson-Wolke. Dabei lduft Z,
bis hinunter zu sehr kleinen Skalen und wird erst ab k =~ 50 MeV flach.

2
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Abbildung 4.7: Die Wellenfunktions-Renormierungskonstante Z, der
Quark-Felder als Funktion von k.

Die renormierte Yukawa-Kopplung besitzt im Ultraviolett-Bereich, jenseits von
kuv einen Landau-Pol. Entsprechend finden wir ausgehend vom Anfangswert
g%" = 10 ein starkes Abfallen, das durch das schnelle kleiner werden von Z 4 1/2

verursacht wird. Die Yukawa-Kopplung ist gegeben durch
gr(k) = Zo (k)2 Z,(k) " g(k) (4.58)

sie ist in Abbildung 4.8 dargestellt Das laufen der ‘bare’-Kopplung g ohne Z-
Faktoren ist durch Gleichung (4.32) gegeben. Sie steigt von ihrem Anfangswert
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Abbildung 4.8: Die renormierte Yukawa-Kopplung ggr(k) =
Zo(k) /2 Z, (k)" g(k) als Funktion der Renormierungs-Skala k.

g™ = 1.0 bei k = kyy nur sehr langsam an und hat im Infrarotbereich einen

Wert von g = 1.3. Die Evolution der renormierten Yukawa-Kopplung ist also
stark durch Z¢ und Z, dominiert.

Die Evolution der Quarkmasse ist in Abbildung 4.9 dargestellt. Solange die
Theorie wihrend der Evolution symmetrisch bleibt, also fiir & > 501 MeV ist
die Quark-Masse Null. Unterhalb von k,sg = 501 MeV entwickelt das effektive
Potential einen endlichen Erwartungswert und die Quarks erhalten ihre Masse

My (k) = Zo(k) ™ g(k)®o(k) (4.59)
= gr(F)Fx(k) (4.60)

indem sie an das Kondensat koppeln. Ab einer Skala von k =~ 200 MeV evolviert
die Quarkmasse nicht mehr. Im Infrarot-Bereich finden wir einen Wert von 169
MeV.

In Abbildung 4.10 ist die Masse des o-Mesons als Funktion von k aufgetragen.
Der Startwert an der UV-Skala betrdgt m% = 3.0 GeV. Im symmetrischen
Bereich entspricht die o-Meson-Masse der quadratischen Kopplung im effekti-
ven Potential mpg. Sie fallt schnell ab und wird an der Skala k = k,gp Null.
Im Bereich spontan gebrochener Symmetrie sind die Pionen die masselosen
Goldstone-Bosonen der Theorie und die o-Masse ist gegeben durch

M, = /225 (k) A(R) 23 () (4.61)
= V2 r(k)F2(k) . (4.62)

Die Masse des o-Mesons steigt mit dem Vakuum-Erwartungswert des Potenti-
als. Am Maximum betrigt ihr Wert etwa 250 MeV. Fiir kleinere k-Werte fallt
M, wieder ab, weil A(k) logarithmisch gegen Null geht.
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Abbildung 4.9: Die Quarkmasse My (k) = g(k:)-Zq_l(k)@o(k) als Funktion
von k.
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Abbildung 4.10: Die Masse des o-Mesons als Funktion der Skala k.
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Schliefllich diskutieren wir noch das Fixpunktverhalten und die Unabhéngig-
keit des Renormierungsflusses von den Anfangsbedingungen. Betrachtet man
die Flufigleichungen nahe der Ultraviolett-Skala, so stellt man fest, daf§ die
Meson-Fluktuationen aufgrund der hohen Meson-Massen unterdriickt sind. In
diesem Bereich sind nur die Quark-Korrekturen wichtig und man kann aus den
FluBgleichungen die folgende Relation ableiten [19]:

9 (Ar\ Ne o (Ar
(2 = f¢ =t _9 . 4.
"ok <9%> 2 IR <g?3 ) (4.63)

Die Herleitung dieser Gleichung ist in Anhang C angegeben. Aus ihr liest man
ab, daf$ das Verhéltnis Agr/g% den Fixpunkt (Ar/g%)« = 2 besitzt, solange die
Meson-Fluktuationen zu vernachlédssigen sind.

Bei niedrigeren Skalen, wenn die Meson-Fluktuationen wichtig werden, bleibt
das Fixpunkt-Verhalten weiterhin bestehen, der Fixpunkt ist jedoch nicht mehr
(Ar/g%)+ = 2. In Abbildung 4.11 ist der FluB von Ag(k)/gr(k)? als Funktion
der Skala k aufgetragen. Die Evolution wurde jeweils mit unterschiedlichen
Ultraviolett-Anfangswerten A, durchgefiihrt. Fiir grole Skalen & > 1100 MeV
streben die Losungen auf den Fixpunkt (Ag/g%). = 2 zu. Unterhalb dieser Skala
sind die Massen der Mesonen so weit abgefallen, dal die Meson-Terme in den
FluBgleichungen wichtig werden. In diesem Bereich durchlaufen die Kopplungen
den partiellen Fixpunkt und “vergessen” ihre Anfangsbedingungen. Fiir sehr
kleine Skalen unterhalb von 50 MeV verschwindet die Vier-Meson-Kopplung A
und wir finden eine asymptotisch freie Theorie.

4
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Abbildung 4.11: Das Fizpunkt-Verhalten von Ag(k)/gr(k)?, aufgetragen
als Funktion der Skala k. An der Ultraviolett-Skala wurden verschiedene
Anfangswerte Ay, gewdhlt.

Diskussion der Ergebnisse Fassen wir nun die Ergebnisse des gesamten
Modells zusammen: Der Flufl der Kopplungen durchléduft einen partiellen Infra-
rot-Fixpunkt. Dabei stellt sich die Gréfie Gk2, als der entscheidende Parameter
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des Systems von Flufigleichungen heraus, wie wir es in der Diskussion der An-
fangsbedingungen zu Beginn dieses Abschnittes schon festgestellt hatten. Wenn
die Ultraviolett-Skala k. fixiert ist, so hingt der Infrarot-Wert der dimensions-

behafteten Kopplung Fi (k) nur noch von dem Verhéltnis G = 2“;’215 ab. G ist

also der relevante Parameter der Theorie.

Die marginalen Kopplungen sind A(k), Z,(k) und Zg(k). Sie zeigen ein star-
kes Fixpunkt-Verhalten und verlieren so wihrend der Evolution das Gedécht-
nis an die Anfangsbedingungen. Fixiert man also neben k2, auch die Pion-
Zerfallskonstante F; = 93 MeV bei k = 0 durch die Wahl von G, so sind die
Anfangswerte A"V, Z/, Zg¥ und m"¥ oder g"" frei wihlbar.

Die effektive Infrarot-Theorie, die wir bei k& = 0 erhalten, macht also Vor-
hersagen fiir die Groflen gg und Agr, wenn wir m"’ benutzen um die Pion-
Zerfallskonstante F); festzulegen. Daraus ergeben sich die Infrarot-Massen:

Mq = MQ(gR7F7T)
Mo‘ = MO’(AR7F7T)

Betrachten wir den Fluf§ aller Kopplungen, so finden wir die Symmetriebrech-
ungs-Skala kysg = 501 MeV. Oberhalb ist das effektive Potential symme-
trisch, unterhalb dieser Skala liegt spontane Symmeriebrechung vor. Der Uber-
gangspunkt liegt mit 501 MeV recht niedrig, verglichen mit Rechnungen des
effektiven Potentials ohne Wellefunktions-Renormierung, wo man Werte von
kys = 0.8 — 1.0 GeV findet [22, 38].

Weiterhin stellen wir fest, da die Groflen Fr(k), Ar(k) und gr(k), wie auch
die Quark-Masse und die o-Meson-Masse ab Skalen von k=200 MeV nur noch
wenig evolvieren. Der am Beginn dieses Kapitels diskutierte Abstand zu den
Skalen Aqcp und der Skala der Pion-Masse ist gerade noch gegeben. Bei sehr
kleinen Skalen verschwindet Ar(k) logarithmisch und wir erhalten eine asym-
ptotisch freie Theorie. Damit verbunden verringert sich auch die o-Meson-Masse
unterhalb von k ~ 200 MeV.

Betrachten wir die Pion-Skala k ~ 138 MeV als die Infrarot-Skala des linearen
o-Modells so finden wir die folgenden Infrarot-Werte:

Die Yukawa-Kopplung nimmt einen sehr kleinen Wert gr = 1.82 an. Dieser Wert
liegt um etwa einen Faktor 2 zu niedrig, verglichen mit realistischen Werten
gr = 3.3, die man aus der Goldberger-Treiman-Relation fiir realistische Quark-
Massen folgern wiirde [47]. Dies kommt hauptséichlich durch den grofien Wert
von Z, zustande.

Der Infrarot-Wert der Quark-Masse ist mit M, = 169 MeV sehr klein, eben auf-
grund der kleinen Yukawa-Kopplung. Auch hier kommt also die kleine Quark-
Masse ebenfalls durch den Wert von Z, zustande. Wenn wir in den Evolutions-
Gleichungen die Flufigleichung fiir Z, nicht mitnehmen, d.h. Z, = 1 konstant
annehmen und F, wieder auf 93 MeV justieren so finden wir eine Quarkmasse
von 240 MeV.
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Solch kleine Quarkmassen sind durchaus konsistent mit relativistischen Quark-
Modellen und Parametern aus dem Dipol-Modell fiir Photon-Proton Streuung
[48]. Dort findet man jedoch fiir die Skala an der die Quarkmasse verschwindet
Q? ~ 0.8 GeV?, ein Wert der deutlich {iber unserer Symmetriebrechungs-Skala
liegt.

Die renormierte Vier-Meson-Kopplung Ar nimmt einen Wert von 3.56 an. Da-
mit liegt die Masse des o-Mesons bei etwa 250 MeV, was deutlich unterhalb von
realistischen Massen von etwa 800 MeV liegt. Um eine realistische Masse des
o-Mesons zu berechnen sind auch die Effekte der endlichen Stromquark-Massen
zu beriicksichtigen. So findet man in einer Rechnung ohne Z-Faktoren, aber mit
expliziter Symmetriebrechung eine o-Meson-Masse von 550 MeV [22].

Des weiteren konnen wir die Ergebnisse mit der Arbeit von Jungnickel und
Wetterich [19] vergleichen, in der das lineare o-Modell mithilfe der exakten
FluBgleichungen untersucht wurde. Wir finden zun#chst qualitativ das gleiche
Skalen-Verhalten der Kopplungen. Die einzelnen Infrarot-Werte der Kopplun-
gen sind jedoch etwas unterschiedlich.

Die Yukawa-Kopplung h aus [19] ist etwa 7.2 bei einem Anfangswert Zg* = 0.01
an der Ultraviolett-Skala k, = 630 MeV ([19], Tabelle 1). Dem entspricht in
unserer Konvention g = h/2 einem Wert von 3.59, der also deutlich iiber dem
Wert den wir finden liegt. Jungnickel und Wetterich finden fiir F}; etwa 84 MeV
und erhalten damit eine Quarkmasse von 300 MeV.

Die Wellenfunktions-Renormierung Zs liegt bei uns wegen der unterschiedlichen
Definition von A, m, g bei Werten von 0.2 statt 0.012 in [19], passen wir unsere
Anfangsbedingungen jedoch entsprechend an, so finden wir Zg ~ 0.045 im
Infrarot-Bereich. Fiir die Quark-Wellenfunktions-Renormierung Z, finden wir
Werte um 1.7, verglichen mit 1.5.

Vergleicht man die Symmetriebrechungs-Skalen k,gp so finden Jungnickel und
Wetterich 450 MeV, was bedeutend hoher liegt als kysg = 501 MeV, wenn man
den im Abschnitt 3.3 gefundenen Zusammenhang 2 - ky ~ kg g beriicksichtigt.

Insgesamt fillt auf, dal die Evolution der Kopplungen in [19] bei vergleichswei-
se hoheren Skalen flach wird. In den Heat-Kernel-Flufigleichungen werden die
einzelnen Korrekturen also erst spéter in der Evolution durch die Schwellenfunk-
tionen abgeschaltet. Das kénnen wir natiirlich mit dem im Abschnitt 3.3 beob-
achteten schwachen Ultraviolett-Abschneide-Verhalten des Heat-Kernel-cutoffs
verstehen. Durch den Heat-Kernel-cutoff M = 2 werden die Fluktuationen mit
hohen Impulsen erst bei sehr niedrigen Skalen in der k-Evolution vollig ausin-
tegriert. Damit “laufen” die Kopplungen auch linger.

4.5 Hohere Ordnung der Ableitungsentwicklung

In diesem Abschnitt wollen wir jetzt noch, wie schon im Abschnitt 4.1 ange-
deutet, zusétzlich eine mogliche Feldabhéngigkeit der Kopplungen g, Z, und
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Zg diskutieren und so auch die Aufspaltung des Meson-Z-Faktors in Z,; und Z,
beriicksichtigen. Wir wéhlen also jetzt fiir die effektive Wirkung die allgemei-
nere Trunkierung

Iy = /d4m{U(<I>2,l~:) + g(®2, k) GMq
+Z,(®% k) §dq + %ng (®%,k) (9,97) (auqﬂ)} . (4.64)

Die Yukawa-Kopplung g = g(®2,k) ist anders als in den vorigen Abschnitten
jetzt auch eine Funktion der Mesonfelder ®. Die Wellenfunktions-Renormier-
ungs-Konstanten Zj erhilt eine O(4)-Struktur, die wir wieder durch die Pro-
jektoren X7 und X, ausdriicken konnen:

7 = Z,(®%) XV + Z,(9?) XY (4.65)

Die Operatoren X; und X5 sind im Anhang A.2 angegeben. Um Z, und Z, zu
bestimmen miissen wir jetzt zusétzlich zu (9,%®)? die Operatoren (®9,®)? in
der Ableitungsentwicklung beriicksichtigen. Wir finden die Meson Z-Faktoren
dann als Koeffizienten der folgenden Operatoren:
ii (®0,,®)? (®0,,®)?

29 (0u®:) (0u®;) = Zo(®*) L5 + Ze(@?) ( (0u2)° = —57 | (4.66)
Diese Operatoren waren teilweise auch schon in der Entwicklung (4.14) enthal-
ten, wir hatten sie dann jedoch durch die Trunkierung (4.27) vernachléssigt.

Die Renormierungsgruppen Flufigleichung, in die die Trunkierung Gl. (4.64)
eingesetzt werden muf, lautet wie zuvor

ar, 1 dr ST\ (82T:\"] . o,

1. [dr 82Ty, 82Ty \ (62T% \ Y 62Tk \| | Of%
— =Tr | —exp — — 2 . — —— | k——.
2 T 6PLHDI 6q6®* J\ 6qbq 6q6dI ok
Allerdings sind die inversen Propagatoren und die Kopplungsterme jetzt wesent-
lich komplizierter, weil die Koeffizienten der kinetische Terme und die Yukawa-

Kopplung diesmal Funktionen der Felder sind. Der inverse Meson-Propagator
lautet beispielsweise in allgemeiner Form (vgl. auch [49])

oge = 20"+ (U (2% k) +§6@i6¢j(a )(9,8")
— iV (0F®) 9, — 0, 023" u g
59(5%) » 2)6@ 59(52) (4.68)
g(®*) _ g(®*) _ 9(®7) _
+ Spigas 1Mt —ggr MVa T —gg 1A
n 624(®?) _

531587 V1
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mit der Abkiirzung

Yij_(SZf; VA VA

T TH T SH T VR (4.69)

wobeil iiber die Indizes a und b zu summieren ist.

Der inverse Quark-Propagator sieht wie zuvor aus, weil bei der Ableitung nach
den Quarkfeldern keine zusétzlichen Terme auftreten. Die Kopplungsterme sind
jedoch wegen der ®-Abhéngigkeit der Yukawa-Kopplung wieder komplizierter:

§°Ty oy i, 09(D%) o 6Z,(®%)

- — g() gAT + L gM + =L~ 4,
5060 g(®%) qA" + o7 IM+— a9 (4.70)
62Ty, o i Og(®?) 67,(®?)

= g(®) Ag+ L Mg+ L g . 41
sasas ~ I @) Alat —oarm Mo+ —5—9q (4.71)

Man kann sich leicht ausmalen, daf eine Ableitungsentwicklung, wie wir sie auf
Seite 37 skizziert haben, in dieser allgemeinen Form kaum noch durchfiihrbar
ist. Wir schrinken also die Z-Faktoren wieder ein und nehmen nur die niedrigste
Ordnung in der Ableitungsentwicklung mit, in der die Aufspaltung von Z, und
Z, sichtbar wird:

Z,(®% k) = Z,(k) , Zo(9% k) = Zo(k) , Z, (9% k)= Z,k). (4.72)
Setzen wir jetzt die O(4)-Matrix mit konstanten Koeffizienten
Z3 = 7, X% 4 7, X (4.73)

in den allgemeinen inversen Propagator Gl. (4.68) ein, so vereinfacht er sich
betrichtlich und wir kénnen wieder unsere Standardprozedur zur Ableitungs-
entwicklung durchfithren: Logarithmen in Schwinger-Eigenzeit-Darstellung an-
geben, Exponential-Funktion als Potenzreihe schreiben und nur die Terme bis
Ordnung 0? wieder aufsummieren.

Die Flufigleichungen fiir das effektive Potential und den Quark-Z-Faktor sind
wieder durch die Gleichungen (4.31) und (4.33) gegeben. Fiir die Wellenfunkti-
ons-Renormierungs-Konstanten der Mesonen erhalten wir jetzt unterschiedliche
Gleichungen fiir Z:

07: K oy NN
ok 472 q (k2 +M3)3

K1 1 N 1 B )
1672 @2\ (k2 +M2)"  (R2+M2)T (M) (kM)

+ kﬁ (ZO'_ZTF) ZaT:l + 2ZU_1 1 — 1
32m2 @2 \(k2 4+ M2)° T MZ—ME\(k2+ M2 (k2 + M2)
(4.74)
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und fiir die Wellenfunktions-Renormierung des o-Feldes Z,:

0Zy _ K 5, 5  NeNj

ok am2? e (k2+M(]2)3
K 4, ag2  NeNy

t o9 4 ® 7

= )

kS 1221 SM? 1 3z
— ——(Zy—Zx) 5 + T
3272 (k2 + M2)° \ 692 2 (k24 M2)

KoM\ 1 (a3
82 0% ) (k2 4+ M2)*  \ 69 ) (k24 M2)*

Die Flufigleichung der Yukawa-Kopplung erhilt ebenfalls zusétzliche Terme, die
sich aufgrund der ®?-Abhsingigkeit der Yukawa-Kopplung ergeben:

(4.75)

dg kS 57271 2k% + MZ + M? - 2k% + MZ + M?
an g o - ™
ok 16m2° 1 (k2 + M2)* (k2 + M2)? (k2 + M2)* (k2 + M2)?

;6 s 52 2k* + M7 + M?
B (g (28 e () (20
4w o® 0P26® (k2 +M§) (k2 + M2)

3kS (89 zZt N z-1
3277 \897 ) \ (k2 + M2 (k2 + M2)?

In diesen Gleichungen sind wieder alle Massen Funktionen der Skala k£ und der
Felder ®2. Die FluBigleichung fiir die Yukawa-Kopplung ist analog zur Gleichung
fiir das effektive Potential eine partielle Differentialgleichung, weil g = g(®2, k)
jetzt eine Funktion von k und ®2 ist. Die Z-Faktoren hingen nur von der Skala
k ab, entsprechend sind die Gleichungen (4.74) und (4.75) am Minimum des
effektiven Potentials ® = & auszuwerten.

(4.76)

Zur numerischen Losung der partiellen Differentialgleichungen entwickeln wir
U(®2, k) wieder in eine Potenzreihe, wie auf Seite 41 beschrieben (siehe auch
Anhang B). Die Yukawa-Kopplung g miissen wir nun ebenfalls als Potenzreihe
ansetzen, um die Gleichung (4.76) numerisch zu 16sen. Wir wéhlen als Potenz-
reihe die erste Ordnung in ®2, bei spontaner Symmetriebrechung:

9(®%, k) = g1(k) + ga(k) (P> — D3 (k) (4.77)
und bei symmetrischem Potential
9(®%,k) = g1(k) + g2(k)D* . (4.78)

Untersuchen wir das Verhalten der Yukawa-Kopplung g(®?2) bei spontaner Sym-
meriebrechung, wenn das ®-Feld einen endlichen Erwartungswert annimmt: Wir
splitten die Felder in Erwartungswert und Fluktuationen auf

O = (09 +5,7) . (4.79)
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Setzen wir dies in die Potenzreihen-Entwicklung fiir g(®) Gl. (4.77) und dann
in den Yukawa-Term der Lagrangedichte

ﬁYukawa = g(q)) q (J + 27?7?'75) q (480)
ein, so erhalten wir die folgende Form

(91 + 92 (6% + 7 +2006)) G (00 + & + i7775)
= g1004q + 1qiT7V5q + (91 + 20092) @6q + ... . (4.81)
Wenn wir jetzt wieder wie in Abschnitt 2.1 die Reskalierung der Felder durch-

fiihren, so finden wir fiir die physikalische Quarkmasse bzw. die Yukawa-Koppl-
ungen

M, = Z; gi100 (4.82)
_1

9r = Zq_1Z7T 291 (483)
_1

9o =2, Z5 % (g1 +208g2) (4.84)

siehe auch Gleichungen (2.14) und (2.17).

Wegen der unterschiedlichen Z-Faktoren Z, und Z, und den héheren Termen
in g(®2) manifestiert sich die chirale Symmeriebrechung also nicht nur im endli-
chen Erwartungswert des o-Feldes, sondern auch in unterschiedlichen Yukawa-
Kopplungen fiir das 0-Meson und die Pionen. Im Infrarot-Bereich wird dieser
Unterschied sehr wichtig.

Losen wir die erweiterten Flufigleichungen numerisch mit den Anfangsbedin-
gungen (4.54) so finden wir zunéchst, das die Evolution aller Kopplungen fiir
Skalen k£ > 200 MeV durch die zuséatzlichen Korrekturen nur minimal beeinfluf3t
wird. D.h. auch in einer héheren Ordnung der Trunkierung &ndert sich der Flufl
der Kopplungen kaum, wodurch die Ableitungsentwicklung gerechtfertigt wird.

Betrachten wir jetzt also den Bereich unterhalb von 200 MeV, in die Né&he
der Pion-Skala. Unterhalb von k=138 MeV erwarten wir nicht mehr, dafl ein
Modell im chiralen Limes die Physik korrekt beschreibt. Dennoch ist es legitim
zu untersuchen, wie das Modell sich fiir kK — 0 verh&lt. Wir fithren die folgende
Diskussion also allein auf der Grundlage des Modells.

Die Wellenfunktions Renormierung der Mesonen (siehe Abbildung 4.12) spaltet
an der Symmetriebrechungs-Skala in zwei unterschiedliche Kopplungen Z, (k)
und Z, (k) auf. Bis zu einer Skala k = 200 liegt der Wert von Z, (k) (helle Linie)
leicht unterhalb von Z, (k). Dann schliefflich divergiert Z,(k) gegen unendlich,
fiir £ — 0.

Untersucht man die Flugleichungen genauer, so findet man, dal der Term

) o) o
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Abbildung 4.12: Die Wellenfunktionsrenormierungs-Konstante Zg (k) der
Meson-Felder. Im Bereich der gebrochenen Symmetrie finden wir eine Auf-
spaltung zwischen Zs (k) (helle Kurve) und Z, (k) (dunkle Kurve). Bei sym-
metrischem Potential sind beide Z-Faktoren identisch. Die gestrichelte Kur-
ve zeigt die Evolution von Z,(k) mit endlicher Pion-Masse (siehe Text).

in der FluBgleichung von Z,(k) der divergierende Term ist. Dieser Term ent-
spricht dem Pion-loop, der zur Wellenfunktions-Renormierung von Z,(k) bei-
tragt. Da wir uns im chiralen Limes befinden, hat das Pion die Masse Null und
der loop wird nicht ausreichend regularisiert.

Setzen wir in den divergierenden Term “von Hand” eine Pion-Masse m, = 138

MeV ein, also
o [ (02 2 3 (456)
0% ) (k2 4+ M2 +m2)* ’ .

so finden wir, dal Z, nicht mehr divergiert, sondern fiir k¥ — 0 flach wird (Ab-
bildung 4.12, gestrichelte Linie) Die Aufspaltung von Z, und Z,; im Rahmen
von Flufigleichungen wurde auch von Bonanno und Zappala untersucht [50]. Sie
finden in einem anderen Renormierungsgruppen-Schema eine Aufspaltung, die
etwas grofler ist. Z, (k) liegt ebenfalls unterhalb von Z(k), wie in unserer “von
Hand”-Regularisierung. In [50] sind jedoch weder die Fluigleichungen angege-
ben, noch ist der Bereich fiir £ — 0 in den Abbildungen dargestellt, so daf} ein
genauerer Vergleich nicht moglich ist.

Betrachtet man Yukawa-Kopplung (Abbildung 4.13), so findet man, dafl im Be-
reich der gebrochenen Symmetrie g(k) in unterschiedliche Werte g, (k) und g, (k)
aufspaltet, dhnlich zu den Z-Faktoren Z,(k) und Z, (k). Wéhrend die Yukawa-
Kopplung fiir die Pionen wie im Fall ohne Aufspaltung evolviert, verschwindet
die Kopplung des o-Mesons an die Quarks fiir K — 0 . Dies passiert nicht nur
durch das Divergieren von Z,(k), sondern gb®¢(k) = g1 (k) + 2g2(k)o2 (k) selbst
geht gegen Null, wie in Abbildung 4.14 dargestellt. Um den Wert Null fiir sehr
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kleine Skalen k genau zu erreichen, miifite man in den Flufigleichungen fiir g(k)
noch héhere Ordnungen der Potenzreihe Gl. (4.77) beriicksichtigen. Da wir diese

bare

hoheren Ordnungen trunkiert haben, wird go**(k) fiir k£ < 4 MeV negativ.

Wir stellen also fest, dal das o-Meson nicht nur durch die Schwellenfunktio-
nen aus Evolution der Kopplungen abschaltet, sondern im Infrarot-Bereich von
der gesamten Theorie entkoppelt. Das effektive Infrarot-Modell das wir finden
enthilt als Freiheitsgrade nur noch Pionen und Konstituentenquarks mit end-
licher Masse.

10

200 400 600 800 1000 1200
kE  [MeV]

Abbildung 4.13: Die renormierte Yukawa-Kopplung als eine Funktion der
Renormierungs-Skala k.

100 200 300 400 500 600
kE  [MeV]

Abbildung 4.14: Die bare Yukawa-Kopplung als eine Funktion der
Renormierungs-Skala k.
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Da bei £ = 0 auch die Vier-Meson-Kopplung A verschwindet, finden wir als
effektive Theorie im Infrarot-Bereich die Lagrangedichte:

C Bon 1 ..
L= qr(@+ M,)qr+ qr(igi77rys)ar + 5(371%)2 (4.87)
+ (ggq)qu_IZ;I) (quRﬁ'% + ... (4.88)

Die Quarkmasse ist durch M, = g2, 1®( gegeben. Trotz des Verschwindens
der o-Kopplung an die Quarks, ergibt sich die Niederenergie s-Wellen-Streuung
immer noch richtig, der o-Austausch-Graph wird jetzt durch den ggm2-Term

ersetzt:

N T = —292Zq_1Z;10'0 . (4.89)

Wenn wir mit dem Verschwinden der ‘bare’ Yukawa-Kopplung:
9y = g1+ 20092 =0 (4.90)

die Kopplung go durch —g;/202 ersetzen so finden wir fiir die Amplitude der
Streuung durch den Kontakt-Term

9Z;'z! 5 1

(+) — S Nl
4 00 I M,

(4.91)

Dieses Ergebnis ist in fithrender Ordnung an der Pion-Schwelle identisch mit
der Amplitude (2.62). Damit verschwindet die Amplitude der s-Welle-Pion-
Streuung bei k = 0 aufgrund des Pion-Quark-Kontaktterms. Diese chirale Be-
dingung wird also auch von der effektiven Niederenergie-Theorie erfiillt.



Kapitel 5

Quark-Meson-Modell bei
endlicher Dichte

In diesem Kapitel soll die Methode der Heat-Kernel-Flufigleichungen auf das
lineare o-Modell bei endlicher Dichte angewendet werden. Die starke Wechsel-
wirkung in Anwesenheit von Baryon-Materie unterteilt sich, #hnlich zu den am
Anfang des letzten Kapitels diskutierten Skalen-Bereichen, ebenfalls in sehr un-
terschiedliche Gebiete: Die QCD bei hohen Dichten, in der Quarks und Gluonen
die relevanten Freiheitsgrade sind, auf der einen Seite, der Bereich der “klassi-
schen” Kernphysik bei Kern-Dichte, beschrieben durch Nukleonen und Pionen
andererseits.

Der Bereich der QCD bei sehr hohen Dichten ist in den letzten Jahren verstéarkt
in den Blickpunkt der Forschung geriickt. Dies liegt zum einen daran, dafl mit
den Schwerionen-Experimenten am SIS und AGS hohe Baryon-Dichten in Kern-
StoBen erreicht werden. Des weiteren erhélt man mit der Beobachtung von
Neutronen-Sternen immer mehr zusétzliche Informationen iber die Zustands-
gleichung der Materie bei extremen Dichten [51].

Auf der theoretischen Seite hat sich mit der Vorhersage der Farbsupraleitung
bei hohen Baryon-Dichten ein Bereich der QCD eroffnet, der eine reiche Pha-
senstruktur und neue Phinomene besitzt und so zuséitzliche Aufmerksamkeit
auf sich gezogen hat [7, 13, 14, 52].

Wihrend in der QCD bei endlicher Temperatur die Vorhersagen von Gitter-
Rechnungen in zunehmendem Mafle einen Referenzpunkt fiir phéanomenologi-
sche Beschreibungen bilden, sind im Fall der endlichen Dichte Gittersimulatio-
nen bisher nur in einigen sehr speziellen Grenzfillen durchfithrbar, z.B N, = 2
[8, 9]. Die Probleme liegen darin, daf die euklidische Wirkung durch Einfiihren
des effektiven Potentials komplex wird und somit die Analogie zum Boltzmann-
Faktor der statistischen Physik nicht mehr gegeben ist. Zusétzlich ist bekannt,
daBl die sogenannten “Quenched”-Simulationen unphysikalische Ergebnisse bei
endlicher Dichte liefern [8, 53, 54]. Effektive Modelle sind daher bei endlicher
Dichte zurzeit die einzige Moglichkeit Vorhersagen zu treffen.

65
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VerlaBt man den Bereich extrem hoher Dichten, so wird unterhalb einer Uber-
gangsdichte p,sp die chirale Symmetrie spontan gebrochen und man findet
wieder eine Phase von Konstituenten-Quarks. Wir wollen in dem ersten Teil
dieses Kapitels den Ubergangsbereich bei endlicher Dichte im Rahmen des
Quark-Meson-Modells untersuchen. Wir betrachten also reine Quark-Materie,
die iiber Meson-Austausch wechselwirkt. Wie zuvor vernachléssigen wir die Far-
beinschlieBung. Der Inhalt der Abschnitte 5.1 - 5.3 ist in [23, 24] vero6ffentlicht.
Diese Arbeit schliefit sich an die Untersuchungen des linearen o-Modells im
Heat-Kernel-Formalismus bei endlicher Temperatur an [22].

Die “klassische” Kernphysik schliellich findet bei normaler Kerndichte statt.
Dieser Bereich ist experimentell bereits seit langer Zeit zugénglich und es wur-
de in den 70er und 80er Jahren betrichtliche Arbeit darauf verwendet die Zu-
standsgleichung der Kernmaterie aus den phénomenologischen Nukleon-Nukle-
on-Potentialen abzuleiten [28, 55]. Wir werden im Abschnitt 5.4 ein kombi-
niertes Quark-Nukleon-Modell vorstellen, daf3 diesen Bereich mit dem Quark-
Meson-Modell verbindet. Dieses Modell ist in [25] verdffentlicht. Es wurde in
[56] zusétzlich auf die quasielastische Elektron-Streuung angewendet.

5.1 Evolutionsgleichung bei endlicher Dichte

Wir wollen jetzt die Flufigleichung fiir das effektive Potential bei endlicher Dich-
te berechnen. Die Skalen-Verhéltnisse sind die gleichen wie im vorigen Kapitel:
Wir beginnen die Evolution des Quark-Meson-Modells an der Ultraviolett-Skala
kuv, fiir die wir kyy = 1.2 GeV wahlen, wie bei den Berechnungen zur endlichen
Temperatur [22]. Beim Ausintegrieren der hohen Impulse finden wir wieder eine
Skala kysp an der das System in den spontan gebrochenen Bereich der Theorie
iibergeht.

Fiir niedrige Impulse k kommt diesmal jedoch eine zusétzliche Skala k = kp ins
Spiel. Der Fermi-Impuls kr héngt von der Anzahl der Fermionen im System,
also der Quark-Dichte p ab, bei der wir die Evolution durchfithren. Bei Skalen
unterhalb von kg erwarten wir, dafl die Quark-Fluktuationen durch die Pauli-
Abstoflung des Fermi-Sees mafigeblich beeinflufit werden.

Obwohl wir spéter die Ergebnisse nur bei endlicher Dichte analysieren werden,
wollen wir zunéchst in der Herleitung endliche Dichte und endliche Tempera-
tur beriicksichtigen, um dann den Grenzfall T — 0 zu betrachten. Wir begin-
nen die Herleitung mit der gemittelten effektiven Wirkung und beriicksichti-
gen im folgenden nur die Skalenabhiingigkeit des effektiven Potentials U (®2, k).
Sowohl die Yukawa-Kopplung g wie auch die Wellenfunktions-Renormierungs-
Konstanten betrachten wir als konstant, wir setzen also die Z-Faktoren Z, =
Ze = 1:

Iy = /d4x{U(<I>2,k) +9qMq+ qdq + % (8,;13)2} . (5.1)

Fiir die Yukawa Kopplung wahlen wir ¢ = 3.23, so daB sich bei einer Pion-
Zerfallskonstanten F; = 93 MeV eine Quark-Masse von 300 MeV ergibt. Durch
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die einfache Form der Trunkierung (5.1) kénnen wir die inversen Propagatoren
leicht berechnen:

62T
— = M 2
i A (5.2)
8T’y 2 ¢ij ) ij
wiser = 007+ (U (@4 R)T (5.3)

Diese Propagatoren setzen wir in die Heat-Kernel-FluBgleichungen (4.26) ein,
werten die Funktionalspur mit ebenen Wellen aus und fithren die Ableitungs-
entwicklung durch. Weil wir nur die Terme nullter Ordnung beriicksichtigen und
auch die Korrekturen zur Yukawa-Kopplung vernachléssigen, fallen die Kopp-
lungsterme in der Boson-Determinante (vgl. Gl. 4.26) sowie alle Ableitungs-
Terme weg. Die Gleichung fiir die effektive Wirkung vereinfacht sich also be-

trachtlich:
8Fk 4 d4q _T(q2+g2q>2) afk
Vo =+ Ja [ /<2w>4e 3

g e [ e[ e T

In der nullten Ordnung der Ableitungsentwicklung ist die effektive Wirkung
einfach das Integral iiber das effektive Potential:

(5.4)

Tu[@] = [d% {Q(2%)} (5.5)
- /d4gj {08 (2?) + QF (@%)} (5.6)

Wir schreiben fiir das effektive Potential bei endlicher Temperatur und Dichte
Q(®?), um Verwechslungen mit dem Spezialfall =0 und T = 0 der vorigen
Kapitel auszuschlieen. 2 wird im folgenden eine Funktion von &, T' und u
sein, es ist also das Analogon zum grofikanonischen Potential. O bezeichnet den
Beitrag zum effektiven Potential aus der Meson-Determinante, Q entsprechend
den fermionischen Teil.

In Gleichung (5.4) haben wir das Integral tiber den Impuls g, noch nicht aus-
gefiihrt, weil wir jetzt mit Hilfe des Matsubara-Formalismus die Temperatur T'
und das chemische Potential p durch die Ersetzung:

fime ™ = % [
dq _.» A o 2a ..
/(2#)46 T Z/(27r)3e (wWntd) fiir Bosonen, (5.8)

einfiithren. Die Matsubara-Frequenzen fiir Fermionen und Bosonen v,, und w,
sind:

—7[(vn+ip)?+¢°]

fiir Fermionen (5.7)

vp = (2n+ 1)nT (5.9)
wp =2n7T . (5.10)



68 Kapitel 5. Quark-Meson-Modell bei endlicher Dichte

Alternativ zu dieser Ersetzung kann man das chemische Potential direkt in die
Lagragedichte schreiben, indem man einen Term

g = ugvogq (5.11)

'Cu =pnq
addiert. Das chemische Potential u wird als Koeffizient des Teilchenzahl-Oper-
ators ¢fq genau wie in der statistischen Physik eingefiihrt [57]. Wegen der ~o-
Matrix im letzten Teil dieser Gleichung tritt im Exponent der Gleichung (5.7)
das chemische Potential nur in der nullten Komponente des Impulses auf.

Den fermionischen Anteil des effektiven Potentials generalisiert auf endliche
Dichte und Temperatur erhalten wir also, indem wir die Ersetzung (5.7,5.8) in
Gleichung (5.4) durchfiihren:

o0f T [dr d s rgren), O

—k — Z4N.N; [ = —7l(vn+in)*+3*+9° @ L.

ok 2 f/ T Z/(27r)3e ok (5.12)
0 n

der bosonische Teil ergibt sich entsprechend:

ok
(5.13)

B s 3
B L i (0 st
T T
0 n

die Spuren {iber die inneren Dimensionen haben wir dabei bereits ausgefiihrt.

In den Exponenten der Gleichungen (5.12) und (5.13) stehen die feldabhéngige
Quark-Masse

2052) — 252
M (®°) = g"@° | (5.14)
bzw. die Eigenwerte der Massen-Matrix der Mesonen (vgl. Gl. 4.16):
M2(®?) = 20 4 49" 2 (5.15)
M2(®%) =20 (5.16)

wobei die Ableitungen €' als Ableitung des effektiven Potentials Q nach ®2
definiert ist.

Wegen der einfachen Form des Heat-Kernel-cutoffs kann man die Eigenzeit-
Integrale und Summen in den Flufigleichungen (5.12) und (5.13) auch bei end-
licher Temperatur und Dichte analytisch berechnen. Diese Rechnung ist etwas
technisch und wird daher im Anhang D.1 ausgefiihrt. Als Ergebnis erhélt man

o0F NNy, 1T 1 _
8k§ = - 327T2f k4 /dq [E3k (1 - n(E%k) - n(Eq,k)) (5'17)
O q7
1

n(E, —n(E, n(E —n(E ,
TEg,k{ ( q,k)(l ( q,k))“‘ ( ch)(l ( q,k))}
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wobei E, ; = v/¢? + k% + g?®2. Die Funktionen n(z) und n(z) sind die Fermi-
Dirac-Verteilungsfunktionen fiir Teilchen und Anti-Teilchen, sie sind ebenfalls
im Anhang angegeben. In dieser Gleichung zeigen die Verteilungsfunktionen
explizit, wie die T'=0 und pp = 0 Flufigleichungen bei endlicher Temperatur
und Dichte modifiziert wird: Die rechte Seite der Vakuum-Flufgleichungen wird
vermindert durch 1. die Pauli Abstolung, der erste Term in der Klammer, und 2.
die thermisch angeregten Zusténde, die durch die Fermi-Funktionen im zweiten
Term beschrieben werden.

Die Gleichung (5.17) ist generell fiir 7" # 0 und pp # 0 giiltig. Den Grenz-
fall T = 0 dieser Gleichung erhalten wir am einfachsten, indem wir in Glei-
chung (D.13) aus dem Anhang die Fermi-Funktionen durch Theta-Funktionen
ersetzen: n(Eq ) — 0(u — Ey ) fiir Quarks und n(Ey k) — 0(—(p+ Eqr)) =0
fiir Anti-Quarks. Dann fithren wir die Differentiation nach k2 durch und finden:

O | NNy k® L

k|~ 1-
ok |, 812 k2+g2 P2 V2 — K2 — 232

O(u—Vk*+g2®%)|

(5.18)

Hier sehen wir nun, wie die Evolutionsgleichung bei endlicher Dichte und 7" = 0
nur noch durch die Pauli-Abstolung der Fermionen beeinflufit wird, die sich
in dem Term mit der ©-Funktion manifestiert. Wir betonen, dafl die einfache,
anschauliche Form dieser Gleichung durch die Verwendung des Heat-Kernel-
Formalismus zustande kommt und einen Vorteil dieser Methode darstellt. Den
Nenner /u2 — k2 — g2®2 erhilt man durch die zusitzlichen 7-Potenzen, mit
denen der Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) den Ultraviolett-Bereich regularisiert.

Wenn wir annehmen die Quarkmasse sei eine Konstante

2 _ 27252 _ 252
My = M (® )‘<1>:<1>0 =9°% (5.19)

so konnen wir die Gleichung (5.18) direkt integrieren und erhalten so die Ver-
bindung zur Mittelfeld-Rechnung, die wir im néchsten Abschnitt behandeln.
Diese Integration ist explizit im Anhang D.2 durchgefiihrt. Im allgemeinen ist
das Minimum des effektiven Potentials ®¢ = ®y(k) und damit auch die Quark-
Masse eine Funktion der Renormierungsgruppen-Skala, wie wir es auch schon in
den letzten Kapiteln gesehen haben. Folglich miissen wir die Gleichung (5.18)
zusammen mit den Meson-Fluktuationen numerisch 16sen.

Den bosonischen Anteil der Fluflgleichungen fiir T' # 0 leiten wir analog zur
Berechnung des Fermion-Anteils ausgehend von Gleichung (5.13) her. Die Rech-
nung ist ebenfalls im Anhang D.1 aufgefiihrt. Das Ergebnis lautet:

oaf K 3 1
Ok2  64m2 | k2 +2Q k2 4 200 + 40" P2

(5.20)

© 1 1
dg{ ——= ET —_— ET (1 ET
+ 6/0 q { (E;k)gnB( q,k) + T(E;r’k)2nB( q,k)( + nB( q,k))}

+ 2/Ooodq { (E;k)gnB(E;k) + N%WHB(E;k)(l + nB(Egk))H )
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wobei np(z) die Bose-Einstein-Verteilung ist, und E7 und E7, durch

ak = V@ + k220 (5.21)

7= V@ + k2420 + 40" P? (5.22)

gegeben sind. Fiir die Bosonen gibt es natiirlich keine Pauli-Abstoffung und
entsprechend enthalten die geschweiften Klammern die thermischen Anregun-
gen der Pionen und des o-Mesons. Im Limes T' — 0 verschwinden die Bose-
Verteilungen und die beiden letzten Zeilen dieser Gleichung fallen weg (vgl.
D.17). Wir erhalten zusammen mit dem Fermion-Anteil Gl. (5.18) schlielich
die Flufigleichung:

- k6{ 5 ! (5.23)

oy, n
3212 | k242QY, k2420 +4Q) D2

T

I

AN:Ny K 7. 252
_k:2—|—g2<1>2 (1_ /—[1,2—]62—92(1)2@(“_ k24-g2®2) .

Diese Gleichung beschreibt die Evolution des skalenabhéngigen effektiven Po-
tentials in Anwesenheit eines endlichen chemischen Potentials . Sie stellt die
Erweiterung der Fluigleichung (4.31) aus Kapitel 4 dar. An dieser Stelle kénnen
wir bereits feststellen, dafl der zusétzliche Dichte-Term ein entgegengesetztes
Vorzeichen zu den Vakuum-Fermion-Fluktuationen hat. Dieser treibt, wie wir
im letzten Kapitel gesehen hatten das System in den Bereich spontan gebroche-
ner Symmetrie. Eine endliche Dichte wird der spontanen Symmetriebrechung
also entgegenwirken.

Um den Grundzustand des Systems bei endlichem g zu finden ist die Gleichung
(5.23) numerisch zu losen. Allerdings wird die numerische Auswertung durch
die Theta-Funktion schwierig: Insbesondere Ableitungen des effektive Poten-
tials, die man beispielsweise zur Ermittelung der Meson-Massen M, (®2) und
M, (®?) in jedem Integrationsschritt berechnen muB, oder aber die Dichte im
Grundzustand

% =—p (5.24)
enthalten dann §-Funktionen. Auflerdem ist der Koeffizient der ©-Funktion an
der Sprungstelle singulér. Diese Singularitdt kommt —wie bereits oben erwahnt—
durch die zusétzlichen 7-Potenzen in Heat-Kernel-cutoff Gl. (3.44) zustande.
Diese sind nétig um den Ultraviolett-Bereich der effektiven Wirkung zu re-
gularisieren. Nun ist der Fermi-See natiirlich nicht ultraviolett divergent, son-
dern durch den Fermi-Impuls kr begrenzt. Man kénnte hier also alternativ den
Fermi-See mit einem zweiten, beispielsweise rein massenartigen cutoff behan-
deln und wiirde so die Singularitit umgehen.

Wir werden hier das Problem jedoch auf einem anderen Weg angehen und die
Gleichung (5.23) in eine Gleichung mit skalenabhéingigem chemischen Potential
umformen. Das chemische Potential y = u(®, k) wird eine Funktion von ® und
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k, wie es auch von Shankar vorgeschlagen wurde [58]. Damit spielt es die gleiche
Rolle wir alle anderen Kopplungen in der Ableitungsentwicklung: Es wird durch
den Renormierungsflufl ein skalen- und feldabhéngiger Koeffizient des Operators
dyo0q in der effektiven Wirkung (vgl. Gleichung 5.11). Wir werden sehen, daf
durch diese Transformation das Problem mit der ©-Funktion im Fermion-Teil
der Flufigleichung behoben wird.

Die Methode l&8t sich am leichtesten ausgehend von k = 0 erkldren: Wie wir
bereits zu Beginn dieses Abschnittes angedeutet haben ist Q(k, ®2, ) das Ana-
logon zum Groflkanonischen Potential. Wihlen wir die Dichte p statt des che-
mischen Potentials als unabhéngigen Parameter, so miissen wir eine Legende-
Transformation durchfiihren:

F(k=0,8%) = Q(k=0,®?) + pu(k=0, ®?) (5.25)

Das Potential F' = F(k,®2,p) ist eine Funktion der Baryonen-Dichte p und
entspricht somit der Freien Energie. Das chemische Potential p(k) mufl dann in
Gleichung (5.25) durch die Bestimmungsgleichung fiir (k) eliminiert werden:

09(k=0)

e (5.26)

Wir verallgemeinern jetzt diesen Zusammenhang auf eine endliche Skala k£ und
betrachten zunéchst die Bestimmungsgleichung mit dem Ziel eine explizite Glei-
chung fiir (k) bei vorgegebenem p zu finden. Wir fithren also einen Integrati-
onsschritt in der k-Evolution aus und adjustieren p(k) in der Art und Weise,
daBl die Dichte konstant bleibt:

o0
—— = —p= const . 5.27
Ou(F) (27
Die gleiche Prozedur wiederholen wir fiir jeden weiteren Schritt in der k-Evo-
lution. Wir kénnen die linke Seite der Gleichung (5.27) explizit ausrechnen,
indem wir die Gleichung fiir das effektive Potential der Fermionen einsetzen
(vgl. Gleichung 5.12)

T Tdr A e g
”FZE“NCNJ‘/ - Z/ R (I (5.28)
0 n

und den Heat-Kernel-cutoff Gleichung (3.44) benutzen. Als Ergebnis erhalten
wir die gesuchte Gleichung, die u(k) festlegt:

2N, (5 3, 3 k1
— Zk - 5.29
P=32 (a:F—I—2 ZBF+8$F), (5.29)
mit
zp =/ p2 — k2 — g2®2, (5.30)

Die drei Terme in Gleichung (5.29) kommen dabei durch die Form des Heat-
Kernel-cutoffs zustande. Eine Analyse der Losungen p(xr) von Gleichung (5.29)
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Abbildung 5.1: Die Funktion g(z) mit z = xp/k. Die Schnittpunkte mit
der Geraden sind die Losungen zur Gl. (5.32) bei vorgegebener Dichte p.

zeigt, daBl bei k = 0 eine eindeutige Losung p = 1/g2®? + k% existiert. Der
Fermi-Impuls kr ist wie iiblich durch p = 2ch§’; / 372 definiert.

Um den Zusammenhang zwischen p und z fiir endliche Skalen k # 0 zu disku-
tieren schreiben wir Gleichung (5.29) als Funktion von z = zp/k und finden

2N,
p= ek g(2), (5.31)
mit
3 3
3
= — — .32
g(z) =z +2Z+8z (5.32)

Die Funktion g(z) ist in Abbildung 5.1 dargestellt, sie hat das Minimum

i — 1 V3+1
min 2 /7\/g _ 1
an der Stelle z = %\/ V3 =1 = z,,. Bei endlichem k schneidet die Linie kon-

stanter Dichte % die Funktion (5.32) im allgemeinen in zwei Punkten z;

und z3. Damit die Lésungen reell sind muf3 gelten:

k< <3W2P \/\/3—1) v

(5.33)

= k- 5.34
e o (531

An der Stelle k = kyy, liegt die Linie konstanter Dichte 23}32]53 gerade tangential
an g(z) im Punkt z = z,,. Entsprechend den zwei Lésungen z; und 23 hat bei

endlichem k auch das chemischen Potential bei fester Dichte zwei Werte

pi(k) = k22 (k)2 + k2 4+ g2®2 (i =1,2), (5.35)

die wir verstehen werden, wenn die Flufigleichungen aufgestellt sind. Um das
also zu tun benétigen wir noch die Ableitungen Ou;/0k, die berechnet wer-
den, indem man verlangt, dafl die Baryon-Dichte unabhéngig von der Evolution
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gleich bleibt. Also ist die Ableitung der linken Seite von Gleichung (5.29) nach
der Skala k& Null und wir erhalten:

8#2'__i k
Ok 82t +4z2 -1

(5.36)

Damit konnen wir jetzt durch Anwenden der Kettenregel die k-Ableitung von
Q fiir ein skalenabhéngiges chemisches Potential berechnen:

a9 o0 00 du(k)
) == R (5.37)
ok u(k) ok p=const. o Ok

00 (k)

a Ok p=const. g Ok . (538)

Es bleibt also noch das chemische Potential auf der rechten Seite dieser Glei-
chung durch die Dichte p auszudriicken. Wir eliminieren u, indem wir eine
6-Funktion einfiihren:

1:/df6[f(z)] , (5.39)

deren Argument die Bestimmungsgleichung (5.29) enthélt:

1) =

Auf diese Weise fixieren wir in jedem Integrationsschritt die Dichte p. Setzen
wir dies nun in Gleichung (5.37) ein, so erhalten wir die Evolutionsgleichung mit
skalenabhingigem chemischem Potential. Sie hat zwei Beitrége, die die endliche
Dichte enthalten ¢ = 1,2, entsprechend den zwei Nullstellen der Gleichung
(5.32).

9(z)—p - (5.40)

o9 / o0 00 (k)
e = [dfo[f(2)] | o1 oo (5.41)
ok (k) ok p=const. 8# ok
Of o 105 5oy [ 292 _ ,Ouk)
1221:2/ 8zdz ‘8,2 6(2 22) 8k p=const. P 8k

In der zweiten Zeile diese Gleichung erhilt man die Jakobi-Determinante 0f/9z
einmal aus der Transformation der Integrationsvariablen und ein zweites mal
aus der 6-Funktion. Dabei ist zu beachten, dafl an den beiden Nullstellen z; und
z9 der Funktion f(z) die Jacobi-Determinanten ein unterschiedliches Vorzeichen
haben (vergleiche Abbildung 5.1). So kiirzen sich zwar die Betrige der Jacobi-
Determinanten, ein Vorzeichen bleibt jedoch iibrig. Wir finden die endgiiltige
FluBgleichung;:

on
ok

L 3 . 1 8N,
32w | k2200 K220V +4Q0P2 k24292

+ Z(—l)"{Nc L“% P #}@(k}th—k).

~ Am2 k2422 2 gy 82R 4422 — 1

(5.42)
w(k)
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Die Theta-Funktion erscheint in der zweiten Zeile, weil die Gleichung (5.40) fiir
k > ki, keine reelle Nullstelle hat und somit oberhalb von ki, der Endliche-
Dichte-Beitrag zu den Flufigleichungen aufgrund der é-Funktion verschwindet.
An der Skala k=ky,, ist der Term 1/(8z#+422—1) singulir, er 148t sich jedoch
analytisch integrieren.

Die Gleichung (5.42) ist die Evolutions-Gleichung mit laufendem chemischen
Potential p(k) fiir die Energiedichte des thermodynamischen Potentials. Der
Ordnungsparameter ®( bei festgehaltener Dichte p wird jedoch durch die Freie
Energie(-Dichte) F' bestimmt. Wir erinnern uns, dal bei £ = 0 die Bestim-
mungsgleichung (5.29) fiir das chemische Potential nur eine Lésung hat und wir
kénnen F' an der Stelle £ = 0 aus dem grofikanonischen Potential Q(k = 0) und
dem chemischen Potential p(k = 0) bestimmen:

F(k=0,9%) = Q(k=0,8%) + pu(k=0,d?) (5.43)

plk=0,9%) = [k +g2®?

Wir erhalten somit den Grundzustand ®y des Systems bei endlicher Dichte als
Minimum der freien Energiedichte F(k=0,®?2).

} >
k‘ZO kth

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der Funktion p(k).

Die Funktionsweise der Endlichen-Dichte-Terme in Gleichung (5.42) ist in der
Abbildung 5.2 schematisch dargestellt: Bei hohen Skalen k > k¢, hat die endli-
che Dichte keinen Einfluf auf die Renormierung des effektiven Potentials. Dieser
setzt an der Schwelle k = kyy, ein, wo sich jedoch die beiden Beitrége ¢ = 1,2

[ N, K ow p k
)t 5.44
zgjz( ) {47r2 k24 g2®2 z; +Ni 8z +422 — 1 (5.44)
noch gegeneinander wegheben. Unterhalb von k& = k¢, nimmt der Beitrag i = 2
mit positivem Vorzeichen zu, wihrend der zu subtrahierende Beitrag i = 1
kleiner wird. Dies ist in Abbildung 5.2 durch die Pfeile angedeutet. Im Grenzfall
k — 0 verschwindet der Beitrag ¢ = 1 und u(k) hat nur eine Lsung

p(k = 0,8%) = /K% + g2®2



5.1. Evolutionsgleichung bei endlicher Dichte 75
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Abbildung 5.3: Die Evolution des effektiven Potentials fiir kleine Skalen
k. Dargestellt sind ein Beispiel-Potential (durchgezogene Linie) und die
Losungen der klassischen Wirkung fir k = 100,60,10 MeV im instabilen
Bereich (gestrichelte Linien). Diese dargestellten Ldsungen ergeben sich mit
einem scharfen cutoff. [61]. Im Grenzfall k — 0 wird das effektive Potential
konver.

Wir integrieren die Beitréige endlicher Dichte also schrittweise in Schalen aus,
bis wir bei k = 0 den vollen Fermisee beriicksichtigt haben.

Instabilitéiten Wenn wir die Flufigleichung (5.42) numerisch 16sen, so stellen
wir fest, daf3 die Meson-Terme fiir kleine Feldstdrken ® und Skalen £ Singu-
laritdten entwickeln. Dadurch werden die Flufigleichungen in diesem Bereich
instabil. Das Problem ist in der Literatur bereits lange bekannt: das mesoni-
sche effektive Potential in ein-loop N&herung entwickelt tachionische Meson-
Massen [59, 60].

In diesem Bereich kleiner Feldstérken und kleiner Skalen k sind zwei Effekte
wichtig, die die Form des effektiven Potentials beeinflussen: Einerseits garantiert
der Renormierungsgruppen-Flufl die Konvexitdt des effektiven Potentials im
Infrarot-Bereich k& = 0. Dabei treten jedoch prinzipiell, bereits im Fall T =
0, = 0 Instabilitdten in der Evolution auf: Die Massen M(®) und M, (®)
sind im Bereich kleiner Feldstérken, in dem das Potential rechtsgekriimmt ist,
negativ (vgl. Abbildung 5.3). D.h. bei kleinen Skalen k wird beispielsweise der
Pion-Term singulér

o0 1

—~ 5.45

ok k24200 (5.45)
Der Grund dafiir ist, dal im Bereich ® < ®., in dem

k2 +20/(@%) <0 (5.46)

gilt, der GauBsche-Fixpunkt nicht ldnger stabil ist [61, 62]. Genau dadurch wird
das effektive Potential konvex. Wir kénnen diesen Prozef verstehen, durch die
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Abbildung 5.4: Schematische Darstellung des Einflusses endlicher Dichte
auf das effektive Potential.

Annahme, daf sich das System in diesem Bereich klassisch verhlt. Man findet
dann im Fall von Flufigleichungen mit scharfem cutoff als Lésung der klassischen
Wirkung fiir den Bereich ® < ®. [20, 61]:

1
Q% k) = —§k2¢>2 + const. (5.47)

In der Abbildung 5.3 sind diese klassischen Lésungen des instabilen Bereichs
fiir ein Beispielpotential mit m =160 MeV, A=20 dargestellt. Die gestrichelten
Linien zeigen wie das effektive Potential fiir k¥ — 0 konvex wird [61].

Benutzt man einen weichen cutoff so zeigt das effektive Potential qualitativ das
gleiche Verhalten wie in Abbildung 5.3, die Losung im instabilen Bereich GI.
(5.47) wir jedoch aufgrund des cutoffs komplizierter. In einer Gitter-Rechnung
mit weichem cutoff kann das flache, konvexe Potential jedoch erzeugt werden,
ohne dafl die Instabilitdten auftreten. Dies passiert, wenn das Potential sehr
schnell flach wird. Die Meson-Massen 2€)’ werden dann zwar auch negativ fiir
kleine ®, ihr Betrag bleibt jedoch immer kleiner als k2. Dieses Verhalten hingt
natiirlich stark von den Konvergenz-Eigenschaften des cutoffs ab. Losen wir
unsere FluBgleichungen (5.42) numerisch bei verschwindender Dichte p =0, so
finden wir die Instabilitéten erst bei sehr kleinen Skalen k < 50 MeV. Die
Konvexitét des effektiven Potentials wird also durch die numerische Lésung der
Gleichung (5.42) fast vollsténdig reproduziert.

Damit kommen wir zum zweiten Effekt, der fiir den Bereich kleiner Felder
® wichtig ist. Aus Gleichung (5.23) ist ersichtlich, daf§ die Beitréige endlicher
Dichte in der k-Evolution zuerst an der Stelle ® =0 auftreten und dort zu einer
Absenkung des effektiven Potentials fithren. Die Situation ist schematisch in
Abbildung 5.4 dargestellt.

Durch die Absenkung des effektiven Potentials wird jedoch die Kriimmung des
Potentials grofler, d.h. die negativen Meson-Massen im Bereich zwischen den
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beiden Minima des effektiven Potentials werden vom Betrag her grofler und
damit treten die Instabilitdten wesentlich frither in der k-Evolution auf. Bei
normaler Kerndichte finden wir instabiles Verhalten der Meson-Terme bereits
fir k < kinst. = 200 MeV.

Eine exakte Losung dieses Problems lassen wir offen. Aufgrund der Tatsache,
dafl man den Heat-Kernel-cutoff nicht direkt in die Wirkung einsetzen kann, ist
es schwierig eine Vorschrift fiir den instabilen Bereich ® < ®. wie in Gleichung
(5.47) abzuleiten. Fiir die numerische Losung liee sich das Problem méglicher-
weise durch die Benutzung eines anderen cutoffs umgehen.

Wir werden hingegen in dieser Arbeit pragmatisch vorgehen: Bei kleinen Dich-
ten p evolvieren wir die vollen Flufigleichungen bis zur Skala kine, an der die
Instabilitdten auftreten. Ab dort vernachlissigen wir die Meson-Fluktuationen
und evolvieren nur den Fermion-Anteil der Flufigleichung (5.42) nach k£ = 0. Fiir
Dichten oberhalb von p = 0.45p¢ finden wir kingt < kgn. D.h. die Instabilitdten
treten erst unterhalb der Skala ki, auf, ab der das Potential durch die endliche
Dichte beeinflufit wird. In diesem Fall evolvieren wir die vollen Flufigleichungen
bis k¢, und vernachlédssigen die Meson-Fluktuationen fiir k < kyy,.

Die Naherung, die Meson-Terme nur bis ky, zu integrieren wird durch die Tat-
sache, dafl die Effekte des Fermi-Sees klassisch, von Ordnung O(h°) sind und
somit die Meson-Fluktuationen O(k) dominieren, gerechtfertigt. Letztlich soll-
ten jedoch auch die Meson-Effekte voll berticksichtigt werden.

Numerische Lésung und Ultraviolett-Anfangswerte Das effektive Po-
tential ist wie im vorigen Kapitel eine Funktion der Felder & und der Renorm-
ierungsgruppen-Skala k, d.h. die Fluigleichung (5.42) ist eine partielle Diffe-
rentialgleichung, die man nur niherungsweise numerisch 16sen kann. Anders als
im Abschnitt 4.2 beschrieben, werden wir diesmal Q(®2, k) nicht in eine Po-
tenzreihe entwickeln, sondern das Potential auf einem eindimensionalen Gitter
diskretisieren: Dazu unterteilen wir den Bereich 0 < ®2 < 0.05 GeV? in hun-
dert Gitterpunkte ®? und erhalten so fiir jeden Gitterpunkt eine gewdhnliche
Differentialgleichung. Die Massenterme in den Flufigleichungen, die Ableitun-
gen nach ® enthalten, koppeln dann die Differentialgleichungen benachbarter
Gitterplédtze. Das gesamte Differentialgleichungs-System 148t sich wieder mit
Standard-Runge-Kutta-Methoden integrieren und wir erhalten so bei k = 0
das volle effektive Potential Q(®2) in dem oben angegebenen ®-Intervall (vgl.
Anhang B).

Als Ultraviolett-Skala ky,, von der aus wir die Evolution starten wihlen wir
kuw = 1.2 GeV. Dieser Wert liegt etwas unter der Skala von 1.34 GeV, die wir
im Abschnitt 4.3 durch Vergleich zum NJL-Modell gefunden hatten. In diesem
Kapitel wollen wir jedoch die Anfangsbedingungen identisch zu den Werten
wéhlen, die zur Berechnung des effektiven Potentials bei endlicher Temperatur
benutzt wurden [22], um so die Vergleichbarkeit herzustellen. Entsprechend
legen wir also auch das symmetrische effektive Potential
My

Q% k =kyy) = g2 1 du

o4 5.48
5 1 , (5.48)
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Abbildung 5.5: Normierte Energiedichte pro Baryon, aufgetragen gegen
die inverse Dichte pél. Die inverse Dichte ist in Einheiten der norma-
len Kerndichte py = 0.16 fm~3 angegeben. Die chiral symmetrische Phase
(durchgezogene Linie) und die spontan gebrochenen Phase (gestrichelte Li-
nie) sind dargestellt. Die Evolutions Gleichung (5.42) wurde auf dem Gitter
geldst. Die Energie in den gebrochenen Phase bei verschwindender Dichte
18t €0.

an der Ultraviolett-Skala k = ky,, mit den Anfangswerten m2, = 0.42 GeV?
und Ayy = 30 fest. Diese Werte ergeben eine kritische Temperatur T, ~ 150
MeV und eine Symmetriebrechungs-Skala kysg ~ 1 GeV [22, 38].

Die Ergebnisse der Renormierungsgruppen-Rechnung sind in den Abbildungen
5.5 und 5.6 dargestellt. In Abbildung 5.5 ist die Energie pro Baryon aufgetragen
iiber der inversen Dichte. Die Dichte ist angegeben in Einheiten der normalen
Kerndichte py = 0.16 fm~3. Auf der rechten Seite der Abbildung, bei niedri-
gen Dichten finden wir die spontan gebrochene Konstituentenquark-Phase. Im
Grenzfall pp — 0 nimmt die Energie pro Baryon einen Wert von 906 MeV an.
Dies entspricht gerade der Masse von drei freien Konstituentenquarks.

Als Funktion der Dichte findet man einen 1. Ordnung Phaseniibergang bei
einer kritischen Dichte von p,sg=0.56 pg. Bei hoheren Dichten liegt eine chiral
symmetrische Phase von Partonen vor. Diese hat eine Minimum bei einer Dichte
von pp=1.17 pg.

Da die Energie pro Baryon in der spontan gebrochenen Phase oberhalb des Mi-
nimums in der partonischen Phase liegt (Abbildung 5.5), existieren in diesem
Szenario keine stabilen Konstituentenquarks. Die spontan gebrochenen Phase
ist instabil und bei niedrigen Dichten bilden sich Tropfen aus partonischer Ma-
terie mit Dichte pp=1.17 pg und darum herum spontan gebrochenes Vakuum.
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grid calculation
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Abbildung 5.6: Die Bindungsenergie pro Baryon berechnet aus Evoluti-
onsgleichungen auf dem Gitter. Die Bindungsenergie ist aufgetragen als
Funktion der Dichte pg . Die Dichte ist angegeben in FEinheiten der nor-
malen Kerndichte pg.

In Abbildung 5.6 schliellich ist die Bindungsenergie aufgetragen als Funkti-
on der Dichte. Am Minimum bei pp = 1.17 pg sind Quarks mit etwa 74 MeV
gebunden und befinden sich bereits in der chiral symmetrischen Phase. Wir
werden diese Ergebnisse auch im Abschnitt 5.3 nocheinmal diskutieren und sie
dort mit einer Mittelfeld-Rechnung, die im néchsten Abschnitt vorgestellt wird
vergleichen.

Der chirale Phaseniibergang im Quark-Meson-Modell bei endlicher Dichte wur-
de ebenfalls, von Berges, Jungnickel und Wetterich untersucht. Sie finden mit
Hilfe der exakten Renormierungsgruppen-FluBgleichungen auch einen Ubergang
erster Ordnung. Die Ubergangsdichte liegt knapp oberhalb der normalen Kern-
dichte [12], der Wert ist also etwa doppelt so hoch wie unsere Ubergangsdichte.
Die selben Autoren stellen in [63] eine Rechnung vor, die neben den Quarks
auch nukleonische Freiheitsgrade enthélt.

Die Renormierungsgruppen-Beschreibung fiir den Bereich der endlichen Dich-
te, die wir hier vorgestellt haben, hat noch einige prinzipielle Méngel: 1. Der
Heat-Kernel-cutoff ist ein Lorentz-invarianter cutoff. Als solcher kann er in
der Evolution nicht auf die Fermi-Oberfliche zoomen. Prinzipiell ist es ein
Ziel der Renormierungsgruppen-Methode die kritischen langwelligen Teilchen-
Loch-Anregungen des Fermisystems erst am Schlufl der Evolution zu integrie-
ren [64]. Solche Teilchen-Loch-Anregungen werden gerade an der Fermiober-
fliche generiert. Im relativistischen Fall mit Goldstone-Bosonen sollten mit den
letzten Evolutionsschritten die massenlosen Bosonen ausintegriert werden. 2.
Das instabile Verhalten der Meson-Propagatoren verhindert fiir kleine Skalen
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eine komplette Evolution des effektiven Potentials einschliellich der Meson-
Fluktuationen. Moglicherweise 148t sich dieses Problem jedoch durch einen ge-
eigneten cutoff mit besserem Konvergenz-Verhalten umgehen. 3. Des weiteren
wurde der Renormierungsgruppen-Flufl nur in niedrigster Ordnung betrachtet.
Die Evolution der Yukawa-Kopplung kénnte jedoch durch die endliche Dich-
te durchaus gedndert werden und miifite eigentlich beriicksichtigt werden. Das
grundsitzliche Problem der niedrigen Ubergangsdichten it sich jedoch damit
wahrscheinlich nicht 16sen [12].

5.2 Mittelfeld-Rechnung bei endlicher Dichte

Wir wollen in diesem Abschnitt fiir den Bereich & < kp einen Mittelfeld-
Rechnung aufstellen. Die Ergebnisse konnen wir dann den Resultate des vorher-
gehenden Abschnitts vergleichen. Wir werden im Abschnitt 5.3 die Resultate
beider Rechnungen diskutieren.

Um in einer Mittelfeld-Rechnung den Fermisee auszuintegrieren beschaffen wir
uns zunéchst die nétigen Parameter, also die Kopplungen des effektiven Po-
tentials an der Skala des Fermi-Sees. Dazu evolvieren wir die Flu3gleichungen
(5.23) bei T'=0 und p = 0 bis zur Fermikante k& = kp. Wir wihlen fiir kp
den Wert, der der normalen Kern-Dichte entspricht pp = pg = 0.16 fm~—3. Das
effektive Potential, das wir so berechnen, enthélt die gesamten Vakuum loop-
Effekte der Quarks und Mesonen oberhalb der Skala k. Mit diesem effektiven
Potential 16sen wir das lineare o-Modell in Mittelfeld-N#herung und integrieren
damit die Einteilchen-Energien der Quarks im Fermisee aus.

Um die Naherung transparent zu halten fitten wir das effektive Potential an
der Skala k = kr durch eine Potenzreihe der Form (5.48):

m?2 A
Qur(@ kp) = —JLE? 4 ]ZF@‘* , (5.49)

wir erhalten also eine massenartige Kopplung m?\/j r und die quartische Kopp-
lung A MF-

Die Parameter, die wir finden hdngen von dem Fit-Intervall ab, wir wihlen des-
halb zwei Mogliche Bereiche, deren Parameter in Tabelle 5.1 aufgefiihrt sind.
Das effektive Potential und die beiden Fits sind in Abbildung 5.7 dargestellt.
Der Bereich (X) geht von ® = 0 bis & = 0.22 GeV. Die resultierenden Parame-
ter (X) spiegeln also im besonderen die Form des Potentials bei grofien Feldern
® > 0.1 GeV wider. Der Parametersatz (Y) berticksichtigt hingegen besonders
den Bereich kleiner Felder & < 0.1 GeV. Diese Parameter-Sétze bilden die bei-
den extremen Moglichkeiten das Potential zu fitten. Wir erwarten also, daf die
Ergebnisse, die wir erhalten werden, jeweils die Grenzfélle fiir das mogliche Ver-
halten des Systems bilden. Es ist natiirlich genauso moglich das Potential durch
eine Potenzreihe hoherer Ordnung darzustellen und so das effektive Potential
an der Skala kr noch genauer zu bestimmen. Die Ergebnisse die man erhélt
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Abbildung 5.7: Das Potential Q(®) an der Skala k = kg, numerisch be-
rechnet aus der Gleichung (5.42) (durchgezogene Linie) und als Fit mit den
mean field Parametern X (gestrichelte Linie) und Y (Strich Punkt Linie).
Vergleiche Tabelle 5.1.

werden jedoch im wesentlichen durch die Ergebnisse der Parametrisierung (Y)
wiedergegeben (sieche Anhang E).

Die negativen Massenparameter in Tabelle 5.1 zeigen an, dafl an der Skala
kr das effektive Potential spontan gebrochen ist, wie man aus der Abbildung
5.7 unschwer erkennt. Das ®-Feld besitzt also einen endlichen Erwartungswert
0. Die Mittelfeld-Rechnung mit diesen effektiven Potentialen ist relativ einfach:
Man berechnet die Hamiltonfunktion H in der Anwesenheit des Fermi-Sees und
minimiert dann H als Funktion von &. Weil die Quantenfluktuationen ober-
halb von k& = kg schon im effektiven Potential enthalten sind, beriicksichtigen
wir hier nur klassische Losungen. Dabei vernachlédssigen wir natiirlich typische
Vielteilchen-Fluktuation, die in der Mittelfeld-Naherung fiir ein Vielteilchensy-
stem nicht enthalten sind.

Typ ‘Fit Intervall ®2 ‘ m%WF ‘)\MF‘ a0 ‘ 3900 ‘ Bl/4 ‘ M,

X [0,0.05] -0.260 | 30.0 | 0.0940 | 0.902 | 0.15554 | 0.720
Y [0,0.01] -0.082 | 9.18 | 0.0945 | 0.906 | 0.11633 | 0.405
Gitter - - - 0.0944 | 0.906 - -

Tabelle 5.1: Die Parameter des effektiven Meson-Potentials. Das Fit-

Intervall und die Massen-Parameter m%WF sind in GeV2, 59, BY* und die

Masse des o-Mesons sind in GeV angegeben.
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Die Hamiltonfunktion des Systems lautet:

2
A
H= /dga: [qT (&p + gBqo) q + %a—? + %54 : (5.50)

Durch Einfiihren einer Basis von ebenen Wellen fiir die Quarks kénnen wir die
Hamiltonfunktion als Impulsintegral schreiben. Im Grundzustand T = 0, ist die
Fermikugel vollsténdig bis zum Fermi-Impuls kr gefiillt. Die Energiedichte ist
daher durch das folgende Impuls-Integral gegeben:

kp
E 4N, - 1 A
e=—_ = - /dgk; VK2 + g262 + —m3,po? + SME G4 (5.51)
% (27) 2 4
0

N 3
= 4—7:2<2km/k%+9202 —925'2kpﬂk%+g25'2
\ K%+ g%0% + kr 1,

—945'410g ga_ + §mMF5'2 +

AMF
—5‘4.

Der Fermi-Impuls der Quarks ist festgelegt durch die Quarkdichte p = 3pp:

5/ 3m2p
= ¢ —L . .52
kr “2NC (5.52)

Die mittlere -Feld Konfiguration berechnet sich durch minimieren der Glei-
chung (5.51) beziiglich des o-Feldes. Man erhélt eine selbstkonsistente Glei-
chung fiir das mittlere Feld &:

kr
5} 4N, 25
(a_f) =0 )03 /d3k I mE 5+ Aurdd = 0. (5.53)
9/v e \/ k2 + ¢252

Diese Gleichung hat immer die triviale Losung 6 = 0, die der symmetrischen
Phase entspricht. Bei verschwindender Dichte hat die nichttriviale Losung 69 =
\/—m? /X eine niedrigere Energie als die d =0 Losung. Das Potential besitzt
also spontan gebrochene Symmetrie. Erhéhen wir nun die Dichte pp, so wird die
Energie der chiral symmetrischen Losung 6 =0 abgesenkt. Fallt sie bei hohen
Dichten pg > pysg unter die Energie der spontan gebrochenen Lésung, so wird
die chirale Symmetrie wieder hergestellt.

Die Energiedichte der gebrochenen Phase relativ zur symmetrischen Phase, im
Fall pp=0 ist

mA

T

B stellt eine Art Bag-Konstante dar. Sie gibt an, um welchen Betrag der Ener-
giedichte das chiral symmetrische Vakuum iiber dem Vakuum der spontan ge-
brochenen Phase liegt.

€0 = e (pp=0) = -B . (5.54)
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Wir werden im folgenden zwei unterschiedliche Szenarien finden: Entweder liegt
die Energie pro Teilchen als Funktion der Dichte in der gebrochenen Phase bei
pp =0 unterhalb des Minimums der partonischen Phase, oder aber die niedrigste
Energie pro Teilchen wird bei endlichen Dichten in der partonischen Phase
erreicht. Wir konnen eine Relation angeben, die die Minima der Energie pro
Baryon in beiden Phasen vergleicht. Die massenlose partonische (symmetrische)
Phase hat eine Energiedichte

9 /92\'? 45
foym = (2Nc> ol (5.55)

Betrachten wir die Energie pro Baryon, so hat diese Funktion ein Minimum:

_ 37T2 1/4 m4 1/4 (5 56>
min a 2NC A .

1/4 3/4
puin 1 (2N (Y (5.57)
Bisym = 3 \ 372 ) ' '
In der Konstituentenquark-Phase hingegen ist der asymptotische Wert der Ener-
gie pro Baryon einfach die dreifache Quarkmasse:

E - 6sym(pB) — €0

NB min PB

bei der Dichte

5br(p) — €0

= 390y - (5.58)
PB

min

Fine notwendige Bedingung um einen stabile gebrochenen Phase bei niedrigen
Dichten zu haben ist also

3r2A\ 4
( N ) >g (5.59)
(&
oder wenn wir diese Bedingung umschreiben:
312\ 5, o 4
AN ooMs; > M, . (5.60)
C

Wir stellen fest, da8 mit g = 3.23 diese Bedingung fiir die Parametrisierung (X)
erfiillt ist, nicht jedoch fiir (Y'). Deshalb erhélt man mit der Parametrisierung
(Y) keine stabile homogene Phase mit gebrochener Symmetrie, wie wir in den
Ergebnissen feststellen werden.

Die numerischen Ergebnisse der mean field Rechnung sind in den Abbildungen
5.8-5.10 dargestellt (siehe auch Anhang B). In Abbildung 5.8 zeigen wir die
Energie pro Baryon als Funktion der inversen Dichte. Wir betrachten die Ener-
gien immer relativ zu €p, der Energie der gebrochenen Phase bei pp =0, sie ist
durch Gleichung (5.54) gegeben.

Im Niederdichte-Limes néhert sich die Energie pro Baryon der gebrochenen Pha-
se langsam dem Wert der dreifachen Quarkmasse 3M, = 3goy an, wie auf der
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jeweils rechte Seite der Abbildung 5.8 zu erkennen ist. Die Yukawa-Kopplung
g=3.23 ist so gewihlt, da3 die Konstituentenquark-Masse 300 MeV ist. Wir
benutzen diese verminderte Quarkmasse weil wir die Rechnungen im chira-
len Limes durchfiithren. Ein “Nukleon” ist in unserem Modell einfach durch
drei Konstituentenquarks gegeben, die natiirlich nicht gebunden sind, weil wir
keinerlei confinement-Effekte beriicksichtigen. Die Vakuummasse unseres “Nu-
kleons” liegt also bei 900 MeV, unterhalb der Tatsdchlichen Nukleon-Masse
938 MeV (vgl. Tabelle 5.1). Auf der jeweils linken Seite in Abbildung 5.8 ist die
parabolische Form der partonischen Phase zu erkennen.

mean field calculation (X) mean field calculation (Y)
1.02 T T T T 1 T T T T
0.95
1 -
0.9
0.98 - 0.85
0.8
0.96 -
0.75
0.94 : | | | : | 0.7 | | | |
0 2 3 4 ) 0 1 2 3
po/PB po/pB

Abbildung 5.8: Die Energie pro Baryon aufgetragen gegen pl_gl in Einhei-
ten der normalen Kerndichte pg=0.16 fm~3 fiir die mean field Parametri-
sierung X (links) und Y (rechts). Zu beachten sind die unterschiedlichen
Energieskalen in beiden Abbildungen. Die gestrichelte Linie in der linken
Darstellung zeigt die Mazwell-Konstruktion, die den Koexistenzbereich der
chiral symmetrischen und der gebrochenen Phase bestimmt.

Betrachten wir fiir den Moment nur den linken Teil der Abbildung 5.8: Fiir die
Kopplungen (X) liegt die Energie des Vakuum-Zustandes pp =0 unter der Ener-
gie bei endlicher Dichte, d.h die Bedingung (5.60) ist erfiillt und wir finden eine
stabile, spontan gebrochene Phase bei niedrigen Dichten. Im Bereich zwischen
0.27 pg und 1.9 pg ist die Energie pro Teilchen nicht konvex, man erhé&lt daher
das Phasendiagramm durch die Maxwell Konstruktion (gestrichelte Linie): Fiir
einen Phaseniibergang erster Ordnung ist die Gleichgewichts-Bedingung bei ge-
gebener Temperatur (in unserem Fall 7=0) und endlichem Druck gegeben als
das Minimum der freien Enthalpie G = F' + PV

G(T,P,N) =min . (5.61)

Im Koexistenz-Bereich der beiden Phasen (I/partonisch) und (II/Konstituenten
Quark) miissen Temperatur, Druck und chemisches Potential gleich sein. Die

Duhem-Gibbs-Relation lautet also in beiden Phasen
1 F 1

1
phH = N_BG(T, P,Ng) = N_B(F+ PV) = o +Pp—B ; (5.62)
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Abbildung 5.9: Der Druck als Funktion der inversen Baryon-Dichte, be-
rechnet in mean field Niherung fiir die Parameter X (links) und Y (rechts).
Die gestrichelte Linie rechts ist die Maxwell-Konstruktion. Im Fall Y exi-
stiert die Mazwell-Konstruktion nicht. Die Linien P < 0 sind Ldsungen
der Gleichungen, haben jedoch keine physikalische Interpretation. In bei-
den Fiallen erreicht der Druck der symmetrischen Phase fiir kleine Dichten
asymptotisch den Bag-Druck B (vgl. Tabelle 5.1) (Strich-Punkt-Linie).

wobei der Druck P im Koexistenz-Bereich konstant ist. Bei Temperatur T'=0 ist
die freie Energie pro Baryon F'//Np gerade die Energie pro Baryon E/N = ¢/pp.
Wir kénnen also in der Darstellung der Energie pro Baryon als Funktion der
inversen Dichte den Druck in der Koexistenzphase direkt aus der Maxwell-
Tangenten-Konstruktion ablesen.
E 1

N o _P,O_B +up . (5.63)
Die Steigung ist der negative Druck und der Achsenabschnitt das chemische
Potential am Phaseniibergang. Die gestrichelte Linie in Abbildung 5.8 stellt die
Tangenten-Konstruktion dar, sie verbindet die Konstituentenquark-Phase bei
niedrigen Dichten mit der Parton Phase bei hohen Dichten. Der Ubergang findet
zwischen 0.27 und 1.90 facher normaler Kerndichte statt. In diesem Bereich
koexistieren die chiral gebrochene und die symmetrische Phase.

Fiir die Kopplungen (Y) liegt die minimale Energie pro Teilchen der partoni-
schen Phase unterhalb der Energie bei pp =0, d.h. die Parameter (Y) erfiillen
nicht die Bedingung (5.60). Wir finden folglich keine stabile gebrochene Phase,
also existiert auch keine Maxwell-Konstruktion in diesem Fall.

Fiir beide Parametrisierungen (X) und (Y) kann man den Druck aus Gleichung
(5.63) bestimmen. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.9 dargestellt. Die linke Ab-
bildung zeigt die stabile Phase gebrochener Symmetrie im Falle der Parametri-
sierung (X). Sie zeichnet sich durch einen positiven Druck aus. Die gestrichelte
Linie entspricht wieder der Maxwell-Konstruktion. Im Fall (Y) existiert keine
stabile gebrochene Phase. Der Druck ist negativ bis zur Dichte pp = 1.28p¢.
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Abbildung 5.10: Die Bindungsenergie pro Baryon ist als Funktion von
pB geplotted. Die Ordinate ist jeweils auf normale Kerndichte py normiert.
Links sind die Ergebnisse der Kopplungen X, rechts die Ergebnisse der
Kopplungen Y dargestellt.

Hier befindet sich das System bereits in der chiral symmetrischen Phase. In
beiden Fillen erreicht der Druck der symmetrischen Phase fiir pp — 0 asym-
ptotisch den bag Druck B (vgl. Tabelle 5.1) was durch die Strich-Punkt-Linie
angedeutet ist.

In Abbildung 5.10 ist die Bindungsenergie pro Baryon dargestellt. Die “Baryo-
nen Masse” 3M,, ist jeweils von der Energie pro Baryon abgezogen. Im Fall (X)
ist das System ungebunden, die Energie der partonischen Phase hat ein Mini-
mum bei ~ 1.8 facher Kerndichte, das am Rande des Koexistenzbereichs der
beiden Phasen liegt. In der Parametrisierung (Y) ist das System stark gebun-
den, das Minimum der partonischen Phase liegt an der Stelle pp=0.78 pg.

Der Unterschied zwischen den beiden Parametrisierungen zeigt, dafi die Form
des effektiven Potentials Q(®2, kr) die Physik bei niedrigen Skalen stark beein-
flufit. In der Mittelfeld-N&herung ist die Stédrke der Bindung oder AbstoBung
der baryonischen Materie, hauptséchlich von der o-Masse M2 = 2)\58 abhingig.
Die o-Massen, die sich aus den Parametern (X) und (Y) ergeben sind in Tabelle
5.1 angegeben. Das Potential (X) ist mit einer hohen o-Masse von 0.728 GeV
weniger anziehend als das Potential (Y) mit einer o-Masse von 0.404 GeV. Der
Meson—Meson-Wechselwirkungsterm A legt zusétzlich die Struktur der Region
mittlerer Dichten fest. Ein Grofler Wert A gibt eine gemischte Phase wie fiir die
Parameter (X) (vgl. Gl (5.60)).

5.3 Vergleich der Ergebnisse und Diskussion

Wir wollen nun die numerischen Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte ver-
gleichen und diskutieren.
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Abbildung 5.11: Normierte Energie pro Baryon, berechnet auf dem Git-
ter (gestrichelte Linie) und in den mean field Parametrisierungen X (obere
durchgezogene Kurve) und Y (untere durchgezogene Kurve). Auf der Or-
dinate ist die inverse Dichte pgl aufgetragen, normiert auf normale Kern-
dichte.

Die Energie pro Teilchen als Funktion der inversen Baryon-Dichte pgl ist in
Abbildung 5.11 fiir die Mittelfeld-Rechnung (X) und (Y), und die Rechnung
mit Flufigleichungen aufgetragen. Qualitativ zeigen die drei Kurven das gleiche
Verhalten. Das Resultat der Renormierungsgruppen-Rechnung liegt zwischen
den beiden Mittelfeld-Rechnungen, wie wir es angesichts der “extremen” Para-
meterwahl auch erwartet hatten.

In allen drei Féllen finden wir den gleichen Grenzfall pp — 0: Die Energie
pro Teilchen n#hert sich der dreifachen Quark-Masse an. Diese “Nukleonen-
Masse” ist ~ 900 MeV (siehe Tabelle 5.1). Mit steigender Dichte erreicht man
den Punkt, an dem das System in die symmetrische Phase iibergeht, d.h. in
der Mittelfeld-Rechnung hat die Gleichung (5.53) keine nichttriviale Lisung
o #0 mehr. Fiir die Mittelfeld-Parametrisierung (Y) geschied dies an der Stelle
pysB = 0.32 pg, fiir die Gitter-Rechnung bei p,sg = 0.56 pg. Die Parametrisie-
rung (X) fiithrt zum héchsten Ubergangspunkt bei PxsB = 1.32 pg. In allen drei
Rechnungen féllt der Ordnungsparameter diskontinuierlich auf Null wenn die
kritische Dichte iiberschritten wird, d.h. es liegt ein Phaseniibergang erster Ord-
nung vor.

In der Rechnung (Y) und der Renormierungsgruppen-Rechnung liegt das Mini-
mum der Energie pro Baryon in der partonischen Phase, jeweils unterhalb des
Minimums in der gebrochenen Phase. Daraus ergibt sich in diesen beiden Féllen
folgendes Szenario: Es existiert keine Maxwell-Konstruktion und die gebrochene
Phase bei verschwindender Dichte pp — 0 ist instabil. Der Druck in der chiral



88 Kapitel 5. Quark-Meson-Modell bei endlicher Dichte

mean field (X):

m = -0.26 GeV/
03 A= 30
0.25
0.2
% 0.15
5
g 0.1
) field (Y):
| 0.05 mean fie (Y) ,
o 0 m =-0.08 GeV
Ta A= 92
s —0.05
—01 grid calculation ----
—0.15 mean field calculation (X) —— _|
' mean field calculation (Y) ——
—0.2 | | | |
0 1 2 3 4 5
PB/po

Abbildung 5.12: Bindungsenergie pro Baryon, berechnet auf dem Gitter
(gestrichelte Linie) und in den Mean-Field-Parametrisierungen X (obere
durchgezogene Kurve) undY (untere durchgezogene Kurve) aufgetragen ge-
gen die Dichte pp.

gebrochenen Phase ist dementsprechend negativ (Abbildung 5.9). Bei niedrigen
Dichten zerfillt ein Quark-System in Tropfen mit chiral symmetrischen Par-
tonen und Regionen spontan gebrochener Symmetrie darum herum. In diesem
Szenario findet man keine massenbehafteten Konstituentenquarks, nicht ein-
mal bei verschwindenen Dichten. Die instabile Phase besteht bis zu Dichten
von pp=1.17 pg fiir die Renormierungsgruppen-Rechnung und pp=0.78 py fiir
die Rechnung (Y). Bei diesen Dichten fiillen die Tropfen partonischer Materie
das gesamte Vakuum. Sie sind dann mit Energien von ~ 74MeV (RG) und
~ 172MeV (Y) pro Baryon gebunden. Wenn man die Dichte im System weiter
erhoht, dann bewirkt der Fermi-Druck ein starkes Ansteigen der Energien.

Im Gegensatz dazu ergibt sich fiir die Rechnung (X) ein zweites Szenario: Hier
existiert eine Konstituentenquark-Phase bei Dichten unterhalb von 0.27 pg. Die-
ser Bereich hat einen positiven Druck (Abbildung 5.9) und ist damit stabil. Bei
diesen Dichten liegen im System stabile Konstituenten-Quarks mit einer Masse
von M, = 300 MeV vor. Oberhalb von 0.27 pg liegt eine Koexistenzphase, in
der die Zustandskurve durch die Maxwell-Konstruktion gegeben ist. Hier findet
man die koexistierenden homogenen Phasen von Partonen und Konstituenten-
quarks. Nimmt man an, dafl Kondensationskeime im System vorhanden sind,
so bilden sich auch hier Tropfen mit Partonen, die in einem freien Gas aus
Konstituenten-Quarks vorliegen. Der Koexistensbereich endet bei Dichten von
1.90 pg. Jenseits davon besteht das System nur noch aus chiral symmetrischen
Partonen.
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In Abbildung 5.12 zeigen wir die Zustandsgleichung fiir die drei Rechnungen.
Die Rechnung (Y) wie auch die Renormierungsgruppen-Rechnung bilden ge-
bundene Systeme. In beiden Féllen ist die Bindung jedoch sehr stark 74 MeV
pro Baryon bzw. 172 MeV pro Baryon in Rechnung (Y). Die Séttigungsdich-
te liegt in beiden Fillen nahe der normalen Kernmaterie, Baryonische Materie
ist jedoch in diesen Modellen bereits in der chiral symmetrischen Phase. Fiir
Rechnung (X) findet man keine Bindung, das Minimum der partonischen Phase
liegt etwa 80 MeV oberhalb des Vakuum-Wertes.

Vergleichbare Rechnungen im NJL-Modell wurden in [10, 13, 11, 14] bzw. mit
exakten Flufigleichungen in [12] durchgefiihrt, alle Autoren finden einen Pha-
seniibergang erster Ordnung bei endlicher Dichte. Alford, Rajagopal und Wilc-
zek geben die Ubergangsdichte zur chiral symmetrischen Phase fiir verschiedene
Parameter mit p,sg = (1.5 — 5.6)pg an. Sie finden nur fiir verschwindend klei-
nen Dichten einen positiven Druck der chiral gebrochenen Phase, der Druck als
Funktion des Fermi-Impulses ist qualitativ vergleichbar mit Abbildung (5.9).
Das Minimum der partonischen Phase liegt bei Dichten pp = (3.1 —7.4)p¢ [10].
Buballa und Oertel finden in einer NJL-Rechnung p,s ~ 2pp und als Mini-
mum in der partonischen Phase pp = 2.75p [11]. Sowohl in [10] wie auch in
[11] folgern die Autoren ein Szenario mit Tropfen aus partonischen Quarks bei
niedrigen Dichten, wie in unserem Fall (Y).

Schwartz, Klevansky und Papp erhalten mit leicht unterschiedlichen Parame-
tern in einer NJL-Rechnung bei endlicher Temperatur und Dichte p,sp ~

o [14], ebenso wie Berges und Rajagopal [13]. In beiden Rechnungen wurde
zusétzlich eine Supraleitende Diquark-Phase bei hohen Dichten angenommen.
Wiéhrend Berges und Rajagopal im Grenzfall T' — 0 wieder das Szenario (Y) fin-
den, ergeben die Rechnungen [14] eine stabile Phase von Konstituenten-Quarks
bei niedrigen Dichten.

Berges, Jungnickel und Wetterich finden mit Hilfe der exakten Renormierungs-
gruppen-Fluigleichungen ebenfalls einen Ubergang erster Ordnung, mit einer
Ubergangsdichte knapp oberhalb der normalen Kerndichte [12].

Wir stellen also fest, dafl unsere Ergebnisse mit denen vergleichbarer Rech-
nungen weitgehen iibereinstimmen. Wir erhalten Ubergangsdichten die mit
pysB = (0.32 — 1.32)py am unteren Ende der Werte anderer Modelle liegen.
Aufgrund der starken Abhéngigkeit von den Parametern, die wir auch gefunden
haben, sind die Ergebnisse kompatibel. Insgesamt liegen die Ubergangsdichten
bei zu kleinen Werte.

FEin moglicher Grund ist, daf3 die Baryon-Dynamik bei endlicher Dichte viel sen-
sitiver auf die Vernachldssigung des confinement ist als die Dynamik bei endli-
cher Temperatur. Ohne die einschliefenden confinement-Wechselwirkungen, die
die farbneutralen Nukleonen voneinander abstoflen [65] wird die Bindungsener-
gie pro Baryon im linearen o-Modell mit Quarks wahrscheinlich iiberschitzt.
Bei endlichen Dichten reicht das lineare o-Modell also nicht mehr aus um die
Physik korrekt zu beschreiben. Wir werden deshalb im néchsten Abschnitt ein
Kombiniertes Modell vorstellen, das auch Nukleon-Freiheitsgrade beriicksich-
tigt.
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5.4 Quark-Nukleon-Modell

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, beschreiben die meisten Mo-
delle, die eine reine Quark-Wechselwirkung annehmen, einen Phaseniibergang
bei sehr niedrigen Dichten. Auch im Quark-Meson-Modell finden wir Uber-
gangsdichten in der Ndhe der normalen Kerndichte. Die Mesonen héherer Mas-
se, z.B. das w-Meson, werden in diesen Modellen vernachléssigt. Eine Bertiick-
sichtigung solcher Mesonen ergibt jedoch zusétzliche abstolende Krafte, die das
System von der chiral symmetrischen Phase wegfiihren. Auflerdem sollte der
Ubergang von Quarks zu Nukleonen, also die FarbeinschlieBung eine wichtige
Rolle spielen.

Wir werden daher in diesem letzten Abschnitt noch einen Schritt weiter gehen
und ein Modell fiir baryonische Materie vorstellen, das freie Konstituenten-
Quarks und zusétzlich in Nukleonen gebundene Quarks enth#lt. Im folgenden
stellen wir eine Mittelfeld-Rechnung vor und erweitern so das Quark-Meson-
Modell aus Abschnitt 5.2 um Nukleonen und die zusétzliche Moglichkeit des
Vektor-Meson-Austausch zwischen Quarks.

Der Nukleon-Sektor unseres Modells entspricht der “Quanten Hadron Dyna-
mik” (QHD). Diese Theorie ist vom Standpunkt der “klassischen” Kernphysik
eine sehr erfolgreiche phanomenologische Theorie der Kern-Materie in der Be-
schreibung einiger Kern-Eigenschaften, z.B die Sattigung bei Kerndichte und
das Spin-Orbit-Potential [28]. Dennoch ist die Kompressibilitét in diesen Mo-
dellen mit K., > 500 MeV zu hoch, verglichen mit dem empirischen Wert
Ko =210 MeV [66].

Obwohl wegen der FarbeinschlieBung die nukleonischen Freiheitsgrade im Va-
kuum Quark-Freiheitsgrade abstoflen, werden sich bei steigender Dichte die
Wellenfunktionen der Nukleonen aufgrund ihrer endlichen Ausdehnung mehr
und mehr {iberlappen. Dadurch wird die Substruktur der Nukleonen bereits
vor dem Phaseniibergang wichtig. Wir werden daher die Frage stellen, welche
Zusammensetzung sich im Inneren von Kernen ergibt, wenn wir Quarks und
Nukleonen in einem einfachen Modell kombinieren. Ahnliche Ideen wurden be-
reits in den achtziger Jahren zur Beschreibung kovalenter Bindungen eingefiihrt,
siehe beispielsweise [67]. Unser Modell geht jedoch dariiber hinaus, wir lassen
die Existenz eines unbeschrankten Quark-Substrats zu.

Wir verbinden die Quark- und Nukleon-Dynamik durch ein lineares o-Modell,
iiber das die beiden Sektoren kommunizieren. Der Ubergang zwischen den
Quark- und den Nukleon-Freiheitsgraden n «» 3q wird natiirlich durch eine kom-
plizierte confinement-Wechselwirkung beschrieben. Im Gleichgewicht miissen
wir diese jedoch nicht explizit kennen. Die Lagrangedichte des Modells ist:
L = Yu(iv" D™ — gon(o + i77v5))n + V(i7" — gsq(0 + i7775))1hy
1 . 1 ~
+5 ((fo”)ﬂ)2 n (fo”)aﬁ) — QY V(0T + 7).
mit den kovarianten Ableitungen Dl(fm/ ) O + iGyn/svWy, dem Feld-Tensor
Q2 = Ouwy — Oyw, und dem Potential fiir die spontane Symmetriebrechung
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(m? < 0):
2
A
V(o? +7) = Z2(0? +7) + S(0? + 7).

Der hadronische Teil der Lagrangedichte ist eine modifiziertes Walecka-Modell
[28], in dem der explizite Massenterm der Vektor-Mesonen durch eine Kopplung
an die skalaren Mesonen ersetzt wurde. Die w-Mesonen erhalten also ebenso wie
die Quarks ihre Masse durch das o-Feld. Dadurch skalieren alle Hadron-Massen,
wie auch von Brown und Rho vorgeschlagen [68], die ebenfalls die Kompatibi-
litdt von Quark- und Nukleon-Freiheitsgraden bei endlicher Temperatur und
Dichte untersucht haben [47]. Eine Konsequenz dieses Skalierens der w-Massen
ist, daf die chiral symmetrische Phase mit (o) ~ 0 und kleiner w-Masse, unter-
driickt ist, weil in der Mittelfeld-Ndherung die w-Abstoung sehr grofy wird.

In der klassischen Kernphysik nimmt man an, dafl die kurzreichweitige Absto-
Bung durch den w-Meson-Austausch zustande kommt. In der Lagrangedichte
oben haben wir hingegen die Kopplung zwischen w-Meson und Quarks ver-
nachléssigt, aber die Anziehung der chiralen Felder beriicksichtigt. Diese Nihe-
rung basiert auf Untersuchungen des Meson-Propagators in Gitterrechnungen
[69] und im Instanton-Modell [70], die zeigen, dafl der gq Vektor-Kanal wenig
wechselwirkt im Vergleich zum pseudoskalaren- und skalaren Kanal. Nat{irlich
gibt es auch Gluon-Austausch im Vektor-Kanal, doch seine Stéirke scheint viel
schwicher zu sein.

Freie Konstituentenquarks mit derselben Masse wie die in den Nukleonen ge-
bundenen Quarks stellen in unserem Modell einen gréfleren Cluster dar, fiir den
der baryonische Mittelpunkt nicht ldnger lokalisiert werden kann. Diese “freien”
Quarks beschreiben das stdndige Wechseln von String-Konfigurationen.

Zur numerischen Losung des Modells wiahlen wir die folgenden Kopplungen:
Gsqg = 3.23, gen = 3 - gsq = 9.69, mg = —0.26, A = 30.0, g5, = 8.41, gy, = 9.5.
Die Kopplungen des mesonischen Potentials m?2 und X sind die Kopplungen (X)
aus Abschnitt 5.2 (siehe Tabelle 5.1). Wir hatten fiir diesen Parametersatz eine
o-Masse von M, = 720 MeV und eine Nukleonmasse M,, = 901 MeV gefunden.
In der Mittelfeld-Néherung verschwinden der Erwartungswert der m-Felder und
des rdumlichen Anteil des w-Feldes. Mit den konstanten Erwartungswerten &
und @ nimmt die Lagrangedichte die Form

Lyr = Tﬁn(i’}/uau - gvn'yOJ) - gsna')wn + TEq (Z"Vuau - gsqa)wq
~|—1 g2,5%0% — m_g

275Y 2
an. Die Anzahl der internen Freiheitsgrade ist v, = 4 fiir Nukleonen und v, =
12 fiir die Quarks: zwei Spin- und zwei Isospin-Zustidnde sowie drei verschiede-
nen Farben fiir Quarks. Im Grundzustand bilden Nukleonen und Quarks zwei

unabhingige Fermi-Gase mit den Fermi-Impulsen kg, und kg4, die durch die

A
2—1#.

erhaltene Gesamt-Baryon-Dichte pp = @/)szn + %wzwq verbunden sind:

Tn i
(1—-2)pp = Wk%n und  3zpp = 6—7f2k%q
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Die Variable = gibt die Konzentration der Quarks im System an.

Jetzt kénnen wir die Energiedichte berechnen:!

= _ 2 2 =2
€= n k2 +92 52 (K3 + ggno'szn o gfslno'4 In kpn+ an+gan
871-2 Fn sn Fn 9 9 gsn&
2.2 2
7q "Y g 6 m _92 A_4
+ w (an A k'angsn — gsq) + #gg:a_?k‘pn + 750' + ZO’ s

(5.64)

wobei der selbstkonsistente Mittelfeld-Wert & im Grundzustand gegeben ist
durch die Minimierung von € beziiglich &.

Abbildung 5.13: Bindungsenergie pro Baryon NLB = ep)=<®) _ pf N als

B
Funktion der unabhingigen Variablen x und pp, angegeben in Finheiten
der normalen Kerndichte pg = 0.17 fm™3

Das Resultat der Mittelfeld-Rechnung ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Links
in der Abbildung bei = 0 liegt die reine Hadronphase. Die rechte Grenze x = 1
zeigt die reine Quarkphase mit einem Knick in der Kurve aufgrund des erste
Ordnung Phaseniibergangs. Der Grenzfall x = 1 entspricht dem Ergebnis des
vorherigen Abschnittes in Abbildung 5.10 (linke Seite). Dieser erste Ordnung
Ubergang besteht nur fiir Quark-Konzentrationen = > 0.99. Am Endpunkt z =

!Der erste Term der zweiten Zeile hat die gleiche Form wie der Nukleon-Term in der ersten
Zeile, mit vertauschten Impulsen und Kopplungen.
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0.99 findet man einen Phaseniibergang zweiter Ordnung, fiir kleinere Quark-
Konzentrationen erhélt man einen crossover. Diese Unterdriickung der chiral
symmetrischen Phase kommt durch das skalieren der Massen zustande.

Die weifle Linie in Abbildung 5.13 zeigt die stabile Konfiguration mit minima-
ler Energie bei gegebener Dichte. Wir finden einen weichen Ubergang zwischen
einer verschwindenden Quark-Konzentration im Vakuum und einer asymptoti-
schen Konfiguration zo, =~ 0.9 wenn pg — o0. Diese Kurve minimaler Energie
ist in unserem Modell die Zustandsgleichung der Kernmaterie. Sie ist als 2D-
Projektion nocheinmal in Abbildung 5.14 zusammen mit einer Rechnung von
Pandharipande et. al. [55] dargestellt. Wihrend weder Quark- noch Nukleon-
materie alleine zur Bindung fiithren, ergibt die Mischung eine Séttigungsdichte
ps = 1.14py mit Eg = 16 MeV.

0.25

0.2 /

Abbildung 5.14: Die Zustandsgleichung von Kernmaterie. Die durchgezo-
gene Lini ist die Projektion der weifSen Linie in Abbildung 5.13. Die Punkte
sind Rechnungen von Pandharipande et. al. [55].

Die Dirac-Masse des Nukleons bei Sattigungsdichte ist M}, = g0, = 581
MeV. Wie in [71] dargestellt ist diese Grofe nicht das relativistische Analogon
der nichtrelativistischen effektiven Masse, die in Kernexperimenten gemessen
wird. Die entsprechend relevante Grofie ist die Lorentz-Masse M}, gegeben

M* =1- g;\,/;@ Wir finden %f: = 0.71 verglichen mit einem experi-
mentellen Wert M ~ 0.74. Wie auch im Walecka-Modell ist der Kompressions-
Modulus Ko = 823 MeV viel zu groB. Dies ist ein generelles Problem ein-
facher Mittelfeld-Modelle und kénnte durch das Hinzufiigen weiterer Meson-
Wechselwirkungen oder zusétzlicher Potentialterme korregiert werden.

Die Quark-Konzentration bei der Séttigungsdichte p = 1.14pqg ist zs = 50%.
Dieser relativ hohe Wert wird in Kernen aufgrund der Oberflichen-Bereiche, de-
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ren Dichte unterhalb der Kerndichte liegt, reduziert. Eine einfache Abschétzung
mit einer Fermi-Verteilung fiir die radiale Dichte gibt (z) ~ 40% fiir 2°°Pb und
(z) < 30% fiir 190. Es gibt in der Tat Messungen der Besetzung von tiefer liegen-
den Orbitalen des Schalen-Modells, die nahelegen, dafl diese nicht vollsténdig
besetzt sind. Stattdessen ist die Fermi-Oberfliche aufgeweicht. Dieser Effekt
wurde durch eine Mischung von Orbitalen erklért, in unserem Modell kommt
er jedoch einfach durch die Kopplung verschiedener Quark-Impulse an ein ba-
ryonisches Drei-Quark-System zustande. Solch ein zusammengesetztes Baryon
muf} nicht notwendigerweise ein Nukleon sein, sondern es kann sich auch um
einen angeregten Baryon-Zustand handeln.

Abbildung 5.15 zeigt die Besetzung der Zusténde in einem Blei-Kern, berech-
net in unserem Modell. Das Ergebnis ist vergleichbar mit Resultaten in denen
Grundzustands-Korrelationen beriicksichtigt werden [72]. Die “freien” Konsti-
tuenten-Quarks reduzieren die Anzahl der Quasi-Baryonen unterhalb des Fermi-
Impulses und erhohen sie oberhalb des Fermi-Impulses kp,. Der unverinder-
te Teil der Fermi-Oberfliche hingt mit dem Residuum-Faktor z zusammen,
der experimentell bestimmt werden kann. Weil das 3s-Orbital in Blei beinahe
vollstéindig im Inneren des Kernes liegt, kbnnen wir in guter Nédherung den
Wert fiir die Quark-Konzentration bei Kerndichte annehmen und damit den
Residuum-Faktor fiir dieses Orbital berechnen. Das Resultat z = 0.67 ist guter
Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert z = 0.64+0.06, der in (e, e'p)
Experimenten bestimmt wurde [73].

KFn

1 \

— |

0L, \\‘
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k [GeV]

Abbildung 5.15: Die Besetzungszahl n(k) von Quasi-Baryonen in Blei.

Fassen wir also diesen Abschnitt nocheinmal zusammen: Wir haben ein schema-
tisches Modell mit Quarks und Nukleonen konstruiert, das zwischen dem Be-
reich der niederdichten Kernmaterie und dem hochdichten Bereich mit Quarks
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kontinuierlich interpoliert. Als Resultate haben wir gefunden, dafl unser Mo-
dell die Zustandsgleichung von Kernmaterie qualitativ reproduziert und eine
einfache Erkldrung fiir den Residuum-Faktor gibt. Allerdings muften wir die
Annahme machen, dafl sowohl fiir Nukleonen wie auch fiir Quarks jeweils ein
unabhéngiger Fermi-See existiert. Aufgrund des repulsiven w-Mittelfeldes bei
Sattigungsdichte g,nws = 263 MeV haben die Nukleonen dann eine wesent-
lich hohere Energien als die Konstituentenquarks. Des weiteren ist die Rech-
nung durch das Auftreten gluonischer Freiheitsgrade bei sehr hohen Dichten
beschrinkt. Diese Effekte sollten bei Impulsen kyy > 1 GeV auftreten (verglei-
che Abschnitt 4.1 und [22]).

Durch die Hinzunahme der Nukleon und der w-Mesonen hat sich das physikali-
sche Bild komplett geéndert: Der chirale Phaseniibergang 1.Ordnung, den wir
in den vorhergehenden Abschnitten gefunden hatten, existiert hier nur fiir sehr
hohe Quark-Konzentrationen. Bei realistischen Werten findet man nur einen
crossover, die Ubergangsdichte liegt immer noch knapp iiber der normalen Kern-
dichte. Auflerdem finden wir selbst fiir asymptotisch hohe Dichten Nukleonen
im System.



Kapitel 6

Zusammenfassung und
Ausblick

Das Ziel der hier vorgestellten Arbeit bestand in der Erweiterung der bereits
vorliegenden Rechnungen zur Evolution des linearen o-Modells im Heat-Kernel-
Formalismus [22]. Diese Erweiterung wurde in zwei Richtungen durchgefiihrt,
einerseits wurden bei T'= 0 und g = 0 die Flufigleichungen fiir die Yukawa-
Kopplung und die Wellenfunktions-Renormierungs-Konstanten aufgestellt. An-
dererseits wurden der Heat-Kernel-Formalismus auf das lineare o-Modell in
Anwesenheit einer endlichen Baryon-Dichte angewendet.

Im einfithrenden Kapitel 2 haben wir zunéchst das lineare o-Modell vorgestellt
und die PCAC-Relation, sowie die Goldberger-Treimann-Relation angegeben.
Die Pion-Quark-Streuung wurde kurz diskutiert.

Der Formalismus der Heat-Kernel-Renormierungsgruppen Flu3gleichungen wur-
de im Kapitel 3 systematisch entwickelt. Am Beispiel einer skalaren Theo-
rie haben wir die Herleitung von Flufigleichungen fiir das effektive Potenti-
al und die Wellenfunktions-Renormierung durchgefiihrt und im Detail disku-
tiert. Die Figenschaften des Heat-Kernel-cutoffs wurden analysiert um dann
im Abschnitt 3.3 die Heat-Kernel-Flufigleichungen mit den exakten Flufiglei-
chungen zu vergleichen. Die Exaktheit der Heat-Kernel-Flufigleichungen konn-
te zwar nicht bewiesen werden, wir haben uns jedoch durch den numerische
Vergleich der effektiven Wirkung beider Methoden davon iiberzeugt, dafl die
Heat-Kernel-Fluigleichungen &hnlich zu den exakten Flufigleichungen funk-
tionieren. Als Ergebnis dieses Kapitels wurde dabei die Verschiedenheit der
Renormierungsgruppen-Skalen in den beiden Ansitzen verstanden. Auflerdem
wurde deutlich, da8 der in dieser Arbeit verwendete Heat-Kernel-cutoff (M =2)
den Ultraviolett-Bereich der Impuls-Integrale nur sehr schwach abschneidet.

Der im 3. Kapitel entwickelte Formalismus wurde dann im Kapitel 4 auf das
lineare o-Modell angewendet. Es stellte sich heraus, dafl die Ableitungsentwick-
lung im Heat-Kernel-Formalismus sehr gut durchfiithrbar ist. Die Schwinger-
Eigenzeit-Darstellung ermoglicht es, die gesamte effektive Wirkung relativ ein-
fach nach Ableitungen zu entwickeln. Die resultierenden Flufigleichungen fiir die
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Z-Faktoren der Quark- und Meson-Felder und die Yukawa-Kopplung wurden
aufgestellt. Aufgrund der Schwinger-Darstellung und des Heat-Kernel-cutoffs
sind diese Gleichungen analytisch berechenbar und haben eine einfache, an-
schauliche Form.

Das resultierende System von Flugleichungen wurde zuerst in der Ndherung
vieler Farbfreiheitsgrade untersucht. Es konnte gezeigt werden, dafl die Resulta-
te einer Evolution der reinen Quark-Fluktuationen die gleichen Ergebnisse wie
die Losung der NJL-Gap-Gleichung liefern. Dariiber hinausgehende, die Meson-
Dynamik einschliefende Rechnungen fithren im NJL-Modell zu zusétzliche An-
nahmen. Die vollen Renormierungsgruppen-Gleichungen hingegen ermdoglichen
die konsistente Berticksichtigung der Meson-Fluktuationen. Es stellte sich her-
aus, dafl der Renormierungsfluf}, ausgehend von den NJL-Anfangsbedingungen,
das System in den spontan gebrochenen Bereich der Theorie treibt. Die Meson-
Fluktuationen wirken der Symmetriebrechung allerdings entgegen und der Wert
fiir die Pion-Zerfallskonstante im Infrarot-Bereich wird verringert.

Die Evolution der vollen Flufigleichungen mit adjustierten Anfangsbedingun-
gen wurde im Abschnitt 4.4 vorgestellt. Das Flufigleichungs-System besitzt,
wie gezeigt wurde, ein starkes Fixpunkt-Verhalten, wodurch man Vorhersagen
fiir die Masse des o-Mesons und die Quark-Masse gewinnt. Qualitativ zeigt der
Renormierungs-Flufl der Kopplungen das gleiche Verhalten wie in den Rech-
nungen mit exakten Fluflgleichungen [19]. Das Laufen der Kopplungen kommt
in unserem Formalismus jedoch erst bei sehr niedrigen Skalen k£ zum Stillstand.
Dadurch sind die resultierenden Infrarot-Werte der Massen mit 250 MeV fiir
das o-Meson bzw. 169 MeV fiir Quarks deutlich zu niedrig. Dies ist wahr-
scheinlich auf das schwache Ultraviolett-Abschneiden des Heat-Kernel-cutoffs
zuriickzufiihren. Hier sollte untersucht werden, ob mit besser konvergierenden
cutoffs auch die Vorhersagen fiir die Infrarot-Massen verbessert werden konnen.

Im Abschnitt 4.5 wurde die in hoéherer Ordnung der Ableitungsentwicklung
mogliche Aufspaltung der Z-Faktoren fiir das Pion- und o-Feld hergeleitet.
Fiir die Yukawa-Kopplung ergibt sich ebenfalls eine Aufspaltung, wenn man
feldabhéngige Korrekturen zu g beriicksichtigt. Es zeigte sich, daf§ der Renorm-
ierungs-Flufl der Kopplungen fiir Skalen oberhalb von 200 MeV von diesen
Korrekturen nicht beeinflufit wird. Durch diese Beobachtung wird die Ablei-
tungsentwicklung der effektiven Wirkung gerechtfertigt. Bei Skalen unterhalb
von 200 MeV verschwindet die Yukawa-Kopplung g, und das o-Meson ent-
koppelt vollig aus der Theorie. Im Infrarot-Bereich erhélt man eine effektive
Niederenergie-Theorie, die nur noch Pionen enthélt.

Im Kapitel 5 haben wir die Anwendung des Heat-Kernel-Renormierungsgrup-
pen-Formalismus auf das lineare o-Modell bei endlicher Baryon-Dichte disku-
tiert. Die Flufigleichung mit endlichem chemischen Potential konnte analytisch
berechnet werden, sie besitzt eine sehr einfache Form. Das Auftreten einer ©-
Funktion bereitet allerdings Schwierigkeiten bei der numerischen Lésung die-
ser Gleichung. Wir haben daher die Fluflgleichung mit chemischem Potential
in eine Flufigleichung mit endlicher Dichte transformiert und dabei das che-
mische Potential als laufende Kopplung behandelt. Zusétzliche Probleme mit
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Meson-Instabilitdten, die besonders in Rechnungen endlicher Dichte zutage tre-
ten, zwangen uns die Evolution mit einer stark vereinfachten FluBgleichung
durchzufiihren. Diese Instabilitdten sind mit der Konvexitit des effektiven Po-
tentials verkniipft, die durch die Flufigleichungen reproduziert wird. Sie lassen
sich wahrscheinlich mit einem anderen cutoff zu kleineren Skalen verschieben,
womit bereits einiges gewonnen wire.

Um die Ergebnisse dieser Rechnung zu iiberpriifen wurde dann eine Mittelfeld-
Rechnungen durchgefiihrt. Die Ergebnisse stimmen im Rahmen der Parameter-
wahl mit der Berechnung der Zustandsgleichung durch die Flufigleichung iibe-
rein. In beiden Rechnungen wurde ein Phaseniibergang 1. Ordnung gefunden.
Die Dichten bei denen er stattfindet liegen zu niedrig, wie dies auch in NJL-
Rechnungen gefunden wurde. Die Ubergangsdichte zur chiral symmetrischen
Phase liegt bei pysp = (0.32—1.32)py also etwas unterhalb der von anderen
Autoren gefundenen Werte.

Im letzten Abschnitt 5.4 wurde dann noch ein kombiniertes Quark-Nukleon-
Modell vorgestellt, dafl auBlerdem den Austausch von Vektor-Mesonen bein-
haltet. In einer Mittelfeld-Rechnung wurde gezeigt, dafl sich der chirale Pha-
seniibergang komplett dndert, wenn man Nukleonen und w-Mesonen beritick-
sichtigt.

Ausblick Vom formalen Gesichtspunkt her wurde gezeigt, dafi der Heat-
Kernel-Formalismus eine sehr gut handhabbare Methode zur Untersuchung
effektiver Modelle ist. Die erzielten Ergebnisse der Kapitel 4 und 5 sind ver-
gleichbar mit Ergebnissen der exakten Flufigleichungen. Der hier benutzte Heat-
Kernel-cutoff hat jedoch ein schwaches Ultraviolett-Konvergenzverhalten. Das
fithrt dazu, dafl die Kopplungen unter Renormierungsgruppen-Flufl sehr lan-
ge laufen und so beispielsweise die Infrarot-Massen im Kapitel 4 deutlich zu
klein sind. Andererseits treten auch die numerischen Probleme in der Rech-
nung mit endlicher Dichte durch dieses schlechte Konvergenz-Verhalten zuta-
ge. Fiir zukiinftige Anwendungen der Methode sollte ein cutoff mit besseren
Konvergenz-Eigenschaften benutzt werden.

Der im Abschnitt 4.5 beschriebene Ubergang zur effektiven Niederenergie-The-
orie, in der das o-Meson nicht mehr auftritt, stellt die Verbindung zur chirale
Storungstheorie her. Hier wire es interessant zu untersuchen, ob die experimen-
tell bestimmbaren Ableitungs-Kopplungen der chiralen Stoérungstheorie auch
mit Renormierungsgruppen-Methoden zu berechnen sind (siehe auch [74]).

Trotz der Probleme im Quark-Meson-Modell bei endlicher Dichte wire es auch
nach wie vor wiinschenswert das gesamte Phasendiagramm bei endlicher Tem-
peratur und Dichte zu berechnen. Im Falle endliche Temperatur sind die In-
stabilitdten moglicherweise unterdriickt, so dafl man das Phasendiagramm von
hohen Temperaturen und vergleichsweise geringen Dichten her erkunden kénn-
te.

Weiter stellen wir fest, dafl der chirale Phaseniibergang bei endlicher Dichte in
einem reinen Quark-Meson-Modell noch nicht zufriedenstellend zu beschreiben
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ist. Die Physik bei endlicher Baryon-Dichte stellt sich wesentlich komplizierter
dar als die QCD bei endlicher Temperatur. Bei niedrigen Dichten sind Nukleo-
nen und Mesonen die entscheidenen Freiheitsgrade, bei hohen Dichten gibt es
Effekte wie Farbsupraleitung und Color-Flavour-Locking. In dem Zwischenbe-
reich sind vielleicht auch Quarks und Meson die richtigen Freiheitsgrade, anders
als bei endlicher Temperatur ist hier jedoch der Ubergang zwischen den Quark-
und Nukleon-Freiheitsgraden wesentlich wichtiger.

Dieser Ubergang ist aber letztlich nur zu verstehen, wenn man die Gluon-
Dynamik korrekt beschreibt und so auch die Farbeinschieffung beriicksichtigt.
Ansitze dazu sind beispielsweise die Arbeiten von Wetterich und Berges zur
Gluon-Meson-Dualitét, in der die Farbsymmetrie durch einen Higgs-Mechanis-
mus spontan gebrochen wird [75, 76]. Weitere Méglichkeiten die Gluon-Dynamik
zu beschreiben sind das farbdielektrische Modell [77] oder Gluon-Feldstérke-
Korrelatoren [78].



Anhang A

Niitzliche Formeln

A.1 Die Heat-Kernel-Darstellung

Die Heat-Kernel-Darstellung wurde Urspriinglich von Schwinger eingefiihrt [33].
Sie wird sehr ausfiihrlich in dem Ubersichtsartikel von Ball [79] behandelt, zum
Einarbeiten eignen sich jedoch einige Abschnitte aus dem Buch von Donoghue,
Golowich und Holstein [26] oder beispielsweise die Arbeit von Schéfer und Pir-
ner [35] besser.

Zur Ableitungsentwicklung gibt es eine Reihe von Arbeiten von Zuk, beispiels-
weise [80] oder [81], in der auch die Schwinger-Eigenzeit-Darstellung benutzt
wird. Weitere Arbeiten zur Ableitungsentwicklung sind die von Oleszcuk [36]
und Liao [37], wobei letztere sehr zu empfehlen ist. In ihr wird der Heat-Kernel-
cutoff mit einem Pauli-Villars-cutoff verglichen und die Flufigleichungen fiir ei-
ne skalare Theorie werden aufgestellt. Die Ableitungsentwicklung eines O(IV)-
Modells im Heat-Kernel-Formalismus wurde in [39] durchgefiihrt. Dort sind
auch die dafiir benotigten Projektoren und einige Spuren iiber Projektoren auf-
gefiihrt.

Fassen wir also einige der wichtigsten Formeln zusammen: In der Schwinger-
Eigenzeit-Darstellung wird der Logarithmus eines Operators in ein Integral iiber
die Schwinger-Eigenzeit 7 umgewandelt:

TrinD = —tr/d‘%v/d% (zle P lz) +C (A.1)

wobei C eine divergierende Konstante ist, die keinen physikalischen Einflufl hat.
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Wir benutzen also:

InA =- dr e ™4
T
1
Z = /dT C_TA
1
Y /TdT e ™
2
e /7’2d7' e 4

|
f(&d) = /T"dT e ™4

Die Funktionals-Spur in Gleichung (A.1) 148t sich durch das Einschieben von
ebenen Wellen auswerten:

ﬁmD_—u/f ‘% CT e-ipwe=TDeipe (A.2)

dabei wurden die folgenden Relationen benutzt:

1 .
(plz) = We’px (A.3)
/‘) =) = §4(z — o) (A4)

@lp) = / f 0P _ gy _p) (A.5)

Der Operator D = —0? + m? enthélt Ableitungsterme, die auf die Exponenti-
alfunktion links in Gleichung (A.2) wirken. Durch die Beziehungen

9" = e (ip,, + 0)
9% = P (—p? + 2ip, 0" + 9% (A.7)

—~~
?D
D

SN—

finden wir die Form
d d -
TrinD = —tr /d493 /(27?;4 /77' ¢ (PP ~2ipudr =0 m?) g ; (A.8)

die wir auch in den Kapiteln 3 und 4 benutzt haben.

Weiterhin benétigt man die Impulsintegrale

/%eﬂk—ii (A.9)

(2m)4 1672 72

/% Dubv e = L o™ . (A.10)
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A.2 Projektionsoperatoren

Die allgemeinen Projektoren im O(N)-Raum sind gegeben durch

xab — %‘fh (A.11)
Xgb = g2t %‘fb , (A.12)
mit den Eigenschaften
X:X; = 69X; (A.13)
trX; =1 (A.14)
trXe = (N—1) (A.15)

Wir untersuchen nur den Fall N = 4, also schreiben wir trXo = 3. Mit den
Projektoren lift sich die zweifache Ableitung des effektive Potentials U%(®?)
im O(4) zerlegen als

(U")™(®?) = M2(D%) X{° + M2(?) X§* . (A.16)

Die Koeffizienten der Projektionsoperatoren, also die Massen M2 und M? kénnen
wir leicht ausrechnen:

2
% = &% <%2¢>b> (A.17)
2 g4 LU geg (A.18)
— ( ;gz +45£§5Uc1>2 c1>2> X 4 2%){;" . (A.19)
Wir finden also fiir die Massen:
M? = 25;)]2 +4 5522;;2@2 (A.20)
M? = 2% (A.21)

In der Ableitungsentwicklung der effektiven Wirkung treten in der niedrigsten
Ordnung bereits die Spuren iiber die Exponentialfunktion auf:
tre U gy [ TMEEN xgb o MEE ) (A 29)

= o TMI(®?) | g TMR(PY) (A.23)

In hoherer Ordnung der Ableitungsentwicklung sind die Spuren von Projekti-
onsoperatoren mit Ableitungen zu berechnen:

Tr [X,0,Xp] = 0 mit a,byc=1,2, (A.24)
2 2
Tr [Xu0p X0 = 2(=1)%*H! (ﬁi‘;? - (8‘£) ) , (A25)

2 2
Tr [X00, X0, X ) = (—1)% <((I(’Z‘;;I)2) - (a,g) > : (A.26)
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Die allgemeine Wellenfunktions Renormierungs Konstante Z%(®2) 148t sich
ebenso wie das effektive Potential im O(4) nach den Projektoren zerlegen:

ZW0(®%) = Z,(9?) X + Z.(d?) X . (A.27)

Wir koénnen jetzt mit Hilfe der Projektoren den kinetischen Term ordnen nach
Operatoren (9,®)? und (9,®)? und erhalten so die Koeffizienten Z; und Za:

Z(9?) (8,94)(8,®p) = Z(92)(8,9)? + Z(%) (I;Z”((Iﬂ) (99,8)? (A.28)

1= Z1(9%)(9,®)? + Z2(9?) (99, P)> (A.29)

Wenn wir jetzt die Felder ® aufspalten ® = (o, 7) und dann in das physikalische
Minimum shiften, so finden wir

Z%(92)(0,00) (0, ®Pp) = Zn(®?)(0u7)? + Zx(®)(0,5)
Zo(®?) = Z (D?)

+ 0_2 (008#5')2 4+ ...
0
= Z(92)(0,7)* + Zo(8%)(0,6)° + ... . (A.30)

Die Z-Faktoren Z, und Z, sind also in der Tat die Koeflizienten der kinetischen
Terme des 7- und o-Feldes.



Anhang B

Numerik

Fiir die numerische Losung der Flufigleichungen aus den Kapiteln 4 und 5 wur-
den unterschiedliche Verfahren benutzt.

Die Flufigleichungen Gln. (4.31 - 4.34) wurden mit Mathematica geldst [82].
Mit der Potenzreihen-Entwicklung Gl. (4.35) bzw. (4.36) erhélt man ein Sy-
stem von sieben gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen, die mit An-
fangsbedingungen gelost werden miissen. Dazu wurde die Mathematica-Routine
NDSolve verwendet. Diese Routine benutzt die sog. “non-stiff Adams”-Methode
oder die “stiff Gear”’-Methode. In beiden Fillen passen die Routinen ihre Inte-
grationsschrittweite adaptiv an, bis eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wird.
Die Ergebnisse sind typischerweise auf 14 Stellen genau, d.h. fiir die vorliegen-
den Rechnungen in Kapitel 4 ist die Genauigkeit der Integration grofler als
10710,

Die Mittelfeld-Rechnung im Kapitel 5 wurde mit einem C++-Program und
den “numerical recipes”-Routinen durchgefiihrt [83]. Dabei mufte lediglich die
Nullstelle der Selbstkonsistenz-Gleichung (5.53) gefunden werden. Dies ist mit
sehr einfachen Methoden bei hoher Genauigkeit durchfiihrbar, in diesem Fall
wurde die Routine “zbrent.c” benutzt, mit einer voreingestellten Genauigkeit
von 1071%. Das gleiche gilt fiir die Mittelfeld-Rechnung in Abschnitt 5.4, die
mit Mathematica durchgefiihrt wurde.

Die numerische Losung der Flufigleichungen bei endlicher Dichte wurde mit ei-
nem Fortran-Programm und der NAG-Library berechnet [84]. Hier wurde die
partielle Differentialgleichung (5.42) zunéchst auf dem Gitter diskretisiert. Die
k-Integration der resultierenden 100 gekoppelten Differentialgleichungen wurde
mit der Routine “D02BAF” durchgefiihrt. Diese Routine benutzt ebenfalls ei-
ne adaptive Schrittweite, die in den Rechnungen vorgegebene Genauigkeit war
107°.

Die grofite Ungenauigkeit trat bei dieser Rechnung durch das Bilden der Ab-
leitungen bei extrem flachem Potential auf, also in der Evolution im Bereich
kleiner Skalen k und kleiner Felder ® (vgl. Seite 76). Dadurch wird die Be-
stimmung der Mesonmassen bei sehr kleinen Feldstérken ® unsicher. Um dieses
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Problem zu beheben wurden Verschiedene Methoden ausprobiert: einfache 4-
Punkt-Ableitungen, polynomische Fit-Funktionen oder Splines. Durch einen Fit
des Potentials durch Splines 148t sich auch in diesem Bereich immer ein glattes
Potential gewinnen.

Fiir eine verbesserte Genauigkeit wire es jedoch in erster Linie wichtig, einen
besser geeigneten cutoff zu finden, um so moglicherweise das Problem der In-
stabilitdten zu umgehen. Erst dann wére eine weitere Verbesserung der nume-
rischen Methode sinnvoll.



Anhang C

Fixpunkt-Verhalten der
Flufigleichungen

Das in Abschnitt 4.4 dargestellte Fixpunktverhalten des Verhéltnisses Ar/ g%2
kann man direkt aus den Flufigleichungen ableiten [19]: Wir stellen zunéchst
kurz den Zusammenhang zwischen den Flufigleichungen fiir Renormierte- und
‘bare’-Groflen her. Wir bendtigen A und gg:

ka)‘_R = kﬁ (quzA) = 2\rNe + Z;%Q
ok ok ok (C.1)
g%, 9 (1,2 2 2 —1,-2,09 '
e k‘% (Zg' Z;9) = grne + 2980 + Zg 2, k%
Dabei haben wir die Abkiirzungen
1 kan:.
=Tz ok -
1,07, ()
=7 "ok

benutzt. Die Gréflen ne und 7, sind die anomalen Dimensionen der Meson-
bzw. Quarkfelder.

Kommen wir jetzt also zur eigentlichen Herleitung. Wir betrachten das System
der vollen Flufigleichungen Gl. (4.31-4.34). Bei sehr hohen Skalen k wird die
Evolution des Systems durch die Quark-loops in den einzelnen Gleichungen
getrieben. Die Meson-Fluktuationen sind aufgrund der hohen Meson-Massen im
Ultraviolett-Bereich unterdriickt. Betrachten wir nur die Quarkfluktuationen so
finden wir ndherungsweise:

k% = 2ArN® — - IR (C.3)
aus Gleichung (4.42) und
Ne
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aus Gleichung (4.34). In den Flufigleichungen fiir g und Z; stehen in den Nen-
nern die Meson-Massen, wir nehmen also an

0Z; 09
kW = k‘% =0 (C.5)
und Z, = 1. Jetzt konnen wir die FluBgleichung fiir das Verhéltnis Agr/ 91212
ausrechnen:

2
ka ()\R> - 1 ka)\R )\R 89R

G (2R - S OAR AR O9R C.6
ok \ g% g% Ok gy Ok (C.6)

und wenn wir die Ndherungen von oben einsetzen finden wir

ar () -3k (G 2) 0

Aus dieser Gleichung lesen wir den Fixpunkt (Ag/g%)« = 2. Dieser Wert ist
natiirlich nur giiltig, solange die Meson-Fluktuationen tatséchlich zu vernachlés-
sigen sind.



Anhang D

Rechnungen bei endlicher
Dichte

D.1 Die Berechnung von 99 /0k und 097 /0k

In diesem Abschnitt leiten wir die Flulgleichungen (5.17) und (5.20) her, aus-
gehend von den Gleichungen (5.12) und (5.13) fiir das effektive Potential .

Der fermionische Teil der Fluf3igleichungen:

Zur Herleitung des fermionische Teil der Flu3gleichungen schreiben wir zunéchst:
QF = N N, IF (k), (D.1)

mit dem Integral I7:

= QTZ/ / Fk2T)e Tt + 0 %67 (D.2)

Die Ableitung des Heat Kernel cutoffs ist
df (k*7) 5.3 k2
= —k T
I T € ,
mit der Kurzschreibweise E; p = G20 + @* + k?, ergibt sich fiir die Ableitung
dIt /dk:

(D.3)

F
8[ _ g

= —2%'T <de> Z / (sjrg?’ (vn + iu; +E2,
_ _k5T<d%> /% SF (g, k) (D.4)
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mit

P 1 1
T ok = zn: [(Vn +ip)? + B3, T+ Eik] ' (D:3)

Wobei benutzt wurde, dal die Summe iiber die Matsubara-Frequenzen ihr Vor-
zeichen nicht dndert, wenn die Frequenzen v, negativ werden.

Die Summe in S(g, k) kann jetzt wie folgt analytisch ausgewertet werden:

S0k = o 30 [l + 00?2+ 1wl — i 4%

2_ 2
T —quk

N % 2 [ln[”?w + (&= )]+l + (@ + M)Q]] . (D)

212
T —quk

Wenn wir dann die Ableitung wieder ausfiihren erhalten wir

(o)

1 Egr — 1 Eqr + 1
§7(q. k) = = ’ + b . (D7
(%) Eqx n_z_:oo |:V121 + (Egk — p? o va+ (Eqk + p)? (D7)

Jetzt benutzen wir noch die Summenformel

fo; = L fanh - (D.8)
= nh — .

—~ 2422 2Tz wher o

n=-—o00
und finden schlieBlich:
Eqr—p Eqr+up

SE(q, k) = tanh == 4 tanh —2=_ T D.9
@k = 575 [an o M ToT (D-9)

Einsetzen von S¥ (g, k) in (D.4) ergibt

orr d\?[dq 1

C (L) (2L 1 w(E,,) - a(E . D.10

ok <dk2> /(2ﬂ)3 Eqgx [ n(Eqx) — 1 q,k)] ( )
Darin sind n(z) und n(x) die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktionen:

1 1

M) = e M=

(D.11)

Am Ende berechnen wir noch die Ableitung nach k2, die mit dem Integral
vertauscht. Weil k2 nur in der Kombination ¢ + k? auftritt, kann man die Ab-
leitung umschreiben in die Ableitung nach ¢2. Nach einer partiellen Integration
erhalten wir

orf Kkt d [ 1 )
o = gt [0 70 B —A(E) - (D12
0
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und (D.12) eingesetzt in (D.1), ergibt:

on¥ NNf o d
= —n(E . D.1
k2 ]2 dk2 /d E,, k q,k) n( ch)) ( 3)

Am Ende fiihren wir noch die verbleibende k2-Ableitung aus und erhalten:

P o
_%S,k{n(ﬂ]’k)(l —1(Bqr)) +1(Bype) (L = 7(Eqr))}

Der bosonische Teil der Flufigleichungen:

Ahnlich wie beim fermionischen Anteil sind auch im bosonischen Anteil Inte-
grale der Form

T &g [dr e
32 [ [ et (D.15)
n 0

zu 16sen. Wir betrachten an dieser Stelle nur eine einzelnes Meson der Masse m
und setzen erst am Ende die entsprechenden Massen ein. w, sind die Matsub-
ara Frequenzen fiir Bosonen. Wir betrachten nur den Fall, in dem die Bosonen
kein chemisches Potential haben. Die Ableitung nach k kann analog zum fer-
mionischen Teil durchgefiihrt werden. Der einzige Unterschied besteht in der
Summenformel

[e.e]

1 1
= th — D.16
Z w2422 2Tz OHaor ( )

n=—oo

die wir fiir die Bosonen benutzen. Also erhalten wir

onst
— D.1
Ok? 327r2 dk? / Eqk 2T ’ (D-17)
wiederum mit der Kurzschreibweise Ei = @+ k% +m?
Ausfiihren der Ableitung gibt wie zuvor
onr k! 1
Ok 642 |mZ + k2 (D-18)

o0
1 1
+ Q/dq {ETTLB(EM) + W”B(Eq,k)(l + nB(Eq,k))} ,
g,k q,k
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wobei np(z) jetzt die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion fiir die Bosonen ist:
1
Wenn wir den Grenziibergang T' — 0+ bilden, erhalten wir
098 k1
0k? 6412 m?2 + k2

(D.20)

D.2 Integration der Fermion-Fluktuationen

Wir beschranken unsere Betrachtung auf den dichteabhéngigen Teil der Evoluti-
onsgleichungen ( 5.18). Wenn dieser Anteil von der Meson Evolution entkoppelt,
kénnen wir die Gleichung analytisch integrieren:

0 dQp
o, = —L dk? D.21
k=0 K2, dk2 ( )
0 4 2
Nc‘; / b dk . (D22)
82 Ju2—g2g2 (K2 + g2¢2) /2 — k2 — g2¢2

Das Integral gibt das folgende Resultat:
2 3
(2u3\/1ﬂ =907 — dug’$* i - ¢°6 — SVt - g2
PtV - 92¢2)
9 '

N,
Vo = —o—
k=0 82

+2(g°¢?)? log

(D.23)

Mit den Ersetzungen

po= ki +g%¢?
kr = Vp?—g2¢?%

nimmt dann das Potential QF" die folgende Form an:

N, 3
oF , = e <2ka [k% + g2 — g*¢° kpy /K2 + g2 42
\/k%‘+g2¢2+kp N. 8
—gt¢tlog — k% + ¢2¢%k3 (D.24)

g¢5 471‘2 g

Wir erinnern uns an den Zusammenhang zwischen €2 und F
Q=F —3ppu, (D.25)

und identifizieren der Tern in den Klammern mit F. Dieser Term ist in der Tat
der fermionische Teil unseres Mittelfeld-Resultats Gl. (5.51). In der gleichen
Weise kénnen wir die Gleichung (5.42), zwar nicht analytisch, aber doch nu-
merisch tiberpriifen. Wir finden in der Tat numerisch, dafl der Dichte-Teil der
Gleichung (5.42) ebenfalls die Mittelfeld-Resultate reproduziert.



Anhang E

Mittelfeld-Rechnung

In die Mittelfeld-Rechnung bei endlicher Dichte geht als entscheidende Grofe
das Meson-Potential U(®, k) an der Skala kr ein. In den Rechnungen im Ab-
schnitt 5.2 wird dieses Potential durch eine Parametrisierung mit zwei Parame-
tern

L o &2 AMF g4
wiedergegeben (vgl. Gleichung 5.51). Man kann das Potential auch mit mehr
Parametren fitten und die Mittelfeld-Rechnung genauso durchfiihren. Die Er-

gebnisse entsprechen im wesentlichen den Ergebnissen der Parametrisierung
(Y).

Beschreiben wir das Potential durch 6 Parameter
U(®) = A+ B®? + C®* + DP® + E®® + Fo!0 | (E.2)

so ergibt sich durch den Fit (die Einheiten sind weggelassen):

A =0.0318528
B = —0.0241981
C =0.23195

D = —-102.623
E = 22596.9

F = —529577

Die Parametrisierung (E.2) und das effektive Potential aus der Renormierungs-
gruppen-Rechnung sind in Abbildung (E.1) dargestellt. Die beiden Kurven lie-
gen fast identisch {ibereinander.

Die Mittelfeld-Rechnung 14t sich, genauso wie auf den Seiten 82 und 82 be-
schrieben, durchfiihren. Als Ergebnis zeigen wir die Bindungsenergie als Funk-
tion der Dichte in Abbildung E.2. Die fette Linie entspricht der erweiterten
Mittelfeld-Rechnung, die anderen Linien sind die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2.
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Abbildung E.1: Das Potential Q(¢?) an der Skala k = kp, berechnet aus den

Renormierungsgruppen-Gleichungen (durchgezogene Linie) und verschiedene Fits.
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Abbildung E.2: Die Bindungsenergie pro Baryon, berechnet mit RG-
Flufigleichungen und in den verschiedenen Mittelfeld-Rechnungen. Die fette Linie
entspricht der erweiterten Parametrisierung.
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