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PrólogoEl trabajo realizado en esta tesis do
toral está 
entrado en el estudio
omputa
ional del efe
to de la temperatura en las propiedades dinámi
as, fun-damentalmente en el desan
laje o �depinning� de �uxones en una serie de dis-positivos super
ondu
tores basados en uniones Josephson. Desde este punto devista, podría de
irse que se trata de un trabajo de físi
a de estado sólido, o deun trabajo en el 
ampo de la super
ondu
tividad apli
ada o in
luso propio delmundo de la ingeniería de dispositivos super
ondu
tores.Por otro lado, hemos de tener presente, que una unión Josephson suponeuna ex
elente realiza
ión experimental de uno de los sistemas-modelo más im-portantes de la físi
a no lineal: el péndulo. Así, una red de uniones Josephsona
opladas entre sí 
orresponde a una modeliza
ión de un 
onjunto de os
ilado-res no lineales a
oplados. Como veremos, el sistema elegido, un anillo formadopor uniones 
one
tadas en paralelo, se 
orresponde 
on un 
onjunto de pén-dulos unidos por muelles de torsión. Entre otras 
osas, di
ho sistema es muyinteresante por poseer un tipo espe
ial de solu
ión: los famosos solitones, unode los objetos paradigma de la 
ien
ia no lineal. Desde un punto de vista físi
oun solitón se 
orresponde 
on un 
uanto de �ujo magnéti
o o �uxón en el sis-

Figura 1: Fotografía de un 
hip en el que se han diseñado mu
hos anillos super
ondu
-tores 
on uniones Josephson para la realiza
ión de distintos experimentos (izquierda).Fotografía de uno de los anillos, formado por nueve uniones (
entro). Amplia
ión mos-trando una de las uniones Josephson (dere
ha). Cortesía del Dr. K. Segall, ColgateUniversity, EEUU.



xiv Prólogotema super
ondu
tor y la 
on�gura
ión en anillo es espe
ialmente interesantepor posibilitar que una vez 
reados di
hos �uxones o solitones queden atrapa-dos en el sistema. Por tratarse de un sistema dis
reto, nuestros solitones (losllamaremos kinks en mu
has o
asiones, ya que la palabra solitón suele reservar-se a estos objetos en el 
ontinuo) están an
lados a la red y por lo tanto sufrenun pro
eso de desan
laje en presen
ia de 
ampos externos, pro
eso que 
omoveremos se ve afe
tado de manera importante por el efe
to de la temperatura.Desde este punto de vista, podría de
irse que nuestro trabajo es un trabajo de
ien
ia bási
a en el 
ampo de los sistemas dinámi
os no lineales, en este 
asoperturbados por ruido, y las 
on
lusiones obtenidas pueden tener interés enámbitos muy lejanos al de la físi
a de sistemas super
ondu
tores.Estas memorias son parte de la experien
ia de vida, inmerso en una nueva
ultura y 
on el apoyo e intera

ión de formidables seres humanos y ex
elentes
ientí�
os 
omenzando por Juanjo y los demás del Non Linear and Statisti-
al Physi
s Group, y los miembros del Departamento de Físi
a de la MateriaCondensada, a todos ellos quiero expresarles mi profunda gratitud.



Capítulo 1Introdu

iónTal y 
omo hemos expuesto en el prólogo de esta memoria, el trabajo rea-lizado puede ser introdu
ido tanto desde la perspe
tiva de la físi
a de los dis-positivos super
ondu
tores basados en uniones Josephson 
omo desde la pers-pe
tiva de sistemas dinámi
os no lineales, dos perspe
tivas 
omplementarias ya las que nos referiremos numerosas ve
es en lo que sigue. En 
ualquier 
aso,dado que la físi
a es una 
ien
ia eminentemente experimental y que ha sido un
onjunto de experimentos 
on
retos la primera motiva
ión de la realiza
ión deeste trabajo de tesis do
toral, 
omenzaré la introdu

ión del mismo 
on este
apítulo que resume algunos de los aspe
tos más sobresalientes de la físi
a deuna unión Josephson desde la perspe
tiva del trabajo realizado y su 
onexión
on la físi
a de los sistemas dinámi
os no lineales.1.1. Unión Josephson1.1.1. Super
ondu
tividadLa super
ondu
tividad es un fenómeno natural que se presenta en 
ir
uns-tan
ias espe
iales de temperatura y presión. Mu
hos materiales no exhiben suspropiedades super
ondu
toras hasta que en ellos la temperatura se aproximaal 
ero absoluto, por esta razón el des
ubrimiento de la super
ondu
tividadtuvo que esperar hasta el desarrollo te
nológi
o de la 
riogenia. KamerlinghOnnes [1, 2℄ investigó la resisten
ia elé
tri
a en metales a baja temperaturaenfriando las muestras 
on helio líquido a 4.2 K y 1 atmósfera de presión.Después de una serie de experimentos realizados por su asistente, Gilles Holst,quien observó que la resisten
ia elé
tri
a del mer
urio, 
aía en pi
ada a 
ero,
uando se sometía a un baño de helio líquido, Onnes reportó que por deba-jo de una temperatura 
ríti
a, el mer
urio pasaba a un nuevo estado, el 
ual



2 Capítulo 1. Introdu

iónteniendo en 
uenta sus sorprendentes propiedades elé
tri
as, se denominó, es-tado super
ondu
tor. A
tualmente se en
uentran materiales super
ondu
toresa temperaturas por en
ima de los 90 grados Kelvin, lo que fa
ilita y e
onomizaa la vez su observa
ión pues posibilita el enfriamiento 
on nitrógeno líqui-do y permite ampliar las apli
a
iones de la super
ondu
tividad. Además de
ondu
tividad perfe
ta, la super
ondu
tividad está 
ara
terizada por el efe
toMeissner; esto es, la 
apa
idad del material de expulsar el 
ampo magnéti
ode su interior (diamagnetismo perfe
to) [3, 4℄.La super
ondu
tividad es un fenómeno inherentemente me
ano 
uánti
oque se mani�esta en si mismo a es
ala ma
ros
ópi
a. Mu
has de sus propie-dades pueden ser entendidas en el mar
o de un modelo 
uánti
o ma
ros
ópi
o(MQM). Esta des
rip
ión (MQM), no solo abar
a los resultados del mode-lo 
lási
o, sino también des
ribe auto
onsistentemente otras propiedades delos super
ondu
tores de relevante apli
a
ión, por ejemplo, un aparato ele
-tróni
o super
ondu
tor 
ono
ido 
omo unión Josephson [5, 6℄, el 
ual es elalma de la mayoría de dispositivos super
ondu
tores de pequeña es
ala. Es-tas uniones forman la base de magnetómetros sensibles, 
apa
es de dete
tar
ampos magnéti
os produ
idos por el 
erebro humano, los 
uales son del ordende 10−15 Tesla. Además, la respuesta de una unión Josephson a la radia
iónele
tromagnéti
a forma la base del estándar de voltaje a
tual [7, 8, 9℄. En laa
tualidad, dispositivos basados en uniones Josephson se usan para investi-gar problemas fundamentales de la me
áni
a 
uánti
a y realizar propuestas depro
esado 
uánti
o de la informa
ión y 
omputa
ión 
uánti
a, ver por ejem-plo [10, 11, 12, 13, 14, 15℄1.1.2. Efe
to JosephsonEn su trabajo de 1962 [5℄ Brian Josephson estudió el túnel de pares deCooper entre dos metales super
ondu
tores y predijo el renombrado efe
to Jo-sephson. Desde enton
es se han realizado 
entenares de trabajos en los quese estudia el 
omportamiento de uniones individuales, de redes de unionesJosephson o de otros dispositivos más 
omplejos que 
ontienen uniones Jo-sephson [3, 4, 6, 7, 8, 9℄.Mere
e la pena de
ir no obstante que aunque el efe
to Josephson fue in-trodu
ido y ha sido estudiado fundamentalmente en el 
ontexto de la super-
ondu
tividad, la físi
a 
ono
ida bajo el sobrenombre de efe
to Josephson seapli
a a otros sistemas 
uánti
o ma
ros
ópi
os débilmente a
oplados [16℄. Al-gunos ejemplos son el efe
to Josephson entre super�uidos débilmente a
oplados(ver Ref. [17℄ por ejemplo) y el re
iente interés sobre efe
to Josephson en 
on-desados de Bose-Einstein débilmente a
oplados (ver Ref. [18℄ por ejemplo).
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iθ1e1Ψ =
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iθ2e2Ψ =

Superconductor
(Nb, Al,...) o

~10A (Al O ,...)2 x

InsulatingFigura 1.1: Esquema de una unión Josephson de tipo túnel, formada por dos metalessuper
ondu
tores separados por una �na barrera de aislante.Con respe
to al efe
to Josephson en super
ondu
tores existen diversos tiposde uniones y geometrías que lo presentan. Josephson estudió el 
aso de unaunión tipo túnel. En este 
aso dos super
ondu
tores están separados por unabarrera de aislante y el transporte de 
orriente o
urre mediante el túnel depares de Cooper entre los dos ele
trodos super
ondu
tores de la unión (uniónsuper
ondu
tor-aislante-super
ondu
tor o SIS, �gura 1.1). Las uniones de tipotúnel son las más habituales y a ellas nos referiremos en nuestro trabajo. Otraop
ión es una unión formada por dos super
ondu
tores separados por un metalen estado normal (unión SNS). Otro dispositivo que presenta efe
to Josephsones un mi
ro-puente. El mi
ro-puente está formado por un estre
hamiento enun super
ondu
tor. Si el estre
hamiento es su�
ientemente pequeño en esazona se rompe la super
ondu
tividad y las dos zonas super
ondu
toras quedana
opladas débilmente a través del mi
ro-puente. Por último nos referiremos alos 
onta
tos puntuales. Sea por ejemplo un super
ondu
tor que a
aba en unapunta que a su vez to
a a otro super
ondu
tor. Las redu
idas dimensiones del
onta
to en la punta ha
en que en esa zona se rompa la super
ondu
tividad yel a
oplo entre los super
ondu
tores sea débil.En el mar
o del modelo 
uánti
o ma
ros
ópi
o (MQM) de la super
ondu
-tividad, el estado super
ondu
tor se des
ribe por una fun
ión de onda me
ano
uánti
a
ψ(~r, t) =| ψ(~r, t) | eiθ(~r,t) (1.1)donde la densidad lo
al de pares de Cooper está dada por
ns(~r, t) =| ψ(~r, t) |2 (1.2)La fase θ(~r, t) juega un papel esen
ial en la des
rip
ión de las propiedades detransporte del super
ondu
tor. A partir de la e
ua
ión de S
hrödinger para unapartí
ula 
argada en un 
ampo ele
tromagnéti
o puede obtenerse la densidadde 
orriente super
ondu
tora

Js = q∗Re

{
ψ∗

(
~

im∗
∇− q∗

m∗
A

)
ψ

}
, (1.3)
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Figura 1.2: El solapamiento de las fun
iones de onda ψ1 y ψ2 a ambos lados de launión es la base del efe
to Josephson.que podemos res
ribir 
omo
Js = q∗n∗s(r, t)

(
~

m∗
∇θ(r, t) − q∗

m∗
A(r, t)

)
. (1.4)Puede verse que la 
orriente super
ondu
tora, un observable del sistema, de-pende de la fase de la fun
ión de ondas ma
ros
ópi
a y el poten
ial ve
tor, queno pueden ser medidos experimentalmente por depender de la ele

ión de gau-ge. Resulta enton
es natural introdu
ir el gradiente de fase invariante gauge ϕde�nido por

ϕ = ∇θ − q∗

~
A = ∇θ +

2π

Φ0
A (1.5)(la 
arga del par de Cooper es -2e y el 
o
iente ~/2e suele es
ribirse en fun
ióndel 
uanto de �ujo magnéti
o Φ0 = h/2e, así ~/2e = Φ0/2π).El fundamento físi
o una unión Josephson, se basa en el solapamiento delas fun
iones de ondas a ambos lados de la unión (�gura 1.2).1.1.3. Uniones túnel super
ondu
toras. E
ua
iones de Joseph-sonUna unión Josephson de tipo túnel es un dispositivo de la físi
a del estadosólido formado por dos ele
trodos super
ondu
tores (normalmente Niobio oAluminio) separados por una barrera �na de aislante (normalmente un óxidode Aluminio), ver Fig. 1.1.
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I/I (0)c

T/Tc

1.0
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0.5

Figura 1.3: Dependen
ia 
on la temperatura de la 
orriente 
ríti
a de una unión.Josephson en
ontró que el 
omportamiento de la unión está 
ontrolado porel valor de la diferen
ia de fase invariante gauge entre los ele
trodos super
on-du
tores
ϕ = θ1 − θ2 −

2e

~

∫ 2

1

~A(~r, t)~dl, (1.6)donde θi es la fase de la fun
ión de ondas ma
ros
ópi
a en el ele
trodo i (ψi =√
|ψi|eiθi) y ~A el poten
ial ve
tor.Las e
ua
iones bási
as del efe
to Josephson son:

Is = Ic sinϕ (1.7)y
V =

~

2e

dϕ

dt
. (1.8)A partir de ellas podemos ver que, efe
to Josephson DC, es posible teneruna 
orriente super
ondu
tora a través de la unión 
on voltaje 0 (enton
es ϕ es
onstante). Esta 
orriente tiene un valor máximo posible que está dado por Ic,la 
orriente 
ríti
a de la unión. Sin embargo, efe
to Josephson AC, si la uniónes sometida a un voltaje 
onstante, ésta responde 
on una 
orriente alterna defre
uen
ia dada por 2eV/~ (483.6 GHz/mV).La energía poten
ial aso
iada 
on las super
orrientes a través de la uniónestá dada por

UJ = −EJ cosϕ, (1.9)
on EJ = ~Ic/2e. Un primer requisito para observar el efe
to Josephson es quela energía Josephson ex
eda la energía térmi
a EJ ≫ kBT (Ic ≫ 2ekBT/~).La 
orriente 
ríti
a de la unión Ic depende de manera importante de latemperatura (Fig. 1.3). Di
ha dependen
ia es normalmente aproximada por lae
ua
ión de Ambegaokar-Barato� [19℄
IcRn =

π∆

2e
tanh(∆/2kBT ). (1.10)
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iónAquí Rn es la resisten
ia normal de la unión y ∆(T ) el gap de energía su-per
ondu
tor. A T=0 tenemos IcRn=π∆(0)/2e 
on ∆(0) =1.764kBTc y para
T → Tc, IcRn ≃ (2.34πkB/e)(Tc − T ).1.1.4. Modelo RCSJ de una uniónPara estudiar la 
urva intensidad-voltaje, 
urva IV o 
urva 
ara
terísti
a dela unión, usamos el llamado modelo RCSJ (resistively and 
apa
itively shuntedjun
tion) [20, 21℄ (ver Fig. 1.4). En este modelo la 
orriente total a travésde la unión es la suma de tres 
ontribu
iones: la 
orriente super
ondu
toraJosephson (debida al túnel de pares de Cooper), una 
orriente resistiva normal(debida al túnel de portadores normales) y un 
anal 
apa
itivo (aso
iado 
onla 
apa
idad de la unión). I = IJ + IR + IC 
on IJ = Ic sinϕ, IR = V/R y
IC = CdV/dt. Enton
es

I = CV̇ +
1

R
V + Ic sinϕ. (1.11)Si apli
amos la segunda rela
ión de Josephson [V = (Φ0/2π)(dϕ/dt)℄ y nor-malizamos la 
orriente 
on respe
to la 
orriente 
ríti
a de la unión, i = I/Ic,tiempo respe
to a la fre
uen
ia de plasma de la unión ωp =

√
2πIc/Φ0C eintrodu
imos el parámetro de amortiguamiento Γ =

√
Φ0/2πIcCR2 1, obtene-mos

i = N (ϕ) = ϕ̈+ Γϕ̇+ sinϕ. (1.12)1.1.5. JJ y 
ien
ia no linealLa e
ua
ión 1.12 des
ribe de forma adimensional la dinámi
a de la diferen-
ia de fase de la unión 
omo fun
ión del parámetro de amortiguamiento de lamisma y de la 
orriente normalizada que atraviesa la unión. Esta e
ua
ión esidénti
a a la e
ua
ión que des
ribe las os
ila
iones (y rota
iones) de un péndulono lineal forzado y amortiguado en un 
ampo gravita
ional y también es idénti-
a a la e
ua
ión que des
ribe la dinámi
a de una partí
ula en un poten
ial sinu-soidal in
linado (the tilted washboard potential): U(ϕ) = −EJ cosϕ− (~I/2e)ϕ[masa m = (~/2e)2C y amortiguamiento γ = (~/2e)2(1/R)℄, ver Fig. 1.4. Am-bos sistemas son analogías me
áni
as sen
illas de la unión e ilustran porqué losdispositivos 
on uniones Josephson son sistemas experimentales ideales paraestudiar aspe
tos bási
os de la físi
a no lineal.1El amortiguamiento en o
asiones es de�nido en términos del fa
tor de 
alidad de la unión
Q = 1/Γ o del parámetro de Stewart-M
Cumber βc = 1/

√

Γ = 2πIcCR
2/Φ0
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Ic sin ϕI R
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Figura 1.4: Cir
uito para el modelo RCSJ de la unión y dos analogías me
áni
as: elpéndulo forzado y amortiguado y la partí
ula en un poten
ial sinusoidal in
linado.
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I c
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-1

0

1 ΓΓΓΓ=0.2

-I
ret

I
ret

-I
C

I
C

i=
I/

I c

V/I
c
R=ΓΓΓΓ<dϕϕϕϕ/dt>Figura 1.5: Curva IV de una unión Josephson según el modelo RCSJ habitual, R=
te.(Eq. 1.12). Para Γ =0.2 
oexisten dos solu
iones distintas en el rango de 
orrientesentre la 
orriente 
ríti
a, Ic y la de reatrapamiento, Irep (
aso de amortiguamientobajo). Para Γ =5.0 (
aso sobreamortiguado) el voltaje es una fun
ión úni
a de la
orriente.1.1.6. Curva IVLa �gura 1.5 muestra una 
urva IV 
al
ulada numéri
amente para unaunión a dos valores distintos del amortiguamiento. Para amortiguamientosgrandes (�gura 
on Γ=5) el voltaje es una fun
ión úni
a de la 
orriente yaumenta de manera 
ontinua desde 
ero en 
uanto I > Ic y se aproxima ala rela
ión óhmi
a (I = V/R, o i = Γ〈dϕ/dτ〉 en unidades normalizadas) a
orrientes altas. Para valores menores del amortiguamiento la 
urva IV presen-ta histéresis (ver �gura 
on Γ=0.2). Al aumentar el valor de la 
orriente, en

I = IC la unión salta del estado de voltaje 
ero a la rama resistiva I = V/R. Siahora se de
re
e la 
orriente, el voltaje de
re
e 
ontinuamente y se anula para
I = Iret (
orriente de reatrapamiento). Para valores su�
ientemente pequeñosdel amortiguamiento Iret/Ic ≃ 4Γ/π.La �gura 1.6 muestra una 
urva experimental IV en una unión de tipo túnelNiobium-Aluminum Oxide-Niobium. Se observa que a Ic el voltaje de la uniónsalta desde 0 hasta el valor del voltaje de gap Vg = 2∆(T )/e (Vg/IcRn = 4/πa baja T ). Este voltaje 
orresponde a la energía ne
esaria para romper los
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-1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4

I/I
c

V/V
gFigura 1.6: Esquema de una 
urva IV experimental de una unión individual. La re-sisten
ia de la unión para valores de voltaje inferiores al voltaje de gap (resisten
iasubgap) es mar
adamente diferente del valor de la resisten
ia por en
ima del voltajede gap (resisten
ia normal).pares de Cooper. A valores mayores de la 
orriente, el voltaje se in
rementa ysigue una dependen
ia óhmi
a 
on resisten
ia dada por la resisten
ia en estadonormal Rn. Si se de
re
e la 
orriente, el voltaje disminuye hasta al
anzarse elvoltaje de gap y luego retorna a 
ero para valores pequeños de la 
orriente. Estadependen
ia no-lineal de la 
urva muestra la existen
ia de dos regímenes dedisipa
ión muy diferentes en la unión, uno para voltajes por en
ima del gap yotro para voltajes inferiores al gap. Las propiedades de transporte por en
imadel gap están gobernadas por los ele
trones en estado normal, mientras quelas propiedades de transporte para voltajes inferiores al gap están usualmentedeterminadas por la densidad de las 
uasi-partí
ulas (ele
trones individualesen un mar de pares de Cooper).Una aproxima
ión teóri
a sen
illa para modelar este 
omportamiento esutilizar el modelo RCSJ 
on una resisten
ia no lineal R(V ) tal que R=Rnsi V >Vg y R=Rsg(T ) si V <Vg. En las uniones tipo túnel la resisten
ia sub-gap normalmente exhibe una dependen
ia muy importante 
on la temperaturadada por Rsg(T ) ≃ Rne

∆/kBT .Una expresión del túnel de 
uasi-partí
ulas válida para kBT ≪ ∆ y V < Vgestá dada por [9℄
Iqp =

2

eRn
e−∆/kBT

(
2∆

eV + 2∆

)1/2

(eV + ∆) sinh

(
eV

2kBT

)
K0

(
eV

2kBT

)
.(1.13)
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ϕ(x)2π

ϕ(x)x
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xFigura 1.7: Esquema de una unión Josephson larga (izquierda) y dependen
ia espa
ialde la fase y su derivada para una unión 
on un solitón (dere
ha).Por otro lado, en algunas investiga
iones y apli
a
iones, es 
onveniente in-trodu
ir en el 
ir
uito una pequeña resisten
ia paralela a la unión. En este 
asola resisten
ia equivalente de la unión es pequeña e independiente del voltaje.Esto produ
e un valor grande de Γ, el límite sobreamortiguado del modeloRCSJ es apropiado y la 
urva IV no muestra histéresis (Fig. 1.5 
on Γ = 5).Por último, mere
e la pena men
ionar que en algunos 
asos, fundamental-mente 
uando se trata 
on uniones pequeñas, para des
ribir el 
omportamientodel sistema es esen
ial 
onsiderar también la impedan
ia del 
ir
uito externo.1.1.7. Uniones Josephson �largas�Una unión Josephson larga (long Josephson jun
tion) es una unión (Fig. 1.7)en la 
ual una dimensión (sea x) es grande 
on respe
to a la llamada longitudde penetra
ión de Josephson [7℄. En este 
aso la diferen
ia de fase no puede ser
onsiderada 
onstante en toda la unión y depende también de la 
oordenadaespa
ial, por lo que se expresa 
omo ϕ(x, t).La ele
trodinámi
a de la unión se des
ribe en este 
aso por una e
ua
iónnolineal en derivadas par
iales que, despre
iando efe
tos disipativos, puede seres
rita 
omo
ϕxx − ϕtt = sinϕ. (1.14)Di
ha e
ua
ión se 
orresponde a la llamada e
ua
ión de sine-Gordon, popu-lar por soportar solitones, solu
iones 
oherentes lo
alizada tipo partí
ula delsistema. La variable ϕ(x) se 
orresponde tanto 
on la diferen
ia de fase 
omo
on el �ujo de 
ampo magnéti
o normalizado. Enton
es, un solitón en la unión
orresponde a una solu
ión en la que la fase 
ambia de 
ero to 2π; o el �ujo de
ero a Φ0; esto es, un 
uanto de �ujo magnéti
o o �uxón.Si in
luimos disipa
ión y una 
orriente externa, la dinámi
a del sistema esdes
rita por una e
ua
ión de sine-Gordon perturbada

ϕxx − ϕtt − sinϕ = αϕt − βϕxxt − γ. (1.15)
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(I)ω U(I)∆

cI

Iret

Fluctuations

I

VFigura 1.8: El es
ape de una unión del estado super
ondu
tor en la presen
ia de�u
tua
iones térmi
as es un problema análogo al es
ape de una partí
ula de un pozoen un poten
ial 
oseno in
linado.En esta tesis no vamos a trabajar sobre modelos de uniones Josephsonlargas. Sin embargo, una red de uniones Josephson en paralelo puede ser 
onsi-derada 
omo la versión dis
reta de una unión Josephson larga. Además, entreotras 
osas, estas 
on�gura
iones son sistema experimentales ideales para es-tudiar de las propiedades de solitones, por ello han re
ibido una aten
ión muyimportante desde el 
ampo de la físi
a no lineal. Para aprender más sobre lasuniones largas puede 
onsultarse el libro de Barone y Paternó [7℄, el siguienteartí
ulo de revisión de A. Ustinov [22℄ y las referen
ias in
luidas en él o eltrabajo de Wallra� sobre vórti
es 
uánti
os en uniones largas [23℄.1.2. Efe
to de la temperatura1.2.1. Adi
ión de ruido térmi
oLas �u
tua
iones térmi
as pueden ser in
luidas en el modelo mediante laadi
ión de una fuente de 
orriente ruidosa Ĩ(t) 
on 〈Ĩ(t)〉 = 0 y 〈Ĩ(t)Ĩ(t′)〉 =

(2kBT/R)δ(t − t′). En este 
aso la 
orriente total, en unidades normalizadas,está dada por
i = N (ϕ) = ϕ̈+ Γϕ̇+ sinϕ+ ĩ (1.16)
on 〈̃i(τ)〉 = 0 y 〈̃i(τ )̃i(τ ′)〉 = (2ΓkBT/EJ )δ(τ − τ ′).1.2.2. Modelo de salto de barrera y efe
to de la temperaturaEn presen
ia de ruido térmi
o, 
er
a de Ic la unión puede es
apar del estadode voltaje nulo gra
ias a las �u
tua
iones térmi
as, y 
er
a de Iret puede volveral estado de voltaje 
ero (Fig. 1.8).



1.2. Efe
to de la temperatura 11Un experimento típi
o es la medida de la 
urva IV de una unión. En este
aso lo que se ha
e es imponer una rampa de 
ambio de la 
orriente y medirel voltaje en la unión para distintos valores de la 
orriente. La dinámi
a de launión es tan rápida (dada por ωp ≃ 
entenares de GHz) que la ele
tróni
a demedida sólo es 
apaz de dar el valor medio de la señal del voltaje o voltajed
 de la unión. Bus
ando el análogo 
on el problema de una partí
ula enun poten
ial periódi
o in
linado se trata de ir in
linando el poten
ial po
oa po
o, 
on una determinada velo
idad y bus
ar el momento en el 
ual lapartí
ula, por ex
ita
ión térmi
a es 
apaz de superar la barrera de poten
ial. Siel amortiguamiento del sistema es su�
ientemente pequeño una vez la partí
ulasupere la barrera habrá adquirido la energía su�
iente para deslizarse por elpoten
ial sin ser atrapada por ninguno de los pozos metaestables restantes.Este pro
eso de es
ape térmi
o depende de tres variables fundamentalmen-te: el amortiguamiento, la temperatura y la rampa apli
ada. Una rampa lentaposibilita que el es
ape se observe a valores menores de la 
orriente. Dado queel pro
eso de es
ape térmi
o es esto
ásti
o di
ho experimento debe repetirsemu
has ve
es y al �nal somos 
apa
es de 
al
ular el valor medio de la 
o-rriente de es
ape (o valor medio de la 
orriente de desan
laje, de depinning,o de swit
hing), su desvia
ión 
uadráti
a media y de he
ho la distribu
ión deprobabilidad 
ompleta P (I).Esta distribu
ión de probabilidad se puede rela
ionar 
on la tasa de es
apede una partí
ula de un poten
ial metaestable r(I) que bási
amente mide eltiempo de vida media de una partí
ula en el pozo metaestable de poten
ial (suinverso) o el �ujo de partí
ulas fuera del pozo de poten
ial. En nuestro 
asoese poten
ial está dado por U(I)/EJ = − cosϕ− (I/Ic)ϕ.La distribu
ión de 
orrientes de es
ape P (I) está rela
ionada 
on la tasade es
ape r(I) a través del siguiente argumento [24, 25, 26℄. Sea la 
orriente0 a tiempo t = 0 e in
rementemos esta 
on una tasa 
onstante dada por İ.La probabilidad W (I(t)) de que el sistema persista en el estado metaestable atiempo t viene dada por
W (I(t)) = exp

[
−
∫ t

0
r(I(t′))dt′

] (1.17)Realizando un 
ambio de variable de t′ a I(t′) tenemos
P (I) = − d

dI
W (I) =

r(I)

İ
exp

[
−
∫ I

0

r(I ′)

İ
dI ′
] (1.18)A partir de aquí podemos 
al
ular el valor medio de la 
orriente de es
ape osu desvia
ión 
uadráti
a media por ejemplo.
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iónOtra expresión útil e igualmente válida es la siguiente [25℄
P (I) =

r(I)

İ

(
1 −

∫ I

0
P (u)du

) (1.19)1.2.3. El �problema de Kramers� y uniones JosephsonBajo el sobrenombre de �problema de Kramers� (Kramers problem) se 
o-no
e el problema de en
ontrar la tasa de es
ape de una partí
ula fuera de unpoten
ial metaestable. Di
ho problema juega un papel fundamental en mu
hasáreas de la físi
a in
luyendo la físi
a de bajas temperaturas, la físi
a nu
lear yla físi
o-quími
a. [27, 28, 29℄Como a
abamos de ver, existe una rela
ión dire
ta entre la medida de lafun
ión de distribu
ión de probabilidad P (I), probabilidad de que una uniónsalte al estado óhmi
o a un 
ierto valor de la 
orriente 
uando se somete a unarampa uniforme de 
orriente externa, y el valor de la tasa de es
ape r(I), inversodel tiempo medio de persisten
ia de la unión en el estado super
ondu
tor. Estarela
ión nos indi
a por lo tanto que las uniones Josephson son un sistema idealdonde medir la tasa de es
ape de un sistema y 
onfrontar los resultados 
on losresultados teóri
os existentes. La 
omprensión de di
ho fenómeno, tanto en el
aso 
lási
o 
omo en el 
uánti
o del mismo, para el 
aso de uniones pequeñasdonde el me
anismo fundamental de es
ape es por efe
to túnel ha sido objetodel trabajo de mu
hos grupos de investiga
ión [24, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 10℄.Desde los trabajos de Martinis, Devoret y Clarke fundamentalmente [34℄se asume que la tasa de es
ape resc en el régimen 
lási
o puede ser aproximadapor
resc = at

ω

2π
exp

(
− ∆U

kBT

)
, (1.20)donde at es un prefa
tor que depende del valor del amortiguamiento [28, 29℄ yque en el régimen de amortiguamiento moderado-bajo puede ser aproximadopor el resultado de Büttiker, Harris y Landauer [36℄

at = 4α/[(1 + αkBT/1.8Γ∆U)1/2 + 1]2 (1.21)aquí α es un 
oe�
iente en torno a la unidad.Di
ho resultado es 
orre
to para un 
ierto rango de valores del amortigua-miento. El último 
apítulo de este trabajo de tesis do
toral está dedi
ado a unestudio numéri
o detallado del valor de la tasa de es
ape de un sistema en unamplio rango de valores de amortiguamiento. Di
hos resultados numéri
os se-rán 
onfrontados frente a numerosos resultados teóri
os y se estudiará el rangode validez de los mismos.
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Series

SQUIDs Parallel

Ladder

2D arrayFigura 1.9: Esquemas de diferentes tipos de redes de uniones Josephson. Cada 
ruzrepresenta una unión Josephson.1.3. Redes de uniones JosephsonLos sistemas he
hos 
on super
ondu
tores interrumpidos por uniones Jo-sephson son 
ono
idos habitualmente 
omo redes de uniones Josephson. La�gura 1.9 muestra algunos ejemplos de tales arreglos. Todos ellos son fá
iles defabri
ar y han sido estudiados ampliamente. El primer dispositivo 
onsiste enuna red de uniones Josephson en serie. Este tipo de redes han sido empleadaspara estudiar fenómenos de sin
roniza
ión de fase y diseñar el estándar de vol-taje [37℄. Los anillos super
ondu
tores interrumpidos por una o dos uniones se
ono
en 
omo SQUIDs (de super
ondu
ting quantum interferen
e devi
e). LosSQUIDs propor
ionan una medida muy sensible de �ujo magnéti
o y hoy sonutilizados en mu
hos laboratorios 
omo aparatos estándar de medida de 
ampomagnéti
os [7, 8, 38, 39, 40℄. Las redes 
on uniones a
opladas en paralelo se handiseñado para estudiar propiedades de transporte de �uxones pero desde unpunto de vista más fundamental son interesantes por 
onstituir una realiza
iónexperimental del modelo Frenkel-Kontorova (también 
ono
ido 
omo modelosine-Gordon dis
reto2) [41, 42, 43, 44, 45℄. Las redes en es
alera (�ladder�) sehan diseñado para estudiar la transi
ión de modelos en una dimensión a mode-los bidimensionales y han permitido llevar a 
abo la observa
ión experimentalde los modos intrínse
os lo
alizados o �breathers� dis
retos [46, 47, 48, 49, 50℄.Los arreglos bidimensionales de uniones son sistemas modelo ideales para es-tudiar transi
iones de fase en dimensión dos y los efe
tos de frustra
ión y2Según esta perspe
tiva, las redes de uniones Josephson en paralelo, que son los disposi-tivos objeto de esta tesis do
toral, pueden ser 
onsiderados 
omo versiones dis
retizadas deuna unión Josephson larga.
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ióndesorden, la dinámi
a de vórti
es, sin
roniza
ión de fase y otros resultados dedinámi
a no lineal [51℄.Dado un arreglo de uniones Josephson, para dedu
ir las e
ua
iones de ladinámi
a del sistema tenemos que apli
ar las leyes de Kir
ho� para 
orrientey voltaje y la 
uantiza
ión del �uxoide. La 
uantiza
ión del �uxoide estable
eque para 
ualquier 
amino 
errado l en la red (
on al menos una unión) lasuma de la diferen
ias de fase a lo largo del 
amino está dada por
∑

jǫl

ϕj = 2π(nl − fl). (1.22)El entero nl es la vorti
idad del 
amino y su origen es que la fase θ de la fun
iónde ondas en 
ada isla super
ondu
tora está multivaluada. fl des
ribe el �ujo através del 
amino debido al 
ampo magnéti
o total (externo más indu
ido) ymedido en unidades de Φ0 (fl = Φl/Φ0). En general, para 
al
ular el �ujo totalindu
ido en una 
elda debemos tener en 
uenta la matriz total de indu

ionesdel 
ir
uito. Sin embargo, en mu
hos 
asos podemos estudiar el sistema en unaaproxima
ión más sen
illa y 
onsiderar sólo la autoindu

ión L de 
ada 
elda.El parámetro λ = Φ0/2πIcL mide la importan
ia de los 
ampos indu
idos.Podemos pres
indir de los términos nl
3 y es
ribir

∑

jǫl

ϕj = −2π(f ext
l + f ind

l ) = −2πf ext
l − 1

λ

I loop

Ic
. (1.23)Dependiendo de la importan
ia de los 
ampos indu
idos, los 
ir
uitos Jo-sephson pueden ser divididos en dos tipos generales. Los 
ir
uitos de un primertipo tienen λ≫ 1 de modo que los 
ampos indu
idos no son importantes (estos
ir
uitos normalmente son he
hos 
on aluminio). Por otro lado, en los 
ir
uitosque pertene
en al segundo tipo los 
ampos indu
idos por las 
orrientes que
ir
ulan son importantes (estos 
ir
uitos son normalmente he
hos de niobio).Si los efe
tos indu
tivos pueden despre
iarse, la 
uantiza
ión del �uxoide(Eq. 1.22) impone una serie de ligaduras a las e
ua
iones y redu
e el númerode variables independientes del sistema.1.3.1. Redes en serieLa �gura 1.10 muestra una red de uniones Josephson a
opladas en serie,alimentadas por una 
orriente alterna y un 
ir
uito externo de 
arga. Las e
ua-3En el modelo RCSJ las e
ua
iones dinámi
as dependen sólo de ϕ̈, ϕ̇ y sinϕ. Por lo tantolas e
ua
iones son independientes de los nl y podemos eliminarlos de las mismas
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I

Lo
ad

Figura 1.10: Red de uniones Josephson en serie, 
on 
orriente externa y 
ir
uito ex-terno de 
arga.
I cL

ΦFigura 1.11: Dispositivo rf-squid
iones de la red pueden es
ribirse 
omo [52℄
ϕ̈k + Γϕ̇k + sinϕk + IL(t) = I (1.24)

V (t) =
N∑

k=1

ϕ̇k = F (IL(t)). (1.25)Las uniones en serie se 
omportan 
omo elementos independientes alimentadospor una misma 
orriente y a
oplados a través del 
ir
uito externo.1.3.2. rf-SQUIDEste dispositivo está formado por un anillo super
ondu
tor interrumpidopor una unión Josephson (Fig. 1.11). Su 
omportamiento está gobernado porel valor del �ujo total a través del SQUID, Φ. A partir de la 
ondi
ión de
uantiza
ión del �uxoide ϕ = −2π Φ
Φ0

se tiene,
Φ = Φext − LIc sin 2π

Φ

Φ0
(1.26)
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ión
ϕ

2
ϕ

1

Im

Bappl

ϕ
1

ϕ
2

Iext Iext

Iext Iext

τ app
τapp λ

LFigura 1.12: Dispositivo d
-squid y equivalen
ia 
on un sistema formado por dospéndulos a
oplados.y la energía poten
ial del sistema está dada por
U(Φ) = −EJ cos 2π

Φ

Φ0
+

(Φ − Φext)
2

2L
. (1.27)Ya que en este 
ir
uito no hay 
orriente externa, el SQUID es operado a
opladoa un 
ir
uito de radio-fre
uen
ias (resonador).Además de 
omo dete
tor de 
ampos magnéti
o los rf-SQUIDs son impor-tantes para el estudio de problemas fundamentales de me
áni
a 
uánti
a (verRef. [53℄ y las referen
ias 
ontenidas allí).1.3.3. d
-SQUIDEste dispositivo 
onsiste en un anillo super
ondu
tor interrumpido por dosuniones Josephson (Fig. 1.12). Para la 
orriente 
ir
ulando por 
ada unióntenemos:

i1 = ϕ̈1 + Γϕ̇1 + sinϕ1 = imesh + iext,

i2 = ϕ̈2 + Γϕ̇2 + sinϕ2 = −imesh + iext; (1.28)y la 
uantiza
ión del �uxoide:
(ϕ1 − ϕ2) = −2π

Φ0

(
BapplS + LImesh

)
. (1.29)Normalizando, tenemos

imesh = −λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) (1.30)(f0 = BapplS/Φ0).Enton
es las e
ua
iones para la dinámi
a del arreglo son
ϕ̈1 + Γϕ̇1 + sinϕ1 = −λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) + iext

ϕ̈2 + Γϕ̇2 + sinϕ2 = λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) + iext, (1.31)
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Im

Bappl

Im
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Im

Bappl

Im

Bappl

Im

Bappl

Im

Bappl
ϕ

j−1
ϕ

j
ϕ

j+1

τ app

ϕ
j−1

ϕ
j

ϕ
j+1

λ

Figura 1.13: Red de uniones Josephson en paralelodonde Iext=Itotal/2. Estas e
ua
iones muestran que el problema de dos unio-nes 
one
tadas en paralelo por un elemento autoindu
tivo es equivalente alproblema de dos péndulos a
oplados por un muelle de torsión (ver Fig. 1.12).Si los efe
tos indu
tivos pueden ser despre
iados, la 
uantiza
ión del �u-xoide impone una ligadura sobre las fases y tenemos
ϕ1 − ϕ2 = −2πf0. (1.32)En este 
aso,

iext =
i1 + i2

2
= ϕ̈1 + Γϕ̇1 + cos(πf0) sin (ϕ1 + πf0). (1.33)Di
ho sistema se 
omporta 
omo una úni
a unión 
uya 
orriente 
ríti
a, 2Ic cos(πf0),está 
ontrolada por el 
ampo magnéti
o externo.1.3.4. Red de uniones Josephson en paraleloUna red de uniones Josephson en paralelo está formada por un 
onjun-to de uniones 
one
tadas en paralelo mediante �
ables super
ondu
tores�. Laanalogía me
áni
a de este sistema es un 
onjunto de péndulos 
one
tados pormuelles de torsión (ver Fig 1.13). Una 
onse
uen
ia importante de esta inter-a

ión armóni
a entre uniones es que todas tienen el mismo voltaje d
.Las e
ua
iones de la dinámi
a de la red pueden ser generalizadas fá
ilmentea partir de las e
ua
iones del SQUID d
. Para la red paralela de N uniones

ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext (1.34)
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ión
exti

ϕ
j+1
v

ϕ
j
t

ϕ
j
b

Ich

Icv ϕ
j
v

Figura 1.14: Es
alera de uniones Josephson
on j = 1, ...N . Las 
ondi
iones de frontera están dadas por ϕ0 = ϕ1 − 2πf0y ϕN+1 = ϕN + 2πf0 para el 
aso de redes 
on fronteras abiertas ϕN+1 =

ϕ1 + 2πnk y ϕ0 = ϕN − 2πnk para redes en anillo. En este 
aso el entero nk
uenta el número de kinks o �uxones atrapados en la red.Las e
ua
iones (1.34) son también las e
ua
iones de la dinámi
a del modeloFrenkel-Kontorova forzado y amortiguado o de la e
ua
ión de sine-Gordondis
reta. El trabajo realizado en esta tesis do
toral 
onsidera una red de unionesen paralelo 
on geometría de anillo lo que posibilita que los �uxones quedenatrapados en su interior.
1.3.5. La es
alera de uniones JosephsonUna es
alera de uniones Josephson (Fig. 1.14) es una red 
uasi-unidimensionalque se 
onsigue 
uando los 
ables horizontales de la red en paralelo son sus-tituidos por uniones Josephson. Podemos pensar en este sistema en términosde un 
onjunto de péndulos (las uniones verti
ales) 
one
tadas en paralelo pormuelles no 
onvexos (las uniones horizontales). Como 
onse
uen
ia de las in-tera

iones no 
onvexas, una de las diferen
ias más importantes 
on respe
to ala red paralela es que ahora las uniones verti
ales no están 
onstreñidas a tenerun mismo voltaje d
. Además los 
uantos de �uxoide ahora pueden entrar enla red o es
apar de la red a través de las uniones horizontales.Consideremos el 
aso de una es
alera anisótropa. Enton
es las 
orriente
ríti
as de las uniones en la dire

ión verti
al son diferentes de las 
orrientes
ríti
as de las uniones en la dire

ión horizontal. Esto puede ha
erse fá
ilmente
ambiando el área de las uniones. La 
orriente 
ríti
a, 
apa
idad y 
ondu
tan
ia(inversa de la resisten
ia) de la unión son dire
tamente propor
ionales al áreade la misma.Es
ribiendo las e
ua
iones para las 
orrientes y apli
ando la 
uantiza
ión
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(i,j)

ϕ
ij
x

ϕ
ij
y

ext
xi

ext
yi

(i,j) (i,j+1)Figura 1.15: Red bidimensional de uniones Josephsondel �uxoide, las e
ua
iones de la es
alera son
N (ϕt

j) = −λ
h
ξj,

N (ϕv
j ) = λ(ξj−1 − ξj) + iext,

N (ϕb
j) =

λ

h
ξj. (1.35)Aquí hemos de�nido

ξj = −2πf ind
j = ϕv

j + ϕt
j − ϕv

j+1 − ϕb
j + 2πf0, (1.36)donde ξ0 = ξN = 0. Para una es
alera 
on N uniones verti
ales, j va de 1to N para las uniones verti
ales y de 1 a N − 1 para las horizontales. Hemosnormalizado las e
ua
iones respe
to a los parámetros de las uniones verti
ales.Así, h = Ich/Icv = Ch/Cv = Rv/Rh and λ = λv = Φ0/2πIcvL (λ/h = λh =

Φ0/2πIchL).1.3.6. Redes bidimensionalesLa �gura 1.15 muestra un diagrama de un red bidimensional 
uadrada deuniones Josephson. Siguiendo nuestra aproxima
ión al modelado de las unio-nes, las uniones están a
opladas mediante la 
ondi
ión de la 
uantiza
ión del�uxoide 
on la in
lusión de tan sólo 
ampos magnéti
os autoindu
idos en 
a-da 
elda. En esta aproxima
ión las e
ua
iones de la dinámi
a de la red están
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ióndadas por:
N (ϕx

ij) =
λ

h
(ξij − ξij−1) +

iext
x

h
,

N (ϕy
ij) = λ(ξi−1j − ξij) + iext

y (1.37)
ξij mide la intensidad de los 
ampos indu
idos

ξij = −2πf ind
ij = ϕy

ij + ϕx
ij+1 − ϕy

i+1j − ϕx
ij + 2πf0 (1.38)y hemos normalizado 
on respe
to a los parámetros de las uniones verti
ales.Así h = Icx/Icy = Cx/Cy = Ry/Rx y λ = λy = Φ0/2πIcyL (λ/h = λx =

Φ0/2πIcxL).Este es el modelo de una red bidimensional 
uando sólo las auto-indu

ionesse tienen en 
uenta. En fun
ión del problema que se quiera estudiar en algunaso
asiones es ne
esario in
luir la matriz total de indu

iones, en otros 
asos lasautoindu

iones pueden despre
iarse.En general, en una red 
uadrada bidimensional (N×N) tenemos que resol-ver las e
ua
iones para la dinámi
a de 2N2−2N (para 
ondi
iones de 
ontornolibres) diferen
ias de fase invariante gauge, ϕij . Sin embargo, 
uando los 
am-pos indu
idos pueden despre
iarse (límite λ≫ 1), la 
ondi
ión de 
uantiza
ióndel �uxoide impone (N − 1)2 ligaduras sobre esas variables. Enton
es, es más
onveniente expresar las e
ua
iones del sistema en fun
ión de las fases en 
adaisla θi, que son N2 − 1 variables independientes. Esto se 
onsigue es
ribiendo
ϕij = θi − θj −Aij [donde (para un gauge dado) los Aij = 2π

Φ0

∫ j
i
~A(~r, t)~dl, de-penden sólo del 
ampo magnéti
o externo℄ y las e
ua
iones dinámi
as resultande apli
ar la 
onserva
ión de la 
orriente.En el límite EJ ≫ EC del sistema la energía Josephson total es la 
ontri-bu
ión energéti
a relevante del sistema:

HJ = −
∑

<ij>

EJ cos (θi − θj −Aij). (1.39)En este 
aso una red bidimensional de uniones Josephson 
onstituye una rea-liza
ión experimental del modelo XY (Aij = 0) o del modelo XY frustrado(Aij 6= 0), por lo que 
onstituye un sistema experimental ex
ep
ional para elestudio de este modelo fundamental de la físi
a estadísti
a [51℄.



Capítulo 2El anillo de uniones JosephsonEl objetivo fundamental de este trabajo de tesis do
toral es el estudio de ladinámi
a de �uxones en anillos de uniones Josephson en la presen
ia de ruidotérmi
o, y en parti
ular de las propiedades de desan
laje (depinning) y saltoa la rama óhmi
a (swit
hing) de los mismos. Nuestro sistema es un anillo deuniones Josephson alimentado por una 
orriente externa. Un anillo de unionesJosephson es una red formada por una serie de uniones a
opladas en paraleloy 
errada formando un anillo (FIg, 2.1). Debido a la 
uantiza
ión del �ujomagnéti
o, en el interior del anillo el �ujo total es igual a un número enterode 
uantos de �ujo magnéti
o. Un experimento típi
o 
onsiste en enfriar enpresen
ia de un 
ampo magnéti
o el anillo super
ondu
tor por debajo de latemperatura 
ríti
a del mismo. El 
ampo apli
ado 
rea un determinado �ujoen el interior del anillo. A 
ontinua
ión se pro
ede a eliminar el 
ampo externo.Enton
es, el super
ondu
tor responde indu
iendo 
orrientes super
ondu
torasen el sistema que 
ompensan el 
ampo retirado. De este modo que el �ujomagnéti
o en el anillo queda atrapado a la par que 
uantizado.En este 
apítulo presentaremos las e
ua
iones que des
riben la dinámi
a deun anillo de uniones Josephson. Veremos la 
onexión del sistema 
on algunossistemas-modelo de interés para la físi
a no-lineal y la físi
a estadísti
a. Asímismo realizaremos una breve presenta
ión de los estudios de movimiento departí
ulas en poten
iales asimétri
os y veremos 
omo es posible diseñar anillostales que el poten
ial efe
tivo que ve el �uxón es un poten
ial asimétri
o.2.1. E
ua
iones de la dinámi
a del sistemaConsideremos una red de N uniones Josephson a
opladas en paralelo, ali-mentado por una 
orriente externa total Iext
total y 
errada en forma de anillo
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j+1I ext

j−1I ext
jI ext
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j+1j
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Figura 2.1: Arreglo super
ondu
tor 
on 9 uniones Josephson en 
on�gura
ión de anillo.Las 
orrientes super
ondu
toras 
ir
ulantes por el super
ondu
tor exterior son lasresponsables del atrapamiento de �ujo magnéti
o en el sistema.(ver �gura 2.1). Todas las uniones Josephson son del mismo tipo; esto es, es-tán fabri
adas en un mismo pro
eso, 
on los mismos materiales y según unamisma te
nología, pero la �exibilidad del diseño permite que el área varíe deuna unión a otra y que las 
eldas formadas entre uniones ve
inas sean diferen-tes. El pro
eso de fabri
a
ión �ja la densidad de 
orriente 
ríti
a, la 
apa
idadespe
í�
a y la resistividad de la unión siendo Ic = AJc, C = Aσ y R = ρ/A.Por lo tanto, las uniones de distinta áreas tienen distinta 
orriente 
ríti
a, 
a-pa
idad y resisten
ia normal pero un mismo valor de la fre
uen
ia de plasma
ωp =

√
(2πIc/Φ0C) y el parámetro de Stewart-M
Cumber o amortiguamientoefe
tivo Γ = 1/β

1/2
c =

√
(Φ0/2πCR2Ic). Con respe
to a la disparidad de ta-maños de 
elda su 
onse
uen
ia prin
ipal es una diferen
ia en los valores de laautoindu

ión de 
ada 
elda L y en el �ujo debido al 
ampo magnéti
o externoapli
ado Φext = BextScelda.Tal y 
omo hemos expuesto en el 
apítulo anterior las propiedades físi
asmás sobresalientes del sistema pueden ser 
al
uladas a partir del valor de lasdiferen
ia de fase invariante gauge ϕj , j = 1, ...N , de las uniones. Así porejemplo el voltaje entre el lado externo e interno del anillo es V = Vj 
on

Vj la 
aída de voltaje en 
ada unión, y la 
orriente total apli
ada al sistema
I =

∑
j Ij 
on Ij la 
orriente que 
ir
ula por 
ada unión. Para es
ribir lase
ua
iones de la dinámi
a de las fases utilizaremos el modelo RCSJ de la unión,
on la in
orpora
ión del efe
to de la temperatura introdu
iendo una fuente de
orriente ruidosa Ĩ(t). Con respe
to al anillo, podemos utilizar un modelo de
orriente de rama o de 
orrientes de malla y apli
ar las e
ua
iones de Kir
ho�y la 
uantiza
ión del �uxoide. En el mar
o de 
orrientes de malla podemoses
ribir:

Ij =
~

2e
Cj
d2ϕj

dt2
+

~

2eRj

dϕj

dt
+ Icj sinϕj + Ĩj(t) = Iext

j + Icelda
j−1 − Icelda

j . (2.1)
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a del sistema 23La 
orriente total que 
ir
ula a través de la unión j, Ij, puede des
ribirse en tér-mino de las 
orrientes de 
elda de�nidas en las 
eldas j−1 y j y de la 
orrienteexterna apli
ada a la unión j, Iext
j , 
on ∑j I

ext
j = Iext

total (ver �gura 2.1).Las �u
tua
iones térmi
as están representadas en la e
ua
ión anterior porlos términos Ĩj(t), 
umpliéndose 〈Ĩj(t)〉 = 0 y 〈Ĩj(t)Ĩk(t′)〉 = (2kBT/Rj) δjkδ(t−
t′). Por otro lado el �ujo magnéti
o en 
ada 
elda j debido a los 
ampos indu-
idos por las 
orrientes que 
ir
ulan en el sistema está dado por

Φind
j =

∑

k

MjkI
celda
k +

∑

k

M̂jkI
ext
k ≃ LjI

celda
j + L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j (2.2)La matriz M es la matriz de indu

iones de las 
orrientes de 
elda, la matriz

M̂ es la matriz de indu

iones de las 
orrientes externas. En ambos 
asos nosquedaremos en la aproxima
ión de menor orden, representada por los términos
L y L̂.La 
ondi
ión de la 
uantiza
ión del �uxoide apli
ada a 
ada 
elda estable
e

ϕj+1 − ϕj = −2π
(
f ext

j + f ind
j

)
= −2π

(
Φext

j

Φ0
+

Φind
j

Φ0

)
=

= −2π

Φ0

(
Φext

j + LjI
celda
j + L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j

) (2.3)
on lo que
Icelda
j = − Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −

1

Lj

(
Φext

j + L̂j+1I
ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)
=

= − Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −Gj ,

(2.4)donde hemos de�nido los términos Gj :
Gj =

1

Lj

(
Φext

j + L̂j+1I
ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)
=

1

Lj

(
Φext

j + Φ̃ext
j

)
, (2.5)que re
ogen la 
ontribu
ión de 
ampos externos y 
ampos indu
idos por la
orriente externa. Por lo tanto

Icelda
j−1 − Icelda

j =
Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) +Gj −

Φ0

2πLj−1
(ϕj − ϕj−1) −Gj−1. (2.6)Enton
es, tras la aproxima
ión he
ha en (2.2), la e
ua
ión para la 
orrientetotal a través de la unión j puede ser es
rita de la siguiente manera:

Ij =
~

2e
Cj
d2ϕj

dt2
+

~

2eRj

dϕj

dt
+ Icj sinϕj + Ĩj(t) =

= Iext
j +

Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −

Φ0

2πLj−1
(ϕj − ϕj−1) +Gj −Gj−1.(2.7)



24 Capítulo 2. El anillo de uniones JosephsonEn esta e
ua
ión el término Gj − Gj−1 re
oge la 
ontribu
ión debida a lapresen
ia de los 
ampos externos y los indu
idos por las 
orrientes apli
adas,A 
ontinua
ión vamos a normalizar nuestro sistema de e
ua
iones. Pa-ra ello mediremos las 
orrientes en unidades de Ic∗ (la 
orriente 
ríti
a deuna de las uniones o la 
orriente 
ríti
a media por ejemplo) y el tiempoen unidades de 1/ωp (re
ordamos que los parámetros ωp =
√

2πIcj/Φ0Cj y
Γ =

√
Φ0/2πIcjR2

jCj son idénti
os para todas la uniones). Además de�ni-mos λj = Φ0/2πIc∗Lj = LJ∗/Lj y usaremos la de�ni
ión del 
uanto de �ujomagnéti
o Φ0 = ~

2e). Con ello tenemos
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= iext
j + λj(ϕj+1 − ϕj) − λj−1(ϕj − ϕj−1) + gj − gj−1

(2.8)En esta expresión hemos de�nido los parámetros hj = Icj/Ic∗. Por otro lado
iext
j = Iext

j /Ic∗ y gj = Gj/Ic∗. Por último, respe
to el término de 
orrienteruidosa 〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = (2kBT/RjI
2
c∗ωp) δjk δ(τ − τ ′) = 2hjΓT̃ δjk δ(τ − τ ′)
on T̃ = kBT/EJ∗ y EJ∗ = ~Ic∗/2e. Las derivadas ϕ̇ = dϕ/dτ 
on τ el tiempoadimensional τ = ωpt.Estas e
ua
iones son más sen
illas en los siguientes 
asos:1. Red formada por 
eldas idénti
as. En este 
aso todos los términos in-du
tivos, que son términos geométri
os, son iguales: Lj = L y L̂j = L̂.Enton
es

hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= iext
j + λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + gj − gj−1

(2.9)
on
gj − gj−1 =

1

Ic∗L

(
Φext

j − Φext
j−1

)
+
L̂

L

(
iext
j+1 − 2iext

j + iext
j−1

) (2.10)2. Si además, 
omo suele o
urrir 
on normalidad, la 
orriente externa seapli
a y extrae uniformemente, Iext
j = Iext

total/N = I tenemos
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= i+ λ
(
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1 + 2πf ext

j − 2πf ext
j−1

)
.

(2.11)Aquí hemos introdu
ido la nota
ión habitual, fj = Φj/Φ0.3. Si todos los 
ampos magnéti
os externos a
túan uniformemente sobre elsistema, tenemos que, por tratarse de 
eldas de igual tamaño, los términos
f ext

j son 
onstantes y enton
es podemos es
ribir
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
= i+ λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) . (2.12)
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ua
ión des
ribe la dinámi
a de una red homogénea de unionesJosephson formada por uniones de distinto tamaño y será nuestro puntode partida para el estudio de redes irregulares, de tipo rat
het, y de redesregulares que haremos a lo largo de esta tesis do
toral.4. Por último, en
ontramos las e
ua
iones para un anillo regular de unio-nes Josephson, formado por uniones idénti
as (hj = 1), 
eldas iguales,alimentado de manera uniforme, bajo la a

ión de 
ampos magnéti
osexternos uniformes, en el mar
o del modelo RCSJ de la unión y en laaproxima
ión de primer orden en la matriz de indu

iones:
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj = i+ λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) . (2.13)Por tratarse de un anillo, debemos imponer 
ondi
iones de 
ontorno 
erra-das en el sistema, así la unión/
elda j +N se 
orresponde 
on la unión/
elda

j del sistema. Por estar multivaluadas hay que tener espe
ial 
uidado 
on lasfases ya que ϕ ≡ ϕ + 2πM 
on M un número entero, así las 
ondi
iones de
ontorno sobre las fases para el sistema estable
en
ϕ0 = ϕN − 2πM y ϕN+1 = ϕ1 + 2πM, (2.14)donde M tiene el signi�
ado físi
o de número de 
uantos de �ujo magnéti
oso �uxones que han sido atrapados en el sistema al enfriar ya que
N∑

j=1

(ϕj+1 − ϕj) = −2π

N∑

j=1

Φtotal
j

Φ0
= 2πM (2.15)2.2. Energía del sistemaEn esta se

ión es
ribiremos las expresiones para la energía del sistema.El término de energía 
inéti
a está aso
iado a la energía alma
enada en los
ondensadores.

Ekin =
∑

j

1

2
CjV

2
j =

∑

j

1

2
Cj

[
Φ0

2π

(
dϕj

dt

)]2 (2.16)El término de energía poten
ial viene dado por la energía Josephson delas uniones y los términos de energía magnéti
a, aso
iados fundamentalmentea los 
ampos indu
idos. En la aproxima
ión habitual de autoindu

iones, eignorando términos 
onstantes, podemos es
ribir
Epot =

∑

j

EJj (1 − cosϕj) +
∑

j

1

2
Lj(I

celda
j )2 −

∑

j

Iext
j

(
Φ0 ϕj

2π

) (2.17)



26 Capítulo 2. El anillo de uniones JosephsonEl primer término des
ribe la energía Josephson del 
ir
uito, el segundo de lasindu

iones de malla y el ter
ero la energía de las fuentes de 
orriente. Respe
toal segundo de ellos
∑

j

1

2
Lj(I

celda
j )2 =

=
∑

j

1

2Lj

(
Φ0

2π

)2 [
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

j +
2π

Φ0

(
L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)]2

=

=
∑

j

1

2Lj

(
Φ0

2π

)2 [
ϕj+1 − ϕj + 2π(f ext

j + f̃ ext
j )

]2
, (2.18)donde hemos de�nido el término f̃ ext

j , que re
oge la 
ontribu
ión al �ujo delos 
ampos indu
idos por la 
orrientes externas.Si medimos la energía en unidades de EJ∗ tenemos
Ekin

EJ∗
=
∑

j

hj

2ω2
p

(
dϕj

dt

)2

=
∑

j

hj

2

(
dϕj

dτ

)2 (2.19)
Epot

EJ∗
=
∑

j

hj (1 − cosϕj) −
∑

j

iext
j ϕj +

+
∑

j

λj

2

[
ϕj+1 − ϕj + 2π(f ext

j + f̃ ext
j )

]2 (2.20)Si apli
amos las e
ua
iones de Hamilton a este sistema re
uperamos lase
ua
iones dinámi
as del mismo (2.8) para el 
aso de amortiguamiento y tem-peraturas nulos.Para las redes que denominamos homogéneas (
eldas idénti
as y 
orrientesy 
ampos magnéti
os uniformes) e irregulares (uniones distintas) tenemos:
Epot

EJ∗
=
∑

j

[
hj(1 − cosϕj) +

λ

2

(
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

)2 − i ϕj

]
. (2.21)Si además las redes son regulares (uniones idénti
as), podemos es
ribir:

Epot

EJ∗
=
∑

j

[
(1 − cosϕj) +

λ

2

(
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

)2 − i ϕj

]
. (2.22)
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λ=5Figura 2.2: Con�gura
ión de mínima energía de una 
on�guraq
ión 
on 1 �uxón(izquierda) y 
on 2 �uxones (dere
ha) para diversos valores del a
oplamiento λ2.2.1. Con�gura
iones de mínima energíaLas 
on�gura
iones de mínima energía del sistema 
orresponden a solu
io-nes (δEpot/δϕj) = 0 lo 
ual para una red regular y homogénea impli
a

sinϕj = λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) − i = 0. (2.23)Di
has e
ua
iones deben ser 
ompletadas por las ade
uadas 
ondi
iones de
ontorno ϕj+N = ϕj + 2πM , lo que se 
orresponde 
on una densidad de M/N�uxones o 
uantos de �ujo magnéti
o en el anillo.En el 
aso más sen
illo M = 0, la 
on�gura
ión de mínima energía se
orresponde 
on la 
on�gura
ión uniforme ϕj = ϕ∗ = sin−1 i. Di
ho estado deequilibrio existe siempre que |i| ≤ 1.El estadoM = 1 
orresponde a la situa
ión en la que un �uxón o un 
uantode �ujo magnéti
o ha quedado atrapado en el interior del anillo super
ondu
tor.Enton
es las fases deben a
umular un giro de 2π a lo largo del anillo (ϕj+N =

ϕj + 2π). La �gura 2.2 muestra una 
on�gura
ión de mínima energía para el
aso de un �uxón en una red de 9 uniones a i = 0. Se presenta el resultadopara 
in
o valores distintos de λ. En el límite λ → 0 la energía Josephsondomina y la 
on�gura
ión tiende a un es
alón. En el límite λ → ∞ la energíamagnéti
a domina y la 
on�gura
ión tiende a un 
ambio uniforme de las fases
ϕj+1−ϕj = 2π/N . En el 
apítulo 3 investigaremos las propiedades prin
ipalesde 
on�gura
iones de un �uxón.Valores mayores de M se 
orresponden 
on tener varios �uxones en la red.Los �uxones intera

ionan repulsivamente entre sí, así que tienden a repartirseuniformemente en el anillo. En anillos su�
ientemente grandes existen mu
hasposi
iones de equilibrio metaestable para el sistema.



28 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephson2.3. Anillo de uniones Josephson y físi
a no lineal2.3.1. Modelo Frenkel-Kontorova (FK)El modelo Frenkel-Kontorova es uno de los modelos paradigmáti
os de lafísi
a de sistemas dis
retos no lineales. Introdu
ido primero por Prandtl [54℄ en1928 y Dehlinger [55℄ en 1929, fue estudiado independientemente años despuéspor Frenkel y Kontorova [56℄ en el 
ontexto del estudio de las dislo
a
iones ensólidos. Desde enton
es ha sido empleado para el estudio de numerosos sistemasfísi
os y sigue sus
itando interés en la a
tualidad. Braun y Kivshar publi
aronen 2004 un exhaustivo libro titulado The Frenkel-Kontorova model. Con
epts.methods and apli
ations [45℄ que supone una ex
elente introdu

ión al mismo.El modelo en su versión estándar des
ribe una 
adena de partí
ulas 
onintera

ión armóni
a a primeros ve
inos y en la presen
ia de poten
ial externoperiódi
o sinusoidal.
H = T + V (xj) +W (xj+1 − xj) =

=
∑

j

m

2

(
dxj

dt

)2

+
∑

j

V0

2

[
1 − cos

(
2πxj

a

)]
+
∑

j

C

2
(xj+1 − xj − b)2.(2.24)Di
ho modelo puede ser justi�
ado en base a estudiar variables que 
ambianen una dimensión espa
ial, quedarnos 
on el primer término de la expansión enserie de Fourier del poten
ial sustrato y quedarnos en la aproxima
ión armóni
adel desarrollo en serie de Taylor del poten
ial de intera

ión entre ve
inos.El hamiltoniano es
rito anteriormente 
orresponde al modelo estándar delmodelo. Varia
iones del mismo in
luyen partí
ulas diferentes (
adena diatómi-
a por ejemplo), términos adi
ionales en el poten
ial de intera

ión W , otros

Figura 2.3: Esquema que representa el modelo Frenkel-Kontorova 
omo una 
adenade partí
ulas 
one
tadas a través de resortes armóni
os de 
onstante elásti
a C ylongitud de equilibrio b sometida a un poten
ial sinusoidal externo de intensidad V0y periodo a.
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Figura 2.4: Arreglo de péndulos a
oplados, equivalente a un arreglo en anillo de unio-nes Josephson 
on un solitón atrapadoharmóni
os, desorden,... en el poten
ial substrato V y extensión a dos o tresdimensiones.La representa
ión esquemáti
a del modelo se dibuja en la �gura 2.3 endonde las partí
ulas o átomos se han dibujado en verde, a
oplados por resortesarmóni
os y sometidos a un poten
ial sinusoidal de periodo a. Las propiedadesdel sistema están gobernadas por la 
ompeten
ia entre dos es
alas de longitud(impuestas por a, la periodi
idad del poten
ial sustrato, y b la distan
ia deequilibrio entre ve
inos) o dos es
alas de energía (dadas por V0 y C). Di
ha
ompeten
ia produ
e frustra
ión en el sistema y un ri
o diagrama de fases,donde una vez �jado a y C por ejemplo, la densidad media de partí
ulas en elestado fundamental en fun
ión de b para distintos valores de la amplitud delpoten
ial V0 presenta estru
tura fra
tal (devil's stir
ase) [43, 57, 58℄.Como modelo me
áni
o, el sistema es equivalente a una 
adena de péndulosa
oplados por muelles de torsión (�gura 2.4). Como modelo de un sistema físi
oha sido empleado para estudiar dislo
a
iones en sólidos, dinámi
a de átomosy 
apas de átomos adsorbidos en super�
ies de 
ristales, sistemas 
on fases
onmensuradas e in
onmensuradas, 
adenas magnéti
as, modelos no linealesde dinámi
a de ADN, 
ondu
tores superióni
os, modelos bási
os de fri

ión desuper�
ie y redes de uniones Josephson. [45℄Midiendo energía en unidades de V0/2, espa
io en unidades de a/2π y



30 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsontiempo en unidades de (a/2π)
√

2m/V0 podemos rees
ribir
H̃ =

∑

j

[
1

2

(
dyj

dτ

)2

+ (1 − cos yj) +
C̃

2
(yj+1 − yj − b̃)2

] (2.25)donde re
ono
emos una expresión similar a la que vimos para el anillo deuniones Josephson. Si además estamos interesados en la dinámi
a de la 
adenabajo la a

ión de una fuerza externa, amortiguamiento y �u
tua
iones térmi
asre
uperamos las mismas e
ua
iones dinámi
as. Por lo tanto, en
ontramos enel anillo de uniones Josephson un sistema experimental ideal para el estudiode las propiedades dinámi
as de este modelo tan importante.2.3.2. La e
ua
ión de sine-GordonEn el límite en el que el a
oplamiento entre ve
inos es grande, enton
esla su
esión de posi
iones de las partí
ulas xj varía muy lentamente y el ha-miltoniano del sistema pueden ser visto 
omo la dis
retiza
ión de un 
ampoespa
ial 
ontinuo u(x), xj = u(x = j). En este 
aso es posible derivar la versión
ontinua del sistema y despre
iando los efe
tos de dis
retitud de la 
adena, seen
uentra la siguiente e
ua
ión para la dinámi
a hamiltoniana del 
ampo u:
∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ sinu = 0. (2.26)Di
ha e
ua
ión tiene el nombre de e
ua
ión de sine-Gordon. Debido a estarela
ión el modelo Frenkel-Kontorova también ha sido referido en numerosaso
asiones 
omo modelo sine-Gordon dis
reto.La e
ua
ión de sine-Gordon [59℄ es una de las e
ua
iones no lineales enel 
ontinuo más estudiadas. Originalmente fue introdu
ida en el siglo XIX,pero sin embargo ha sido estudiada 
on gran interés a partir de los años 1970debida a la presen
ia de solitones entre sus solu
iones [59, 60, 61℄. Una de suspropiedades más sobresalientes es que la e
ua
ión es 
ompletamente integrabley tiene solu
iones exa
ta tipo solitón, multi-solitón y breather.Los solitones son debidos a la degenera
ión del estado fundamental delsistema. Un solitón (antisolitón) se 
orresponde 
on una solu
ión exa
ta de lae
ua
ión dada por:

u(x, t) = 4 tan−1

[
exp

(
± x− vt√

1 − (v/c)2

)]
. (2.27)En este 
aso el 
ampo u(x, t) puede ser visto 
omo una solu
ión que 
one
tados mínimos equivalentes 
er
anos y que se mueve sin alterar su per�l espa
iala una velo
idad v, 
on velo
idad máxima c (ver �gura 2.5).
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Figura 2.5: Solu
ión de kink y antikink (solitón - antisolitón) de la e
ua
ión de sine-Gordon2.3.3. Solitones en físi
a no linealEn el 
apítulo anterior hemos introdu
ido el 
on
epto de solitón en el mar
ode la e
ua
ión de sine-Gordon. Su 
ara
terísti
a esen
ial es la de poseer un per�lespa
ial lo
alizado, el 
ampo es 
onstante salvo en una región estre
ha donde
ambia de manera 
ontinua de 0 a ±2π, y moverse libremente a lo largo delespa
io sin deslo
alizarse.Los solitones fueron des
ritos por primera vez por el ingeniero es
o
és J.S
ott Russell en 1834. Rusell observó 
omo un bote frenado brus
amente en un
anal de agua generaba un �montí
ulo� de agua que se alejaba del bote a granvelo
idad manteniendo su forma y velo
idad. Russell, montado a 
aballo, pudoseguir el montí
ulo durante varios kilómetros. Este sorprendente fenómeno, hoyse 
ono
e bajo el nombre de solitón.Los solitones son un ejemplo de estru
tura 
oherentes que apare
en 
omosolu
ión de 
ierto tipo de e
ua
iones no lineales (los vórti
es y los breathersson otros ejemplos). Como hemos 
omentado anteriormente, un solitón es unaonda solitaria que mantiene su forma mientras viaja a velo
idad 
onstante. Enlos solitones se pone de mani�esto un equilibrio entre un término dispersivo yotro no lineal de tenden
ia 
ontraria. Los solitones surgen 
omo solu
iones deun amplio número de e
ua
iones diferen
iales no lineales, 
omo la e
ua
ión deKorteweg-de Vries, la e
ua
ión de S
hrödinger no lineal o la e
ua
ión de sine-Gordon. En el 
aso de la e
ua
ión de sine-Gordon, los solitones además sontopológi
os; esto es, son estables frente a perturba
iones que lo alejen del estado



32 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsonfundamental. Di
ha robustez tiene su origen en las 
ondi
iones de frontera delos mismos, así en la e
ua
ión 2.27 u(−∞) = 0 y u(+∞) = ±2π.Como sistema físi
o quizás los ejemplos más espe
ta
ulares de solitonesse 
orresponde 
on los 
asos de solitones en �bras ópti
as y en redes largasde uniones Josephson. En el primer 
aso los solitones pueden ser usados parala trasmisión de informa
ión en �bras. En el segundo se 
orresponde 
on laexisten
ia de 
uantos de �ujo magnéti
o o �uxones, que también pueden sertransportados a lo largo de la unión super
ondu
tora.Dos ex
elentes referen
ias sobre las propiedades de los solitones son el librode Remoissenet [60℄ y el de Dauxois y Peyrard [61℄.2.3.4. Solitones en el anillo de uniones JosephsonEn las se

iones anteriores hemos visto 
omo un anillo de uniones Joseph-son puede ser 
onsiderado 
omo una versión dis
reta de una unión Josephsonlarga o una e
ua
ión de sine-Gordon. Por ello, los �uxones o 
uantos de �ujomagnéti
o atrapados en el anillo se 
orresponden 
on la versión dis
reta de lossolitones de las e
ua
iones 
ontinuas. Existen diversos nombres que se re�erena este mismo objeto. Así, en el 
ontexto de la red de uniones Josephson nosreferimos a �uxones, en el 
aso de sistemas de fases moduladas se ha a
uñadoel término de dis
onmensura
iones, y en el 
aso general se utiliza el 
on
eptode solitón, solitón dis
reto o kink.Tal y 
omo hemos anun
iado en otras se

iones el objeto de este trabajo detesis do
toral ha sido el estudio de algunas de las propiedades de los �uxonesatrapados en anillos de uniones Josephson, fundamentalmente el estudio de
omo las 
urvas de desan
laje están afe
tadas por la temperatura. El 
apítulo3 de la tesis lo vamos a dedi
ar a presentar algunas de las propiedades mássobresalientes de los �uxones en anillos de uniones Josephson, no obstante nospare
e ade
uado en este momento avanzar y resumir algunas de ellas.Hemos visto que las e
ua
iones para la dinámi
a de un anillo de uniones Jo-sephson (o una red de uniones Josephson a
opladas en paralelo) 
orrespondena las e
ua
iones de la dinámi
a del modelo Frenkel-Kontorova o la e
ua
ión desine-Gordon dis
reta. Trabajos de revisión de estos sistemas son [43℄ y [45℄.En el 
aso de las redes que hemos denominado homogéneas (formadas por
eldas de igual área y bajo la a

ión de 
ampos magnéti
os externos uniformes)las e
ua
iones que des
riben la dinámi
a de un anillo de uniones Josephsonestán dadas por:
hj(ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj) = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext, (2.28)
on j = 1, ...N y 
ondi
iones de 
ontorno ϕN+1 = ϕ1+2πnk y ϕ0 = ϕN −2πnk
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j+1Figura 2.6: Tres representa
iones diferentes de las 
on�gura
iones de energía mínima(arriba) y de máximo lo
al (abajo) de un �uxón. Fases (izquierda), representa
ión deenergía poten
ial (
entro) y representa
ión angular (dere
ha).donde nk es el número de kinks o �uxones atrapados en el anillo. Los kinks (oanti-kinks) son 
on�gura
iones de las fases en las que éstas van de 0 a 2π(−2π)a lo largo de la red y 
omo vimos en su momento se 
orresponden a un 
uantode �ujo magnéti
o o �uxón atrapado en el sistema.La existen
ia de kinks no depende 
ru
ialmente de la dis
retitud del siste-ma, y son solu
iones en mu
hos aspe
tos similares a los solitones de la versión
ontinua de la e
ua
ión. Sin embargo, mu
has de las propiedades de los kinks ensistemas dis
retos dependen 
ru
ialmente del 
ará
ter dis
reto de los mismos.La existen
ia de una red dis
reta destruye la invarianza trasla
ional presenteen los modelos 
ontinuos. En la red, el kink es invariante sólo bajo trasla
ionesdis
retas a lo largo de la red y, debido a esta dis
retitud, apare
e un poten
ialde an
laje o poten
ial de pinning a la red; esto es, existe una energía mínimaque hay superar para moverse a lo largo de la red (Fig. 2.6). Esa barrera deenergía es lo que se 
ono
e 
omo barrera de Peierls-Nabarro y de
re
e rápida-mente 
on λ.Podemos ir un po
o más lejos y de�nir, no sólo una barrera de Peierls-Nabarro, sino también un poten
ial de Peierls-Nabarro VPN para el kink. Di-
ho poten
ial representa el per�l de energía 
uando movemos un kink desdeuna posi
ión de mínimo a otra equivalente. Como veremos, si identi�
amos laposi
ión del kink por la 
oordenada de su 
entro de masas, XCM , en el 
asode una red regular (hj = 1) el per�l de energía poten
ial E(XCM ) es muyaproximadamente sinusoidal.
VPN (X) ≃ EPN

2
(1 − cosX) . (2.29)En el 
aso de redes irregulares, el poten
ial efe
tivo no es puramente sinusoidaly, hasta 
ierto punto, puede ser diseñado a voluntad jugando 
on el valor delos a
oplamientos λj y la su
esión de valores de hj.Una vez introdu
ido el poten
ial de Peierls-Nabarro del sistema, podemoses
ribir la e
ua
ión efe
tiva de la dinámi
a del 
entro de masas del kink que, en
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ia de 
orrientes externas, amortiguamiento y �u
tua
iones térmi
asy en primer orden de aproxima
ión se 
orresponde 
on:
mẌ +mΓẊ +

EPN

2
sinX = i+ ξ(t), (2.30)donde m es la masa efe
tiva del kinkEsta imagen de un kink o �uxón 
omo una partí
ula independiente esmuy útil para entender mu
has de las propiedades dinámi
as del mismo. Noobstante, 
omo veremos, en algunos 
asos es ne
esario tener en 
uenta el restode grados de libertad del sistema. Así por ejemplo 
uando el �uxón se mueveen el anillo ex
ita los modos de baja amplitud del sistema. Esta ex
ita
ión esmuy importante en el 
aso de redes 
on amortiguamiento pequeño en dondees posible identi�
ar fenómenos de resonan
ia entre la fre
uen
ia aso
iada almovimiento del �uxón en la red y las fre
uen
ias de los modos de pequeñaamplitud del sistema [41, 42℄.2.4. Efe
to Rat
het en 
ien
ia no-linealBajo el nombre de motores brownianos se 
ono
en una serie de sistemas queoperan de manera e�
iente en sistemas fuera del equilibrio para obtener movi-miento dire

ional bajo la a

ión de fuerzas 
uyo promedio es nulo. Mu
hos deestos motores están basados en la explota
ión de lo que se 
ono
e 
omo efe
torat
het, es de
ir, explotan la existen
ia de poten
iales espa
ialmente asimé-tri
os. En parti
ular estos dispositivos se 
ara
terizan bási
amente por poderre
ti�
ar las �u
tua
iones térmi
as y poseer alguna simetría espa
ial o diná-mi
a rota. El 
ampo de los motores brownianos ha generado gran 
uriosidad ytrabajo a lo largo de los últimos años [62, 63℄. Dos ex
elentes artí
ulos de revi-sión del tema son los trabajos de Reimann [64℄ y de Hänggi y Mar
hesoni [65℄.A es
ala mi
ros
ópi
a, la dinámi
a de mu
hos sistemas está regida porla �u
tua
iones. El movimiento de las partí
ulas de estas dimensiones, puede
ompararse al de un objeto ma
ros
ópi
o 
aminando a través de un hura
án:las fuerzas que impulsan la partí
ula a lo largo de su 
amino eventualmenteson insigni�
antes en 
ompara
ión 
on las fuerzas aleatorias ejer
idas por elambiente. Aún así, 
omo o
urre en el 
aso de las 
élulas vivas, se estru
turanbombas de iones, se 
onstruyen proteínas, y los motores mole
ulares son 
apa-
es de transportar partí
ulas de una zona o otra del interior 
elular [66, 67℄.Los sistemas y me
anismos responsables de realizar las tareas deseadas en esteambiente dominado por las �u
tua
iones se denominan motores Brownianos.Como hemos di
ho anteriormente, estos dispositivos están 
ara
terizadospor la ausen
ia de alguna simetría. Sin ánimo de dar una 
lasi�
a
ión exhaus-
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ti�
adores de señales simétri
as. Siguiendo el trabajo de Hänggi yMar
hesoni [68℄ podemos de
ir que una 
ondi
ión ne
esaria para la re
ti-�
a
ión de señales simétri
as, ya sean aleatorias o periódi
as en el tiempo,es la ausen
ia de simetría espa
ial en el poten
ial sustrato efe
tivo queve la partí
ula sometida a di
has señales. Di
ha asimetría en el poten
ialha llevado a a
uñar estos dispositivos 
on el nombre de rat
hets, en re-
uerdo del trabajo de Feymann sobre the rat
het and pawl en sus 
élebresle

iones de físi
a [69, 70℄. Un sistema de rueda dentada y trinquete esin
apaz de re
ti�
ar las �u
tua
iones térmi
as del equilibrio, en a
uerdo
on el segundo prin
ipio de la termodinámi
a. Sin embargo, esto no esasí para el 
aso de sistemas fuera del equilibrio. Entre estos sistemas sein
luyen los denominados ro
king rat
hets y �ashing rat
hets.ii) Re
ti�
a
ión debida a señales asimétri
as. Si el poten
ial efe
tivo es si-métri
o bajo re�exión la úni
a manera de introdu
ir un movimiento di-re

ional de partí
ulas brownianas 
onsiste en someterlas a fuerzas asi-métri
as, ya sean éstas deterministas o aleatorias. El 
aso más sen
illo esel de re
ti�
a
ión bajo la a

ión de una señal biarmóni
a 
on fre
uen
ias
onmensurables, mez
la armóni
a [71, 72, 73℄. También es posible obte-ner re
ti�
a
ión en el movimiento Browniano de partí
ulas sometidas afuerzas simétri
as. Para ellos es ne
esario modular la amplitud del po-ten
ial sustrato, el 
ual es espa
ialmente simétri
o. El efe
to produ
idose denomina Gating Rat
het y puede generar una 
orriente dirigida departí
ulas 
on la disminu
ión de las barreras de poten
ial sin
ronizadas
on el movimiento produ
ido por la fuerza aditiva [74, 75℄.iii) Re
ti�
a
ión debida a efe
tos 
ole
tivos. La introdu

ión de intera

iónentre las partí
ulas que forman el sistema puede dar lugar a una granriqueza de resultados y fenomenología, entre ellos la re
ti�
a
ión de seña-les simétri
as en el 
aso de poten
iales también simétri
os. En sistemassuper
ondu
tores que transportan vórti
es intera
tuantes, por ejemplo,apare
e el efe
to rat
het 
omo 
onse
uen
ia de las intera

iones de largoal
an
e entre los vórti
es. Los vórti
es an
lados 
rean un per�l de densi-dad de �ujo asimétri
o, el 
ual resulta en un poten
ial efe
tivo asimétri
opara los vórti
es intersti
iales no an
lados [76, 77, 78℄. El interés de losdispositivos rat
het de vórti
es, está en que puede manifestar me
anismos
ole
tivos por los que se produ
e la re
ti�
a
ión y además 
ontribuir a la
omprensión de los vórti
es en super
ondu
tividad. Mu
hos motores bio-lógi
os, tales 
omo, kinesina y miosina trabajan de modo 
ole
tivo. Losmodelos teóri
os han demostrado que la intera

ión entre los motorespueden dar lugar a fenómenos 
omplejos 
omo el desplazamiento bidi-
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ional, os
ila
iones, histéresis y la forma
ión de estru
turas dinámi
as.la forma
ión del transporte intra
elular, la motilidad 
elular, mus
ular yos
ila
iones durante la mitosis, son algunos ejemplos que pueden ser des-
ritos por di
has teorías. El 
omportamiento 
ooperativo no es ex
lusivode los motores mole
ulares, también las proteínas pueden intera
tuar yre�ejar 
ambios 
onforma
ionales y transi
iones de fase de no equilibrio.Las teorías que des
riben, respe
tivamente, el 
omportamiento 
ole
tivode motores mole
ulares y la fri

ión en sólidos presentan analogías. Enambos 
asos, las partí
ulas saltan entre pozos de poten
ial 
onse
utivos ydisipan la energía elásti
a durante los 
i
los de an
laje y desan
laje [79℄.2.4.1. Ro
king rat
hetConsideremos la dinámi
a de una partí
ula sometida a fuerzas determinis-tas F (t) periódi
as, simétri
as 
on 〈F (t)〉 = 0 y fuerzas esto
ásti
as ξ(t) depromedio nulo y no 
orrela
ionadas, 〈ξ(t)〉 = 0 y 〈ξ(t)ξ(t+τ)〉 ∝ δ(τ). El amor-tiguamiento efe
tivo de la partí
ula está dado por η y sea V (x) un poten
ialefe
tivo periódi
o. Enton
es,
ẍ(t) + ηẋ(t) + V ′(x) = F (t) + ξ(t). (2.31)En este 
aso para que la partí
ula muestre movimiento dire

ional, 〈ẋ〉 6= 0,ne
esitamos que el poten
ial sea asimétri
o. El modelo arquetipo de poten
ialasimétri
o unidimensional es un poten
ial lineal a trozos [80℄ o el poten
ialpropuesto por Bartussek y 
olaboradores [81℄ (ver �g. 2.7):

V (x) = −V0 [sin (2πx/L) + 0.25 sin (4πx/L)]. (2.32)El sistema des
rito anteriormente es 
ono
ido 
omo ro
king rat
het. Re-sulta fá
il ver que para 
iertos valores de los parámetros el sistema presentamovimiento dire

ional dado que la fuerza ne
esaria para mover la partí
ulaes menor en una dire

ión que en la otra. La �gura 2.8 esquematiza el pro
eso.La �gura intermedia muestra una 
ole

ión de partí
ulas situadas en torno alos mínimos del poten
ial a F = 0. Para 
iertos valores de F (negativos en este
aso) las partí
ulas permane
e atrapadas en los mínimos del poten
ial (�gurasuperior). Sin embargo, para ese mismo valor de F pero positivo las barrerashan desapare
ido y las partí
ulas se mueven a lo largo del poten
ial (�gurainferior). Un poten
ial periódi
o 
uyo módulo este dado por valores de F 
omolos mostrados en la �gura presenta un movimiento dire

ional de las partí
ulas.Este 
uadro se ve modi�
ado ligeramente por los diferentes valores adi
ionalesdel sistema (amortiguamiento, temperatura y fre
uen
ia fundamentalmente),pero la imagen 
ualitativa general permane
e.
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Figura 2.7: Ejemplo de poten
ial periódi
o asimétri
o, poten
ial rat
het.

Figura 2.8: Esquema del fun
ionamiento de un ro
king rat
het, donde se apli
a unafuerza externa que varía en el tiempo de forma periódi
a2.4.2. Flashing rat
hetUna varia
ión interesante al 
aso anterior es el del �ashing rat
het o rat
hetpulsante. En un �ashing rat
het F (t) = 0 pero ahora el poten
ial asimétri
o
V (x, t) depende explí
itamente del tiempo de modo que su amplitud alternasu valor de 0 a V0 periódi
amente. Por lo general di
hos sistemas se des
ribenpor una e
ua
ión de Langevin,
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Figura 2.9: Esquema del fun
ionamiento de una �ashing rat
het: las partí
ulas Brow-nianas son atrapadas en un poten
ial periódi
o y asimétri
o que puede estar prendidoo apagado.
mẍ = −∂V (x, t)

∂x
− γẋ+ η(t) (2.33)En la e
ua
ión (2.33) m es la masa de la partí
ula, γ es la disipa
ión en elbaño de 
alor y η(t) es el ruido debido al baño de 
alor. Este ruido usualmentese toma 
omo un ruido blan
o Gaussiano que satisfa
e la 
ondi
ión 〈η(t)〉 = 0y 〈η(t)η(t′)〉 = 2kBTγδ(t− t′). En un �ashing rat
het el poten
ial es prendidoy apagado periódi
amente (Fig. 2.9). En ausen
ia de poten
ial V (x, t) las par-tí
ulas se mueven por difusión. En este momento mu
has partí
ulas se a
er
anal mínimo del poten
ial por la izquierda mientras que po
as partí
ulas han al-
anzado el pi
o de la dere
ha (más lejano). Cuando el poten
ial es prendido, laspartí
ulas sobre la izquierda se deslizarán por la pendiente al próximo mínimomientras que aquellas que estaban a la dere
ha, retornarán al pozo ini
ial. Poreste motivo, obtenemos un movimiento neto a la izquierda que ne
esariamenterequiere de la difusión para obtener un movimiento dirigido [65, 82℄.2.5. Dispositivos rat
het para �uxonesEn los últimos años el estudio del movimiento dire

ional de partí
ulas ha
obrado relevan
ia no solo en el 
ampo de los motores biomole
ulares, sinotambién, en el 
ampo de la nano y mi
rote
nología. En esta línea y en el 
aso
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c1I c1Ic2I c2I
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c1I c2I c3I c1I c2I c3I

L L L LLFigura 2.10: Dos geometrías de arreglos de uniones que produ
en un poten
ial efe
tivoasimétri
o para el �uxón: alternan
ia de uniones de dos 
orrientes 
ríti
as y 
eldas dedos tamaños (izquierda) y alterna
ia de uniones de tres 
orrientes 
ríti
as 
on 
eldasiguales (dere
ha).
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Figura 2.11: Cuatro arreglos diferentes: (a) Anillo regular. (b) Anillo alternando 
o-rrientes 
ríti
as. (
) Anillo alternando área de las 
eldas. (d) Anillo rat
het alternando
orrientes 
ríti
as y área de 
eldas. La �gura de la dere
ha muestra los 
orrespon-dientes per�les de energía E(XCM ). Úni
amente la 
on�gura
ión (d) genera el per�lrat
het.de dispositivos super
ondu
tores, resulta de interés natural el diseño y estudiode sistemas que permitan el movimiento dire

ional de vórti
es y �uxones ensistemas super
ondu
tores [76, 77, 78℄ en general y en redes de uniones Joseph-son en parti
ular [83, 84, 85℄, 
onformando lo que hemos llamado dispositivosrat
het para �uxones.Ya hemos di
ho que en una red de uniones Josephson un �uxón se 
omportaaproximadamente 
omo una partí
ula que experimenta un poten
ial periódi
o,mar
ado por la periodi
idad espa
ial de la red. En el 
aso de una red regular(todas las uniones y 
eldas son iguales) la simetría en el sistema es total yen ausen
ia de 
orrientes no equilibradas no existe movimiento dire

ional de�uxones. Sin embargo, la �exibilidad del sistema nos permite 
ombinar unionesy 
eldas de tamaños diferentes, lo que 
omo veremos posibilita el diseño dedispositivos 
on poten
iales substrato periódi
os asimétri
os [83, 84, 85℄.Un poten
ial rat
het para el �uxón es obtenido utilizando una 
ombina
iónade
uada de uniones y tamaños de 
elda (esto es autoindu

iones). Los dos
asos más simples (ver �gura 2.10) 
orresponden a alternar uniones de dos
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Figura 2.12: Corriente de desan
laje del Fluxon Idep 
omo fun
ión de λ para losarreglos regular y rat
het. Las lineas sólidas representan las predi

iones para losvalores de EPN y los símbolos representa el 
ál
ulo numéri
o de las 
orrientes dedesan
laje [85℄. El re
uadro muestra la diferen
ia (∆Idep) entre los valores absolutosde las dos 
orrientes de desan
laje para el arreglo rat
het.
orrientes 
ríti
as distintas y 
eldas de dos áreas; o a alternar uniones 
on tres
orrientes 
ríti
as distintas (en este 
aso todas las 
eldas tienen el mismo área).Tomemos 
omo referen
ia de momento el primero de los dos 
asos des
ritosanteriormente. La �gura 2.11 muestra 
uatro redes diferentes y los poten
ialesefe
tivos para el �uxón en 
ada uno de los 
asos. Como esperamos, sólo la red(d) muestra un poten
ial rat
het para el �uxón. Tales redes se han 
onstruidoy estudiado experimentalmente [84℄.La �gura 2.12 muestra la dependen
ia 
on λ de la 
orriente de depinningpositiva y negativa del �uxón (la 
orriente mínima ne
esaria para mover el�uxón) para el 
aso de la red regular y las rat
hets[85℄. Vemos 
omo en el 
asode la red rat
het I+
dep y I−dep son signi�
ativamente diferentes para valores de

λ entre 0.1 y 0.9. El inset muestra la diferen
ia (∆Idep = I−dep − I+
dep) entre losvalores de las dos 
orrientes para la red rat
het. Se ve que existe un moderadorango de valores de λ para el 
ual un importante 
omportamiento asimétri
oes esperado. El máximo de la 
urva se obtiene para λ ∼0.2.Viendo las e
ua
iones que des
riben la dinámi
a de la red [Eq. (2.8) ysiguientes℄, es fá
il darse 
uenta de que resulta mu
ho más 
onveniente estudiarredes formadas por 
eldas iguales, alimentada uniformemente y en ausen
iade 
ampos externos, e
ua
ión (2.12). Este es el 
aso de la 
on�gura
ión 
onuniones de tres tamaños diferentes. Esta es la 
on�gura
ión que se usará a lolargo del 
apítulo 5 de la tesis do
toral para estudiar el desan
laje térmi
o de
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het para �uxones 41los �uxones en redes asimétri
as. Las propiedades de los �uxones en di
hasredes serán introdu
idas en la última se

ión del 
apítulo siguiente.





Capítulo 3Fluxón 
omo una partí
ulaEn el 
apítulo anterior hemos visto que en mu
hos 
asos las propiedadesde un �uxón en una red de uniones Josephson pueden ser estudiadas en tér-minos de una partí
ula. En este 
apítulo vamos a abundar sobre el al
an
e,
onse
uen
ias y limita
iones de esta imagen.3.1. Redes regularesUna red regular es aquella en la que todas las uniones y 
eldas son idénti
as.En ese 
aso, 
omo hemos visto en el 
apítulo anterior, la energía poten
ial delsistema viene dada por
E/EJ =

∑

j

[
(1 − cosϕj) +

λ

2
(ϕj+1 − ϕj)

2

]
. (3.1)Con respe
to a las e
ua
iones para la dinámi
a del arreglo en presen
ia de
orrientes externas y temperatura, tenemos

ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext + ĩj(t) (3.2)donde j = 1, ...N y las 
ondi
iones de frontera para el anillo son ϕN+1 =

ϕ1 + 2πM y ϕ0 = ϕN − 2πM . El número entero M es el número de �uxoneso kinks atrapados en el anillo.Un �uxón o anti�uxón, �gura 3.1, 
orresponde a una 
on�gura
ión {ϕ}fluxonde las fases del anillo para el 
ual la fase in
rementa en ±2π en una vueltaalrededor del anillo (ϕj+N = ϕj ± 2π). Como hemos des
rito en el 
apítulo an-terior, al estudiar la dinámi
a de un �uxón es muy útil usar la imagen de esteobjeto 
ole
tivo y extendido 
omo una partí
ula. Está aproxima
ión ha sidoextensamente estudiada en el pasado [44, 45, 87, 88, 86℄.
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j+1Figura 3.1: Tres representa
iones diferentes de las 
on�gura
iones de energía mínima(arriba) y de máximo lo
al (abajo) de un �uxón. Fases (izquierda), representa
ión deenergía poten
ial (
entro) y representa
ión angular (dere
ha).Consideremos la nueva variable X, el 
entro de masas del �uxón de�nidopor
X = C∓

∑

j

ϕj . (3.3)El signo − 
orresponde al 
on�gura
ión de un �uxón, la fase se in
rementaen 2π, mientras el signo + 
orresponde a un anti�uxón. La 
onstante C lade�niremos 
omo C = 2π(N + 1/2) 
on N el número de uniones en el anillo.Con esta de�ni
ión la variable X̃ = X/2π indi
a la posi
ión del �uxón en lared.En la aproxima
ión más simple, la dinámi
a de un �uxón en un anillo,des
rita por la e
ua
ión (3.2), puede ser redu
ida a la dinámi
a de su 
entro demasas. A su vez, ésta es aproximada por la dinámi
a de una partí
ula masiva,forzada y amortiguada que experimenta un poten
ial sustrato periódi
o V (X)(el poten
ial de Peierls-Nabarro).
m(X)Ẍ + ηm(X)Ẋ + V ′(X) = F + ξ(τ) (3.4)Resaltamos los siguiente aspe
tos en esta aproxima
ión:El origen del poten
ial de Peierls-Nabarro es el 
ará
ter dis
reto de lared. Por ello se trata de un poten
ial periódi
o 
uya amplitud debe ir a
ero 
uando nos a
er
amos al límite 
ontinuo del sistema, λ→ ∞.

m(X) representa la masa efe
tiva del kink. Su origen es se
illo 
uandopensamos en término de la energía 
inéti
a del mismo: 1
2

∑
j ϕ̇j

2 = m
2 Ẋ

2.Como 
onse
uen
ia de las propiedades elásti
as del �uxón, su masa efe
-tiva depende de la posi
ión del mismo, m(X): el �uxón no es un objetorígido y su forma 
ambia 
uando se mueve a lo largo de la red.
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F = iext. El efe
to de la fuerza externa es mover el �uxón y la fuerzaexterna efe
tiva que experimenta el �uxón es igual a la 
orriente porunión. De este modo la energía introdu
ida en el sistema es la misma enlas dos des
rip
iones, FX ≡ iext

∑
j ϕj .Nos queda dis
utir el valor del amortiguamiento efe
tivo del sistema yel a
oplo de éste al baño térmi
o. Este es un aspe
to 
omplejo. En suaproxima
ión más sen
illa la energía introdu
ida en el sistema se disipaa través del movimiento del 
entro de masas y puede 
onsiderarse que

η = Γ y
〈ξ(τ)〉 = 0 y 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = 2mΓkBTδ(τ − τ ′) (3.5)Esta aproxima
ión es equivalente a despre
iar el efe
to de los otros gradosde libertad del �uxón y la disipa
ión de energía a través de los 
ambiosen el per�l del mismo, lo que 
ondu
e a una dependen
ia del dampingefe
tivo 
on la posi
ión del �uxón, η(X) [87, 88℄.3.1.1. La barrera y el poten
ial de Peierls-NabarroUna de las propiedades fundamentales de los sistemas dis
retos es la faltade invarian
ia trasla
ional 
ontinua en los mismos. Di
ha invarian
ia ha sidosustituida por una simetría dis
reta bajo trasla
iones del 
entro de masas del�uxón un número entero de espa
iados de red. Como resultado, no todas lasposi
iones espa
iales son equivalentes y en el kink podemos distinguir entre la
on�gura
ión de mínima energía, �uxón 
entrado entre dos sitios de la red, yuna 
on�gura
ión de máximo lo
al, �uxón 
entrado en un sitio de la red (verla �gura 3.1). La diferen
ia de energía entre estas dos 
on�gura
iones de�ne lallamada barrera de Peierls-Nabarro del sistema y tiene el signi�
ado de barrerade energía que el �uxón debe sobrepasar para pasar de una 
on�gura
ión demínima energía a otra equivalente. Di
ha barrera es nula en el modelo 
ontinuodado que en este 
aso todos las posi
iones del kink son equivalentes (simetría
ontinua bajo trasla
ión espa
ial). Como 
onse
uen
ia, en el sistema dis
reto elkink está an
lado a la red, existe una fuerza de desan
laje o fuerza de depinningque es ne
esario apli
ar para que el kink pueda moverse.La �gura 3.2 muestra la barrera de Peierls-Nabarro para un �uxón en fun-
ión del parámetro de a
oplamiento λ. En el límite λ = 0 la 
on�gura
ión de fa-ses para un �uxón en un mínimo sigue la se
uen
ia {. . . , 0, 0, 2π, 2π, . . . } mien-tras que la 
on�gura
ión de máximo lo
al 
orresponde a {. . . , 0, 0, π, 2π, 2π, . . . }.Ambas 
on�gura
iones tienen una diferen
ia de energía de 2EJ . Para valorespequeños de λ estas 
on�gura
iones 
ambian ligeramente y no es difí
il probar
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Figura 3.2: Evolu
ión de la barrera de Peierls-Nabarro EPN frente a λ 
al
uladanuméri
amente y 
ompara
ión 
on los resultados analíti
os mostrados en el texto.que en ese 
aso
EPN

EJ
≃ 2 − π2λ(1 + λ)2

(1 + 2λ)(1 + 3λ)
(3.6)En el límite opuesto, λ → ∞, el �uxón se deslo
aliza, su an
hura divergey la barrera se anula. Existen distintas estima
iones para el 
ál
ulo de la ener-gía de Peierls-Nabarro en ese 
aso, ver por ejemplo Ref. [45℄. De entre ellasen
ontramos que la siguiente es la que mejor se ajusta a nuestros resultadosnuméri
os (�gura 3.2):

EPN

EJ
=

16(1 + 2π2λ)

sinh (π2
√
λ)

. (3.7)También es posible de�nir una energía poten
ial unidimensional que des
ri-be el poten
ial efe
tivo que el kink experimenta 
uando pasa de una posi
iónde mínimo a otra equivalente. Di
ho poten
ial puede ser 
al
ulado aproximada-mente a partir de la forma del solitón en el límite 
ontinuo del sistema [89, 45℄obteniéndose
VPN (X) ≃

∞∑

l=0

Bl cos(lX) ≃ V0 +
EPN

2
(1 − cosX), (3.8)
on

Bl =
8l (1 + 2π2λl2)

sinh (lπ2
√
λ)

EJ , l ≥ 1. (3.9)
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Figura 3.3: Poten
ial de Peierls-Nabarro, V (X̃) para un �uxón en un anillo de treintauniones para λ =0.6. La �gura muestra en línea dis
ontinua el per�l de un poten
ialsinusoidal de la misma amplitud y periodo.El poten
ial puede ser 
al
ulado numéri
amente para una red de tamañoarbitrario y 
on las 
ondi
iones de frontera que se deseen. Para ello basta
on 
olo
ar un �uxón en una posi
ión de máximo lo
al y perturbarlo muyligeramente para que 
aiga a uno de los mínimos 
er
anos. Si la traye
toriaes sobreamortiguada, en 
ada momento la velo
idad del �uxón es igual a lafuerza ejer
ida por el poten
ial; esto es, el gradiente del poten
ial, así que si
al
ulamos la energía poten
ial del �uxón a lo largo de esa traye
toria tenemosel per�l de energías del poten
ial. La �gura 3.3 muestra el poten
ial efe
tivo
al
ulado de esa manera y lo 
ompara 
on un poten
ial puramente sinusoidal.El 
ál
ulo ha sido realizado sobre una red 
on 30 uniones y para λ =0.6.En la �gura vemos 
omo la desvia
ión respe
to el per�l sinusoidal es muypequeña, no obstante esa diferen
ia será relevante para 
al
ular una de lasmagnitudes más importantes del sistema, la 
orriente de depinning del �uxón.Di
ha 
orriente esta rela
ionada 
on la máxima pendiente del poten
ial, o elgradiente en el punto de in�exión. De he
ho, 
uando se estudien propiedadesdel �uxón relativamente 
er
a de esta 
orriente 
ríti
a es más e�
iente de�nirel poten
ial de Peierls-Nabarro 
omo
VPN (X) ≃ V0 + idep(1 − cosX). (3.10)La �gura 3.4 muestra la diferen
ia entre la 
orriente de depinning del �uxón
al
ulada numéri
amente idep y la 
orrespondiente a un poten
ial sinusoidal
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λFigura 3.4: La �gura muestra |idep − EPN/2| para ilustrar la diferen
ia entre la 
o-rriente de desan
laje del �uxón irmdep y la 
orrespondiente a un poten
ial sinusoidalperfe
to de barrera dada por EPN . Ambas fun
iones han sido 
al
uladas numéria-mente.
on la misma barrera de Peirls-Nabarro EPN/2. Podemos ver que esa diferen
iaes en general pequeña.3.1.2. Espe
tro de modos linealesLos modos lineales del sistema 
orresponden a las solu
iones de pequeñaamplitud y energía del mismo. Di
has solu
iones pueden 
al
ularse fá
ilmentesi no hay �uxones atrapados en la red (M = 0). En la aproxima
ión lineal yen ausen
ia de amortiguamiento y 
orriente externa, se tiene
ϕ̈j + ϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) , (3.11)

j = 1, ...N , ϕN+1 = ϕ1 y ϕ0 = ϕN . Las solu
iones de este sistema de e
ua
ionestienen la forma: ϕj(t) ∼ exp[i(ωkt− kj)] 
on espe
tro de fre
uen
ias
ω2

k = 1 + 4λ sin2(k/2) (−π < k ≤ π). (3.12)Esta rela
ión de dispersión está 
ara
terizada por la presen
ia de una banda�nita 
on un gap dado por ωmin=ω0=1 y una fre
uen
ia máxima dada por
ωmax = ωπ=(1 + 4λ)1/2.
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Figura 3.7: Fre
uen
ia de Peierls-Nabarro (rojo), ωPN , y fre
uen
ia de a
tiva
iónefe
tiva (azul), ωa, 
omo fun
ión del parámetro de a
oplamiento λ. N = 300.En presen
ia de un �uxón el espe
tro de modos 
ambia y ya no puedeser 
al
ulado analíti
amente. En este 
aso para 
ada valor de a
oplamiento
λ podemos 
al
ular numéri
amente la 
on�gura
ión de equilibrio {ϕ}fluxon ylinealizar las e
ua
iones del sistema en torno a esta solu
ión. La existen
iadel �uxón se plasma fundamentalmente en la apari
ión de un modo en el gaporiginal. Di
ho modo se 
orresponde 
on la fre
uen
ia ωPN de las os
ila
ionesde pequeña amplitud del �uxón en torno al mínimo del poten
ial efe
tivo
VPN (X).En la �gura 3.5 se puede apre
iar la banda de modos normales de fre
uen-
ias 
omprendidas entre 1 y √

1 + 4λ y el modo adi
ional de fre
uen
ia ωPNigual a 1 para λ→ 0 y tendiendo a 0 para λ≫ 1.También es fá
il 
al
ular la 
urvatura del poten
ial en torno al máximo lo-
al que de�ne la posi
ión de equilibrio inestable para el �uxón. En este 
aso seobtiene un autovalor negativo, aso
iado a la 
urvatura negativa en el máximoy N − 1 positivos, ver �gura 3.6. En los problemas de es
ape de un poten
ialmultidimensional se de�ne una fre
uen
ia de a
tiva
ión efe
tiva ωa dada por
ωa =

∏N
j=1 ωj/

∏N−1
j=1 ω′

j , donde ωj representa las N fre
uen
ias 
orrespondien-tes a los modos normales en el mínimo y ω′

j las fre
uen
ias 
orrespondientesa los N − 1 modos estables del máximo. La �gura 3.7 muestra la dependen
iade ωa 
on λ y la 
ompara 
on el valor de ωPN .
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Figura 3.8: Masa efe
tiva del �uxón en fun
ión del a
oplamiento λ según la aproxi-ma
ión del 
ontinuo, mSG = 2/(π2
√
λ) en rojo y según la aproxima
ión de poten
ialsinusoidal msin, en azul.3.1.3. La masa efe
tiva del �uxónComo hemos visto anteriormente en la e
ua
ión efe
tiva para el �uxónapare
e un término de masa, m(X), que depende de la posi
ión del mismo [45℄.La dependen
ia espa
ial de la masa es fruto de la dis
retitud del sistema. Así,en prin
ipio podemos es
ribir

m(X) = mSG + δm(X) (3.13)
on mSG = 2/(π2
√
λ) la masa efe
tiva del soliton en el 
ontinuo (e
ua
ión desine-Gordon) y δm(X) la fun
ión periódi
a que in
luye las 
orre

iones pordis
retitud.Existen dos aproxima
iones al 
ál
ulo de la masa en reposo del �uxón (en elmínimo) a partir del 
ono
imiento de la fre
uen
ia de Peierls-Nabarro. La mássen
illa asume la aproxima
ión sinusoidal para el poten
ial de Peierls-Nabarro,enton
es: msin = EPN/(2ω

2
PN ). En la segunda empleamos el valor determina-do numéri
amente para la 
urvatura en el mínimo mmin = V ′′

min/ω
2
PN . Se-gún estas de�ni
iones, para λ =0.6 por ejemplo, mSG =0.262, msin =0.275 y

mmin =0.236 [
al
ulada tra aproximar V (X) ≃ 1
22.17

(
x−x0
2π

)2. En la �gura 3.8se muestra el valor de la masa efe
tiva del �uxón para los distintos valoresdel a
oplamiento λ 
al
ulada según la aproxima
ión del 
ontinuo (lo que he
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ulo de la dependen
ia de la masa efe
tiva 
on la posi
ión del 
entrode masas del �uxón m(X), para λ =0.6. En azul se mar
a el valor según las tresaproxima
iones dis
utidas en el texto msin =0.275, mSG =0.262 y mmin =0.236.llamado mSG) y según la aproxima
ión de poten
ial exa
tamente sinusoidal (loque he llamado msin). Puede verse 
omo la diferen
ia entre ambos valores esmuy pequeña, salvo a valores muy pequeños de λ donde la primera expresióndiverge. En 
ualquier 
aso esta diferen
ia entra en la banda de varia
ión espa-
ial de la masa, m(X). Así, por ejemplo, la �gura 3.9 muestra el resultado de
al
ular m(X) para el 
aso λ =0.6 y los tres valores de la masa anteriormente
itados. Puede apre
iarse 
omo mmin nos da el valor de la masa en el mínimo,pero las varia
iones de la masa a lo largo del poten
ial son muy signi�
ativas,

m(X) ∈ (0.24,0.33).Para el 
ál
ulo numéri
o de m(X) hemos 
al
ulado la relaja
ión en régimensobreamortiguado del �uxón desde el máximo hasta el mínimo del poten
ialde Peierls-Nabarro, e igualado la energía 
inéti
a del sistema original 
on ladel modelos redu
ido: 1
2

∑
j ϕ̇j

2 = 1
2m(X)Ẋ2. También es posible obtener unaexpresión a partir de la forma de �uxón en el límite 
ontinuo del sistema [45℄.Enton
es

m(X) ≃ mSG +

∞∑

l=1

Al cos(lX) ≃ (3.14)
on
Al =

4l

sinh (lπ2
√
λ)

(3.15)
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oPara 
omprobar numéri
amente algunas de las 
uestiones estudiadas an-teriormente, hemos estudiado las os
ila
iones de relaja
ión al equilibrio de un�uxón desde una 
ondi
ión de no equilibrio, 
er
ana al mínimo, y su 
ompa-ra
ión 
on el resultado obtenido usando la teoría de partí
ula individual.Para ello hemos elegido un anillo de N = 60 uniones 
on λ =0.6. Eneste 
aso EPN =0.12739, ω2
PN =0.23165 y m =0.236. En la aproxima
ión de
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ión de la altura de la barrera y fre
uen
ia 
ara
terísti
a del mínimopara un �uxón a distintos valores de 
orriente externa i y para distintos valores dela
oplamiento λ. La línea negra muestra los resultados 
onsiderando un poten
ialsinusoidal in
linado..pequeñas os
ila
iones la dinámi
a del 
entro de masa viene dada por

Ẍ + γẊ + ω2
PNX = 0, (3.16)
on lo queX(t) = X0 exp (−γt/2) (cos Ωt+ γ

2Ω sinΩt) 
on Ω2 = ω2
PN−γ2/4. Lassimula
iones se han realizado para γ =0.01. El resultado de las simula
ionesse muestra en la �gura 3.10 donde se 
omprueba un total a
uerdo entre loobtenido en el sistema 
ompleto y lo predi
ho por la imagen de partí
ula.3.1.5. Dependen
ia 
on iTodos los resultados anteriores han sido presentados para el 
aso i = 0. Lain
lusión de un 
ampo externo modi�
a las propiedades del �uxón. Siguiendonuestra imagen de partí
ula el efe
to de la 
orriente es in
linar el poten
ial dePeierls-Nabarro, V (X; i) = V (X, 0) − iX, redu
iendo el valor de la barrera yde la fre
uen
ia que se anulan para la fuerza 
ríti
a o idep. Según esta imagenla altura de la barrera

∆U(λ, i) = EPN

(√
1 − f2 − f cos−1 f

) (3.17)y la fre
uen
ia en el mínimo
ωmin(λ, i) = ωPN

(
1 − f2

)1/4 (3.18)
on f = i/idep. La �gura 3.11 muestra los resultados numéri
os para distintosvalores del λ y los 
orrespondientes a las fórmulas anteriores en
ontrándose una
uerdo ex
elente.Con respe
to a la masa, en prin
ipio esta también puede depender de la
orriente externa apli
ada. No obstante, tomando 
omo referen
ia la de�ni
ión
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Figura 3.12: Cal
ulo de la dependen
ia de la masa efe
tiva del �uxón m(i), a distintosvalores de 
orriente externa i y para distintos valores del a
oplamiento λ.de mmin es posible ver que la dependen
ia 
on la 
ual la segunda derivadadel poten
ial se anula 
uando i → idep es la misma que la mostrada por ωPN
on lo 
ual se tendría que mmin no debería 
ambiar apre
iablemente al va-riar i. Podemos apre
iar esto en la �gura 3.12 en donde hemos 
al
ulado ladependen
ia de la masa 
on la 
orriente externa normalizada a la 
orrientede desan
laje. La expresión de la masa se ha obtenido a partir de la segundaderivada del poten
ial y el 
uadrado de la fre
uen
ia, m(i) = V ′′

min/ω
2 
on

V (X) ≃ V0 + idep(1 − cosX) − iX.3.2. Redes Rat
hetLas redes rat
het están 
ara
terizadas por poseer poten
iales de Peierls-Nabarro 
arentes de simetría de inversión. En 
apítulos anteriores, hemos vis-to que la te
nología a
tual tiene la �exibilidad su�
iente para diseñar anillos
on uniones de diferentes áreas y 
eldas de diferentes tamaños. El tamaño de
elda es un parámetro importante pues afe
ta por un lado al valor del 
oe�-
iente de autoindu

ión magnéti
a del sistema y por otro a la magnitud de los�ujos debidos a 
ampos magnéti
os externos o auntoindu
idos. Hemos visto
omo un análogo físi
o de nuestro sistema es una 
adena de péndulos uni-dos por muelles de torsión. Enton
es el efe
to primordial del tamaño de 
elda
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omo una partí
ulaes variar la 
onstante de los muelles y su longitud natural. Por otro lado elárea de la unión afe
ta al valor de la 
orriente 
ríti
a, 
apa
idad y resisten
iade la misma. En nuestra imagen bási
amente 
orresponde a una modi�
a
iónfundamentalmente de la longitud natural del péndulo su masa y fri

ión.El diseño de redes 
on distintos tamaños de 
elda y de unión dará lugar apoten
iales efe
tivos no regulares para el �uxón. Verdaderamente, la �exibili-dad del sistema es tal que en teoría podemos hablar de que el diseño permitetallar 
ualquier poten
ial deseado para los �uxones. De entre todas las 
on�gu-ra
iones, llama poderosamente la aten
ión la posibilidad de diseñar redes 
onun poten
ial efe
tivo periódi
o pero asimétri
o para los �uxones: lo que llama-remos un poten
ial de tipo rat
het. En el 
apítulo anterior hemos presentado elinterés en el estudio de este tipo de sistemas. El anillo de uniones Josephson esun sistema experimental ade
uado para estudiar experimentalmente diversosproblemas interesantes rela
ionados 
on las propiedades dinámi
as en sistemas
arentes de simetría de inversión. En parti
ular, es espe
ialmente desta
able elhe
ho de que los anillos de uniones Josephson permiten abordar las propieda-des dinámi
as de objetos espa
ialmente extendido, un �uxón o solitón en este
aso, sobre poten
iales efe
tivos asimétri
os.3.2.1. Red rat
het de periodo 2En su artí
ulo de 1999, F. Falo et al. [83℄ presentaron una 
on�gura
ión dered 
on poten
ial asimétri
o basada en la alternan
ia de 
eldas de dos tamaños

Figura 3.13: Fotografía de un anillo diseñado para estudiar las propiedades de �uxonesen poten
iales asimétri
os.
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(c) (d)

(a) (b)

Figura 3.14: Dibujo esquemáti
o de un anillo (a) regular; (b) que alterna unionesde dos tamaños diferentes; (
) que alterna 
eldas de dos tamaños diferentes; y (d)que alterna 
eldas y uniones de dos tamaños diferentes. A la dere
ha se muestra elper�l de energía poten
ial EPN (X̃) para el �uxón en las redes anteriores. La red (d)
orresponde a un per�l de tipo rat
het.diferentes y uniones de dos áreas distintas. En este 
aso, en su aproxima
iónmás sen
illa y despre
iando 
ampos externos, la energía del sistema puedees
ribirse 
omo
E

EJ
=
∑

j

hj(1 − cosϕj) +
λj

2
(ϕj+1 − ϕj)

2 (3.19)
on {hj} = {h1, h2, h1, h2, ...} y {λj} = {λ1, λ2, λ1, λ2, ...}. Di
ho sistema fuediseñado, fabri
ado y medido experimentalmente (ver �gura 3.13) veri�
ándoseel 
ará
ter rat
het para �uxones del mismo [84, 85℄.La �gura 3.14 muestra esquemáti
amente 
uatro anillos formados por unio-nes Josephson y el per�l de energía para un �uxón en 
ada una de la redes.El 
aso (a) muestra una red regular y el poten
ial de Peierls-Nabarro 
orres-pondiente es un poten
ial periódi
o prá
ti
amente sinusoidal 
on mínimos aso-
iados a posi
iones del �uxón 
entrado en una 
elda y máximos para �uxón
entrado en la unión (hj = 1 y λj =0.25, ∀j). El 
aso (b) muestra una red don-de todas las 
eldas son iguales pero que 
ontiene uniones de dos tipos (hj = 1ó 0.5 y λj =0.25). En este 
aso el poten
ial es periódi
o 
on periodo doble deldel 
aso regular y 
on dos máximos de distinta magnitud, 
orrespondientes a
ada una de los tipos de uniones del sistema. La �gura (
) muestra una redde uniones idénti
as pero 
on dos espa
iados de 
elda alternantes (hj = 1 y
λj =0.5 ó 0.25). El poten
ial vuelve a tener periodo doble del regular pero si-gue siendo simétri
o. Por último, las �guras (d) muestran una red formada poruniones de dos áreas distintas y 
eldas de dos tamaños diferentes (hj = 1 ó 0.5y λj =0.5 ó 0.25). La 
ombina
ión de ambos fa
tores produ
e un poten
ial de
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Figura 3.15: Corrientes de depinning Idep para un �uxón 
omo fun
ión de λ parala red homogénea y la rat
het {hj} = {1, 1/2, 1, 1/2, ...} y {λj} = {λ, λ/2, λ, λ/2}.Las líneas 
ontinuas muestran las predi

iones a partir del valor de EPN . Los puntosmuestran los resultados numéri
os. En pequeño se muestra la diferen
ia (∆Idep) entrelos valores absolutos de las dos 
orrientes de depinning para la red rat
het, una manerade 
uanti�
ar la magnitud del 
ará
ter asimétri
o de la red.periodo doble pero 
arente de simetría de inversión, poten
ial de tipo rat
het.Una de las 
ara
terísti
as más notables desde un punto de vista experi-mental de las redes asimétri
as es la existen
ia de dos 
orrientes 
ríti
as o
orrientes de depinning diferentes para el �uxón, según la 
orriente alimentadatenga una polaridad u otra. La �gura 3.15 muestra el valor de la 
orriente delas dos 
orrientes de desan
laje de una red rat
het y una 
ompara
ión 
on elresultad de una red regular del mismo λ y 
on el de un poten
ial sinusoidal demisma barrera pero periodo doble. El inset muestra la diferen
ia entre las 
o-rrientes positivas y negativas, lo que representa una medida efe
tiva del gradode asimetría del poten
ial, éste es máximo para valores de λ 
er
anos a 0.2.3.2.2. Red rat
het de periodo 3La 
on�gura
ión anterior, si bien permite diseñar un poten
ial asimétri
opara el �uxón 
uyo periodo es de dos espa
iados de red, presenta un problemadesde el punto de vista del estudio experimental del sistema. El he
ho de quelas 
eldas tengan distinto tamaño modi�
a los �ujos de los posibles 
amposindu
idos en el sistema. Di
has 
ontribu
iones fueron eliminadas, por sen
illez,de las e
ua
iones (3.19) donde se despre
iaron esos 
ampos. No obstante, apa-re
en en una des
rip
ión más general 
omo la dis
utida en la se

ión 2.1, ver
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Figura 3.16: Esquema del anillo formado por uniones de tres tamaños diferentes.e
ua
ión (2.20) por ejemplo.Por todo ello a 
ontinua
ión, y a lo largo de este trabajo, vamos a plantearuna 
on�gura
ión de uniones distintas y 
eldas idénti
as que también posibilitaun poten
ial rat
het para la unión. Di
ha 
on�gura
ión 
onsiste en 
ombinaruniones 
on tres 
orrientes 
ríti
as diferentes, ver �gura 3.16. Di
ha red tieneuna periodi
idad de tres 
eldas y en nuestros estudios usaremos una red 
on 9uniones Josephson.En este 
aso la energía del sistema puede es
ribirse 
omo
E

EJ
=
∑

j

hj(1 − cosϕj) +
λ

2
(ϕj+1 − ϕj)

2 (3.20)
on {hj} = {h1, h2, h3, h1, ...}. Una posible ele

ión, que vamos a usar, es
{hj} = {1, 0.5, 0.3, ....}. Di
ha 
on�gura
ión posibilita un poten
ial asimétri
opara el �uxón a partir de 
ierto valor del parámetro de a
oplamiento λ.Para valores pequeños de λ el poten
ial efe
tivo del �uxón es un poten
ialperiódi
o de periodo tres pero formado por tres mínimos y máximos diferen-tes, aso
iados a 
ada uno de los tres tipos de uniones. Di
ho poten
ial se vasuavizando 
onforme aumenta λ y para un 
ierto valor 
ríti
o λc1 desapare
enuno de esos máximos y mínimos a través de una bifur
a
ión de saddle-node.A partir de enton
es se presenta un poten
ial asimétri
o pero formado pordos pozos. Para otro valor a
oplamiento mayor, λc2 una nueva bifur
a
ión desaddle-node elimina otro máximo y mínimo y a partir de enton
es el poten
ialefe
tivo para el �uxón es un poten
ial asimétri
o 
on un úni
o pozo. Para el
aso de la se
uen
ia de hj dada por (1,0.5,0.3) se tiene λc1 ≃0.13 y λc2 ≃0.23.La �gura 3.17 muestra el poten
ial de Peierls-Nabarro para el �uxón ypara tres valores diferentes de λ =0.4, 0.6 y 0.8. En los tres 
asos se dibuja
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Figura 3.17: Poten
ial efe
tivo para el �uxón VPN (X̃) para una red rat
het 
on hj =

{1.0, 0.5, 0.3} y para λ =0.4, 0.6, 0.8.
V (X̃)−Vmin. La diferen
ia de energía entre el máximo y el mínimo del poten-
ial de�ne la barrera de Peierls-Nabarro del sistema. La �gura 3.18 muestrala dependen
ia de la barrera de Peierls-Nabarro del sistema en fun
ión delparámetro de a
oplamiento λ. Es importante reseñar que en este 
aso la dis-minu
ión de EPN 
on λ es mu
ho más lenta que en el 
aso de la red regular(
omparar 
on �gura 3.2). Por ello, las 
orrientes 
ríti
as de estas redes sonmu
ho mayores que las 
orrientes 
ríti
as de redes regulares 
on valores de λsimilares.Una medida aproximada de la asimetría de la red 
onsiste en 
al
ular ladesvia
ión de la diferen
ia entre la posi
ión del máximo y mínimo del poten
ialrespe
to lo esperado para el 
aso de red regular. Así en el 
aso de una redregular de periodo tres, di
ha diferen
ia debería ser igual a 1.5. La �gura 3.19muestra el 
ál
ulo de la posi
ión del mínimo y el máximo del poten
ial y ladiferen
ia entre ambos valores. Puede observarse 
omo la asimetría es mása
entuada para valores de λ ≃ 0.4. Este valor nos mar
a un óptimo en 
uantoa la ele

ión de di
ho parámetro en el diseño de una red.Para 
ompletar la 
ara
teriza
ión de las redes también mostramos la evo-lu
ión de la fre
uen
ia 
ara
terísti
a de las os
ila
iones de pequeña amplituddel �uxón en torno a su posi
ión de equilibrio, ωPN , �gura 3.20. Se puedeobservar que el 
omportamiento no es monótono, mostrando un fuerte de
re
i-miento a valores pequeños de λ, al
anzándose un agudo mínimo lo
al en torno
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Figura 3.19: Cál
ulo de ∆(X̃) = X̃max − X̃min, una medida de la asimetría de la red,
omo fun
ión de λ para una red rat
het 
on hj = {1.0, 0.5, 0.3}a λ ≃0.22, un máximo suave para λ ≃ 0.68 y de
re
iendo a partir de enton-
es. Di
ha forma tiene su origen en la paulatina desapari
ión de mínimos ymáximos se
undarios al aumentar λ para valores pequeños de este parámetro.
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λFigura 3.21: Cál
ulo aproximado de la masa efe
tiva del �uxón en el mínimo delpoten
ial para una red rat
het 
on hj = {1.0, 0.5, 0.3}.Si ahora utilizamos la expresión más sen
illa a nuestro al
an
e para el
ál
ulo de la masa efe
tiva m ≃ EPN/(2 × 9ω2
PN ) (el fa
tor 9 tiene su origenen el periodo triple del poten
ial efe
tivo), �gura 3.21, observamos el 
ompor-
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Figura 3.22: Masa efe
tiva del �uxón m(X̃) para una red rat
het 
on hj = {1.0, 0.5,0.3} y para λ =0.4, 0.6, 0.8.tamiento no monótono rela
ionado 
on la varia
ión de ωPN .Resulta muy interesante preguntarse por la evolu
ión de la masa en fun
iónde la posi
ión del 
entro de masas del �uxón, m(X). La �gura 3.22 muestradi
ho 
omportamiento para λ =0.4, 0.6, 0.8. Es interesante observar la 
om-plejidad de di
ha dependen
ia 
on la existen
ia de varios mínimos y máximoslo
ales a valores pequeños de λ y su desapari
ión paulatina 
onforme aumentael valor de la 
onstante de a
oplamiento de la red.Desde un punto de vista prá
ti
o, la prin
ipal 
onse
uen
ia del 
ará
terasimétri
o de la red es la existen
ia de dos 
orrientes de desan
laje del �uxón,o 
orrientes de depinning, diferentes según la polaridad de la fuerza externa.La �gura 3.23 muestra el resultado de 
al
ular ambos valores, i+dep y i−dep parala red de�nida por hj =1., 0.5, 0.3 y distintos valores de λ. La 
orriente dedepinning en un sentido es mayor que en el otro, fruto de que la pendiente delpoten
ial sustrato en ambas dire

iones también es distinta.El he
ho de que el poten
ial sea asimétri
o 
onlleva que ahora 
ualquiermagnitud debe 
al
ularse tanto para 
orrientes positivas 
omo negativas. Elefe
to de una 
orriente externa es �in
linar� el poten
ial efe
tivo del �uxónde modo que la barrera de energía del mismo disminuye paulatinamente anu-lándose al valor 
orrespondiente a la 
orriente de depinning, ver �gura 3.24.Además esta disminu
ión es similar a la que se esperaría para un poten
ial si-nusoidal in
linado (e
ua
ión 3.17) donde se usa el valor ade
uado de idep para
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ada 
aso. Sin embargo, si estudiamos la dependen
ia de la fre
uen
ia de os
i-la
iones del �uxón en torno al mínimo, el 
omportamiento no es nada trivial,ver �gura 3.25. Por un lado al aumentar la 
orriente se observa un mínimo y
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ia de Peierls-Nabarro para distintos valores de la
orriente externa i. hj = {1.0, 0.5, 0.3} y λ =0.6.máximo lo
al en la 
urve de ω(i) 
er
a de i+dep. Al disminuir la 
orriente sor-prende el he
ho de que ω primero aumente ligeramente, logrando un máximopara i ≃ −0.05 y luego disminuya ha
ia 
ero.En 
ualquier 
aso (ver �gura 3.26) los poten
iales in
linados pueden seraproximados en las 
er
anías de los pozos y las barreras de poten
ial por po-ten
iales 
úbi
os.
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Capítulo 4Desan
laje Térmi
o de Fluxonesen Redes regulares
4.1. Introdu

iónDesde el punto de vista experimental, las uniones Josephson son un sis-tema privilegiado para el estudio de las propiedades físi
as de los solitones ypara explorar posibles apli
a
iones de las mismas. Como se men
ionó en los
apítulos anteriores, una red de uniones Josephson 
on la geometría de anillose des
ribe muy bien por la e
ua
ión de sine-Gordon dis
reta y soporta so-litones dis
retos no-lineales o kinks, llamados habitualmente �uxones en este
ontexto. El estudio y modeliza
ión de anillos de uniones Josephson, permitela explora
ión de nuevos tópi
os rela
ionados 
on el 
omportamiento de estosobjetos no-lineales.Al de
re
er la temperatura de nuestro sistema por debajo de la tempera-tura 
ríti
a del material super
ondu
tor que lo forma, un número en prin
ipioindeterminado de �uxones quedan atrapados en el mismo. La presen
ia de �u-xones, domina las propiedades físi
as del sistema. A su vez, la dinámi
a de losmismo también está 
ondi
ionada por las �u
tua
iones térmi
as, el inter
ambiode energía entre el sistema y el ambiente. En parti
ular, di
has �u
tua
ionespueden afe
tar de manera muy importante el valor de la 
orriente de desan
lajey la forma de 
urva I-V del sistema.En este 
apítulo vamos a 
onsiderar la dinámi
a del desan
laje térmi
o de�uxones en anillos regulares de uniones Josephson. Nuestro trabajo está moti-vado por experimentos re
ientes sobre el desan
laje térmi
o y la dinámi
a de�uxones en anillos pequeños 
onformados por nueve uniones Josephson [90℄.Como veremos, debido a las �u
tua
iones térmi
as un �uxón puede ser ex-
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itado desde su estado de mínima energía y moverse a través del arreglo, loque genera un voltaje a través de 
ada unión. En parti
ular, para valores delamortiguamiento su�
ientemente pequeños, este desan
laje va aso
iado a unsalto, swit
hing, a la rama resistiva óhmi
a de la 
urva I-V del sistema. Si elamortiguamiento es grande la 
urva I-V es 
ontinua y es mu
ho más difí
ildeterminar el valor de la 
orriente de desan
laje, en 
uanto el voltaje medi-do nun
a es exa
tamente nulo y la de�ni
ión del desan
laje puede dependerdel umbral de voltaje que marquemos en nuestro sistema experimental. Portodo ello, nos limitaremos al estudio del desan
laje en sistemas 
on amortigua-miento pequeño y a la varia
ión de esta 
orriente de desan
laje o 
orriente dedepinning idep 
on la temperatura.Como se men
ionó en el 
apítulo 3, en numerosas o
asiones los �uxones sepueden 
omparar 
on partí
ulas afe
tadas por un poten
ial sustrato periódi
o.Uno de los objetivos de este 
apítulo será probar el al
an
e de esta imagenen 
uanto a las propiedades del anillo afe
tado por �u
tua
iones térmi
as.En parti
ular 
ompararemos los resultados de la 
orriente de desan
laje del�uxón en presen
ia de temperatura, 
on los resultados para una partí
ula ya su vez 
onfrontaremos de nuevo todos los resultados obtenidos frente a lapredi

iones analíti
as para el es
ape de partí
ulas de un pozo metaestabledadas por la teoría de Kramers y sus extensiones. Veremos que para el efe
tode desan
laje, los �uxones se 
omportan 
omo partí
ulas y obede
en leyesde es
ape tipo Kramers y en este sentido podemos referirnos al desan
lajedel �uxón 
omo el es
ape del �uxón. Sin embargo, bajo algunas 
ondi
ionesparti
ulares, los resultados en
ontrados se apartan de este 
omportamiento departí
ula. En parti
ular, para algunos valores de los parámetros el �uxón puedesufrir difusión a bajo voltaje antes de 
ambiar al modo óhmi
o ó whirling dealto voltaje. En este 
aso el pro
eso de depinning 
orresponde a un salto a larama de difusión del sistema y para valores mayores de la 
orriente se observaun segundo salto, que denominamos aquí 
omo pro
eso de swit
hing y que
orresponde al paso de la rama de difusión a la rama óhmi
a del sistema.El hallazgo de esta rama de difusión es un resultado singular. Por un ladofenómenos de difusión no son esperados en estos sistemas a valores pequeños delamortiguamiento y los resultados muestra que es ne
esario una temperaturasu�
ientemente alta para que aparez
an. Por otro lado este fenómeno no seobserva para el 
aso de una partí
ula subamortiguada a ningún valor de latemperatura.Este 
apítulo está dedi
ado al estudio de la dinámi
a de anillos regularesde uniones Josephson. Como hemos visto, una unión Josephson es una versiónexperimental de un péndulo no lineal y un anillo lo es de una 
adena 
erradade péndulos a
oplados por muelles de torsión. Las e
ua
iones que gobiernan la
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ión 69dinámi
a de la red, en su aproxima
ión más sen
illa son:
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj(τ) = λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + i (4.1)donde j = 1, ...N y ϕj , la variable que des
ribe el 
omportamiento de la j-ésima unión, es la diferen
ia de fase invariante gauge del parámetro de ordensuper
ondu
tor a ambos lados de la unión. En esta e
ua
ión la 
orriente es-ta normalizada por la 
orriente 
ríti
a de 
ada unión Ic y el tiempo por lafre
uen
ia de plasma ωp =

√
2πIc/Φ0C (Φ0 = h/2e es el 
uanto de �ujo mag-néti
o y C es la 
apa
itan
ia de la unión). Γ es el parámetro que mide ladisipa
ión en el sistema (Γ =
√

Φ0/2πIcCR2, 
on R la resisten
ia efe
tiva dela unión). El término, ĩ(τ), des
ribe el efe
to del ruido térmi
o en la dinámi
a(ruido tipo Johnson) y satisfa
e 〈̃ij(τ)〉 = 0 y 〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = 2ΓTδjkδ(τ − τ ′)donde usamos T para la temperatura normalizada T = kBTexp/EJ (
on EJla energía Josephson EJ = Φ0IC/2π). El voltaje normalizado v muestra larespuesta del sistema a la 
orriente externa, está de�nido por v = Vdc/IcR =

(Φ0/2πIcR)〈dϕ/dt〉 = Γ〈dϕ/dτ〉. En las grá�
as en las que se muestra la 
ur-va I-V del anillo dibujaremos en realidad la 
urva i-v del mismo; es de
ir,dibujamos 
orriente y voltajes normalizados.El parámetro λ representa el a
oplamiento entre las uniones, las 
uales,en el mar
o de este modelo, se presenta entre los ve
inos y tiene un 
ará
terindu
tivo λ = Φ0/2πIcL, 
on L la auto indu
tan
ia de 
ada 
elda en el arreglo.Remar
amos que las 
ondi
iones de frontera están de�nidas por la topologíadel arreglo. Aquí hemos 
onsiderado arreglos 
ir
ulares de modo que ϕj+N =

ϕj + 2πM donde el número M de �uxones atrapados en el sistema es una
onstante del movimiento.Vamos a 
onsiderar el estudio de redes relativamente pequeñas, 9 uniones,
on uno, dos y tres �uxones, aunque 
entraremos la parte fundamental delanálisis en el sistema 
on un �uxón. En este 
aso también presentaremos resul-tados para tamaños mayores del arreglo. No obstante nuestro trabajó se dirigióprin
ipalmente a arreglos he
hos de 9 uniones, similares a aquellos que estánsiendo experimentalmente estudiados. Después de simular un amplio rango devalores en los parámetros del sistema, 
omo el a
oplamiento λ, el amortigua-miento Γ y temperatura, por ejemplo, sele

ionamos y restringimos nuestrointerés a arreglos dis
retos (λ < 1) y subamortiguados, barriendo un ampliorango de temperaturas.A modo de ejemplo la �gura 4.1 muestra las 
on�gura
iones de equilibriopara uno, dos y tres �uxones en un anillo de nueve uniones Josephson 
on i = 0y para dos valores del a
oplamiento, λ =0.2 y λ =0.8. A λ bajo el �uxón seasemeja a una fun
ión es
alón, su an
hura es pequeña, pero a λ alto la an
huradel mismo es mayor y las fases 
ambian de un modo más suave a lo largo delanillo.
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ialde Peierls-Nabarro para una red regular 
on 9 uniones y λ = 0,4 y a tres valoresdistintos de la 
orriente externa i =0, 0.1, 0.154.Como en el 
aso experimental, en nuestro arreglo de uniones 
omenzamos
on estado de voltaje 
ero V=0 y 
orriente 
ero I=0 e in
rementamos sua-vemente la 
orriente a un determinado ritmo. La velo
idad de 
ambio de la
orriente o rampa es un parámetro adi
ional que 
omo veremos tiene su im-portan
ia. Al aumentar la 
orriente el �uxón se va deformando, la barrera dePeierls-Nabarro del mismo va disminuyendo y para un determinado valor de i,la 
orriente de depinning o desan
laje a temperatura 
ero, la barrera se anulay el �uxón pasa de un estado de V=0 a un estado de V6=0. Este 
uadro seve modi�
ado por la temperatura, que provo
a el es
ape prematuro del �u-xón, a barreras no nulas, asistido por las �u
tua
iones térmi
as. Como hemosindi
ado la forma del �uxón también varía en la medida que la fuerza exter-na aumenta sin que este 
omien
e a moverse 
omo un todo. Como ilustra
iónla �gura 4.2 muestra el per�l de mínima energía (izquierda) y el de máximolo
al (dere
ha) de un �uxón en una red 
on λ =0.4 para distintos valores dela 
orriente externa. Podemos apre
iar que este 
ambia muy ligeramente alaumentar i y máximo y mínimo 
oin
iden a la 
orriente de depinning, en este
aso idep ≃0.1544. Por en
ima de la 
orriente de desan
laje y a bajo amorti-
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urva I-V entra en la rama resistiva y el �uxón se deslo
aliza alo largo de la red.4.2. Red regular 
on 9 uniones y un �uxónEn esta se

ión mostramos las simula
iones numéri
as de la dinámi
a de un�uxón en un anillo en arreglo regular de 9 uniones Josephson y una partí
ula enun poten
ial periódi
o. Comparamos los resultados 
on los 
ál
ulos numéri
osde la teoría de es
ape térmi
o de una partí
ula en un poten
ial metaestable.Los resultados se han obtenido integrando numéri
amente las e
ua
iones dela dinámi
a del sistema utilizando un método de Runge-Kutta determinista oesto
ásti
o según el 
aso.4.2.1. Considera
iones sobre la rampaAntes de dis
utir las 
urvas I-V obtenidas mere
e la pena 
onsiderar breve-mente la in�uen
ia de la ele

ión de la rampa en las simula
iones. En nuestrasimula
iones �jamos un valor de la 
orriente externa, integramos las e
ua
io-nes dinámi
as durante un tiempo transitorio y luego promediamos sobre untiempo para 
al
ular el voltaje medio del sistema a ese valor de la 
orrienteexterna. Posteriormente se in
remente la 
orriente por una 
antidad pequeña
δi y se vuelve a 
al
ular el voltaje. La 
ondi
ión ini
ial es un �uxón en 
on-�gura
ión de mínima energía a i = 0 y para 
ada nuevo valor de i se tomala 
on�gura
ión �nal de fases y velo
idades de la 
orriente anterior. De estemodo se simula un 
ambio adiabáti
o de la 
orriente externa y una medida delvoltaje d
 del sistema para 
ada 
orriente. Pongamos por 
aso una simula
ióndonde se integran 200 puntos de 
orriente entre 0 y 0.2 
on lo que δi = 10−3y en 
ada 
orriente se 
orre el algoritmo 105 pasos (3 × 104 de transitorio y
7 × 104 de esta
ionario por ejemplo) 
on un paso de tiempo δt =0.01 
on loque el tiempo de integra
ión total por punto de 
orriente es de 1000 unidades.Enton
es la rampa utilizada es rampa = 10−3/1000 = 10−6.La rampa es un parámetro más de nuestra simula
iones, del mismo mo-do que es un parámetro más de los resultados experimentales. No obstante, atemperatura 
ero, los resultados deben ser independientes de la rampa siempreque esta sea lo su�
ientemente lenta 
omo para garantizar que los promediadosse realizan sobre un verdadero estado esta
ionario y durante un tiempo su�-
ientemente largo. Esto no es así en el 
aso de simula
iones 
on temperatura.En este 
aso las �u
tua
iones siempre están jugando un papel dinámi
o y susresultados se observan 
on mayor o menor probabilidad según el tiempo deobserva
ión empleado; es de
ir, según la rampa utilizada. Por ello estamos in-
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oplamiento λ =0.4 y amortiguamiento Γ =0.01.teresados en prin
ipio en utilizar rampas lentas, pero por otro lado una rampalenta impli
a un tiempo de simula
ión mu
ho mayor, en algunos 
asos impra
-ti
able. De este modo nos en
ontramos ante el 
ompromiso de usar rampaspequeñas pero su�
ientemente grandes para poder realizar la simula
iones re-queridas. Esto ha llevado que algunos de los puntos mostrados a lo largo deesta tesis hayan supuesto días de simula
ión.A modo de ejemplo mostramos en la �gura 4.3 los resultados de la 
urvaI-V de un �uxón en una red 
on λ =0.4 y 9 uniones. Γ=0.01, T =0.02 y semuestran resultados para los siguientes 5 valores de la rampa (
ambiando en5 ordenes de magnitud): A la izquierda se muestra la 
urva en es
ala normal yrampa 1 rampa 2 rampa 3 rampa 4 rampa 5

1/3 × 10−4 1/3 × 10−5 1/3 × 10−6 1/3 × 10−7 1/3 × 10−8a la dere
ha en es
ala logarítmi
a para el valor absoluto del voltaje. Podemosver 
omo la 
urva está 
ara
terizada por una rama de voltaje 
asi nulo, otrade voltaje pequeño y la rama resistiva. Las transi
iones de una rama a lasiguiente están fuertemente afe
tadas por la rampa. También es interesanteapre
iar que la rama de v = 0 en realidad es una rama de muy bajo voltaje,obtenido por errores de promediado originados por las �u
tua
iones térmi
as.Di
ho de otra manera esa rama nos da la pre
isión de nuestro 
ero de voltaje(se obtienen tanto valores positivos 
omo negativos para v aunque en la �gurase ha mostrado el valor absoluto de v para mayor 
laridad). La �gura re�eja
laramente la importan
ia de sele

ionar la rampa ade
uada. Se puede apre
iarque para los valores menores de la rampa (rampa 1 y rampa 2) las �u
tua
ionespor efe
to del ruido sobre el movimiento del �uxón son grandes y di�
ultan
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oplamiento; a la izquierda
λ =0.1, en el 
entro λ =0.4 y a la dere
ha λ =0.8.de�nir la 
orriente a la 
ual el �uxón 
omienza a moverse. En la 
urva querepresenta el logaritmo del voltaje 
ontra la 
orriente se ve que 
on valoresaltos de la rampa no existe un valor de�nido de la 
orriente 
orrespondiente
on el salto al régimen lineal. También puede verse 
omo las rampas menores(rampa 5 y rampa 6) muestran una rama de difusión del �uxón de muy bajovoltaje (entre 10−5 y 10−3 que se 
onfunde fá
ilmente 
on la rama de voltaje
ero de las rampas mayores. El problema de utilizar rampas tan pequeñas
omo rampa 5 es que suponen un tiempo de 
ál
ulo muy elevado. La rampaintermedia rampa 3 es una buena ele

ión en esa búsqueda de un 
ompromisoentre exa
titud y tiempo de 
ál
ulo razonable.4.2.2. Curvas I-V a temperatura nula: Regímenes de Amorti-guamientoComenzamos mostrando en la �gura 4.4 algunos ejemplos de diferentes
urvas I-V obtenidas a temperatura 
ero y para varios valores del amortigua-miento y el a
oplamiento del sistema. La simula
ión se realizó 
on un valorpromedio de la rampa igual a 2

3 × 10−6. Todas las 
urvas muestran la ramasuper
ondu
tora de v = 0 hasta que se al
anza la 
orriente de depinning del�uxón, que en nuestro 
aso resulta ser i0dep ≈0.6087 para λ =0.1, i0dep ≈0.155para λ =0.4 y i0dep ≈0.027 para λ =0.8. Las 
urvas superiores muestran losvalores más pequeños del amortiguamiento Γ =0.001, 0.01 y 0.1; mientras que
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urvas inferiores muestran el resultado para Γ ==1.0 y 3.0. Para valorespequeños del amortiguamiento (
urvas superiores) se observa que las transi
io-nes entre las distintas ramas de la 
urva i-v son abruptas, están mar
adas pordis
ontinuidades en el voltaje. Di
has dis
ontinuidades desapare
en al aumen-tar el amortiguamiento y para valores su�
ientemente altos del mismo (
urvasinferiores) las 
urvas son 
ontinuas.En general en
ontramos tres tipos de 
urvas. En un primer 
aso (�guraspara Γ =0.001 por ejemplo) al al
anzarse i0dep el sistema salta de la rama su-per
ondu
tora (v = 0) a la resistiva óhmi
a (v = i). En un segundo 
aso (
urvapara λ =0.4 y Γ =0.1 por ejemplo), en i0dep el sistema salta a una rama in-termedia mar
ada por varios peldaños 
on dis
ontinuidades entre los mismos.Esta rama es estable hasta valores relativamente altos de la 
orriente. Aumen-tando la 
orriente podemos de�nir una nueva 
orriente 
ríti
a, i0sw que mar
ael salto desde esta nueva rama a la rama óhmi
a. En el ter
er 
aso el amorti-guamiento es grande y la 
urva i-v es suave, sin dis
ontinuidades, pudiéndoseapre
iar una zona entre i0dep e i ≃ 1 donde el movimiento se 
orresponde 
onel movimiento lo
alizado del �uxón en el anillo. Al aumentar la 
orriente el�uxón se deslo
aliza y la 
urva se aproxima al límite óhmi
o de la misma.La rama intermedia que apare
e para valores moderados del amortigua-miento y valores medios y altos de λ se 
orresponde 
on el movimiento 
oheren-te del �uxón en el anillo sin perder su formar y sin ex
itar la dinámi
a 
ompletadel sistema. La imagen 
orrespondiente es la de una partí
ula dando vueltas enel anillo. La velo
idad de movimiento del �uxón introdu
e una fre
uen
ia en elsistema que se a
opla, resuena, 
on los modos propios del sistema 
uyo origen esla dis
retitud del mismo. De este modo los peldaños observados 
orrespondena resonan
ias entre ambas fre
uen
ias 
ara
terísti
as y el número de peldañosobservables depende de los modos lineales a

esibles que a su vez dependen deltamaño del sistema. Di
ho fenómeno de resonan
ia ha sido ampliamente estu-diado teóri
a y experimentalmente en el pasado [41, 42, 91, 92, 93, 95℄ En estoses
alones la velo
idad del �uxón permane
e 
onstante y la energía introdu
idaen el sistema al aumentar la 
orriente se disipa aumentando la amplitud delas 
omponentes a
 de la dinámi
a sin 
ambiar el voltaje medio. Bajo 
ondi-
iones de frontera periódi
as, o
urre una resonan
ia de número m 
uando elpaso del �uxón por un punto dado del arreglo, 
oin
ide 
on el m máximo deos
ila
iones indu
idas por las ondas de plasma, lo que signi�
a que la longitudde la unión debería a
omodar m longitudes de onda de la onda de plasma. Deese modo se muestra 
uantitativamente las 
ondi
iones de resonan
ia para losanillos Josephson y en
uentran un expresión en términos del voltaje:
V

V0
=

Γ

m

[
1

λ
+ 4 sin2(

mπ

N
)

]1/2 (4.2)
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o i-Γ mostrando puntos donde la 
urve i-v
ambia de manera importante. Se observa 
laramente el depinning, las resonan
ias yel paso al modo resisitivo óhmi
o.Esta es la formula derivada por Ustinov et al. [41℄ y da 
uenta de las observa-
iones numéri
as de los es
alones en la región de bajo voltaje.Otra imagen de lo que o
urre, se obtiene de los dibujos de la movilidad, de�-nida 
omo v/i, frente a la 
orriente. Así, por ejemplo, la �gura 4.5 muestra esteparámetro para valores pequeños del amortiguamiento y tres del a
oplamiento.En estas �guras es más evidente los pasos resonantes por los que atraviesa ladinámi
a del sistema para el 
aso de amortiguamientos; Γ =0.1 y Γ =0.01.Por último, la �gura 4.6 intenta plasmar de manera global el diagramade fases dinámi
o del sistema donde se representan los valores de la 
orrientepara los 
uales se observa un salto mayor de 
ierto umbral en la 
urva i-v.A pesar de sus imperfe

iones numéri
as es fá
il distinguir la zona 
entraldominada por distintas resonan
ias y que separan la zona de amortiguamientodébil (
urva dis
ontinua 
on dos ramas: la super
ondu
tora y la óhmi
a) y lade amortiguamiento alto (
urva 
ontinua).Todas las 
urvas presentadas hasta el momento se re�eren a las obteni-das al aumentar la 
orriente desde 0 hasta un determinado valor. No obstante
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Figura 4.7: Curvas i-v para un �uxón en un anillo de 9 uniones Josephson 
on λ =0.4a Γ =0.01 (izquierda), Γ =0.1 (medio) y Γ =1.0 (dere
ha). Cada 
urva muestra 5temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).también es posible trazar la 
urva i− v disminuyendo la 
orriente desde un va-lor dado hasta 
ero. Para valores pequeños del amortiguamiento se en
uentraque las 
urvas presentan fenómenos de histéresis y no reprodu
en de bajada elmismo 
amino seguido al aumentar la 
orriente. En parti
ular los rangos deextensión de las diferentes ramas son distintos, las 
orrientes 
ríti
as tambiény el retorno a la rama super
ondu
tora, el llamado retrapping se produ
e avalores de la 
orriente sensiblemente menores que la 
orriente de desan
laje.Estos he
hos ponen de mani�esto la existen
ia de una metaestabilidad dinámi-
a en el problema 
on diferentes estados dinámi
os estru
turalmente establespara un mismo 
onjunto de valores de los parámetros del sistema. Esta his-téresis disminuye al aumentar el amortiguamiento y desapare
e para valoressu�
ientemente altos del mismo, donde la 
urva i-v es úni
a.4.2.3. Curvas I-V: el efe
to de la temperaturaEn la presente se

ión des
ribiremos brevemente el efe
to de la temperaturasobre las 
urvas I-V del anillo. Los resultados fundamentales están ilustradosen la �gura 4.7 donde se muestran resultados para la dinámi
a de un �uxónen una red de 9 uniones 
on λ =0.4. Se han es
ogido tres valores del amorti-guamiento, 
orrespondientes a los tres tipos de 
omportamiento des
ritos enla se

ión anterior: subamortiguado (Γ =0.01), de amortiguamiento moderado(Γ =0.1) y sobreamortiguado (Γ =1). En 
ada 
aso se muestran resultadospara 5 temperaturas diferentes, T =0, 0.002, 0.01, 0.02 y 0.1. La rampa utili-zada es 8
3 × 10−7. Las 
urvas superiores muestran 
urvas i-v 
ompletas y las
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Figura 4.8: Es
alones del �uxón en un arreglo de uniones Josephson 
on λ =0.4y Γ =0.1. A la izquierda se muestra la serie de es
alones en ambas dire

iones dela 
orriente. A la dere
ha se apre
ian los saltos 
on la 
orriente en aumento y losrespe
tivos índi
es de resonan
ia de los es
alones 
on temperatura 0.0 y 0.02.inferiores muestran la zona de bajo voltaje.Es importante señalar que, 
ontrariamente a 
omo se ha he
ho en �gurasanteriores, la �gura 4.7 utiliza el eje x para representar el voltaje y el eje y parala 
orriente. En prin
ipio esto podría pare
er po
o natural (ya que en simula-
iones o experimento se varía la 
orriente i y se mide el voltaje v, obteniéndosela 
urva v(i)) pero es el modo de representa
ión utilizado habitualmente en el
ontexto de las redes de uniones Josephson y por ello hemos de
idido utilizarloa partir de aquí en el resto de las 
urvas i-v de la tesis.Como se apre
ia en la �gura, en todos los 
asos se observa un de
re
imientode la 
orriente de depinning al aumentar la temperatura. Di
ho efe
to 
orres-ponde 
on el es
ape térmi
o del �uxón. El estudio de este 
omportamientoha sido el objeto fundamental ini
ial de este trabajo de tesis do
toral y nosreferiremos a él abundantemente más adelante. Además, puede observarse quea valores pequeños del amortiguamiento, si la temperatura es su�
ientementealta, el ruido indu
e una rama de difusión de muy bajo voltaje del �uxón. Laapari
ión de di
ha rama: movimiento difusivo a bajo amortiguamiento, es unresultado inesperado y sorprendente y también será estudiado 
on 
uidado másadelante.Para amortiguamientos moderados la temperatura afe
ta tanto el depin-ning del �uxón 
omo las transi
iones entre los diferentes resonan
ias de la 
urvay el salto �nal a la rama resistiva óhmi
a. En parti
ular un nivel de ruido su-�
ientemente alto sustituye los es
alones de la 
urva por una rama 
ontinuadonde no es posible observar 
laramente el fenómeno de resonan
ia. La �gu-ra 4.8 muestra un detalle del efe
to de la temperatura sobre las resonan
iasde la 
urva I-V. Se apre
ia 
omo el desan
laje es ruidoso, algunas resonan
iasse redondean hasta su desapari
ión y otras, las de mayor voltaje, siguen apre-
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iándose 
laramente. El índi
e m 
ara
teriza 
ada resonan
ia según los valorespredi
hos por la teoría (e
ua
ión 4.2).A amortiguamiento alto la 
urva i-v se suaviza notablemente en la región debajo voltaje. En este último 
aso y también para amortiguamiento moderadoy alta temperatura es difí
il de�nir una 
orriente de desan
laje del sistema,ya que esta puede depender en gran medida del umbral de voltaje es
ogidopara 
ara
terizar el depinning. Por ello en nuestros estudios del efe
to de latemperatura sobre el depinning del �uxón nos 
entraremos en la región deamortiguamiento pequeño.4.2.4. Desan
laje térmi
o del �uxón: 〈idep(T )〉En esta se

ión vamos a presentar resultados sobre el desan
laje o depin-ning térmi
o de un �uxón en una red 
on nueve uniones [105℄. La 
orrientede desan
laje es una variable esto
ásti
a 
on una distribu
ión de probabili-dad dada. En esta se

ión presentamos los resultados para el valor medio dela 
orriente de desan
laje 〈idep〉 y su desvia
ión estándar σ. Los resultados seobtuvieron a partir de la simula
ión numéri
a de las e
ua
iones dinámi
as delsistema para 1000 muestras y 10000 muestras. Presentamos diferentes valo-res del amortiguamiento Γ (típi
amente desde 0.001 a 0.1) y a
oplamientos λ(usualmente desde 0.2 a 1.0). Otro parámetro importante de las simula
ioneses la rampa de 
orriente; en nuestro 
aso está rampa 
ambia de una simula
ióna otra, sin embargo es del orden de 10−7.Usualmente la 
orriente de desan
laje está experimentalmente de�nida 
o-mo la 
orriente para la 
ual el voltaje medido está por en
ima de un 
iertovalor umbral. Seguimos la misma de�ni
ión para nuestras simula
iones. Estaes una buena aproxima
ión en el régimen de bajo amortiguamiento y bajatemperatura donde 
omo hemos visto el sistema 
ambia entre dos valores muydiferentes del voltaje para un valor de 
orriente umbral. Sin embargo la ele

ióndel voltaje umbral no es trivial. Un umbral pequeño puede dar problemas atemperaturas grandes donde las �u
tua
iones del voltaje son también grandes.Un umbral grande no es una buena sele

ión ya que ignora posibles estadosde bajo-voltaje 
omo en la difusión del �uxón. A modo de ejer
i
io se puedeobservar la �gura 4.3 e intentar situar valores ade
uados de voltaje umbral enla misma. Por otro lado, si los estados de bajo-voltaje están presentes distin-guimos entre dos 
orrientes 
ríti
as en el sistema: la 
orriente de desan
laje
idep y la 
orriente de swit
hing isw; donde el desan
laje mar
a el abandono delestado super
ondu
tor y el swit
hing la transi
ión a la rama de alto-voltaje.A temperaturas de ruido muy altas el sistema puede al
anzar el nivel umbraly la primera de las 
orrientes 
ríti
as desapare
e. Para estudiar esto, hemos
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Figura 4.9: Cál
ulo numéri
o 〈̃idep〉 y σ̃ (
orriente y desvia
ión estándar normalizadaspor i0dep) 
ontra T̃ (temperatura normalizada por EPN ) a Γ = 0.01 y diversos valoresdel a
oplamiento λ =0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0.usado en nuestras simula
iones tres o 
in
o umbrales diferentes y 
omparamoslos resultados entre ellos.La �gura 4.9 muestra resultados para Γ = 0.01 y 
in
o diferentes valoresdel a
oplamiento λ=0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0. Como hemos visto a lo largo del
apítulo 3, las prin
ipales propiedades físi
as del �uxón en el arreglo 
ambiansigni�
ativamente 
on el valor de λ. Así por ejemplo, la 
orriente de desan
lajea temperatura 
ero del arreglo i0dep de
re
e un fa
tor de 30 de λ =0.2 a λ =1.0.Para poder 
omparar las 
in
o 
urvas representadas, en la �gura 4.9 ambosejes han sido es
alados por el valor de la 
orriente de desan
laje a temperatura
ero para 
ada 
aso y la temperatura ha sido normalizada 
on altura de la
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ial.
〈̃idep〉 =

〈idep〉
i0dep

, σ̃ =
σ

|i0dep|
y T̃ =

kBT

EPN
(4.3)La �gura 4.9 muestra que una vez rees
aladas las 
urvas aproximadamente
olapsan en una signi�
ando que existe un mar
o 
omún que permite entenderlos detalles fundamentales de todas ellas. Aquellos aspe
tos que se desvían dela 
urva de referen
ia 
omún son los que se ven afe
tados de mayor manerapor efe
tos de dis
retitud de la red dependientes del a
oplamiento: ver fun-damentalmente las desvia
iones de las dos 
urvas de menor λ en la zona dealta temperatura. En todos los 
asos se observa un de
re
imiento paulatino de

〈idep〉 al aumentar la temperatura. Todas las 
urvas siguen el mismo 
ompor-tamiento, pero a altas temperaturas en las 
urvas de λ pequeña se observanpequeñas desvia
iones 
on respe
to a las otras. Ese régimen es 
ompli
ado deestudiar, para temperaturas del orden de la barrera, las �u
tua
iones térmi
asdominan la dinámi
a y la 
orriente de desan
laje va a 
ero. En efe
to, a altastemperaturas no existe una buena de�ni
ión de la 
orriente de desan
laje yaque diferentes umbrales pueden dar diferentes resultados. Una estudio deta-llado de las distribu
iones de probabilidad obtenidas muestra 
omo a 
iertosvalores la distribu
ión se vuelve bimodal, 
on una máximo 
entrado en valorespequeños de la 
orriente y otro en valores mayores, de ahí el aumento de σque se observa para λ =0.2 y λ=0.4 y temperaturas normalizadas 
er
anas ala unidad. Por otro lado en el régimen de baja temperatura la desvia
ión es-tándar 
re
e 
on T 2/3, de a
uerdo 
on la teoría de a
tiva
ión térmi
a estándarque presentaremos más adelante, y al
anza un máximo a altas temperaturas,
uando 〈idep〉 → 0. Enton
es la desvia
ión estándar de
re
e ya que todos loseventos de es
ape su
eden en un estre
ho rango de valores de 
orriente.4.2.5. Compara
ión del es
ape del �uxón 
on el es
ape térmi
ode partí
ula en un poten
ial metaestableTal y 
omo hemos dis
utido a lo largo del ter
er 
apítulo, 
uando estudia-mos la dinámi
a de un �uxón en el arreglo es muy 
omún usar la imagen de par-tí
ula individual del mismo. Esta aproxima
ión ha sido muy usada en el pasadoy, 
omo observaremos en lo que sigue, es muy útil aunque no siempre exa
ta.Una vez de�nida la 
oordenada 
entro de masas del �uxón, X = C −∑j ϕj(e
ua
ión 3.3), que indi
a bási
amente la posi
ión del �uxón en el arreglo, enla aproxima
ión más simple, podemos 
onsiderar que la dinámi
a de un �uxónen un anillo se puede aproximar a la dinámi
a de una partí
ula masiva, forza-da y amortiguada, que experimenta un poten
ial sustrato sinusoidal (poten
ial
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λ EPN ωPN m i0dep0.4 0.30974 0.6691 0.3459 0.154350.8 0.05539 0.3424 0.2363 0.02767Peierls-Nabarro) y sujeta a �u
tua
iones térmi
as:

mẌ + ΓmẊ + i0dep sinX = i+ ξ(τ) (4.4)donde
〈ξ(τ)〉 = 0 and 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = 2mΓTδ(τ − τ ′) (4.5)En está simple aproxima
ión estamos despre
iando, por ejemplo, la dependen-
ia espa
ial de la masa, el amortiguamiento efe
tivo debido a otros grados delibertad del sistema y términos de más alto orden en la expansión del poten
ialsustrato para el �uxón.La tabla 4.1 muestra a modo de ejemplo una rela
ión de los prin
ipalesparámetros del �uxón 
omputados numéri
amente para dos valores distintosdel a
oplamiento λ: EPN es la barrera de poten
ial a 
orriente 
ero; ωPN esla fre
uen
ia 
ara
terísti
a de las os
ila
iones de pequeña amplitud del �uxónalrededor del equilibrio; m es la masa efe
tiva del �uxón en reposo (
al
ula-da 
omo m = EPN/2ω

2
PN) y i0dep la 
orriente de desan
laje. Si el poten
ialefe
tivo del �uxón fuese un poten
ial sinusoidal perfe
to debería obtenerse

i0dep = EPN/2. El resultado obtenido es 
er
ano a este valor.Siguiendo la imagen de partí
ula individual en esta se

ión presentaremosresultados del estudio del es
ape térmi
o de una partí
ula integrando la e
ua-
ión 4.4 
on los valores ade
uados de m e i0dep para 
ada valor de λ, y los
ompararemos 
on los obtenidos para el 
aso del �uxón. Por otro lado tam-bién presentaremos 
ál
ulos numéri
os basados en los resultados analíti
os dela teoría de Kramers y sus extensiones.Aunque el 
apítulo 6 estudia 
on detalle el problema del es
ape térmi
o departí
ulas en el límite subamortiguado, presentaremos a 
ontinua
ión breve-mente un rápido resumen de 
omo hemos obtenidos los resultados basado en lateoría. Para 
al
ular la 
orriente de desan
laje promedio ne
esitamos 
ono
erla distribu
ión de probabilidad P (i) que nos indi
a la probabilidad de que unevento de desan
laje o
urra entre i e i + di: 〈i〉 =
∫
iP (i)di. Tal distribu
iónde probabilidad puede ser 
al
ulada a partir de las tasas de es
ape r(i) queindi
an el ritmo promedio de es
ape de partí
ulas situadas en el interior delpozo de poten
ial 
uando se apli
a una 
orriente 
onstante i [25℄:

P (i) = r(i)

(
di

dt

)
−1(

1 −
∫ i

0
P (u)du

)
. (4.6)
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o de Fluxones en Redes regularesPodemos ver que en di
ha expresión apare
e la rampa o tasa de 
ambio de i enel experimento o en la simula
ión. Con respe
to al 
ál
ulo de la tasa r(i) existendiversas teorías que dan aproximadamente el valor de di
ha fun
ión en el ré-gimen de amortiguamiento pequeño-moderado. En parti
ular hemos realizado
ompara
iones utilizando la teoría de Kramers [27℄ para muy bajo amortigua-miento, y las extensiones de Büttiker et al. (teoría BHL) [36℄ y de Melnikovet. al [96℄ para el régimen de amortiguamiento bajo-moderado. De entre ellasvemos que los resultados de la teoría BHL son su�
ientes para entender lamayoría de nuestras simula
iones y resultan prá
ti
amente indistinguibles delos obtenidos utilizando la teoría de Melnikov.Según la teoría BHL:
r(i) = k

ωa

2π
e−∆U/kBT . (4.7)donde

k =
4

[(1 + ωakBT/1.8Γ∆U)1/2 + 1]2
(4.8)y si de�nimos f = i/idep

∆U(i) = EPN

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (4.9)y
ωa(i) = ω

PN
(1 − f2)1/4. (4.10)Enton
es 
ontamos 
on todos los ingredientes ne
esarios para evaluar numé-ri
amente la distribu
ión de probabilidad P (i) y a partir de ella el valor de

〈i〉 y 
omparar el resultado obtenido 
on las simula
iones realizadas para unapartí
ula y para un �uxón.La �gura 4.10 muestra el resultado para λ =0.4 (izquierda) y λ =0.8 (dere-
ha) y amortiguamiento Γ =0.01, en ambos 
asos se realiza una 
ompara
iónentre los resultados para el �uxón en el arreglo, las simula
iones numéri
asdel desan
laje de una partí
ula en un poten
ial sinusoidal (e
ua
ión 4.4) y el
ál
ulo teóri
o basado en los resultados analíti
os para la tasa de a
tiva
ióntérmi
a de partí
ulas en poten
iales sinusoidales en el régimen de bajo amor-tiguamiento. En general la 
ompara
ión entre las tres 
urvas es ex
elente y enparti
ular las simula
iones de la partí
ula individual reprodu
en los resulta-dos para el �uxón de forma ex
elente a este valor del amortiguamiento y paratodo el rango de temperatura aunque se observa una pequeña desvia
ión, se-ñalada 
on un 
ir
ulo punteado, en una parte del rango de temperaturas para
λ =0.4. Por otro lado el a
uerdo entre el resultado teóri
o y las simula
ionesde partí
ula individual es algo en gran medida esperado.Sin embargo, el a
uerdo mostrado en las �guras 4.10 no o
urre a otros valo-res del a
oplamiento y amortiguamiento. Por ejemplo, para λ =0.4 y Γ =0.001
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Figura 4.10: 〈idep〉 y σ versus T a Γ =0.01 y λ =0.4 (izquierda) y 0.8 (dere
ha) parael �uxón y una partí
ula aislada en un poten
ial periódi
o y la 
ompara
ión 
on lapredi

ión teóri
a.(�gura 4.19 más adelante) se ha observado una desvia
ión de la 
urva simulada
on respe
to a la predi

ión teóri
a.A 
ontinua
ión mostraremos un estudio de los resultados en fun
ión delamortiguamiento Γ para un valor determinado de a
oplamiento y temperatu-ra; en parti
ular, λ =0.4 (T =0.01) y λ =0.8 (T =0.0018). Se han elegido dostemperaturas distintas para obetenr en 
ada 
aso un mismo valor del 
o
iente
T/i0dep. Los resultados se muestran en las �guras 4.11 y 4.12. Vemos que enel 
aso de λ =0.4 los resultados del �uxón se desvían signi�
ativamente de loesperado para partí
ula úni
a y la teoría 
uando el amortiguamiento de
re
e.Así para Γ = 10−5 la 
orriente de es
ape teóri
a es de 0.1318, la simulada parala partí
ula es de 0.1374 y la obtenida para el 
aso del �uxón es tan sólo 0.111.Esto representa una redu

ión de un 16% respe
to el resultado teóri
o y y deun 20% respe
to la simula
ión de partí
ula individual. Sin embargo este noes el 
aso para λ =0.8 en donde las diferen
ias apenas son notorias entre el�uxón y la simula
ión de la partí
ula en todo el rango de amortiguamiento
onsiderado. Sin embargo para amortiguamiento pequeño podemos notar unadiferen
ia entre las simula
iones numéri
as y los 
ál
ulos basados en los resul-tados de la teoría. Esta diferen
ia de 
omportamiento entre los resultados para
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omo fun
ión del amortiguamiento Γ 
on a
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Figura 4.12: 〈idep〉 
omo fun
ión del amortiguamiento Γ 
on a
oplamiento λ =0.8 a
T =0.0018.los dos valores de λ presentados pone en eviden
ia la importan
ia del grado dedis
retitud del sistema. Tal grado es medido por el parámetro de a
oplamiento
λ (alto λ se aproxima al límite 
ontinuo del sistema, y un pequeño λ in
re-menta los efe
tos de dis
retitud). A pequeños valores de λ los efe
tos debidosa otros grados de libertad son más importantes y si el amortiguamiento espequeño tales ex
ita
iones persisten signi�
ativamente en el sistema. Enton
esla imagen de partí
ula individual falla de manera importante.
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T = 0.001.

Además, en el 
aso de λ =0.4 mostramos la simula
ión numéri
a a tempe-ratura (T =0.001), �gura 4.13. A este valor de la temperatura, 
omo vemos,no apare
e una diferen
ia signi�
ativa entre la teoría y la simula
ión.Uno de los aspe
tos más sobresalientes por inesperados, puestos en eviden-
ia en las �guras 4.11 y 4.12 es la falta de a
uerdo entre los resultados teóri
osy las simula
iones de una partí
ula en el régimen de amortiguamiento muy pe-queño. Esta dis
repan
ia es importante puesto que en prin
ipio los resultadosteóri
os empleados son muy pre
isos a amortiguamiento bajo. Si esto es asíenton
es la diferen
ia estaría denotando una importante inexa
titud en nues-tras simula
iones en el régimen de amortiguamiento muy pequeño. Una seriede 
uidadosas simula
iones adi
ionales nos permitieron des
artar esta últimaposibilidad. Por lo tanto, volviendo a atrás en el razonamiento, las 
urvas dibu-jadas ponen de mani�esto una impre
isión en los resultados teóri
os utilizados(los utilizados habitualmente en multitud de trabajos previos por mu
hos au-tores) en nuestro 
ál
ulo. Para resolver este inesperado problema, de
idimosvariar los planes ini
ialmente previstos de progreso del trabajo de tesis do
toraly nos internamos en el estudio de la teoría de es
ape de Kramers para valo-res muy pequeños del amortiguamiento del sistema. Esta labor 
onsumió unaparte importante del trabajo de tesis y los resultados obtenidos se presentanen el 
apítulo 6 de esta memoria.
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Figura 4.14: Curva i-vmostrando la rama de difusión del �uxón a voltaje bajo obtenidapara λ =0.4, Γ =0.01 y T =0.1.
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Figura 4.15: Sistema 
on λ = 0.4, Γ = 0.01 and T = 0.1. Evolu
ión temporal de lafase de la 1 unión (línea verde) y la fase del 
entro de masas del �uxón (línea azul)dividida por 2π a i = 0.005, 0.01, 0.02.4.2.6. Difusión del FluxónEn la �gura 4.7 hemos visto que a bajo amortiguamiento y temperaturasu�
ientemente alta apare
e una rama de bajo voltaje en las 
urvas I-V previaal es
ape al estado óhmi
o. En este estado de bajo voltaje, el transporte delos �uxones o
urre a través de una serie de 
ambios de fase de magnitud 2πindu
idos por ruido (enton
es el 
entro de masas del �uxón 
ambia en 2π/N).



4.2. Red regular 
on 9 uniones y un �uxón 87

 10

 12

 14

 16

 18

 20

 22

 10500  10600  10700  10800  10900  11000

tiempo

i=0.07

i=0.05

__
2π
ϕ

Figura 4.16: Sistema de uniones 
on λ = 0.4, Γ = 0.01 and T = 0.1. Evolu
ióntemporal de la fase de la 1 unión (línea verde) y la fase del 
entro de masas del �uxón(línea azul) dividida por 2π a i = 0.05 y 0.07.Cada salto se 
orresponde 
on un avan
e por parte del �uxón de una 
elda enel arreglo super
ondu
tor. Tal estado no puede ser entendido en términos de laimagen de partí
ula úni
a, e
ua
ión 4.4. En analogía 
on la difusión de fase queo
urre en una sola unión a valores altos del amortiguamiento, denominamos aeste modo de transporte difusión del �uxón. También podemos apre
iar estefenómeno en la �gura 4.14 para un sistema de 9 uniones y a
oplamiento de0.4, en donde hemos explorado la físi
a en el estado de bajo voltaje, previo alswit
hing. A pesar del he
ho de estar en el régimen de bajo amortiguamiento,el �uxón es 
apaz de viajar a lo largo del anillo sin ex
itarse a la rama whirling.Sorprendentemente este es un estado ex
itado térmi
amente que no se observaa bajas temperaturas.En la �gura 4.15 y �gura 4.16 mostramos la evolu
ión temporal de la fase deuna unión (unión 1) y la fase aso
iada 
on el 
entro de masa del �uxón de�nido
omo ψ = 1
N

∑
j ϕj para permitir una mejor 
ompara
ión. Los valores de la
orriente han sido es
ogidos en la rama de bajo voltaje. Los saltos aleatoriosde magnitud 2π para la unión ó 2π/N para la fase del �uxón ψ se observanfá
ilmente. Tales saltos son ex
itados térmi
amente y son más fre
uentes avalores mayores de la 
orriente (la energía de ex
ita
ión de los mismos enmenor). Para valores pequeños de la 
orriente también es posible observarsaltos ha
ia atrás del �uxón. A estas temperaturas el a
oplamiento del sistemaal resto de grados de libertad es grande y el �uxón disipa rápidamente la energíaextra adquirida en 
ada salto evitándose la transi
ión a la rama óhmi
a.El régimen de difusión, tambien se observa en valores mayores del a
opla-
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Figura 4.17: Curva i-v que muestra a alta temperatura la rama de difusión del �uxóna voltaje bajo obtenida para λ =0.8, Γ =0.001
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Figura 4.18: Curva i-v que muestra a alta temperatura la rama de difusión del �uxóna voltaje bajo obtenida para λ =0.8, Γ =0.01miento entre las uniones, 
omo en el 
aso de λ =0.8 dibujado en la �gura 4.17
on amortiguamiento Γ =0.001 y la �gura 4.18 
on amortiguamiento Γ =0.01en donde se muestra que a altas temperaturas apare
e una zona de bajo voltajeprevio al salto.Hemos realizado también una serie de experimentos numéri
os para estu-diar el salto desde la rama de difusión al estado resistivo óhmi
o de alto voltajeo whirling mode en el que todas las fases del sistema 
ambian y el �uxón se des-
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aliza en la red. Estas simula
iones se ha
en eligiendo un umbral de voltajemayor, pero son, de otra forma similares a las simula
iones des
ritas previa-mente. Los resultados para Γ = 0.01 y 0.001 se muestran en la �gura 4.19 para
λ =0.4. Vemos que la teoría y los resultados para partí
ula úni
a están 
om-pletamente de a
uerdo en todo el rango de temperatura. También podemos verque la desvia
ión estándar se in
rementa 
on la temperatura siguiendo la leyesperada, hasta un 
ierto valor donde al
anza un máximo y enton
es de
re
e
uando 〈idep〉 es 
er
ana a 
ero.Sin embargo, en la �gura 4.19 podemos también ver que para la 
urvadel �uxón existe un valor de T a partir del 
ual para temperaturas mayoresse observa que el valor de la 
orriente para el 
ual el sistema salta al estadoóhmi
o, isw es bási
amente independiente de la temperatura. Esta temperaturamuestra la emergen
ia de la rama de difusión del �uxón en la 
urva I-V y es másnotoria en la medida que aumenta el valor del amortiguamiento. Al observar las
urvas I-V pare
e observarse que existe una velo
idad máxima para el �uxónen el sistema que de�ne aproximadamente el valor de la 
orriente para el 
ualse produ
e el evento de salto a la rama óhmi
a. Comparando la 
urva de ladesvia
ión estándar de las �gura 4.19 y 4.10, podemos ver que el máximo enla isw del �uxón o
urre a temperaturas menores que el máximo en la idep.Di
ho máximo mar
a la temperatura a la 
ual 
omienza a observarse la ramade difusión y la an
hura de la distribu
ión de probabilidad aso
iada en mu
homenor y además se mantiene 
onstante al aumentar la temperatura.En la imagen de una partí
ula, o el modelo RCSJ para una unión, general-mente se a
epta que la difusión no puede 
oexistir 
on la histéresis o dinámi
asubamortiguada. Esto fue bien dilu
idado por Kautz y Martinis [97℄ utilizandoargumentos del espa
io de fase. En po
as palabras, si el valor de la 
orrienteapli
ada es su�
iente para permitir un estado running estable que 
oexiste 
onlos puntos �jos de voltaje 
ero, las 
uen
as de atra

ión para tal estado runningne
esariamente separan las 
uen
as de atra

ión de 
ualquiera dos puntos �josve
inos. Los saltos de la fase entre dos puntos �jos están prohibidos, ya que elsistema debe pasar a través de la 
uen
a de atra

ión por el estado running.Aunque hemos demostrado en este 
apítulo, que el es
ape ini
ial del �uxóndesde su mínimo se puede expli
ar por el fenómeno de a
tiva
ión térmi
a deuna partí
ula, el estado de difusión del �uxón en las 
urvas I-V de la �gu-ra 4.7 y la �gura 4.14 no puede ser expli
ado de manera similar. A pesar delo di
ho, es posible en
ontrar una serie de experimentos [98, 99, 100℄ donde alestudiar la dinámi
a de una unión Josephson 
on amortiguamiento pequeño seobservó una rama de difusión de voltaje pequeño. En este 
aso, la 
oexisten
iade difusión de fase e histéresis fue expli
ada por la presen
ia del amortigua-miento dependiente de la fre
uen
ia en la 
arga de la unión. Un modelo simplede amortiguamiento dependiente de la fre
uen
ia es un 
ir
uito serie RC en
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Figura 4.19: 〈isw〉 y σ 
omo fun
ión de T a λ = 0.4, para dos valores diferentes delamortiguamiento Γ = 0.01 y Γ = 0.001. Mostramos las grá�
as para la predi

iónteóri
a (líneas), la partí
ula (símbolos hue
os) y el �uxón (símbolos rellenos).paralelo 
on la unión, el 
ual adi
iona un grado extra de libertad al espa
iode fase para la dinámi
a de la unión. Está dimensión extra resuelve el temaantes men
ionado respe
to a las 
uen
as no sobrepuestas de atra

ión. Un as-pe
to relevante en los resultados es que se observa la difusión del �uxón en lassimula
iones sin que el amortiguamiento dependa de la fre
uen
ia, lo 
ual nose in
luyó en las e
ua
iones. En lugar de las dimensiones extra introdu
idaspor el amortiguamiento dependiente de la fre
uen
ia, la difusión del �uxónpuede o
urrir por los grados de libertad adi
ionales de las múltiples uniones
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Figura 4.20: Tasa de es
ape 
omo fun
ión de la 
orriente a 3 valores de temperatura(10−2, 10−3 y 10−4) para λ = 0.4 y Γ = 0.01en el arreglo. Cuando estudiamos el 
omportamiento del sistema a diferentestemperaturas hemos visto que el valor medio de la distribu
ión de la 
orrientede swit
hing de la rama de difusión del �uxón y la desvia
ión estándar es muypequeña. Comparando la desvia
ión estándar de la 
urva en la �gura 4.19 
onla de más bajo umbral en la �gura 4.10, también vemos que el pi
o o
urremu
ho más pronto en temperatura para el salto desde el estado de difusión.Este pi
o en la desvia
ión estándar es reminis
en
ia de los experimentos de unaunión [98, 99, 100℄, donde un pi
o en la desvia
ión estándar indi
a el 
olapsode la a
tiva
ión térmi
a y el 
omienzo de la difusión.4.2.7. Tasas de es
apeHasta ahora hemos presentado resultados para el valor medio y la desvia-
ión estándar de la distribu
ión de probabilidad de 
orriente del es
ape del�uxón. También es posible des
ribir los datos en términos de la tasa de es
ape,la 
ual es una magnitud que no depende de detalles experimentales tal 
omola rampa de la 
orriente. La tasa de es
ape se puede 
al
ular fá
ilmente desdela fun
ión distribu
ión de probabilidad [25℄ aunque en general se requiere unaestadísti
a ex
elente para obtener resultados satisfa
torios. Para un númerolimitado de valores de temperatura hemos 
al
ulado los valores de la 
orrientede desan
laje para 10000 muestras y extraído de los resultados los valores dela tasa de es
ape.Los resultados del 
ál
ulo de la tasa de es
ape a partir de la fun
ión de
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Figura 4.21: Tasa de es
ape 
omo una fun
ión de la 
orriente a dos diferentes tempe-raturas (10−3 y 10−4) para λ = 0.8 y Γ = 0.01

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1
 0

 0.1

 0.2

Corriente

=10Γ −3

Ta
sa

 d
e 

es
ca

pe

Γ =10 −2

Figura 4.22: Tasa de es
ape y fun
ión de distribu
ión de probabilidad para el swit
hingde la rama de difusión del �uxón. λ = 0.4, Γ = 0.01 y 0.001 y T = 0.1.distribu
ión de probabilidad se muestran en la �gura 4.20 y �gura 4.21. Comose esperaba de las �guras 4.10, el a
uerdo entre los resultados numéri
os parael �uxón, la partí
ula y la teoría son ex
elentes 
uando el a
oplamiento es de
λ =0.8 y para λ =0.4 los resultados son 
omparables 
uando la temperatura esbaja. El �uxón se desvía ligeramente para λ =0.4 y T =0.01, 
er
a a la región
on una rama de difusión del �uxón.
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al
ulado la fun
ión distribu
ión de proba-bilidad y la tasa de es
ape aso
iada para el swit
hing desde el estado de bajovoltaje difusión del �uxón al modo de alto voltaje, �gura 4.22. Se ha elegido
T=0.1 y Γ=0.01y 0.001 (ver también �gura 4.19). En este 
aso no tiene senti-do 
omparar 
on los resultados para una partí
ula puesto la rama de difusióndel �uxón no puede entenderse en términos del 
omportamiento de partí
ulasindividuales.4.3. Red regular de 30, 60, 120 y 300 unionesEn esta se

ión presentaremos un análisis de la dinámi
a del �uxón en ani-llos 
on un número mayor de uniones. En parti
ular estudiaremos los 
asos deanillos 
on 30, 60, 120 y en algunos 
asos 300 uniones Josephson. Centrare-mos nuestro interés en la misma región de parámetros que en la se

ión ante-rior; esto es, sistemas dis
retos y subamortiguados (a
oplamiento de λ =0.4,y amortiguamientos de Γ =0.001, Γ =0.01 y Γ =0.1). Nos interesaremos en el
omportamiento del sistema a distintas temperaturas. Comenzaremos presen-tando los resultados de la dinámi
a a partir de las 
urvas de 
orriente-voltaje,
entrándonos espe
ialmente en el movimiento del �uxón en la zona de difusióna bajo amortiguamiento. Posteriormente estudiaremos el efe
to de la tempera-tura sobre las diferentes 
orrientes 
ríti
as del sistema, fundamentalmente laque hemos llamado 
orriente de swit
hing que mar
a la transi
ión a la ramaresistiva óhmi
a.En todos los 
asos la rama de V = 0 
orresponde al �uxón an
lado en lared y la rama óhmi
a 
orresponde a todas las uniones rotando 
on a la mismafre
uen
ia y 
on un desfase 2π/N . La 
orriente de desan
laje es independientedel tamaño de la red. Sin embargo, la rama de bajo voltaje y la 
orriente deswit
hing van a depender del tamaño de la red. En 
ualquier 
aso, el voltajeen esa zona es debido al movimiento del �uxón a lo largo del anillo mientraslas uniones más alejadas al 
entro de masas de éste se en
uentran aproxima-damente en reposo o os
ilando en torno a su posi
ión de equilibrio (según elvalor de N , la velo
idad del �uxón y el amortiguamiento). La velo
idad del�uxón 
orresponde a vfluxon = N × v. El �uxón, en su movimiento 
ir
ular alo largo del anillo ex
ita las uniones que se en
uentra en su paso. Si el amorti-guamiento es grande o el anillo muy grande, las uniones a las que se aproximaestán en un estado de reposo, enton
es la dinámi
a es independiente de N yel movimiento en redes de distinto tamaño es equivalente. Sin embargo, pararedes pequeñas o valores del amortiguamiento pequeños (ambas 
osas se danen los 
asos que nos interesan) el �uxón a su paso se en
uentra 
on unionesque no han llegado al equilibrio y que fueron ex
itadas por el paso del �uxón
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o de Fluxones en Redes regularesen la vuelta anterior. En este 
aso los efe
tos de intera

ión entre el �uxón ylos modos ex
itados son fundamentales, produ
iéndose las resonan
ias de la
urva I-V. En ese 
aso la dinámi
a depende de manera importante del tamañode la red y en parti
ular se observa 
omo la 
orriente de swit
hing 
ambia demanera importante 
on este tamaño. A 
ontinua
ión pasaremos a estudiar 
onmás detalle y 
uanti�
ar estos efe
tos.4.3.1. Curvas I-VA 
ontinua
ión presentaremos resultados obtenidos en simula
iones de ladinámi
a del sistema tomando 
omo referen
ia un anillo 
on a
oplamiento mo-deradamente dis
reto, λ =0.4. Compararemos las 
urvas I-V de sistemas 
on
N = 9, 30, 60 y 120 uniones a tres valores distintos de la temperatura: T =0,
T =0.02 y T =0.1. En todos los 
asos representados (ver �guras 4.23, 4.24y 4.25) se dibuja la 
urva i-v 
onven
ional (grá�
as situadas en la 
olumna iz-quierda de la �gura) y el detalle de la región de bajo voltaje (grá�
as situadasen la 
olumna 
entral de la �gura). Además, dado que la región de bajo voltajeestá dominada por la dinámi
a del �uxón, 
on el �n de poder 
omparar ade-
uadamente las 
urvas obtenidas para distintos valores del tamaño de red Nresulta 
onveniente dibujar también la 
ontribu
ión del movimiento del �uxónal voltaje d
 del sistema. Di
ha 
ontribu
ión es simplemente vfluxon = N × v.Las grá�
as situadas en la 
olumna dere
ha de las �guras men
ionadas mues-tran el 
ambio de vfluxon 
on i en la región de bajo voltaje.Comenzaremos nuestro estudio presentando resultados para valores peque-ños del amortiguamiento Γ =0.001 (�gura 4.23). Nuestro objetivo al elegirdi
ho valor del parámetro de amortiguamiento del sistema es estudiar fun-damentalmente 
omo el tamaño del sistema afe
ta la emergen
ia de la ramade difusión observada a altas temperaturas. Las 
urvas de temperatura nula(mostradas en las grá�
as de la �la superior), no muestran nada inesperado:la 
orriente de desan
laje del �uxón es bási
amente independiente del tamañode la red y al al
anzarse (idep ≃ 0.154) el sistema salta de la rama super
on-du
tora de voltaje 
ero a la óhmi
a de v = i. Al aumentar la temperaturaesta situa
ión 
ambia. Para T =0.02 (grá�
as situadas en la �la intermediade la �gura) se observa por un lado un aumento importante de la 
orriente dedesan
laje al aumentar el tamaño del sistema y,para sistemas su�
ientemente grandes, la apari
ión de la rama de difusiónde bajo voltaje. Hay que men
ionar no obstante que el importante 
ambio dela 
orriente de depinning 
on N en realidad es aparente (ver �gura 4.26 másadelante). A esta temperatura nos en
ontramos justo antes la apari
ión de larama de difusión, de he
ho ésta ya apare
e para N = 120 y la distribu
ión
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Figura 4.23: Compara
ión de las 
urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson 
on a
oplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.001 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la 
entral) y T =0.1 (�lainferior). En 
ada 
aso se representan tres �guras: 
urva i-v 
ompleta (
olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la 
urva (
olumna 
entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la 
urva (
olumna dere
ha).de probabilidad para la 
orriente idep es muy an
ha pero el valor medio de lamisma no 
ambia de manera importante de unos tamaños a otros de la red.Si aumentamos la temperatura a T =0.1, grá�
as situadas en la �la inferiorde la �gura, se observa 
laramente para todos los tamaños de la red la emer-gen
ia de la rama de difusión. En este 
aso el salto a la rama óhmi
a no se
orresponde 
on un depinning, ya que el �uxón 
omienza a moverse a 
orrienteprá
ti
amente nula, sino 
on el abandono de la rama de difusión. Di
ho aban-dono o
urre a un valor de la 
orriente isw que depende de manera notable
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Figura 4.24: Compara
ión de las 
urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson 
on a
oplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.01 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la 
entral) y T =0.1 (�lainferior). En 
ada 
aso se representan tres �guras: 
urva i-v 
ompleta (
olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la 
urva (
olumna 
entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la 
urva (
olumna dere
ha).del tamaño de la red. Las �guras de la 
olumna dere
ha permite 
omparar demodo más e�
iente los resultados obtenidos para distintos tamaños de red.En la �gura 4.24 se ve la dinámi
a del �uxón para sistemas de 9, 30, 60,120 e in
luso 300 uniones. Para T = 0, en todos los tamaños del sistema la
orriente de es
ape es igual a 0.154 
omo se apre
ia en la parte 
entral y dere
ha(
ompara
ión normalizada) de la �gura. En el 
aso de temperatura T=0.02 dela �gura 4.24, el sistema presenta difusión a partir de un valor aproximadode 0.071 de la 
orriente (idep) para todos los tamaños del sistema, 
omo se
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Figura 4.25: Compara
ión de las 
urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson 
on a
oplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.1 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la 
entral) y T =0.1 (�lainferior). En 
ada 
aso se representan tres �guras: 
urva i-v 
ompleta (
olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la 
urva (
olumna 
entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la 
urva (
olumna dere
ha).apre
ia en la parte 
entral de la �gura. Sin embargo, la 
orriente de swit
hingse in
rementa de modo importante en la medida en que el sistema es mayor.Cuando aumentamos la temperatura al sistema (�gura inferior), el �uxón entreen la rama de difusión desde i = 0, independiente del tamaño del sistema. Lade swit
hing sigue siendo notablemente diferente para los diferentes valores de
N . En todos los 
asos se observa que la grá�
a de vfluxon permite una mejor
ompara
ión de la dinámi
a del �uxón para los diferentes valores de N .Presentaremos ahora los resultados para un amortiguamiento un orden de
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laje Térmi
o de Fluxones en Redes regularesCuadro 4.2: Temperatura 
ríti
a para la emergen
ia de la rama de bajo voltaje en la
urva I-V del �uxón para λ =0.4 y dos valores de Γ.
Γ=0.001

uniones 9 30 60 120
TC 0.025 0.018 0.014 0.011

Γ=0.01
uniones 9 30 60 120
TC 0.0126 0.008 0 0magnitud mayor, Γ = 0,1. Al aumentar este parámetro entramos en la regióndelas 
urvas i-v donde son apre
iables los distintos peldaños de resonan
iasentre la velo
idad de trasla
ión del �uxón y los modos lineales de la red. En la�la superior de la �gura 4.25 se muestran los resultados para T = 0. El númerode es
alones de resonan
ia permitidos aumenta 
on el tamaño de la red, asípara valores altos de N pare
e observarse una 
urva 
ontinua para el voltaje.En todos los 
asos el sistema entra en la zona de resonan
ia a través de undepinning a i =0.154. En la mayoría de los 
asos (N ≥ 30) el swit
hing a larama óhmi
a se produ
e aproximadamente a la misma 
orriente, isw ≃0.55. Siaumentamos la temperatura el ruido térmi
o 
omienza a afe
tar los diferentespunto de saltos entre es
alones (�la 
entral) y a temperaturas su�
ientementealtas (�la inferior) es 
apaz de apantallar totalmente los saltos dando una 
urvaruidosa pero de aparien
ia 
ontinua.4.3.2. Estudio de 〈isw(T )〉 para sistemas de diferentes tamañosEn la se

ión anterior se ha podido observar que el valor de la 
orriente ne-
esaria para el es
ape del �uxón 〈idep(T )〉 no depende del tamaño del sistemarepresentado en el número de uniones Josephson en el anillo. Por el 
ontrario,
uando analizamos las 
orrientes de swit
hing se apre
ian diferen
ias signi�
a-tivas 
on el 
ambio de tamaño del sistema. Por ello es interesante realizar unestudio de 
omo se 
omporta el valor de 〈isw(T )〉 para diferentes tamaños delsistema.En este apartado presentamos los resultados de la 
ompara
ión del valormedio de la 
orriente de swit
hing 〈isw(T )〉 y su desvia
ión estándar σ en lossistemas de diferente tamaño. Los resultados fueron obtenidos desde la simu-la
ión numéri
a de las e
ua
iones dinámi
as del sistema para 200 muestras.La �gura 4.26 muestra resultados para sistemas de 9, 30, 60 y 120 unionespara amortiguamiento Γ =0.001 y a
oplamiento λ =0.4. La rampa promedio
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Figura 4.26: Valor medio, 〈isw(T )〉, y desvia
ión estándar, σ, de la distribu
ión deprobabilidad de la 
orriente de swit
hing 
omo fun
ión de la temperatura. El a
opla-miento es λ =0.4 y el amortiguamiento de Γ =0.001.utilizada fue de 4/3 × 10−6. El 
omportamiento de la 
orriente de swit
hing
on la temperatura es similar al estudiado para el sistema de 9 uniones: la
orriente de swit
hing 
oin
ide 
on la 
orriente de depinning para valores pe-queños de temperatura pero a una temperatura determinada la apari
ión dela rama de difusión del �uxón provo
a que estas dos 
orrientes se diferen
ien yla 
orriente de swit
hing se estabili
e en un valor pra
ti
amente 
onstante quedepende fuertemente del tamaño de la red aumentando 
on este. Con respe
toa la desvia
ión estándar, se observa que a bajas temperaturas esta sigue la
ono
ida ley de T 2/3 y a altas temperaturas al
anza un máximo que se puedeidenti�
ar 
on los puntos de in�exión de la 
orriente 〈isw(T )〉 o la temperatura
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Figura 4.27: Valor medio, 〈isw(T )〉, y desvia
ión estándar, σ, de la distribu
ión deprobabilidad de la 
orriente de swit
hing 
omo fun
ión de la temperatura. El a
opla-miento es λ =0.4 y el amortiguamiento de Γ =0.01.
ríti
a de apari
ión de la rama de difusión. Aumentando aún mas T , se observaque σ primero de
re
e y luego se estabiliza en valores relativamente pequeñosque aumentan 
on el tamaño del sistema. Podemos de
ir, en general, que lossistemas presentan un valor 
ríti
o de temperatura a partir del 
ual el valorde la 
orriente para el 
ual el arreglo de N uniones, salta a la rama whirlinges independiente de la temperatura (zona plana de la �gura 4.26). El valoraproximado de la temperaturas 
ríti
as se 
onsigna en la 
uadro 4.2 y fueronobtenidos de los pi
os de las 
urvas de desvia
ión estandar.La simula
ión de la dinámi
a del �uxón a un valor mayor del amortigua-miento, Γ =0.01, nos muestra un es
enario en gran medida similar al expuesto
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Figura 4.28: Ejemplo de 
urvas i-v para 1 �uxón, λ=0.4, varias uniones, Γ =0.01(izquierda) y Γ =0.001 (dere
ha) 
on el voltaje normalizado al número de uniones enel sistema.en el párrafo anterior. La �gura 4.27 muestra el resultado para 〈isw〉 y σ a estevalor del amortiguamiento para redes 
on 9 y 30 uniones. Como puede apre-
iarse en la �gura 4.24 a valores mayores de N una rama de bajo voltaje existedesde T = 0 y el salto a la rama óhmi
a se produ
e a valores relativamentealtos de la 
orriente, en 
ualquier 
aso superiores a i0dep. Enton
es la distribu-
ión de la probabilidad para el salto no 
ambia apre
iablemente al variar T ;
〈isw〉 y σ son prá
ti
amente 
onstantes en todo el intervalo de temperaturasestudiado.Al observar la tenden
ia que sigue la 
orriente de swit
hing 
on el in
re-memnto del número de uniones en el anillo, de
idimos realizar la simula
iónnuméri
a de la dinámi
a del �uxón 
on tamaños de red mayores de los estu-diados en el 
aso de λ =0.4 y Γ =0.01 y Γ =0.001, esto se puede ver en la�gura 4.28 en donde se muestra en detalle a baja voltaje y normalizado al nú-mero de uniones en el sistema, que la 
orriente de swit
hing tiende a un valorlímite en la medida que aumenta el número de uniones en el sistema.4.4. Red regular de 9 uniones 
on 2 y 3 �uxonesHasta ahora hemos presentado resultados para un �uxón en una red deuniones Josephson. No obstante también es interesante 
ono
er el 
omporta-miento del sistema 
on un número mayor de �uxones. En este 
aso efe
tos deintera

ión entre �uxones o de 
onmensurabilidad 
omienzan a ser relevantes.En la �gura 4.1 se puede ver la distribu
ión de las fases para 
on�gura
iones
on uno, dos y tres �uxones en una red de 9 uniones. En las próximas páginas
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VoltajeVoltajeFigura 4.29: Ejemplo de 
urvas i-v para 2 �uxones (izquierda) y 3 �uxones (dere
ha)en un anillo de 9 uniones Josephson 
on λ=0.4, amortiguamiento Γ =0.01 y 3 valoresde temperatura (T=0, 0.01 y 0.1). Mostramos tanto la 
urva aumentando la 
orriente
omo disminuyendo la misma, pudiéndose apre
iar una amplia zona de biestabilidad.estudiaremos algunos aspe
tos de la dinámi
a de redes de 9 uniones 
on doso tres �uxones atrapados. Los aspe
to fundamentales de la dinámi
a en siste-mas de anillos de uniones 
on dos o tres �uxones son similares a los des
ritosen el 
aso de un úni
o �uxón. Por ejemplo, en la �gura 4.29 se puede ver lahistéresis y regiones de difusión a temperaturas altas. Pretendiendo 
ontinuar
on el sistema dis
reto y subamortiguado, en la �gura 4.29 se ha simulado unsistema de 9 uniones Josephson 
on λ =0.4, amortiguamiento Γ =0.01, para 2�uxones (izquierda) y 3 �uxones (dere
ha), mostrándose las 
urvas I-V tantoal aumentar la 
orriente desde 
ero 
omo al disminuirla desde un estado dealto voltaje.A 
ontinua
ión mostraremos primero el estudio de las 
urvas I-V de unared de 9 uniones 
on dos �uxones. Más tarde realizaremos el mismo análisispara una red 
on 3 �uxones. Centraremos nuestro estudio en dos valores delparámetro de a
oplamiento, λ =0.4 y 0.8 y, 
omo ha sido habitual hasta aho-ra, analizaremos diferentes valores del amortiguamientos y de la temperatura.Finalmente estable
emos una 
ompara
ión dire
ta de resultados 
on 1, 2 o3 �uxones atrapados tanto a nivel del estudio de las 
urvas I-V 
omo de ladistribu
ión de las 
orriente de desan
laje y de swit
hing según el 
aso.4.4.1. 2 �uxonesEn la �gura 4.30 podemos observar la dinámi
a del arreglo en presen
iade ruido térmi
o, en este 
aso de a
oplamiento λ = 0.4 y tres valores delamortiguamiento: Γ =0.01,Γ =0.1 y Γ =1. Mostramos simula
iones para 
in
ovalores de la temperatura: T =0, T =0.002, T =0.01, T =0.02 y T =0.1. Esta
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Figura 4.30: Curvas I-V para 2 �uxones en un anillo de 9 uniones Josephson 
on
λ =0.4 a Γ =0.01 (izquierda), Γ =0.1 (medio) y Γ=1.0 (dere
ha). Cada 
urva muestra5 temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).�gura debe 
ompararse 
on la �gura 4.7 donde se muestra la misma simula
iónpara el 
aso de un úni
o �uxón.Para este valor del a
oplamiento λ la 
orriente de desan
laje a tempera-tura 
ero del sistema 
on dos �uxones es i0dep ≈0.151 (un po
o menor que laen
ontrada para un �uxón, i0dep ≈0.155). Tal y 
omo se observa para el 
aso deun �uxón, notamos que el valor de la 
orriente de desan
laje va disminuyen-do a medida que aumenta el valor de la temperatura. A temperaturas bajasese desan
laje supone el salto a la rama de alto voltaje pero a temperaturassu�
ientemente altas el desan
laje supone un salto a la rama de bajo voltajede difusión para el �uxón que a 
orrientes mayores sufre el salto a la ramaóhmi
a.Las grá�
as 
entrales muestran el resultado para un valor superior del amor-tiguamiento, ahora Γ =0.1. Este valor 
orresponde 
on la zona de resonan
iasde la 
urva i-v del sistema. Quizás la diferen
ia más notable respe
to a losresultados para un �uxón lo en
ontramos al disminuir la 
orriente i, ahora la
urva vuelve a través de las distintas resonan
ias mientras que para un �uxónse observaba un reatrapamiento dire
to desde la zona de alto voltaje. Por otrolado a diferen
ia 
on el sistema de un �uxón, la dinámi
a a temperatura altapresenta una histéresis más notable 
omo también se apre
ia en la �gura 4.29,en donde se ha dibujado el pro
eso 
ompleto, desde el desan
laje 
on el in-
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Figura 4.31: Curvas I-V para 3 �uxones en un anillo de 9 uniones Josephson 
on
λ = 0.4 a Γ = 0.01 (izquierda), Γ = 0.1 (medio) y Γ =1.0 (dere
ha). Cada 
urvamuestra 5 temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).
remento de 
orriente para λ =0.4 y Γ =0.01, a temperatura 
ero, 0.01 y 0.1,hasta 
uando el sistema se an
la nuevamente 
on el de
re
imiento de la 
o-rriente. En la imagen ampliada, se puede apre
iar mejor que en el 
aso de dos�uxones, los steps observados son menores en número que en el sistema 
onun �uxón, pero a la vez, son más prolongados. Además los voltajes obtenidosson mayores ya que en este 
aso se tiene la 
ontribu
ión de los dos �uxonesmoviéndose en resonan
ia a lo largo de la red. Sin embargo a la temperaturamás alta, esto es, T =0.1, se apre
ian unos pasos adi
ionales previos al saltode la rama óhmi
a, 
on una gran �u
tua
ión antes del primer step.Finalmente, para valores mayores del amortiguamiento alto, Γ =1.0, seobserva un redondeo del dibujo de la dinámi
a, tal 
omo en el 
aso de 1 �uxón.En este 
aso la zona de menor voltaje da 
uenta del movimiento de difusiónde dos �uxones y por lo tanto el voltaje aso
iado a la misma será doble delobservado para el 
aso de un �uxón.4.4.2. 3 �uxonesPasamos ahora a analizar el 
aso de sistemas 
on 3 �uxones en el anillo.Los resultados se presentan en la 4.31, que en este 
aso debe 
ompararse 
onlas �guras 4.7 y 4.30. La 
orriente de desan
laje a temperatura 
ero resulta ser
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v3/3Figura 4.32: Compara
ión de las zonas de bajo voltaje de las 
urvas i-v para sistemas
on 1, 2 y 3 �uxones en un anillo de 9 uniones Josephson 
on λ = 0.4, a T =0.01(�guras superiores) y T =0.1 (�guras inferiores) y Γ =0.01 (izquierda), Γ =0.1 (
entro)y Γ =1.0 (dere
ha). En 
ada 
aso se muestra vj = v × no de �uxones 
on j = no de�uxones.

i0dep ≈0.183, sensiblemente mayor que en el 
aso de uno y dos �uxones. Di
hoaumento mani�esta un efe
to de 
onmmensurabilidad en el sistema: tenemosun sistema 
on tres �uxones y nueve uniones lo que resulta en una densidad1/3 de �uxones en la red. De nuevo para valores bajos del amortiguamientose observa el importante de
re
imiento de la 
orriente de desan
laje 
on latemperatura y la apari
ión a altas temperaturas de una rama de difusión debajo voltaje. La �gura 
entral muestra la existen
ia de numerosas resonan
ias,de mayor estabilidad y valor que las en
ontradas en los ejemplos anteriores yafe
tadas de manera importante por la temperatura aunque las resonan
ias demayor voltaje resultan ser robustas in
luso a los valores mayores de T . Paravalores del amortiguamiento alto, es de
ir, Γ =1.0, se observa un redondeo enla 
urva dinámi
a, tal 
omo en los 
asos de uno y dos �uxones. De nuevo losvoltajes son mayores ya que en este 
aso debe 
onsiderarse la 
ontribu
ión alvoltaje total de la difusión de tres �uxones.4.4.3. Compara
ión entre los sistemas de 9 uniones Josephson
on diferente número de �uxonesEn los sistemas de uniones Josephson, 
on más de un �uxón, la dinámi
adel sistema presenta algunas diferen
ias que se ha
en más notables al realizar



106 Capítulo 4. Desan
laje Térmi
o de Fluxones en Redes regularesuna 
ompara
ión dire
ta de las 
urvas I-V obtenidas. Estamos interesadosen la región de bajo voltaje, donde el voltaje del sistema está dado por la
ontribu
ión de 
ada �uxón al total, por ello en este 
aso mostraremos valoresde v/M 
on M el número de �uxones en el sistema.La �gura 4.32 muestra los resultados obtenidos para un 
onjunto de valoresde los parámetros de interés. Los resultados a T =0.01 se muestran en lasgrá�
as superiores. Para bajo amortiguamiento, Γ =0.01 (izquierda), no seobserva rama de bajo voltaje y en todo 
aso el sistema salta desde voltaje
ero a la rama de alto voltaje. Aumentando el amortiguamiento del sistema a
Γ =0.1 se observa que la dinámi
a no es una mera suma de las 
ontribu
ionesde �uxones independientes sino que hay efe
tos de intera

ión entre los mismos.Para mayor amortiguamiento Γ =1 la 
urva no presenta dis
ontinuidades 
omoes de esperar y de nuevo se observan diferen
ias entre los tres 
asos que sonpequeñas en la 
ompara
ión de M = 1 y M = 2 y algo mayores para M = 3.En la �la inferior de la �gura 4.32 se muestra el 
aso T =0.1. En este 
aso abajo Γ (izquierda) la temperatura T =0.1 es su�
ientemente alta para ex
itarla rama de difusión del �uxón. Vemos 
omo la 
ontribu
ión al voltaje de 
adauno de los �uxones es similar y las 
orrientes de salto a la rama óhmi
a también,
omo 
on�rmaremos en la siguiente se

ión. Las 
urvas de amortiguamientomayor son más pare
idas a las de T =0.01. A Γ =0.1 se observan ramas dedifusión y resonan
ia 
ombinadas 
on diferen
ias importantes en la parte de lasresonan
ias según el valor de M . Para Γ =1. la dinámi
a es sobreamortiguada,suaviza por el efe
to térmi
o y 
on un apre
iable efe
to de 
onmensurabilidadpara M = 3.4.4.4. Resultados sobre 〈idep(T )〉, 〈isw(T )〉, y σA 
ontinua
ión vamos a pasar a mostrar las 
urvas para el valor medio de la
orriente de depinning y la 
orriente de swit
hing, y sus respe
tivas desvia
ionesmedias, para los 
asos de uno, dos y tres �uxones en una red 
on 9 uniones ya distintas temperaturas y 
on λ =0.4 y Γ =0.01La �gura 4.33 muestra el análisis de la 
orriente de desan
laje media 〈idep〉.Los resultados para uno y dos �uxones son muy 
er
anos a baja temperatura,esto es debido a que la 
orriente de depinning a temperatura nula de los dos
asos es muy similar. La 
urva del 
aso de tres �uxones se aleja de las anterioresen 
onsonan
ia 
on que este sistema muestra una 
orriente determinista dedesan
laje mayor.Con respe
to a la desvia
ión estándar, podemos ver que esta 
re
e 
on
T 2/3 en todos los sistemas de 1,2 y 3 �uxones, 
omo lo predi
e la teoría dea
tiva
ión térmi
a estándar y al
anza un máximo a altas temperaturas, 
uando
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〈idep〉 → 0. Enton
es la desvia
ión estándar de
re
e ya que todos los eventosde es
ape su
eden en un estre
ho rango de valores de 
orriente.Los resultados para el 
aso de la 
orriente de swit
hing, que señala la tran-si
ión al estado de alto voltaje del sistema, son mostrados en la �gura 4.34.Como o
urre en el 
aso de un �uxón para valores pequeños de la temperaturael salto se produ
e desde la rama de voltaje 0, el depinning 
oin
ide 
on elswit
hing. Sin embargo existe una temperatura a partir de la 
ual se ex
ita lazona de bajo voltaje del sistema y el salto a la rama óhmi
a se produ
e desdeesta rama de bajo voltaje. A partir de enton
es ambas 
orrientes 
ríti
as ya
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on 1,2 y 3 �uxones.no 
oin
iden y el valor de la 
orriente de swit
hing es prá
ti
amente el mismopara los tres 
asos estudiados y la fun
ión densidad de distribu
ión probabi-lidad aso
iada es bastante estre
ha, 
omo muestra el dibujo de la desvia
iónestándar de la misma.



Capítulo 5Desan
laje térmi
o de �uxonesen redes rat
het
5.1. Introdu

iónMen
ionamos en el 
apítulo 2 que el estudio del movimiento dire

ional departí
ulas también ha 
obrado relevan
ia en el 
ampo de la nano y mi
rote
-nología de dispositivos super
ondu
tores, en el diseño y estudio de sistemasque permitan el movimiento dire

ional de vórti
es y �uxones en sistemassuper
ondu
tores [85, 78℄ en general y en redes de uniones Josephson en par-ti
ular [83, 84℄, 
onformando lo que hemos llamado dispositivos rat
het para�uxones. La �exibilidad del sistema nos permite 
ombinar uniones y 
eldas detamaños diferentes lo que 
omo veremos posibilita el diseño de dispositivos 
onpoten
iales substrato periódi
os asimétri
os [83, 84, 85℄.Una manera de estudiar experimentalmente rat
hets solitóni
os es utilizardispositivos basados en uniones Josephson. En estos sistemas la 
orriente ex-terna es el análogo a una fuerza que a
túa sobre el solitón y el voltaje medidose 
orresponde 
on la velo
idad del mismo. En 1999, Falo et al [83℄ propusieronusar un arreglo paralelo de uniones Josephson 
on 
orrientes 
ríti
as y áreas dela unión alternantes. En este sistema los parámetros del dispositivo se puede es-
oger de forma que el poten
ial efe
tivo para los �uxones 
arez
a de simetría deinversión (poten
ial rat
het). Como en el 
aso de la 
adena regular, el sistemase puede modelizar por un 
onjunto de péndulos no-lineales a
oplados, peroahora los péndulos tienen longitudes alternantes y a
oplamientos armóni
osasimétri
os. En su publi
a
ión, también muestran que el �uxón se 
omporta
omo una partí
ula en donde se puede veri�
ar las predi

iones he
has pararat
het térmi
o sobreamortiguado. Posteriormente Trías et al [84, 85℄ utilizan-do la 
on�gura
ión rat
het, diseñaron arreglos 
ir
ulares y probaron algunas
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Figura 5.1: Diagrama de un arreglo tipo rat
het, las 
ru
es representan las unionesJosephson y su variado tamaño representa diversos valores de sus parámetros que
ondu
en a obtener una red rat
het.de las propiedades del �uxón mostrando que las predi

iones teóri
as están dea
uerdo 
on los experimentos. En parti
ular se midieron experimentalmente eldesan
laje de kinks atrapados en poten
iales rat
het usando un arreglo 
ir
ularde uniones Josephson. En
ontraron que la 
orriente de desan
laje depende dela dire

ión de la 
orriente apli
ada en el anillo rat
het. Además se propuso lared 
on uniones 
on tres 
orriente 
ríti
as 
omo un sistema más ade
uado paraestudiar las propiedades de �uxones en redes rat
het de uniones Josephson.Dada la relevan
ia del efe
to rat
het, plasmada en el 
apítulo 2 y la po-sibilidad de estudiarlo experimentalmente, es 
onveniente realizar un análisispor medio de la simula
ión numéri
a de la dinámi
a de los �uxones en lasredes tipo rat
het. En este 
apítulo extenderemos el estudio presentado en el
apítulo anterior al 
aso de redes tipo rat
het formadas por 
eldas iguales perouniones 
on tres 
orrientes 
ríti
as diferentes (�gura 5.1) su
ediéndose en rela-
ión 1:0.5:0.3. Las propiedades de equilibrio de �uxones en este tipo de redesya fueron presentadas en el 
apítulo 3.5.2. E
ua
ionesComo se ha visto en el 
apítulo 2, las prin
ipales propiedades físi
as de lasuniones Josephson están dadas por las rela
iones Josephson:
V =

Φ0

2π
ϕ̇, I = Ic sinϕ, (5.1)Usando té
ni
as de litografía es posible 
onstruir arreglos de uniones Jo-sephson bien 
ara
terizadas. En este 
apítulo 
onsideramos arreglos 
ir
ulares
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one
tadas en paralelo en 
on�gura
ión de anillo, alter-nando las 
orrientes 
ríti
as, 
omo se puede observar en la �gura 5.1. Comovimos en el 
apítulo 3, el sistema de e
ua
iones que des
ribe la dinámi
a delared, en su aproxima
ión más sen
illa, puede es
ribirse 
omo:
hj (ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj) = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + i (5.2)donde j = 1, ...N y ϕj es la diferen
ia de fase invariante gauge de 
ada unión.La 
orriente esta normalizada por la 
orriente 
ríti
a mayor de la uniones Ic∗,de modo que los hj = Icj/Ic∗, y el tiempo por la fre
uen
ia de plasma ωp =√

2πIc∗/Φ0C∗ (Φ0 = h/2e es el 
uanto de �ujo magnéti
o y C∗ es la 
apa
itan-
ia de la unión tomada 
omo referen
ia). El parámetro Γ =
√

Φ0/2πIc∗C∗R2
∗mide el grado de amortiguamiento en el sistema y el último término ĩj(τ)des
ribe el efe
to del ruido térmi
o en la dinámi
a y satisfa
e 〈̃ij(τ)〉 = 0 y

〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = 2hjΓTδjkδ(τ − τ ′) donde usamos T para la temperatura nor-malizada T = kBTexp/EJ (
on EJ la energía Josephson EJ = Φ0Ic∗/2π). Ela
oplamiento entre las uniones está dado por el parámetro λ = Φ0/(2πLIc∗).El voltaje normalizado v muestra la respuesta del sistema a la 
orriente ex-terna, está de�nido por v = Vdc/Ic∗R∗ = (Φ0/2πIc∗R∗)〈dϕ/dt〉 = Γ〈dϕ/dτ〉.En las grá�
as en las que se muestra la 
urva I-V del anillo dibujaremos enrealidad la 
urva i-v del mismo; es de
ir, dibujamos 
orriente y voltajes nor-malizados. Remar
amos que las 
ondi
iones de frontera están de�nidas por latopología del arreglo. Aquí hemos 
onsiderado arreglos 
ir
ulares de modo que
ϕj+N = ϕj + 2πM donde el número M de �uxones atrapados en el sistema esuna 
onstante del movimiento.En este 
apítulo 
onsideramos el 
aso de 1 y 2 �uxones, para un tamañode red de 9 uniones. En 
ada 
aso sometemos al �uxón a ambos sentidos de la
orriente, que desde ahora denominaremos 
orriente a las 
orrientes negativaspor i− y a las positivas por i+. En las redes que estudiaremos {hj} = {1.0, 0.5,0.3, 1.0, 0.5, 0.3, 1.0, 0.5, 0.3} y λ > 0.25. En este 
aso el �uxón experimentaun poten
ial efe
tivo periódi
o asimétri
o 
on un sólo mínimo por periodo depoten
ial (ver 
apítulo 3).5.3. Red rat
het 
on 9 uniones y un �uxónEn esta se

ión presentamos las simula
iones numéri
as de la dinámi
a deun �uxón en un arreglo rat
het de 9 uniones Josephson. Tal y 
omo hi
imos enel 
aso de las redes regulares, 
omenzamos mostrando las 
urvas I-V del siste-ma. Dada la asimetría del poten
ial, en este 
aso será ne
esario realizar 
urvas
on las dos polaridades de la 
orriente apli
ada. Más adelante se mostrará elestudio del 
orriente de desan
laje y la 
orriente de salto medias para distintosvalores de la temperatura del sistema.
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Figura 5.2: Dinámi
a del �uxón en un anillo rat
het de 9 uniones λ =0.4 y Γ =0.001,dos dire

iones de la 
orriente i− a la izquierda, i+ en el 
entro y la 
ompara
ión delas dos dire

iones de la 
orriente a la la dere
ha de la �gura. Cada �gura muestra 4valores de temperatura (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1). La �gura de la izquierda en realidadmuestra la 
urva |i|-v.5.3.1. Curvas I-VLos parámetros que vamos a tener en 
uenta son similares a los parámetrostenidos en 
uenta en la red regular. En parti
ular los valores del a
oplamientoson ade
uados para generar un poten
ial efe
tivo para el �uxón asimétri
o y
on un úni
o mínimo por periodo del poten
ial. Además, 
omo hemos dis
u-timos en el 
apítulo 3, puede observarse 
omo la asimetría es más a
entuadapara valores de λ ≃ 0.4. Este valor nos mar
a un óptimo en 
uanto a la ele

iónde di
ho parámetro en el diseño de una red. Los valores de los a
oplamientos
onsiderados aquí son: λ =0.4, λ =0.8 y adi
ionalmente λ =0.6, el amortigua-miento estará entre Γ =0.001 y Γ =1.0 para λ =0.4 y en los demás valoresdel a
oplamiento λ =0.6 y λ =0.8 mostraremos la dinámi
a para Γ =0.001,
Γ =0.01 y Γ =0.1. En todos los 
asos para diferentes valores de la tempe-ratura y las rampas ajustadas a los valores del a
oplamiento. En el primer
aso del a
oplamiento λ =0.4 y para el 
aso parti
ular del amortiguamiento de
Γ =0.001, mostramos en la �gura 5.2 la dinámi
a del sistema por medio de la
urva I-V. A la izquierda de la �gura 5.2, representamos la dinámi
a 
on 
o-rriente negativa i− para 4 valores de la temperatura T =0,0.002,0.02 y 0.1 (por
onvenien
ia se ha dibujado el valor absoluto de la 
orriente frente al voltaje).En el 
entro se representa el 
aso de 
orriente positiva. El 
omportamiento essimilar al de la red regular, es de
ir, 
on el in
remento de la temperatura, elvalor de 
orriente ne
esario para el desan
laje, disminuye signi�
ativamente.En este 
aso i−dep(T = 0) =-0.217 y i+dep(T = 0) =0.154. En la parte dere
hade la �gura 5.2 se 
onsigna el dibujo de las dos dire

iones de la 
orriente enque se fuerza al �uxón a moverse, y utilizamos este dibujo 
omo una forma de
omparar las 
orrientes de desan
laje del �uxón para los diferentes valores dela temperatura. En lo que sigue del 
apítulo, presentaremos las 
urvas I-V de
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Corriente Corrientei− i+Figura 5.3: Curva de movilidad del �uxón en un anillo rat
het de 9 uniones λ = 0.4y Γ = 0.001, dos dire

iones de la 
orriente y 4 diferentes temperaturas (T =0, 0.002,0.02 y 0.1).esta forma, lo que fa
ilita la 
ompara
ión de la dinámi
a en uno y otro sentidode la 
orriente.Las 
urvas de movilidad, 
omo la dibujada en la �gura 5.3 nos posibilitanestable
er los 
riterios de movilidad 
ríti
a para realizar la estadísti
a de lafuerza de desan
laje 
ontra la temperatura. En la �gura 5.3 se ha dibujado la
orriente 
ontra movilidad para un 
aso de amortiguamiento bajo Γ =0.001.A la izquierda de la �gura5.3, se presenta la movilidad para 
orriente i+, y ala dere
ha 
on i−. Se apre
ia que la dinámi
a es muy similar, salvo en el valorde la 
orriente de desan
laje para las diferentes temperaturas.La �gura 5.4 muestra 
urvas I-V para un �uxón en un arreglo de 9 uniones
on λ = 0.4. La simula
ión está he
ha para tres valores del amortiguamientoy 4 valores de la temperatura. La 
orriente se in
rementa desde 
ero hastaun valor máximo en el que se apre
ia la rama óhmi
a, la rampa promedio fuede 8
3 × 10−7 en unidades normalizadas. Hemos dibujado ambos sentidos de la
orriente en la misma ubi
a
ión del dibujo, 
on el �n de 
omparar sus valoresde desan
laje en el 
ambio de estado del �uxón de velo
idad 
ero a un estadode velo
idad positiva en el 
aso de 
orriente i+ y velo
idad negativa para i−.Observemos en las �guras el 
omportamiento a temperatura 
ero. Para

λ =0.4 la 
orriente de desan
laje en el 
aso de i+ es de aproximadamente
i+dep =0.154. Cuando la 
orriente es negativa se obtiene i−dep =-0.217. Un de-talle mejor del depinning se observa en la parte inferior de la �gura 5.4 endonde se ha realizado una amplia
ión de la misma a bajos valores del voltaje.Como en el 
aso de la red regular,también se observa que 
on el in
rementode la temperatura, la 
orriente ne
esaria para el desan
laje, va disminuyendo.



114 Capítulo 5. Desan
laje térmi
o de �uxones en redes rat
het
0.0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4

T=0
T=0.002

T=0.02
T=0.1

 0

 0.1

 0.2

-6×10
-4

-3×10
-4

 3×10
-4

 6×10
-4

T=0
T=0.002

T=0.02
T=0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

-0.4 -0.2  0  0.2  0.4

T=0
T=0.002
T=0.02
T=0.1

 0

 0.1

 0.2

-0.06 -0.04 -0.02  0  0.02  0.04  0.06

T=0
T=0.002
T=0.02
T=0.1

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

-1.2 -0.9 -0.6 -0.3  0  0.3  0.6  0.9  1.2

T=0
T=0.002
T=0.02

T=0.1

 0

 0.1

 0.2

-0.12 -0.09 -0.06 -0.03  0  0.03  0.06  0.09  0.12

T=0
T=0.002
T=0.02

T=0.1

C
or

rie
nt

e
C

or
rie

nt
e

VoltajeVoltajeVoltajeFigura 5.4: Curvas |i|-v para un �uxón en un anillo rat
het de 9 uniones λ = 0.4 a
Γ = 0.01 (izquierda), Γ = 0.1 (medio) y Γ =1.0 (dere
ha). Cada �gura muestra 4diferentes temperaturas (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1).La forma de las 
urvas 
ara
terísti
as I-V 
ambian si aumentamos el valordel amortiguamiento. Así la �gura de bajo amortiguamiento (izquierda) sólomuestra transi
ión del estado del voltaje 
ero a la rama óhmi
a del sistema.La �gura 
entral muestra los resultados para el 
aso de Γ =0.1. En ese 
aso sepuede apre
iar la zona de bajo voltaje que se 
orresponde a las resonan
ias del�uxón. Para Γ = 1,0 nos a
er
amos a la 
urva sobre amortiguada redondeadapor la a

ión de las �u
tua
iones térmi
as.En todos los 
asos se observa que al aumentar la temperatura la asimetríade la 
urva I-V se redu
e. Esto es fá
il de entender ya que a altas tempera-turas los detalles del poten
ial quedan apantallados por la intensidad de las�u
tua
iones térmi
as.Un he
ho notable es que en general el sistema de 9 uniones 
on 1 �uxón en
on�gura
ión rat
het, 
on a
oplamiento λ =0.4 y Γ =0.01 no presenta regiónde difusión de bajo voltaje, aún a temperaturas altas 
omo en el 
aso T =0.1.Por lo tanto en este 
aso sólo tiene sentido de�nir una 
orriente 
ríti
a, idep,que mar
a la transi
ión desde el estado de voltaje 
ero hasta la rama óhmi
a;observándose eso sí, que en el 
aso de la temperatura T =0.1 el �uxón �u
túabastante desde su posi
ión de equilibrio. Con amortiguamientos más altos ladinámi
a muestra los es
alones debidos a la resonan
ia y la difusión debida ala temperatura.
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ha). Cada �gura muestra 4diferentes temperaturas (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1).
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het de 9 uniones λ =0.8 a
Γ =0.001 (izquierda), Γ =0.01 (medio) y Γ =0.1 (dere
ha). Cada �gura muestra 5diferentes temperaturas (T =0,0.002,0.02 y 0.1).La ausen
ia de una rama de difusión en la dinámi
a del sistema es un he
hoa primera vista sorprendente si se 
ompara 
on los resultados obtenidos en el
aso de una red regular, donde di
ho estado de bajo voltaje apare
e a valorespequeños del amortiguamiento y temperaturas su�
ientemente altas. No obs-tante si re
ordamos lo visto en el 
apítulo 4 la apari
ión de la rama de difusióndependía de manera importante del tamaño del sistema y era muy evidentepara anillos grandes y no tanto para anillos de tamaño menor. En parti
ularen nuestro 
aso nuestro anillo tiene 9 uniones pero el poten
ial efe
tivo para el�uxón 
onsta de tan sólo 3 periodos. Creemos que este es el motivo por el 
ualno se apre
ia rama de difusión en nuestras simula
iones. Si este argumento es
orre
to, esta rama estaría presente en resultados sobre redes mayores.A 
ontinua
ión estudiamos el sistema en 
on�gura
ión rat
het 
on valoresdel a
oplamiento mayores al estudiado anteriormente. La �gura 5.5 muestralos resultados para λ =0.6 y la �gura 5.6 para λ =0.8. En todos los 
asos sepresentan tres valores del amortiguamiento, Γ =0.01 (izquiera), Γ =0.1 (
en-
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hettro) y Γ =1.0 (dere
ha). Se observa que la asimetría entre las dos dire

ionesde la 
orriente afe
ta fundamental a la 
orriente de desan
laje y se redu
efuertemente al aumentar la temperatura.En la tabla5.1 se 
onsigna la diferen
ia entre las 
orrientes de es
ape paralas dos dire

iones de la 
orriente en el sistema rat
het a T = 0. Al aumen-tar la temperatura, en las �guras 5.4, 5.5 y 5.6 puede observarse que a bajastemperaturas la diferen
ia entre la 
orriente de es
ape en las dos dire

ioneses signi�
ativamente mayor que 
uando la temperatura aumenta. No obstante,esta diferen
ia se mantiene relativamente 
onstante al variar el amortigua-miento. Los detalles sobre la evolu
ión de las 
orrientes de desan
laje 
on latemperatura y el amortiguamiento, serán presentados en la siguiente se

ión.
λ = i+dep(T = 0) i−dep(T = 0) ∆idep ∆idep/i

med
dep0.4 0.154 -0.217 0.063 0.340.6 0.118 -0.162 0.044 0.310.8 0.103 -0.127 0.024 0.21Cuadro 5.1: Asimetría en el depinning de un �uxón en una red rat
het a T = 0.

∆idep = |i+dep + i−dep| y imed
dep = 1

2
(|i+dep| + |i−dep|).5.3.2. 〈idep(T )〉En esta se

ión presentaremos los resultados para el 
ál
ulo de la 
orrien-te de depinning media de un �uxón en un red rat
het 
omo fun
ión de latemperatura. Compararemos los resultados obtenidos para 
orrientes positivasy negativas a varios valores del amortiguamiento (Γ =0.001 y Γ =0.01) y ela
oplamiento λ =0.4, λ =0.6 y λ =0.8 e intentaremos entender los resultadosobtenidos en un mar
o 
omún.Como hemos visto en la se

ión anterior, para los valores de parámetrossele

ionados la 
urva I-V del sistema experimenta un paso de la rama devoltaje 0 a la rama óhmi
a de alto voltaje sin pasar por estadios intermediosde bajo voltaje, ya sean resonan
ias o difusión.La �gura 5.7 re
oge el resultado de la simula
iones. En la �gura superior semuestra |〈idep〉| para 
orrientes positiva (símbolos hue
os) y negativas (símbolosrellenos). La �gura inferior muestra la desvia
ión estándar obtenida en 
ada
aso. El 
omportamiento observado es 
ualitativamente similar al obtenidopara redes regulares 
on la salvedad de que ahora debemos 
onsiderar las dospolaridades de la 
orriente externa.Resulta interesante 
omparar la evolu
ión del grado de asimetría del siste-
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Figura 5.7: Figura superior: Cál
ulo del valor medio de la 
orriente de depinning de un�uxón en una red rat
het 
on 9 uniones para λ =0.4 (rojo), λ =0.6 (verde) y λ =0.8(azul). Se muestran los resultados para dos valores del amortiguamiento Γ =0.01(
ír
ulos) y Γ =0.001 (triángulos). Se muestra tanto i+dep, la 
orriente de depinningpositiva (símbolos hue
os) 
omo −i−dep, el valor absoluto de la negativa (símbolos lle-nos). Los promedios se han realizado sobre 1000 realiza
iones. Figura inferior: muestrael valor de la desvia
ión estándar σ para los resultados de la simula
ión anterior.
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omo ∆idep = −(i+dep + i−dep)
omo fun
ión de la temperatura para los distintos valores de λ y Γ 
al
ulados.ma. Para ello de�nimos ∆idep = |i−dep|− |i+dep|. Los resultados se muestran en la�gura 5.8. Como puede observarse, para λ =0.6 y λ =0.8 esta medida de
re
emonotonamente 
on la temperatura y no se apre
ian diferen
ias entre los dosvalores de amortiguamiento estudiados. Sin embargo, el 
aso λ =0.4 no es tansen
illo ya que el parámetro ∆idep al
anza un máximo para T ∼ 0.01. Ade-más, por en
ima de T =0.001, 
uando ese máximo 
omienza a desarrollarse,se observan importantes diferen
ias entre los 
asos Γ=0.001 y Γ=0.01. Estosresultados 
on�rman las impresiones avanzadas a partir de la observa
ión delas 
urvas I-V del sistema.Podemos intentar entender dentro de un mismo mar
o 
omún el 
onjuntode resultados presentados en la �gura 5.7. Con respe
to el eje y, esto puedelograrse si se normalizan los valores de la 
orriente de depinning obtenidos porel resultado de temperatura nula y se representa 〈idep(T )〉/i0dep. Con respe
toal eje x, resulta natural normalizar todas las temperaturas 
on respe
to alvalor de la barrera a i = 9 (ver tabla 5.2) y representar T/EPN . La �gura 5.9muestra un muy buen a
uerdo entre las 12 
urvas representadas, siendo ela
uerdo ex
elente para los 
asos λ =0.6 y λ =0.8 y dete
tándose pequeñasdiferen
ias para λ =0.4. Estas pequeñas diferen
ias serían esperables a tenorde lo expuesto en páginas anteriores.Finalmente, de modo similar a 
omo se hizo para el 
aso de una red re-
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Figura 5.9: La �gura representa los mismos resultados mostrados en la �gura 5.7 peronormalizando la 
orriente de desan
laje por su valor a temperatura 
ero y la tempe-ratura por el valor de la barrera de Peierls-Nabarro al a
oplamiento 
orrespondiente.Esto indi
a que los resultados obtenidos pueden entenderse en un mar
o 
omún.
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i+dep i−dep EPN ωPN m

λ =0.4 0.154 -0.2177 1.038 1.806 0.22
λ =0.6 0.118 -0.1616 0.8494 1.5461 0.175
λ =0.8 0.103 -0.1265 0.6944 1.402 0.155Cuadro 5.2: Parámetros 
ara
terísti
os de 1 �uxón en una red rat
het de 9 unionesgular 
on un �uxón, podemos intentar entender los resultados obtenidos enel mar
o de la imagen del �uxón 
omo una partí
ula que se mueve en unpoten
ial efe
tivo, que en este 
aso será un poten
ial rat
het. El 
apítulo 4valido la aproxima
ión de Bütikker, Harris y Landauer (BHL) [36℄ al 
ál
ulodel valor medio de la 
orriente de es
ape del �uxón en gran parte del rangode temperaturas y a
oplamiento estudiados. Este resultado esta basado en la
onsidera
ión del es
ape de una partí
ula en un poten
ial 
úbi
o 
uya barrera
ambia 
on la 
orriente externa. En el 
apítulo 3 hemos visto que al in
luir
orriente la aproxima
ión de poten
ial 
úbi
o es también válida para poten-
iales rat
het in
linados. Por todo ello de
idimos 
al
ular numéri
amente lapredi

ión BHL para el es
ape de �uxón y su desvia
ión estándar donde losparámetros del �uxón entran en la de�ni
ión de las 
orrientes 
ríti
as y losvalores de las barreras y fre
uen
ias a 
orriente 
ero:

∆U = EPN

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (5.3)
ωa = ω

PN
(1 − f2)1/4 (5.4)donde f = i/i0dep. Re
ordamos que el otro parámetro importante en la teoríaes la tasa de varia
ión de la 
orriente apli
ada o rampa.La tabla 5.2 muestra los parámetros fundamentales (donde hemos añadidola masa efe
tiva m aunque este parámetro no entra en la teoría).Las �guras 5.10, 5.11,5.12 re
ogen los resultados. Podemos ver que las pre-di

iones teóri
as 
on
uerdan razonablemente bien 
on las simula
iones reali-zadas en los 
asos de mayor a
oplamiento, λ =0.6 y λ =0.8. Sin embargo, denuevo, en el 
aso λ =0.4 el a
uerdo no es satisfa
torio. Estas diferen
ias sondebidas al papel que juegan los grados de libertad adi
ionales (los fonones) enla dinámi
a del sistema. Como se vió en el estudio de las redes regulares, estepapel es mayor 
uando menor es el parámetro de a
oplamiento λ, que equivalea una mayor importan
ia del 
ará
ter dis
reto del sistema.
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Figura 5.10: Compara
ión de los resultados obtenidos para un �uxón en una redrat
het a λ =0.4 y las predi

iones de la teoría BHL de es
ape de una partí
ula enun poten
ial metaestable.
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Figura 5.11: Compara
ión de los resultados obtenidos para un �uxón en una redrat
het a λ =0.6 y las predi

iones de la teoría BHL de es
ape de una partí
ula enun poten
ial metaestable.
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Figura 5.12: Compara
ión de los resultados obtenidos para un �uxón en una redrat
het a λ =0.8 y las predi
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ape de una partí
ula enun poten
ial metaestable.
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o de �uxones en redes rat
het5.4. Red rat
het 
on 9 uniones y dos �uxonesComo en el 
aso de la red regular se realizó el estudio del 
omportamientodinámi
o de 2 �uxones en una red rat
het de 9 uniones. Comenzaremos nuestroestudio 
on la dinámi
a en las 
urvas I-V del sistema. Se usarán los parámetrosde a
oplamiento λ =0.4, 0.6 y 0.8 a diferentes amortiguamientos y valores dela temperatura. Finalmente se presentaran las 
urvas del valor medio de la
orriente de es
ape en fun
ión de la temperatura5.4.1. Curvas I-VLas �guras 5.13, 5.14 y 5.15 muestra la dinámi
a de una red rat
het 
onlos valores de a
oplamiento y amortiguamiento, espe
i�
ados en 
ada 
aso. Sepuede ver que existe diferen
ia signi�
ativa entre las 
orrientes de es
ape deambos sentidos de la 
orriente, ver tabla 5.3, y que en el régimen subamorti-guado Γ = 0.001 y Γ = 0.01 no hay presen
ia de difusión.Así, en el sistema rat
het 
on λ =0.4, la dinámi
a I-V para el se
torsubamortiguado; Γ =0.001 y Γ =0.01 es similar al 
aso del sistema 
on 1�uxón. También está presente el efe
to rat
het manifestado ahora por la dife-ren
ia en los valores de la 
orriente de depinning 
onsignados en la tabla 5.3.Con un valor mayor del amortiguamiento Γ =0.1 hay presen
ia de difusión aalta temperatura y multiestados representados en los es
alones de resonan
ias.Una situa
ión similar a la anterior, o
urre λ =0.6 en el régimen subamorti-guado. Con λ =0.6, Γ =0.1 desde T =0.02 y mayores, se presenta difusión ymultiestados del kink. Con temperaturas más altas la zona de difusión se véextendida hasta al
anzar la región lineal. En la dire

ión i− se puede ver quesin ruido térmi
o el kink es
apa y 
omienza a moverse, pasando por estados deresonan
ia que forman es
alones previos al salto a la rama óhmi
a. A medidaque aumenta la temperatura, el kink no de�ne una 
orriente de es
ape y en sulugar se presenta la 
ono
ida difusión que vá desde el estado de voltaje 
erohasta la zona óhmi
a, lo di
ho anteriormente se puede ver en la �gura 5.14.
λ = i+dep(T = 0) i−dep(T = 0) ∆idep ∆idep/i

med
dep0.4 0.135 -0.195 0.060 0.360.6 0.096 -0.130 0.034 0.300.8 0.073 -0.091 0.018 0.22Cuadro 5.3: Asimetría en el depinning de un �uxón en una red rat
het a T = 0.

∆idep = |i+dep + i−dep| y imed
dep = 1

2
(|i+dep| + |i−dep|).
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het de 9 uniones. λ = 0.8y Γ = 0.001 (izquierda), Γ = 0.01 (medio) y Γ = 0.1 (dere
ha). Cada �gura muestra4 temperaturas diferentes (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1).Es importante desta
ar que en el 
aso λ =0.8, la dinámi
a para el se
torsubamortiguado es más interesante que en los 
asos anteriores de a
oplamiento.Ahora podemos observar eventuales valores de voltaje no nulo previos al salto
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Figura 5.16: Figura superior: Cál
ulo del valor medio de la 
orriente de depinning dedos �uxones en una red rat
het 
on 9 uniones para λ =0.4 (rojo), λ =0.6 (verde)y λ =0.8 (azul). Se muestran los resultados para dos valores del amortiguamiento
Γ =0.01 (
ír
ulos) y Γ =0.001 (triángulos). Se muestra tanto i+dep, la 
orriente dedepinning positiva (símbolos hue
os) 
omo −i−dep, el valor absoluto de la negativa(símbolos llenos). Los promedios se han realizado sobre 1000 realiza
iones. Figura in-ferior: muestra el valor de la desvia
ión estándar σ para los resultados de la simula
iónanterior.
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omo ∆idep = −(i+dep + i−dep)
omo fu
ión de la temperatura para los distintos valores de λ y Γ 
al
ulados.de�nitivo a la rama lineal de la 
urva. Esto es espe
ialmente notable en las
urvas para Γ =0.01 donde se mani�esta 
on 
laridad la presen
ia de la ramade difusión de bajo voltaje ex
itada a temperaturas su�
ientemente altas, eneste 
aso para dos �uxones en el anillo. Di
ha rama no ha apare
ido en ningunade las otras 
urvas I − V presentadas, ni para un �uxón ni para dos. Conun valor mayor del amortiguamiento Γ =0.1 se observa la presen
ia de loses
alones de resonan
ia del sistema que son suavizados por efe
to térmi
o demanera espe
ialmente notable a altas temperaturas, donde ya no se dete
tandis
ontinuidades importantes en la 
urva.5.4.2. 〈idep(T )〉Finalmente, tal y 
omo hi
imos anteriormente 
uando estudiamos el 
asode un �uxón, pro
edemos a presentar los resultados obtenidos para la 
orrientede depinning media del sistema 
omo fun
ión de la temperatura y para variosvalores de los parámetros del sistema: λ =0.4, 0.6 y 0.8 y Γ =0.01 y 0.001 en
ada 
aso.Los resultados obtenidos están mostrados en las �guras 5.16, 5.17 y 5.18similares en 
uanto a lo que representan que las �guras 5.7, 5.8 y 5.9 para el
aso de un �uxón, mostradas en la se

ión anterior. En este 
aso 
abe obser-varse menos anomalías para el 
aso de λ =0.4 que las des
ritas anteriormente
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Figura 5.18: La �gura representa los mismos resultados mostrados en la �gura 5.16pero normalizando la 
orriente de desan
laje por su valor a temepratura 
ero y latemperatura por el valor de la barrera de Peierls-Nabarro al a
oplamiento 
orrespon-diente.para un �uxón. En parti
ular, se observa que la 
urva para ∆idep es monó-tona de
re
iente en todos los 
asos y muy similar para los dos valores delamortiguamiento estudiados. Muy notablemente, el a
uerdo entre los distintos
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urvas) una vez normalizados es ex
elente en todos los 
asostanto para el valor de |〈idep(T )〉| 
omo para el valor de σ(T ) 
omo puede verseen la �gura 5.18.





Capítulo 6A
tiva
ión térmi
a en elrégimen de amortiguamientodébil.En los 
apítulos anteriores hemos presentado resultados sobre el problemadel depinning de �uxones en anillos super
ondu
tores. Siguiendo la imagen�uxón-partí
ula, los resultados han sido 
omparados 
on simula
iones de a
ti-va
ión térmi
a de partí
ulas individuales y 
on las predi

iones teóri
as. Di
haspredi

iones están basadas en la extensión llevada a 
abo por Büttiker, Harris yLandauer [36℄ del resultado de Kramers para amortiguamiento débil al régimende amortiguamiento débil-moderado.Nuestros resultados nos indi
an que para 
iertos valores de los parámetrosla imagen es válida y los resultados de desan
laje del �uxón pueden ser en-tendidos 
ompletamente por la teoría de a
tiva
ión de partí
ulas individuales.Sin embargo, 
omo muestra la �gura 4.12, a valores muy bajos del amortigua-miento en
ontramos que las simula
iones del kink o de la partí
ula se desvíande manera muy signi�
ativa de las predi

iones de la teoría de Kramers.Motivado por di
ha observa
ión, este 
apítulo lo hemos dedi
ado a intentarentender esta inesperada dis
repan
ia y, en la medida de lo posible, elaboraruna teoría que nos permita entender los resultados numéri
os obtenidos. Paraello estudiamos el problema del es
ape térmi
o en el límite de bajo amortigua-miento. Veremos que en este régimen es 
ru
ial in
orporar efe
tos de barrera �-nito a la teoría al es 
ru
ial para expli
ar los resultados de la a
tiva
ión térmi
a.Además, para entender los resultados de depinning, será ne
esario in
orporarefe
tos de no equilibrio a las teorías a usuales. En el 
apítulo, proponemos unaextensión teóri
a teniendo en 
uenta los pro
esos de no-equilibrio, los 
uales
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(I)ω U(I)∆

cI

Iret

Fluctuations

I

VFigura 6.1: El problema de a
tiva
ión térmi
a de una unión Josephson puede serformulado en términos del es
ape térmi
o de un partí
ula en un pozo metaestable.se 
omparan ex
elentemente 
on las simula
iones.6.1. Teoría de Kramers estándarEn 1940 Kramers derivó su famosa fórmula que des
ribe las tasas de es
apede una partí
ula Browniana en un pozo de poten
ial 
on el objetivo de 
al
ularvelo
idades de rea

ión quími
a [27℄. Lejos de ser un 
aso parti
ular, el es
apea
tivado por ruido es apli
able en un gran número de problemas en la 
ien
ia,va desde la biología al pro
esamiento de informa
ión 
uánti
a [102℄. Debido ala variedad de 
ampos involu
rados, surgió una intensa a
tividad en el tema,proponiendo mejores y modernas teorías a un viejo problema [28, 29, 102℄.El problema de a
tiva
ión térmi
a de una unión Josephson puede ser for-mulado en términos del es
ape térmi
o de un partí
ula en un pozo metaestable(�gura 6.1). Por ello, los estudios sobre el swit
hing térmi
o en las unionesJosephson (JJ) se bene�
ian de este esfuerzo [103, 104, 24, 25, 32, 33, 34, 35℄.Los resultados experimentales se ven afe
tados por las �u
tua
iones térmi-
as y las medi
iones en el laboratorio permiten prede
ir los parámetros de lasuniones mediante el ajuste de los resultados obtenidos a las expresiones teó-ri
as disponibles. Además, algunas tópi
os fundamentales 
omo la transi
ión
uánti
a-
lási
a ha sido abordada a través de la medida de las tasas de es
a-pe [32, 33, 34, 23℄. Es 
laro, que tales medi
iones deben 
ompararse 
on los
orrespondientes resultados teóri
os. No es ne
esario de
ir que la fórmula exa
-ta no existe y que mu
has teorías están disponibles en la literatura, que a partirdel trabajo seminal de Kramers, 
ubren un 
onjunto diferente de parámetros[28, 29℄.En una re
iente trabajo numéri
o [105℄, para valores muy bajos del pará-metro de amortiguamiento, se ha en
ontrado una desvia
ión signi�
ativa de la
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orriente de swit
hing de las uniones Josephson de los resultados esperados.Aquí presentamos una teoría que es 
apaz de dar 
uenta de la desvia
ión obser-vada. Por otra parte, predi
e que este efe
to se observará en 
ualquier sistemaforzado, donde la rela
ión entre el amortiguamiento y la rampa de fuerza nosea grande. En tal 
aso, las teorías usuales no son ade
uadas, y, 
omo veremos,es ne
esario in
luir efe
tos de no equilibrio y la 
orre

ión de barrera �nita enla des
rip
ión 
ompleta del problema.Para pre
isar, la dinámi
a de la diferen
ia de fase en la unión se des
ribenhabitualmente 
on el, así llamado, modelo (RCSJ) resistivo, 
apa
itivo y launión en paralelo, que es equivalente al problema más general de una partí
ulabrowniana en un poten
ial metaestable:
mẍ+mγẋ = −dV

dx
+ ξ(t), (6.1)donde el poten
ial V (x) = V0(1− cos x)− Ix y ξ(t) es la fuerza esto
ásti
a quedes
ribe las �u
tua
iones térmi
as. Consideramos aqui el ruido térmi
o blan
o,

〈ξ(t)〉 = 0 y 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2mγkBTδ(t− t′).Si de�nimos f = I/V0, la altura de la barrera 
ambia al aumentar I 
omo
∆U = 2V0

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (6.2)y la fre
uen
ia ωa(f) en el fondo del pozo está dada por
ωa = ω0(1 − f2)1/4 (6.3)donde ω0 = (V0/m)1/2.Para valores moderados a bajos del parámetro de amortiguamiento exis-te una 
orriente 
ríti
a (fuerza) dependiente de la temperatura para que elsistema pase de un estado de velo
idad nula o super
ondu
tor (〈ẋ〉=0) a unestado resistivo (mγ〈ẋ〉 = I). Esta situa
ión se 
orresponde 
on el problemadel es
ape de un pozo metaestable (�gura 6.1). En experimentos de 
orrien-te de swit
hing las 
urvas 
orriente-voltaje (fuerza-velo
idad) se realizan paraobtener la distribu
ión de probabilidad de la 
orriente de swit
hing, P (I). Lasdistribu
iones medidas puede estar dire
tamente rela
ionadas 
on las tasas dea
tiva
ión térmi
a [25℄ y los resultados experimentales se pueden entender entérminos de esos parámetros.6.1.1. Teoría de Kramers para amortiguamiento débilPara amortiguamiento muy débil, el resultado seminal de Kramers para latasa de a
tiva
ión estable
e:

r
KLD

=
γJb

kBT
× ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.4)
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ión en la barrera Jb/(mV0)
1/2 
omo fun
ión de I/V0 
al
ulada de modoexa
to, y 
ompara
ión 
on los resultados para un poten
ial 
úbi
o, armóni
o y 
oseno.En esta expresión re
ono
emos el resultado de la teoría del estado de transi
iónmultipli
ado por un prefa
tor válido en el régimen de amortiguamiento muybajo.En general, es
ribiremos

r = k × r
TST

= k
ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.5)donde k es un prefa
tor y r

TST
el resultado 
lási
o de la llamada transition-state-theory.El resultado de Kramers estable
e enton
es que en el límite de amortigua-miento muy pequeño, γ → 0,

k
KLD

=
γJb

kBT
= ∆ (6.6)

Jb representa el valor de la a

ión en la barrera. Para nuestro sistema sepuede aproximar al resultado de un poten
ial 
úbi
o Jb = 7.2∆U/ωa (�gu-ra 6.2). Enton
es:
r

KLD
≃ 7.2γ

2π

∆U

kBT
e−∆U/kBT . (6.7)Esta e
ua
ión muestra que la tasa es
ala de forma lineal 
on el amortiguamien-to y sólo depende del 
o
iente entre la barrera de energía y la energía térmi
a:

∆U/kBT . Esta expresión es válida solamente para amortiguamiento muy pe-queño y el límite de la barrera in�nita (∆ = γJb/kBT ≪ 1 y ∆U/kBT ≫ 1).Mu
has teorías han ampliado el resultado Kramers al régimen de amorti-guamiento moderado a débil [36, 106, 107, 96, 28℄ siguiendo la aproxima
ión debarrera in�nita. Dada su simpli
idad, el resultado de Büttiker et al. (BHL) [36℄
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a en la literatura de uniones Josephson. Corre

iones debarrera �nita se han estudiado en [108, 109℄. Re
ientemente, Drozdov Hayashi(DH) proponen una nueva teoría no perturbativa en la altura de la barre-ra [110℄.6.1.2. Extensiones de la teoría de Kramers al régimen de amor-tiguamiento moderado-débil.A 
ontinua
ión dedi
aremos unas líneas a resumir los prin
ipales resulta-dos teóri
os que pretenden extender el resultado de Kramers desde el régimende amortiguamiento débil al régimen de amortiguamiento débil-moderado. Entodos los 
asos las teorías se en
uadran en el mar
o del límite de barrera in�ni-ta, de�nido 
omo ∆U ≫ kBT . En la �gura 6.3 mostraremos una 
ompara
iónestre estos resultados y el resultado seminal de Kramers.Teoría de Büttiker, Harris y LandauerEn 1983 Büttiker, Harris y Landauer [36℄ presentaron un reputado trabajodonde se intenta extender el resultado de Kramers al régimen de amortigua-miento débil-moderado.Ellos obtuvieron la siguiente expresión para el prefa
tor k,
k

BHL
=

4α

[(1 + 4α/∆)1/2 + 1]2
(6.8)Donde α es un fa
tor de 
orre

ión mayor que la unidad aunque 
er
ano a 1.Ellos hi
ieron simula
iones numéri
as y usaron α 
omo un parámetro ajustableobteniendo el mejor ajuste para α = 1. No obstante, otros autores y diversas
onsidera
iones señalan un valor diferente, α =1.47.1Usando 
omo antes la aproxima
ión 
úbi
a para la a

ión obtenemos

kBHL =
4

[(1 + ωakBT/1.8γ∆U)1/2 + 1]2
(6.9)que es la expresión introdu
ida por Devoret et al [33℄ y ampliamente usada enla literatura de uniones Josephson.Podemos 
al
ular el valor de k

BHL
en el límite ∆ ≪ 1. Enton
es

k
BHL

(∆ ≪ 1) ≃ ∆

[
1 −

(
∆

α

)1/2
]
≃ ∆ = k

KLD
(6.10)1La teoría BHL 
oin
ide 
on los resultados de Melnikov a bajo amortiguamiento para

α =1.47 hasta segundo orden. A su vez las dos en primer orden reobtienen el resultado deKramers.
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ompara los distintos resultados teóri
os para el prefa
tor k(∆)dados en el texto: k
KLD

, k
BHL

(α = 1), k
BHL

(α = 1.47), k
MM

y k
P GH

.Teoría de Mel'nikov y MeshkovEn 1986 V. I. Mel'nikov y S. V. Meshkov (MM) publi
aron un artí
ulotitulado: Theory of a
tivated rate pro
esses: Exa
t solution of the Kramersproblem [96℄. En ese artí
ulo ellos obtienen el siguiente valor para el prefa
torde la teoría de a
tiva
ión térmi
a:
k

MM
= A(∆) = exp

{
1

2π

∫ +∞

−∞

ln
[
1 − exp

(
−∆(λ2 + 1/4)

)] dλ

λ2 + 1/4

}
=(6.11)

= exp

{
2

π

∫ π/2

0
ln
[
1 − exp

(
∆/4 cos2 x

)
dx
]
} (6.12)expresión que debe ser evaluada numéri
amente.Con respe
to el límite de bajo amortiguamiento, ∆ ≪ 1 se obtiene

kMM = A(∆) ≃ ∆ − 0.82∆3/2 (6.13)Esta e
ua
ión 
oin
ide 
on el resultado de la teoría BHL para α =1.47 (úsese0.82371 en vez de 0.82) 
omo también indi
aron Risken and Voigtlaender [111℄.Teoría de Pollak, Grabert and HänggiGrabert [106℄ y Pollak, Grabert y Hänggi [107℄ derivaron un resultado quees muy similar al de la teoría de MM
k

PGH
= k

MHD
× exp

[
1

π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
ln
(
1 − e−δ(1+y2)/4

)]
. (6.14)La prin
ipal diferen
ia radi
a en la de�ni
ión de ∆ y δ (δ no se de�ne de modotrivial en la aproxima
ión PGH). Un segundo aspe
to es que en la deriva
ión
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e de manera natural el fa
tor multipli
ativo k
MHD

. Este fa
tor es elresultado de Kramers para el 
aso de moderado a alto amortiguamiento y estáde�nido por:
k

MHD
=

(ω2
b + 1

4γ
2)1/2 − 1

2γ

ωb
=

(
1 +

γ̄2

4

)1/2

− γ̄

2
;

(
γ̄ =

γ

ωb

) (6.15)donde ωb está aso
iado 
on la 
urvatura del poten
ial en la barrera: 
er
ade la barrera U(q) = −1
2mω

2
b q

2 mientras que 
er
a del mínimo metastable
U(q) = −∆U + 1

2mω
2
a(q − q0)

2 (se ha situado la barrera en q = 0 y el mínimoen q0).El parámetro δ se de�ne 
omo δ = ∆E/kBT 
on ∆E la energía mediaperdida del modo inestable perdida y su 
ál
ulo no es trivial.Esta aproxima
ión fue estudiada por Linkwitz y 
olaboradores [112℄ en 1992que derivaron una expresión para el parámetro δ en el 
aso de un poten
ial
úbi
o
∆E =

36

5
f∆U (6.16)
on

f = γ̄κ2 (1+ γ̄2/4)2 {1 + 60γ̄ (1+ γ̄2/4)1/2 k−8
2 [ψ′(κ−2

2 )−κ2
2−κ4

2/2−κ6
2/6] },(6.17)

κ2 = k
MHD

, γ̄ = γ/ωa y ψ′(z) is la fun
ión trigamma2.Para amortiguamiento débil
f = γ̄ − 1.804γ̄2 +O(γ̄3). (6.18)Si 
omparamos los resultados de las teorías PGH y MM vemos que 
oin
i-den 
uando el amortiguamiento es pequeño,enton
es f = γ̄ y δ = ∆.6.2. Corre

iones de barrera �nitaLas expresiones dadas anteriormente son obtenidas en el mar
o de lo quese 
ono
e 
omo aproxima
ión de barrera in�nita ∆U ≫ kBT . La experien
iademuestra que está aproxima
ión es razonable en un gran rango de valores delos parámetros y se 
umple de manera efe
tiva para valores del 
o
iente barrerasobre temperatura tan bajos 
omo 5. Sin embargo 
omo vamos a demostrar a
ontinua
ión los efe
tos de barrera �nita son muy importantes en el rango devalores de amortiguamiento débil, que es el que nos interesa en este momento.2ψ′(z) = −

R 1

0
x

z−1 ln x

1−x
dx =

P

∞

n=0
1

(z+n)2
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a en el régimen de amortiguamiento débil.Con respe
to a los experimentos de swit
hing, en este límite el a
oplamientoal baño térmi
o es muy débil y el tiempo para al
anzar el equilibrio térmi
o muylargo (∼ 1/γ). Este he
ho tiene 
onse
uen
ias importantes: (i) para sistemasforzados, el es
ape se produ
e a valores muy bajos de la razón ∆U/kBT y (ii)las uniones pueden es
apar antes de que el equilibrio térmi
o se establez
a detal forma que los efe
tos de no-equilibrio dominan el pro
eso. Para estudiartales efe
tos es ne
esario 
ono
er primero, la importan
ia del efe
to barrera�nita de a
tiva
ión de partí
ulas a bajo amortiguamiento y tener en 
uenta laenergía media de las uniones antes de 
ada evento de swit
hing.A 
ontinua
ión resumiremos las dos teorías fundamentales que intenta in-
orporar los efe
tos de barrera �nita:Resultado exa
to en el límite de amortiguamiento nulo y barreraarbitrariaEn 1990, 
on motivo del 50 aniversario del trabajo original de Kramers,P. Hänggi, P. Talkner and M. Borkove
 publi
aron su 
élebre artí
ulo de re-visión [28℄ sobre el tema. En ese artí
ulo en
ontramos una expresión que da
uenta del valor de la tasa de es
ape, para 
ualquier barrera y válida en ellímite de amortiguamiento muy pequeño: r(γ → 0) = r
HTB

, 
on
r

HTB
= γkBT

[∫ Jb

0
dJ e−βE(J)

∫ Jb

J
dJ ′

ω(J ′)

2π

eβE(J ′)

J ′

]
−1

, (6.19)donde Jb es la a

ión en la barrera y β = 1/kBT . E(J) y ω(J) son la expresiónde la energía y fre
uen
ia 
omo fun
ión de la a

ión J .Es interesante señalar que está misma expresión apare
e en el mar
o delintento de Carmeli y Nitzan de en
ontrar una teoría válida en el régimen dedébil-moderado amortiguamiento [113℄La e
ua
ión mostrada es válida en lo que se 
ono
e 
omo energy-di�usionlimit del problema y para barrera arbitraria. En el límite de amortiguamientopequeño lo importante es el valor de la energía del sistema y la partí
ula es
apauna vez que el tiene energía su�
iente. La relaja
ión de esa energía es lenta yno importa la posi
ión de la partí
ula, si no la energía de la misma. Por ello eles
ape se produ
e mediante un pro
eso de difusión en la variable energía.Si en la e
ua
ión (6.19) se realiza la aproxima
ión de barrera alta, se re
u-pera el resultado de Kramers. Podríamos de
ir que se trata del equivalente alresultado de Kramers para 
o
iente ∆U/kBT arbitrario.
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iones de barrera �nita 137Teoría de Melnikov para las 
orre

iones de barrera �nitaEn un trabajo de 1993, Melnikov [108℄ re�nó la teoría MM para in
luirlos efe
tos de barrera �nita. En esta o
asión el prefa
tor k viene dado por lasiguiente expresión:
k

MF B
= A

(
γ

ωb
,
kBT

∆U

)
≈ A0(∆) − kBT

∆U

∆U

ωbSb

[
A1(∆) ln

∆U

kBT
+B1(∆)

](6.20)
on A0(∆) = kMM y A1(∆) y B1(∆) dos nuevas fun
iones a 
al
ular.El 
ál
ulo de esos dos nuevos 
oe�
ientes es bastante laborioso pero para
∆ ≪ 1 se obtiene:

A0(∆) ≃ ∆ − 0.82∆3/2 (6.21)
A1(∆) ≃ ∆ − 1.63∆3/2 (6.22)

B1(∆) ≃ ∆(CU + 2 + ln 2 − C) (6.23)Ver que para la fun
ión B1(∆) sólo se tiene el término dominante en el desa-rrollo en ∆. En esta última e
ua
ión CU es un 
oe�
iente que depende delpoten
ial y C el número de Euler C =0.5772.En el 
aso de un poten
ial 
úbi
o ∆U/ωbSb = 5/36 y CU = 3 ln 6, así
CU + 2 + ln 2 − C =7.49.Si ∆ ≪ 1 se obtiene las 
orre

iones de barrera �nita al resultado deKramers para amortiguamiento débil. Usando x = ∆U/kBT , se tiene

k
LDMF B

= ∆ − ∆

7.2x
(lnx+ 7.49) (6.24)y

r
LDMF B

γ
=

7.2x − lnx− 7.49

2π
e−x (6.25)o

rLDMFB

rLD
= 1 − lnx

7.2x
− 1.04

x
(6.26)Más tarde Ferrando y 
olaboradores [109℄ presentaron un estudio numéri
odel trabajo de Melnikov. En ese estudio puede en
ontrarse el 
ál
ulo de los
oe�
ientes A1 y B1.Teoría de Drozdov y HayashiEntre los años 1996 y 2000, Alexander N. Drozdov lideró una serie de traba-jos sobre diversos aspe
tos de la teoría de Kramers. Algunos de sus resultados,
omo veremos, son muy notables, pero sorprendentemente sin embargo no han
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a en el régimen de amortiguamiento débil.tenido el impa
to esperado en la 
omunidad 
ientí�
a. En su trabajo de 1999junto a Hayashi [110℄, se presenta un resultado teóri
o válido para 
ualquiervalor de la barrera en el régimen de amortiguamiento desde muy pequeño amoderado.La expresión de Drozdov se 
onstruye de la siguiente manera: Como de
ostumbre, la tasa de es
ape se expresa en fun
ión del resultado de la llamadatransition-statete-theory y un fa
tor de transmisión:
r

DH
= k

DH
× rexacto

TST
, (6.27)donde se usa la siguiente de�ni
ión para la tasa de es
ape de la transition-state-theory:3.

rexact
TST =

{√
2πβm

∫ 0

−∞

dx e−βV (x)

}−1 (6.28)
x = 0 señala la posi
ión de la barrera, V (x = 0) = 0 y el es
ape o
urre devalores negativos a valores positivos x.Hemos usado el superíndi
e �exa
to� para distinguir esta expresión de lautilizada anteriormente (ver e
ua
ión 6.5):

raprox
TST

=
ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.29)

raprox
TST

puede derivarse de modo sen
illo a partir del resultado para rexacto
TST

si serealiza la aproxima
ión de �barrera parabóli
a�:
∫ 0

−∞

dx e−βV (x) ≃
∫ +∞

−∞

dx e−β(−∆U+ 1
2
mω2

a(x−x0)2) =

√
2π

βmω2
a

eβ∆U (6.30)La �gura 6.4 evalúa la diferen
ia entre usar ambas expresioness (e
ua
io-nes 6.28 y 6.29).Con respe
to al fa
tor multipli
ativo k
DH

, primero se da el valor del pre-fa
tor en el límite de amortiguamiento nulo, que resulta ser el apropiado paraobtener el resultado exa
to
k

DH
(γ → 0) = kwc = r

HTB
/ rexacto

TST
(6.31)y así r

DH
(γ → 0) = r

HTB
.A partir de este resultado se propone un prefa
tor válido para valores ma-yores del amortiguamiento,

k
DH

= A(kwc) (6.32)donde A(x) es la fun
ión introdu
ida por Mel'nikov y Meshkov, e
ua
ión (6.11).3Este resultado no es original de Drozdov, ya apare
e en el trabajo seminal de Kramers [27℄o en la re
opila
ión de HTB [28℄
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Figura 6.4: Izquierda: dibujamos la fun
ión exp−βV (x) -normalizada- para el poten-
ial exa
to y la aproxima
ión parabóli
a al mismo (rTST se 
al
ula integrando estafun
ión). Usamos V0 = 10, F = V0/2 y β =0.03, 0.03, 1; enton
es x = ∆U/kBT =0.2,2., 6.8 respe
tivamente. Dere
ha: rexact
TST /r

approx
TST 
omo fun
ión de ∆U/kBT para dosvalores de T . Vemos que el resultado es el mismo para los dos T . La �gura de la iz-quierda permite entender la de la dere
ha para 
ualquier barrera: ver que la expresiónexa
ta integra de −∞ a 
ero y la aproxima
ión de −∞ a +∞.), así que el 
o
iente es
er
ano a uno para x grande, mayor que uno para x pequeño y menor que uno paravalores de x muy pequeños.6.3. Tasa de es
ape: resultados numéri
osNuestro objetivo es utilizar detalladas simula
iones de dinámi
a mole
ularde la dinámi
a a bajo amortiguamiento para 
onfrontar los resultados teóri
osdisponibles. A este respe
to, debemos señalar que, debido al gran tiempo de
omputa
ión ne
esarios para obtener resultados 
uando el amortiguamiento espequeño (los tiempos de es
ape son propor
ionales al inverso del amortigua-miento) no hemos en
ontrado en la literatura resultados 
on
luyentes sobre elproblema enun
iado.En parti
ular, vamos a mostrar que los pequeños efe
to de barrera �nitason muy importantes en el 
aso de amortiguamiento bajo, la 
onvergen
ia 
onel resultado de barrera in�nita es muy lento, y la teoría DH reprodu
e losresultados numéri
os a 
ualquier barrera y amortiguamiento.Para ello hemos integrado numéri
amente la e
ua
ión de Langevin (6.1)del sistema para diferentes valores de amortiguamiento y altura de la barrera.En nuestras simula
iones hemos 
al
ulado el tiempo medio para que el sistemaal
an
e por vez primera la barrera de poten
ial, MFPT (mean-�rst-passage-time). Para valores bajos del amortiguamiento, tal tiempo medio 
orresponde ala inversa de la tasa de es
ape. De a
uerdo 
on los mar
os teóri
os, las simula-
iones se ini
ian 
on las partí
ulas situadas en el pozo de poten
ial metaestabley velo
idad 
ero. Más adelante dis
utiremos algunas 
uestiones fundamentalessobre el problema de las 
ondi
iones ini
iales. Los valore medio mostrados han
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U/kBTFigura 6.5: Tasa de es
ape dividida por el resultado de Kramers a bajo amortigua-miento, e
ua
ión (6.7), 
omo fun
ión de ∆U/kBT . Figura (a): Los puntos son losresultados numéri
os y las líneas en el 
olor 
orrespondiente la predi

ión teóri
a deDH. La línea negra representa la fórmula exa
ta de amortiguamiento tendiendo a
ero, e
ua
ión (6.19). La �gura (b) y (
) 
ompara los diferentes resultados teóri
os.sido 
al
ulados a partir 104 eventos de es
ape. Mostramos los resultados para
V0 =0.155, m =0.35 y diferentes valores de I, amortiguamiento y temperatura.Los prin
ipales resultados están resumidos en las �guras 6.5 and 6.6 dondese muestra la tasa de a
tiva
ión en fun
ión de la barrera y el amortiguamiento,respe
tivamente, y se 
ompara 
on algunas de las teorías existentes.La �gura 6.5 muestra la dependen
ia de la tasa de es
ape para diferentesvalores de amortiguamiento y temperatura. Con el objeto de poder observar las
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os 141diferen
ias entre los distintos resultados, dividimos las tasas obtenidas por elresultado de Kramers para amortiguamiento débil (6.7). Re
ordamos que (6.7)se obtiene suponiendo amortiguamiento débil y barrera alta. Por 
ompara
ión,también dibujamos el resultado exa
to para la barrera arbitraria en el límitede amortiguamiento tendiendo a 
ero [28℄, r(γ → 0) = r
HTB

. Podemos verque las simula
iones realizadas a amortiguamiento γ = 10−4, muestran unresultado muy 
er
ano al exa
to, r
HTB

. El amortiguamiento es muy pequeñopero a valores tan bajos de γ aún se apre
ian diferen
ias respe
to el resultadoel límite γ → 0. En 
ualquier 
aso se apre
ia una diferen
ia muy signi�
ativa
on respe
to el resultado de Kramers. Esta diferen
ia muestra que los efe
tosde tamaño �nito son muy importantes en el régimen de amortiguamiento débily prevale
en a valores de la barrera relativamente grandes 
omo ∆U/kBT =

10. El a
er
amiento al límite de barrera in�nita es muy lento. Por ejemplo,
r

HTB
/r

KLD
=0.72 para ∆U/kBT = 5 y r

HTB
/r

KLD
=0.85 para ∆U/kBT = 10.En las páginas anteriores, hemos des
rito los dos prin
ipales intentos dein
luir los efe
tos de barrera �nita más allá del límite de amortiguamientonulo. El primero de ellos es el de Melnikov [108℄. Sin embargo, este resultado,
omo puede apre
iarse en las �gura 6.5(b) falla a barreras pequeñas aunquefun
iona razonablemente bien a barreras moderadas.El segundo método fue propuesto por Drozdov y Hayashi [110℄ y 
omohemos visto, por 
onstru

ión, re
upera el resultado 
orre
to en el límite γ → 0para barrera arbitraria. En nuestras simula
iones estudiamos la validez delresultado de DH más allá de este límite. Como puede verse en Las �guras. 6.5and 6.6, la teoría DH expli
a nuestros resultados numéri
os en toda la regiónde amortiguamiento débil-moderado.En las �guras 6.5 (b) y (
) también mostramos resultados de la teoría BHLpara α = 1. Vemos que la teoría falla para γ = 10−4 pero fun
iona apre
ia-blemente bien si γ = 10−2 y ∆U/kBT > 6. Las otras teorías que extienden elresultado de Kramers de bajo amortiguamiento al régimen de amortiguamientomoderado a bajo (MM, PGH), dan resultados bastante similares a BHL.La �gura 6.6 muestra la dependen
ia de la tasa de es
ape dividida por elamortiguamiento, r/γ, para ∆U/kBT = 3 (�gura superior) y ∆U/kBT = 10�gura inferior, para dos valores de la temperatura y en fun
ión del amortigua-miento del sistema. Además de la 
on
ordan
ia 
on la teoría DH, 
omprobamosla 
onvergen
ia de los resultados al límite γ → 0 dado por r

HTB
(línea hori-zontal en ambas �guras). En el interior se dibujan los resultados de la teoríaBHL. La �gura permite 
uanti�
ar el rango de validez de 
ada uno de los re-sultados y en parti
ular determinar el valor del amortiguamiento para el 
ualse entra en el rango de amortiguamiento muy pequeño. Además vemos quelas 
orre

iones de barrera �nita se ha
en menos importantes al aumentar el
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Figura 6.6: Dependen
ia de la tasa de es
ape 
on el amortiguamiento del sistema.Dibujamos r/γ. Los puntos son los resultados numéri
os y las 
orrespondientes líneassólidas representan la teoría de DH. La línea negra horizontal es el límite de la e
ua
ión
on amortiguamiento tendiente a 
ero (6.19). Arriba: 
urvas de ∆U/kBT = 3. Abajo:
∆U/kBT = 10. Las �guras interiores 
omparan los resultados de DH 
on la teoríaBHL (líneas verdes).amortiguamiento, dado que el resultado BHL, que es un resultado de barrerain�nita, se aproxima al valor exa
to para γ ∼ 10−2.Para 
ompletar nuestro análisis nos damos 
uenta que al disminuir el amor-tiguamiento las 
urvas a diferentes temperaturas tienden a lo mismo, es de
ir,
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iones ini
iales 143la tasa sólo depende de la rela
ión ∆U/kBT . Esto se entiende al notar que lamayor parte de la 
ontribu
ión en las integrales en la e
ua
ión (6.19) provie-nen del fondo del poten
ial. Si la a

ión dentro del pozo se aproxima por la
orrespondiente a un poten
ial armóni
o 
on la misma fre
uen
ia en el fondo,
E = (ω0/2π)J , with ω0 = ∂2

xV (xmin), la tasa (6.19) se puede es
ribir 
omo,
rHA = γ

[∫ ∆U/kBT

0
dx e−x

∫ ∆U/kBT

x
dy

e y

y

]
−1

, (6.33)que 
laramente depende úni
amente del 
o
iente ∆U/kBT . Resaltamos que,además de su simpli
idad, la e
ua
ión anterior es una ex
elente aproxima
ióna (6.19). De he
ho, si se dibuja el resultado (6.33) y el (6.19) en la �gura 6.5,no es posible distinguir ambas 
urvas.6.4. El problema de las 
ondi
iones ini
ialesNos planteamos ahora el estudio de la in�uen
ia de la 
ondi
ión ini
ial parala energía sobre los resultados de la tasa de es
ape. El es
ape térmi
o a bajoamortiguamiento es un problema de difusión de la energía. El es
ape se produ-
e tan pronto 
omo las �u
tua
iones térmi
as propor
ionan su�
iente energíaa la partí
ula para superar la barrera. Si el amortiguamiento es pequeño, adeterminados valores de la barrera este tiempo depende del valor ini
ial de laenergía de la partí
ula.Hasta ahora, para 
omparar nuestras simula
iones 
on la teoría, hemossupuesto que las partí
ulas 
omienzan en el fondo del pozo metaestable 
onvelo
idad nula. Desde el punto de vista experimental esta suposi
ión puedefallar. Las �u
tua
iones térmi
as no sólo propor
ionan energía su�
iente parasuperar la barrera sino también energía 
inéti
a en el fondo del pozo. Conel �n de estudiar la importan
ia de este tema hemos 
al
ulado las tasas dees
ape para dos nuevas 
ondi
iones ini
iales diferentes, v = ±
√
kBT/m y las
omparamos 
on una de velo
idad ini
ial 
ero. Los resultados se muestran enla �gura 6.7. Como era de esperar, se observa que para barreras pequeñasla presen
ia de una energía 
inéti
a ini
ial disminuye el tiempo de es
ape ypor lo tanto in
rementa la tasa de es
ape. La �gura también muestra que para
iertos valores de ∆U/kBT los resultados son independientes de las 
ondi
ionesini
iales utilizadas.Para entender los resultados obtenidos usamos el siguiente razonamiento:Hemos visto que 
uando las partí
ulas se 
olo
an 
on velo
idad 
ero en la parteinferior del pozo, el tiempo de a
tiva
ión es r−1. Sin embargo, si las partí
u-las tienen energía ini
ial extra Ein, el tiempo de es
ape será menor y vendrá
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tiva
ión vs barrera para tres 
ondi
iones ini
iales: Las par-tí
ulas están en el fondo del pozo metastable 
on velo
idad 
ero (puntos azules),

v =
√
kBT/m (puntos verdes) o v = −

√
kBT/m (puntos marrones). Las líneas repre-sentan las predi

iones teóri
as de la e
ua
ión (6.34) para los 
asos 
on Ein = 0.5kBT .dado por r−1 − τ donde τ(Ein) da 
uenta del tiempo de a
tiva
ión hasta estaenergía extra, el 
ual se puede 
al
ular en el límite de bajo amortiguamientousando la e
ua
ión (6.33) reemplazando ∆U by Ein en ella. Juntando ambas
onsidera
iones, podemos generalizar las fórmulas de la tasa de es
ape:

rin =
1

r−1 − τ
. (6.34)Esta e
ua
ión muestra que tan pronto 
omo τ(Ein) ∼ r−1 el problema delas 
ondi
iones ini
iales afe
ta las tasas de es
ape. En La �gura 6.7, donde

Ein = kBT/2, esta 
orre

ión se vuelve importante para ∆U/kBT . 2. Si
∆U ≤ Ein el tiempo de paso es 
asi un pro
eso determinista que depende dela posi
ión ini
ial y la velo
idad del sistema. La �gura 6.7 ilustra este efe
to y
on�rma nuestra predi

ión teóri
a.



6.5. Resultados sobre la 
orriente de swit
hing 1456.5. Resultados sobre la 
orriente de swit
hingEn un típi
o experimento de JJ la fun
ión de distribu
ión de probabilidadde la 
orriente de swit
hing de la unión P (I) se mide realizando mu
has 
ur-vas 
orriente-voltaje donde la 
orriente se in
rementa 
onstantemente a unavelo
idad dada. A partir de estos resultados la 
orriente de swit
hing media
Isw y su desvia
ión estándar se pueden 
al
ular trivialmente. Tal P (I) puedeser fá
ilmente 
al
ulada a partir de las tasas de es
ape r(I) 
omo [25℄

P (I) = r(I)

(
dI

dt

)
−1(

1 −
∫ I

0
P (u)du

)
. (6.35)Invirtiendo esta rela
ión,. también las tasas de es
ape pueden 
al
ularse apartir de las medidas de P (I).En la �gura 6.8(a) mostramos los resultados numéri
os para el 
ál
ulo dela 
orriente de swit
hing media a diferentes valores del amortiguamiento y los
omparamos 
on las predi

iones teóri
as. Los resultados numéri
os han sidoobtenidos integrando la e
ua
ión. (6.1) para un 
onjunto de uniones termali-zadas a I = 0. A partir de enton
es la 
orriente externa se in
rementa 
on unarampa dada y se registran los eventos de swit
hing. Como es de esperar las pre-di

iones basadas en BHL fallan en el régimen de amortiguamiento muy bajo.Sin embargo, sorprendentemente, también DH es in
apaz de expli
ar nuestrosresultados numéri
os, que se en
uentran en medio de ambas teorías. Esto sedebe a la 
ompeten
ia entre el tiempo de equilibrio del sistema, dado por γ−1,y el tiempo para el 
ambio de 
orriente, dado por la inversa de la rampa de
orriente. Así, el swit
hing en el régimen de muy bajo amortiguamiento es unpro
eso de no equilibrio. El a
oplamiento al baño externo es tan débil que el
onjunto de uniones no son 
apa
es de al
anzar la energía de equilibrio térmi
aantes del swit
hing. Así, el es
ape de las uniones se produ
e de manera similara lo que se llama evaporative 
ooling, donde las uniones más energéti
as son lasprimeras en saltar, y el 
onjunto de uniones que quedan atrapadas tienen unaenergía media inferior a la de equilibrio, están de modo efe
tivo enfriadas. Estaimagen se 
on�rma en la �gura. 6.8(
) donde, para un valor determinado delamortiguamiento, γ = 10−5 se muestra la energía media para las uniones atra-pados en fun
ión de la 
orriente y la fra

ión de partí
ulas que han es
apado.Se puede observar 
omo el 
onjunto ini
ialmente está termalizado, 
o
iente 1,pero 
onforme 
omienzan los eventos de swit
hing (
ontabilizados por la 
urvaverde), la energía media de las uniones atrapadas disminuye.También vemos en la �gura 6.8(
) que el es
ape de partí
ulas 
on un energíaini
ial que va desde Ein = KBT a 
ero 
uando se aumenta la 
orriente. La formamás sen
illa de introdu
ir este he
ho en la teoría es asumir un valor promediode Ein = KBT/2 y utilizar nuestra e
ua
ión (6.34). La �gura 6.8(a) muestra
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Figura 6.8: (a) Corriente de swit
hing media a diferentes valores del amortiguamientopara T =0.01 y rampa de 
orriente İ =3.33×10−7 (rojo) y İ = 10−8 (azul). Lossímbolos sólidos son para las simula
iones numéri
as, las líneas a trazos para laspredi

iones basadas en la teoría BHL, las líneas punteadas para la teoría DH ylas líneas sólidas para nuestra teoría, e
ua
ión (6.34) 
on Ein = kBT/2. Tambiéndibujamos (eje dere
ho) los valores de la barrera 
orrespondiente a la 
orriente deswit
hing media. (b) Dibujamos la 
orriente normalizada por 0.155, su valor en ellímite determinista, frente al amortiguamiento normalizado dividido por la rampa.(
) Energía media divida por kBT de las partí
ulas en el pozo (marrón) y fra

iónde partí
ulas que ha es
apado (verde) 
omo una fun
ión de la 
orriente apli
ada(T =0.01, γ = 10−5 y İ =3.33×10−7).que de esta manera somos 
apa
es de reprodu
ir 
on bastante exa
titud losresultados numéri
os. Esta 
orre

ión resulta ser importante 
uando la barreramedia para la 
orriente de swit
hing es del orden de la energía térmi
a. Véaseque en la �gura también se dibujó el valor de la barrera para la 
orriente



6.6. Dis
usión 147de swit
hing media (símbolos abiertos). Si el amortiguamiento es pequeño, eles
ape se produ
e en promedio para valores de ∆U/kBT también pequeños. Enese 
aso los efe
tos de barrera �nita y 
ondi
iones ini
iales son espe
ialmenteimportantes.Finalmente, mediante las e
ua
iones Eqs. (6.33), (6.34) and (6.35) se puedever que en esta región del espa
io de parámetros, los resultados dependen dela razón γ/İ, 
omo se 
on�rma en la �gura 6.8(b). Por lo tanto nuestra teoríapermite estimar los valores de γ/İ donde son ne
esarias 
orre

iones de no-equilibrio. En la �gura hemos usado parámetros normalizados. Para normalizarla e
ua
ión (6.1) dividimos por V0 y el tiempo por ω−1 =
√
m/V0. Enton
es,los parámetros adimensionales son γ̃ = γ/ω = 1.50γ, T̃ = kBT/V0 = 6.45kBTy ˜̇I = İ/(ωV0) = 9.69İ (re
ordamos que en nuestras simula
iones V =0.155 y

m =0.35). De este modo, la �gura 6.8(b) permite una estima
ión del valor ne-
esario para el 
o
iente entre el amortiguamiento normalizado y la rampa paraque los efe
tos de no equilibrio presentes en el artí
ulo puedan ser observados.6.6. Dis
usiónLos resultados obtenidos han estado motivados por el estudio de la dinámi
ade redes de uniones Josephson. Intentando entender os resultados mostradosen la �gura 4.12, hemos a
abado estudiando el problema del es
ape térmi
o avalores pequeños del amortiguamiento. Obviamente, se trata de un problemamu
ho más general, que ha sus
itado enorme interés a lo largo de los últimos30 años y 
uyos resultados se apli
an en mu
has áreas 
ientí�
as, en parti
ularen todos aquellos sistemas que están a
oplados débilmente 
on el entorno [114,115, 116℄.Así, aunque hemos presentado nuestros resultados en el mar
o de las me-didas de la 
orriente de swit
hing en JJ, los resultados tienen una validezgeneral y pueden apli
arse a 
ualquier experimento en el que se mide una tasade a
tiva
ión en fun
ión de una parámetro externo que puede ser 
ontrolada avoluntad.En parti
ular, los resultados obtenidos 
ondu
en de manera natural al es-tudio del 
omportamiento de sistemas en el límite de amortiguamiento grande.Es interesante 
ono
er los efe
tos de barrera �nita en ese límite y los efe
tosde 
ompeten
ia entre es
alas temporales (la natural del pro
eso de a
tiva
ióny la �jada por la velo
idad de 
ambio de un parámetro externo de 
ontrol)en los distintos pro
esos de a
tiva
ión térmi
a. De este modo bus
aríamostransferir los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento débil,energy-di�usion regime, al de amortiguamiento fuerte, phase-di�usion regime.



148 Capítulo 6. A
tiva
ión térmi
a en el régimen de amortiguamiento débil.Este es el 
aso típi
o de mu
hos de los experimentos a
tuales sobre fri

iónatómi
a [117, 118, 119℄ o sobre la físi
a de sistemas biológi
os [120, 121℄.



Dis
usión y 
on
lusionesMotivados por trabajos experimentales re
ientes, en esta tesis do
toral seha abordado el estudio detallado de las prin
ipales propiedades de �uxonesatrapados en redes de uniones Josephson regulares y asimétri
as. Nos hemos
entrado fundamentalmente en el estudio de las 
urvas I-V del sistema en pre-sen
ia de �u
tua
iones térmi
as y en la identi�
a
ión y 
ara
teriza
ión de losprin
ipales regímenes dinámi
os presentes y las transi
iones entre los mismos.En parti
ular, se ha prestado una aten
ión espe
ial al problema del desan
lajetérmi
o de �uxones en anillos regulares y rat
het de uniones Josephson y la
ompara
ión 
on los resultados basados en modelos monoparti
ulares. Así mis-mo, los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento pequeño noshan llevado a estudiar el problema del es
ape térmi
o de una partí
ula en eserégimen dinámi
o. Por último, se ha identi�
ado y estudiado por vez primeraun estado de bajo voltaje de difusión del �uxón, ex
itado térmi
amente, enredes subamortiguadas.El sistema físi
o de interés es una red de uniones Josephson en paralelodispuestas en geometría de anillo. Los métodos de fabri
a
ión de anillos su-per
ondu
tores 
on uniones Josephson permiten variar a voluntad el área delas uniones empleadas y el tamaño de las 
eldas entre uniones. Esta �exibili-dad permite diseñar distintas 
on�gura
iones donde el poten
ial efe
tivo de los�uxones atrapados en la red sea el deseado. En parti
ular desta
amos el 
asode redes regulares (uniones y 
eldas iguales), donde di
ho poten
ial es simé-tri
o; y el de redes rat
het (
on alternan
ia de dos tipos de uniones y 
eldasdistintas, o 
on 
eldas iguales y alternan
ia de uniones de tres tamaños diferen-tes), 
on poten
ial efe
tivo asimétri
o. En el 
apítulo 3 hemos 
ara
terizado lasprin
ipales propiedades estáti
as de �uxones en di
has 
on�gura
iones. Se hanobtenido los poten
iales de Peierls-Nabarro del sistema, evaluados las barrerasde energía, 
orrientes de desan
laje, fre
uen
ia y masas efe
tivas y validadoalgunas 
uestiones de la imagen �uxón-partí
ula. Este 
ono
imiento ha sidoimportante para lograr una mejor 
omprensión de los fenómenos que se handes
rito en los 
apítulos 4, 5 y 6 de la tesis.



150 Dis
usión y 
on
lusionesLa 
urva 
ara
terísti
a de las redes de uniones Josephson es la llamada
urva I-V del sistema que muestra el valor del voltaje medio en fun
ión dela 
orriente externa apli
ada. En los 
apítulos 4 y 5 mostramos numerososejemplos de tales 
urvas 
al
ulados para distintos tipos de redes y un amplioabani
o de parámetros de las mismas. En grandes rasgos estas 
urvas están
ara
terizadas por la presen
ia de una rama super
ondu
tora de voltaje nulo,una rama de bajo voltaje aso
iada al movimiento del �uxón en el anillo (es-tá rama no se presenta si el amortiguamiento es muy pequeño) y una ramaóhmi
a de alto voltaje. La transi
ión entre las diferentes ramas o
urre a lasllamadas 
orrientes de depinning y de swit
hing del sistema y es dis
ontinua enel 
aso de redes de amortiguamiento moderado o bajo y 
ontinua para redessobreamortiguadas.El primer objetivo de esta tesis do
toral es el estudio del depinning térmi
ode �uxones en anillos pequeños de uniones Josephson en el régimen de amorti-guamiento débil. En este régimen, a temperatura 
ero, 
uando la 
orriente sein
rementa el sistema salta desde el estado de voltaje 
ero super
ondu
tor alestado resistivo de v = i. Di
ho salto permite una 
lara 
ara
teriza
ión de la
orriente de depinning del sistema idep. Si i > idep el sistema de e
ua
iones delarreglo no admite solu
iones estáti
as, y el �uxón 
omienza a moverse. Debidoal bajo valor del amortiguamiento, 
uando el �uxón se mueve en el arreglo
ausa que todas las uniones 
ambien al estado de alto voltaje. Enton
es todaslas uniones rotan uniformemente pero 
on una diferen
ia de fase que tiene en
uenta la presen
ia de los 
uanto de �ujo homogéneamente distribuidos a lolargo del arreglo 
ompleto. Para amortiguamiento pequeño las 
urvas I-V delsistema presentan una histéresis importante. Al disminuir la 
orriente el siste-ma retorna al estado super
ondu
tor a valores de la 
orriente mu
ho menoresque idep. En nuestro trabajo nos hemos 
on
entrado en el 
omportamiento delsistema al aumentar la 
orriente desde 
ero.Debido a las �u
tua
iones térmi
as, en un experimento el valor de la 
o-rriente de desan
laje 
ambia desde una I-V a otra, es una variable aleatoria 
onuna distribu
ión de probabilidad determinada. Esta fun
ión está usualmente
ara
terizada por su valor medio y su desvia
ión estándar. El prin
ipal objetivode esta tesis fue estudiar numéri
amente 
omo se 
omportan estos observablespara diferentes parámetros del sistema (a
oplamiento λ, amortiguamiento Γ ytemperatura T ) [123℄. Di
hos resultados se presentan en los 
apítulos 4 y 5 dela tesis.Un punto importante del trabajo ha sido 
omparar nuestros resultados nu-méri
os 
on los resultados basados en la imagen �uxón-partí
ula individual.Así, los resultados fueron estudiados en el mar
o teóri
o del es
ape térmi
ode una partí
ula en un poten
ial sinusoidal in
linado. La 
on
lusión prin
ipal



Dis
usión y 
on
lusiones 151de nuestro trabajo es que para la mayoría de los 
asos esta imagen da unabuena estima
ión de la 
orriente de desan
laje del �uxón. En efe
to, en un
aso experimental, donde los diferentes parámetros (prin
ipalmente λ, Γ y Ic)son 
ono
idos 
on alguna impre
isión será difí
il identi�
ar desvia
iones del
omportamiento esperado. Sin embargo, también hemos visto algunos efe
tosinesperados que los atribuimos a la dis
retitud. Así, para el 
aso de a
oplamien-to pequeño (λ =0.4 y más pequeño) vemos un in
remento en la desvia
ión del
omportamiento de desan
laje del �uxón desde lo que esperábamos para laimagen de una partí
ula. Los arreglos 
on a
oplamientos mayores son más 
er-
anos al límite del 
ontinuo y los efe
tos de dis
retitud son más pequeños; aquíla imagen de una partí
ula fun
iona mu
ho mejor.Es evidente que nuestra aproxima
ión no tiene en 
uenta un número im-portante de aspe
tos difí
iles de manejar: el poten
ial unidimensional efe
tivopara el �uxón en el arreglo (poten
ial de Peierls-Nabarro) no es puramentesinusoidal, y el valor de la masa del �uxón no es 
onstante ya que dependede la posi
ión del �uxón y el valor de la 
orriente. También estamos despre-
iando todos los grados de libertad del sistema ex
epto uno. Además hemos
onsiderado la expresión para la tasa de es
ape en un 
aso unidimensional yel nuestro es multidimensional. Los primeros aspe
tos dan pequeñas 
orre

io-nes a los resultados obtenidos y el 
aso mutidimensional usualmente se aborda
on una rede�ni
ión de la fre
uen
ia de intento que depende de la fre
uen
iade todos los modos estables en el mínimo y la silla [28℄. Di
ha fre
uen
ia se
al
ula también en el 
apítulo 3 y se aproxima en gran medida a la fre
uen
iade Peierls-Nabarro del �uxón. En todo 
aso este 
on
epto produ
iría 
ambiospequeños de los valores obtenidos 
on un error máximo menor del 7% (y o
urrepara λ = 0,125). Por todo ello entendemos que es el papel relevante del restode modos de libertad del sistema el que produ
e las dis
repan
ias obtenidas yque este papel es importante para valores pequeños del a
oplamiento λ <0.4 ydespre
iable por en
ima de este valor del mismo.Nuestros resultados para una partí
ula están de a
uerdo 
on las predi
-
iones de la teoría de Kramers para la tasa de es
ape ex
epto para algunoslímites. Se esperaba el desa
uerdo a altas temperaturas ya que las expresionesteóri
as están 
al
uladas en el límite de barrera in�nita del sistema (Eb ≫ kT ).Este límite no se satisfa
e a altas temperaturas. También es 
ierto a pequeñastemperaturas, donde la mayoría de eventos de es
ape o
urre a 
orrientes muy
er
anas a idep donde la barrera también es muy pequeña. Hemos observadoque la razón Eb/kT también en este 
aso es pequeña. Sin embargo fue unanotable sorpresa identi�
ar un importante desa
uerdo entre los resultados denuestras simula
iones y las predi

iones teóri
as para el es
ape de partí
ulasen el régimen de amortiguamiento muy pequeño. Di
ho hallazgo 
ondujo eldevenir del trabajo de tesis do
toral durante el último año y medio del mismo



152 Dis
usión y 
on
lusionesy es el origen de los resultados presentados en el 
apítulo 6 de la tesis y a los
uales nos referiremos más adelante.Continuando 
on el estudio de la dinámi
a de �uxones, otro efe
to ines-perado observado a amortiguamiento pequeño es la emergen
ia de un estadode bajo voltaje ex
itado térmi
amente, que llamamos difusión del �uxón. Paravalores pequeños del amortiguamiento las 
urvas I-V a temperatura 
ero nomuestran ningún estado de bajo voltaje y el sistema salta desde voltaje 
eroal estado de alto voltaje. Sin embargo, a temperatura su�
ientemente alta seobserva la apari
ión de una rama de bajo voltaje que hemos identi�
ado 
on unmovimiento de difusión térmi
a del �uxón. El voltaje de la red 
ambia primerodesde 
ero a esta rama y a una 
orriente mayor al estado de alto voltaje. Unaparte importante del 
apítulo 4 se ha dedi
ado a la 
ara
teriza
ión de este mo-vimiento de difusión del �uxón y se observa por ejemplo que el rango de valoresde observa
ión del mismo depende de manera importante del amortiguamientoy el tamaño de la red.En la imagen �uxón-partí
ula, o el modelo RCSJ para una unión, general-mente se a
epta que la difusión no puede 
oexistir 
on la histéresis. Kautz yMartinis [97℄ ha
en alusión a esto a través de argumentos del espa
io de fase:si el valor de la 
orriente apli
ada es su�
iente para permitir que el estadorunning estable 
oexista 
on los puntos �jos de voltaje 
ero, las 
uen
as deatra

ión para el estado running ne
esariamente se separan de las 
uen
as deatra

ión de 
ualquieras dos puntos �jos ve
inos. De esta manera, los saltosde fase entre dos puntos �jos están prohibidos, ya que el sistema debe pasarprimero a través de la 
uen
a de atra

ión del estado running. Mientras queen las se

iones previas hemos mostrado que el es
ape ini
ial del �uxón desdesu mínimo se puede expli
ar por a
tiva
ión térmi
a de una partí
ula, el estadode difusión del �uxón en las 
urvas I-V subamortiguadas no se puede expli
arde manera similar.En los experimentos sobre difusión de fase en uniones Josephson indivi-duales 
on amortiguamiento débil, la 
oexisten
ia de la difusión de fase y lahistéresis se expli
a por el efe
to de la impedan
ia del 
ir
uito externo a
o-plado a la unión. Di
ha impedan
ia introdu
e grados de libertad adi
ionalesen el sistema y 
ondu
e a un amortiguamiento efe
tivo que depende de la fre-
uen
ia. En nuestro 
aso no existe tal 
ir
uito externo, pero el 
entro de masasdel �uxón está a
oplado al resto de grados de libertad del sistema total. Es laintera

ión entre el �uxón y el resto de modos del sistema, que han sido ex-
itados térmi
amente, lo que posibilita la existen
ia de un estado de difusiónestable en el anillo a pesar del bajo valor del parámetro de amortiguamiento.El estudio de la estabilidad de la rama de difusión en redes de distinto tamañoa revelado que la estabilidad del mismo aumenta de manera importante 
on el



Dis
usión y 
on
lusiones 153tamaño del sistema.La existen
ia de estados de bajo voltaje en el anillo permite la de�ni
ión deuna nueva 
orriente 
ríti
a, la 
orriente de swit
hing que mar
a el salto a la ra-ma óhmi
a de alto voltaje. El estudio del valor medio y la desvia
ión estándarde la distribu
ión de probabilidad aso
iada a esta 
orriente muestra que ambosparámetros dependen débilmente de la temperatura y la an
hura de la distri-bu
ión es pequeña en 
ompara
ión 
on la an
hura de las distribu
iones parala 
orriente de depinning a temperaturas similares. Las 
urvas de la desvia
iónestándar frente a la temperatura muestran un máximo a una temperatura dadaque permite 
ara
terizar la temperatura de apari
ión del estado de bajo vol-taje en el sistema. Sin embargo, tal y 
omo hemos men
ionado anteriormente,esta 
orriente si que depende de manera importante del tamaño del sistema.El estudio de esta dependen
ia se está realizando en la a
tualidad.Men
ionaremos que hasta el desarrollo de esta tesis no existían resultadosexperimentales o numéri
os que estudien sistemáti
amente el es
ape térmi
ode �uxones o solitones en arreglos dis
retos. Guiados por nuestros resultadosnuméri
os, en la a
tualidad el grupo del Dr. Kenneth Segall en la ColgateUniversity está llevando a 
abo una serie de experimentos al respe
to. En ellosse ha 
on�rmado 
on 
laridad la presen
ia de la rama de difusión de bajo voltajedes
rita en esta memoria. Además, deseamos men
ionar el trabajo he
ho porA. Wallra� et al sobre vórti
es en uniones Josephson largas [23℄, el análogo en el
ontinuo de nuestro sistema. Con respe
to a los avan
es teóri
os queremos 
itartambién el trabajo re
iente [122℄ en donde se reporta la diferen
ia prin
ipalentre el efe
to túnel 
uánti
o ma
ros
ópi
o en uniones Josephson del efe
totúnel de una partí
ula 
uánti
a.En el 
apítulo 5 hemos estudiado el 
aso de redes 
on poten
iales asimé-tri
os. En este 
aso se trata de redes de 9 uniones Josephson 
on tres tipos de
orrientes 
ríti
as lo que al �nal, para valores del a
oplamiento por en
ima deun umbral indu
e un poten
ial simétri
o extendido a lo largo de tres 
eldas dela red y 
on un úni
o mínimo y máximo por periodo. Los resultados muestranla asimetría en la de�ni
ión de las 
orrientes de desan
laje y las 
urvas I-V delsistema. Comprobamos 
omo las 
urvas obtenidas pueden entenderse en unmar
o 
omún y son aproximadas razonablemente por la teoría de a
tiva
ióntérmi
a de partí
ulas. En 
ualquier 
aso se observa que las 
orrientes de es
apede estas redes son mu
ho mayores que las 
orrientes 
ríti
as de redes regulares
on valores de λ similares. La diferen
ia entre la 
orriente de es
ape en lasdos dire

iones de la rat
het, para un valor espe
í�
o del a
oplamiento (de lossimulados en este trabajo) se mantiene relativamente 
onstante 
on la varia-
ión del amortiguamiento. Por otro lado, esta diferen
ia entre las 
orrientes dees
ape tiene un máximo para el amortiguamiento λ =0.4 
omparado 
on los



154 Dis
usión y 
on
lusionesotros dos valores del a
oplamiento, esto es, λ =0.6 y λ =0.8.Es notable señalar que, en general, el sistema de nueva uniones 
on un�uxón en 
on�gura
ión rat
het, no presenta regiones de difusión, aún a tempe-raturas altas, hasta que el amortiguamiento es signi�
ativo. Pensamos que estoes debido al pequeño tamaño del sistema que 
onsideramos (poten
ial periódi-
o de tres pozos para el �uxón). Queda pendiente el estudio de este fenómenoen redes mayores.Nuestro trabajo sobre el 
omportamiento de �uxones en redes asimétri
ases un primer paso en un proye
to a largo plazo de diseño y medi
ión de laspropiedades de �uxones en rat
hets 
uánti
as. Utilizando uniones mu
ho máspequeñas y temperaturas menores di
ho estudio es en la a
tualidad fa
tibledesde un punto de vista experimental.Como dijimos anteriormente, uno de los resultados más relevantes en
on-trados es la in
apa
idad de las predi

iones teóri
as usuales para dar 
uentade los resultados obtenidos a muy bajo amortiguamiento. Motivados por losresultados mostrados en las �guras 4.11 y 4.12 el 
apítulo 6 se dedi
a al estudiodel problema de Kramers, el problema del es
ape térmi
o de un poten
ial me-taestable, a valores del amortiguamiento muy pequeños. Nuestros resultadosindi
an que en este régimen los efe
tos de barrera �nita son fundamentales yla 
onvergen
ia al resultado de barrera in�nita muy lenta. Por ello las teoríashabituales no son 
apa
es de estimar 
on pre
isión las tasas de es
ape y en sulugar hay que emplear otros resultados. En nuestro trabajo demostramos que,entre las teorías existentes, la teoría de Drozdov y Hayashi, una 
ombina
iónde los resultados exa
tos en el límite Γ → 0 y el desarrollo de Melnikov queextiende los resultados de Kramers barrera in�nita a valores moderados delamortiguamiento, es 
apaz de reprodu
ir los resultados numéri
os de las tasasde es
ape en todo el rango de barreras y amortiguamiento.Sin embargo, los resultados sobre el valor medio de la 
orriente de es
apeaún no pueden ser entendidos satisfa
toriamente, a pesar de emplear la teoría
orre
ta para las tasas de es
ape. Hemos dete
tado que ello es debido a quepara valores su�
ientemente pequeños del 
o
iente entre el amortiguamientoy la rampa de la 
orriente el pro
eso de es
ape es un pro
eso de no equilibriodonde el es
ape �de las partí
ulas más 
alientes del sistema� provo
a que laenergía promedio de las partí
ulas atrapadas en el pozo sea menor que laenergía térmi
a disponible. Basándonos en un estudio sobre el efe
to de las
ondi
iones ini
iales en los pro
esos de es
ape a barrera pequeña hemos sido
apa
es de desarrollar una teoría sen
illa que permite una 
orre
ta predi

iónteóri
as de los resultados en
ontrados en las simula
iones.
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