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PrólogoEl trabajo realizado en esta tesis dotoral está entrado en el estudioomputaional del efeto de la temperatura en las propiedades dinámias, fun-damentalmente en el desanlaje o �depinning� de �uxones en una serie de dis-positivos superondutores basados en uniones Josephson. Desde este punto devista, podría deirse que se trata de un trabajo de físia de estado sólido, o deun trabajo en el ampo de la superondutividad apliada o inluso propio delmundo de la ingeniería de dispositivos superondutores.Por otro lado, hemos de tener presente, que una unión Josephson suponeuna exelente realizaión experimental de uno de los sistemas-modelo más im-portantes de la físia no lineal: el péndulo. Así, una red de uniones Josephsonaopladas entre sí orresponde a una modelizaión de un onjunto de osilado-res no lineales aoplados. Como veremos, el sistema elegido, un anillo formadopor uniones onetadas en paralelo, se orresponde on un onjunto de pén-dulos unidos por muelles de torsión. Entre otras osas, diho sistema es muyinteresante por poseer un tipo espeial de soluión: los famosos solitones, unode los objetos paradigma de la ienia no lineal. Desde un punto de vista físioun solitón se orresponde on un uanto de �ujo magnétio o �uxón en el sis-

Figura 1: Fotografía de un hip en el que se han diseñado muhos anillos superondu-tores on uniones Josephson para la realizaión de distintos experimentos (izquierda).Fotografía de uno de los anillos, formado por nueve uniones (entro). Ampliaión mos-trando una de las uniones Josephson (dereha). Cortesía del Dr. K. Segall, ColgateUniversity, EEUU.



xiv Prólogotema superondutor y la on�guraión en anillo es espeialmente interesantepor posibilitar que una vez reados dihos �uxones o solitones queden atrapa-dos en el sistema. Por tratarse de un sistema disreto, nuestros solitones (losllamaremos kinks en muhas oasiones, ya que la palabra solitón suele reservar-se a estos objetos en el ontinuo) están anlados a la red y por lo tanto sufrenun proeso de desanlaje en presenia de ampos externos, proeso que omoveremos se ve afetado de manera importante por el efeto de la temperatura.Desde este punto de vista, podría deirse que nuestro trabajo es un trabajo deienia básia en el ampo de los sistemas dinámios no lineales, en este asoperturbados por ruido, y las onlusiones obtenidas pueden tener interés enámbitos muy lejanos al de la físia de sistemas superondutores.Estas memorias son parte de la experienia de vida, inmerso en una nuevaultura y on el apoyo e interaión de formidables seres humanos y exelentesientí�os omenzando por Juanjo y los demás del Non Linear and Statisti-al Physis Group, y los miembros del Departamento de Físia de la MateriaCondensada, a todos ellos quiero expresarles mi profunda gratitud.



Capítulo 1IntroduiónTal y omo hemos expuesto en el prólogo de esta memoria, el trabajo rea-lizado puede ser introduido tanto desde la perspetiva de la físia de los dis-positivos superondutores basados en uniones Josephson omo desde la pers-petiva de sistemas dinámios no lineales, dos perspetivas omplementarias ya las que nos referiremos numerosas vees en lo que sigue. En ualquier aso,dado que la físia es una ienia eminentemente experimental y que ha sido unonjunto de experimentos onretos la primera motivaión de la realizaión deeste trabajo de tesis dotoral, omenzaré la introduión del mismo on esteapítulo que resume algunos de los aspetos más sobresalientes de la físia deuna unión Josephson desde la perspetiva del trabajo realizado y su onexiónon la físia de los sistemas dinámios no lineales.1.1. Unión Josephson1.1.1. SuperondutividadLa superondutividad es un fenómeno natural que se presenta en iruns-tanias espeiales de temperatura y presión. Muhos materiales no exhiben suspropiedades superondutoras hasta que en ellos la temperatura se aproximaal ero absoluto, por esta razón el desubrimiento de la superondutividadtuvo que esperar hasta el desarrollo tenológio de la riogenia. KamerlinghOnnes [1, 2℄ investigó la resistenia elétria en metales a baja temperaturaenfriando las muestras on helio líquido a 4.2 K y 1 atmósfera de presión.Después de una serie de experimentos realizados por su asistente, Gilles Holst,quien observó que la resistenia elétria del merurio, aía en piada a ero,uando se sometía a un baño de helio líquido, Onnes reportó que por deba-jo de una temperatura rítia, el merurio pasaba a un nuevo estado, el ual



2 Capítulo 1. Introduiónteniendo en uenta sus sorprendentes propiedades elétrias, se denominó, es-tado superondutor. Atualmente se enuentran materiales superondutoresa temperaturas por enima de los 90 grados Kelvin, lo que failita y eonomizaa la vez su observaión pues posibilita el enfriamiento on nitrógeno líqui-do y permite ampliar las apliaiones de la superondutividad. Además deondutividad perfeta, la superondutividad está araterizada por el efetoMeissner; esto es, la apaidad del material de expulsar el ampo magnétiode su interior (diamagnetismo perfeto) [3, 4℄.La superondutividad es un fenómeno inherentemente meano uántioque se mani�esta en si mismo a esala marosópia. Muhas de sus propie-dades pueden ser entendidas en el maro de un modelo uántio marosópio(MQM). Esta desripión (MQM), no solo abara los resultados del mode-lo lásio, sino también desribe autoonsistentemente otras propiedades delos superondutores de relevante apliaión, por ejemplo, un aparato ele-trónio superondutor onoido omo unión Josephson [5, 6℄, el ual es elalma de la mayoría de dispositivos superondutores de pequeña esala. Es-tas uniones forman la base de magnetómetros sensibles, apaes de detetarampos magnétios produidos por el erebro humano, los uales son del ordende 10−15 Tesla. Además, la respuesta de una unión Josephson a la radiaióneletromagnétia forma la base del estándar de voltaje atual [7, 8, 9℄. En laatualidad, dispositivos basados en uniones Josephson se usan para investi-gar problemas fundamentales de la meánia uántia y realizar propuestas deproesado uántio de la informaión y omputaión uántia, ver por ejem-plo [10, 11, 12, 13, 14, 15℄1.1.2. Efeto JosephsonEn su trabajo de 1962 [5℄ Brian Josephson estudió el túnel de pares deCooper entre dos metales superondutores y predijo el renombrado efeto Jo-sephson. Desde entones se han realizado entenares de trabajos en los quese estudia el omportamiento de uniones individuales, de redes de unionesJosephson o de otros dispositivos más omplejos que ontienen uniones Jo-sephson [3, 4, 6, 7, 8, 9℄.Meree la pena deir no obstante que aunque el efeto Josephson fue in-troduido y ha sido estudiado fundamentalmente en el ontexto de la super-ondutividad, la físia onoida bajo el sobrenombre de efeto Josephson seaplia a otros sistemas uántio marosópios débilmente aoplados [16℄. Al-gunos ejemplos son el efeto Josephson entre super�uidos débilmente aoplados(ver Ref. [17℄ por ejemplo) y el reiente interés sobre efeto Josephson en on-desados de Bose-Einstein débilmente aoplados (ver Ref. [18℄ por ejemplo).



1.1. Unión Josephson 3
��������������������������
��������������������������
��������������������������

��������������������������
��������������������������
��������������������������

n1
iθ1e1Ψ =

n2
iθ2e2Ψ =

Superconductor
(Nb, Al,...) o

~10A (Al O ,...)2 x

InsulatingFigura 1.1: Esquema de una unión Josephson de tipo túnel, formada por dos metalessuperondutores separados por una �na barrera de aislante.Con respeto al efeto Josephson en superondutores existen diversos tiposde uniones y geometrías que lo presentan. Josephson estudió el aso de unaunión tipo túnel. En este aso dos superondutores están separados por unabarrera de aislante y el transporte de orriente ourre mediante el túnel depares de Cooper entre los dos eletrodos superondutores de la unión (uniónsuperondutor-aislante-superondutor o SIS, �gura 1.1). Las uniones de tipotúnel son las más habituales y a ellas nos referiremos en nuestro trabajo. Otraopión es una unión formada por dos superondutores separados por un metalen estado normal (unión SNS). Otro dispositivo que presenta efeto Josephsones un miro-puente. El miro-puente está formado por un estrehamiento enun superondutor. Si el estrehamiento es su�ientemente pequeño en esazona se rompe la superondutividad y las dos zonas superondutoras quedanaopladas débilmente a través del miro-puente. Por último nos referiremos alos ontatos puntuales. Sea por ejemplo un superondutor que aaba en unapunta que a su vez toa a otro superondutor. Las reduidas dimensiones delontato en la punta haen que en esa zona se rompa la superondutividad yel aoplo entre los superondutores sea débil.En el maro del modelo uántio marosópio (MQM) de la superondu-tividad, el estado superondutor se desribe por una funión de onda meanouántia
ψ(~r, t) =| ψ(~r, t) | eiθ(~r,t) (1.1)donde la densidad loal de pares de Cooper está dada por
ns(~r, t) =| ψ(~r, t) |2 (1.2)La fase θ(~r, t) juega un papel esenial en la desripión de las propiedades detransporte del superondutor. A partir de la euaión de Shrödinger para unapartíula argada en un ampo eletromagnétio puede obtenerse la densidadde orriente superondutora

Js = q∗Re

{
ψ∗

(
~

im∗
∇− q∗

m∗
A

)
ψ

}
, (1.3)
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Figura 1.2: El solapamiento de las funiones de onda ψ1 y ψ2 a ambos lados de launión es la base del efeto Josephson.que podemos resribir omo
Js = q∗n∗s(r, t)

(
~

m∗
∇θ(r, t) − q∗

m∗
A(r, t)

)
. (1.4)Puede verse que la orriente superondutora, un observable del sistema, de-pende de la fase de la funión de ondas marosópia y el potenial vetor, queno pueden ser medidos experimentalmente por depender de la eleión de gau-ge. Resulta entones natural introduir el gradiente de fase invariante gauge ϕde�nido por

ϕ = ∇θ − q∗

~
A = ∇θ +

2π

Φ0
A (1.5)(la arga del par de Cooper es -2e y el oiente ~/2e suele esribirse en funióndel uanto de �ujo magnétio Φ0 = h/2e, así ~/2e = Φ0/2π).El fundamento físio una unión Josephson, se basa en el solapamiento delas funiones de ondas a ambos lados de la unión (�gura 1.2).1.1.3. Uniones túnel superondutoras. Euaiones de Joseph-sonUna unión Josephson de tipo túnel es un dispositivo de la físia del estadosólido formado por dos eletrodos superondutores (normalmente Niobio oAluminio) separados por una barrera �na de aislante (normalmente un óxidode Aluminio), ver Fig. 1.1.
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Figura 1.3: Dependenia on la temperatura de la orriente rítia de una unión.Josephson enontró que el omportamiento de la unión está ontrolado porel valor de la diferenia de fase invariante gauge entre los eletrodos superon-dutores
ϕ = θ1 − θ2 −

2e

~

∫ 2

1

~A(~r, t)~dl, (1.6)donde θi es la fase de la funión de ondas marosópia en el eletrodo i (ψi =√
|ψi|eiθi) y ~A el potenial vetor.Las euaiones básias del efeto Josephson son:

Is = Ic sinϕ (1.7)y
V =

~

2e

dϕ

dt
. (1.8)A partir de ellas podemos ver que, efeto Josephson DC, es posible teneruna orriente superondutora a través de la unión on voltaje 0 (entones ϕ esonstante). Esta orriente tiene un valor máximo posible que está dado por Ic,la orriente rítia de la unión. Sin embargo, efeto Josephson AC, si la uniónes sometida a un voltaje onstante, ésta responde on una orriente alterna defreuenia dada por 2eV/~ (483.6 GHz/mV).La energía potenial asoiada on las superorrientes a través de la uniónestá dada por

UJ = −EJ cosϕ, (1.9)on EJ = ~Ic/2e. Un primer requisito para observar el efeto Josephson es quela energía Josephson exeda la energía térmia EJ ≫ kBT (Ic ≫ 2ekBT/~).La orriente rítia de la unión Ic depende de manera importante de latemperatura (Fig. 1.3). Diha dependenia es normalmente aproximada por laeuaión de Ambegaokar-Barato� [19℄
IcRn =

π∆

2e
tanh(∆/2kBT ). (1.10)



6 Capítulo 1. IntroduiónAquí Rn es la resistenia normal de la unión y ∆(T ) el gap de energía su-perondutor. A T=0 tenemos IcRn=π∆(0)/2e on ∆(0) =1.764kBTc y para
T → Tc, IcRn ≃ (2.34πkB/e)(Tc − T ).1.1.4. Modelo RCSJ de una uniónPara estudiar la urva intensidad-voltaje, urva IV o urva araterístia dela unión, usamos el llamado modelo RCSJ (resistively and apaitively shuntedjuntion) [20, 21℄ (ver Fig. 1.4). En este modelo la orriente total a travésde la unión es la suma de tres ontribuiones: la orriente superondutoraJosephson (debida al túnel de pares de Cooper), una orriente resistiva normal(debida al túnel de portadores normales) y un anal apaitivo (asoiado onla apaidad de la unión). I = IJ + IR + IC on IJ = Ic sinϕ, IR = V/R y
IC = CdV/dt. Entones

I = CV̇ +
1

R
V + Ic sinϕ. (1.11)Si apliamos la segunda relaión de Josephson [V = (Φ0/2π)(dϕ/dt)℄ y nor-malizamos la orriente on respeto la orriente rítia de la unión, i = I/Ic,tiempo respeto a la freuenia de plasma de la unión ωp =

√
2πIc/Φ0C eintroduimos el parámetro de amortiguamiento Γ =

√
Φ0/2πIcCR2 1, obtene-mos

i = N (ϕ) = ϕ̈+ Γϕ̇+ sinϕ. (1.12)1.1.5. JJ y ienia no linealLa euaión 1.12 desribe de forma adimensional la dinámia de la diferen-ia de fase de la unión omo funión del parámetro de amortiguamiento de lamisma y de la orriente normalizada que atraviesa la unión. Esta euaión esidéntia a la euaión que desribe las osilaiones (y rotaiones) de un péndulono lineal forzado y amortiguado en un ampo gravitaional y también es idénti-a a la euaión que desribe la dinámia de una partíula en un potenial sinu-soidal inlinado (the tilted washboard potential): U(ϕ) = −EJ cosϕ− (~I/2e)ϕ[masa m = (~/2e)2C y amortiguamiento γ = (~/2e)2(1/R)℄, ver Fig. 1.4. Am-bos sistemas son analogías meánias senillas de la unión e ilustran porqué losdispositivos on uniones Josephson son sistemas experimentales ideales paraestudiar aspetos básios de la físia no lineal.1El amortiguamiento en oasiones es de�nido en términos del fator de alidad de la unión
Q = 1/Γ o del parámetro de Stewart-MCumber βc = 1/

√

Γ = 2πIcCR
2/Φ0
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Figura 1.4: Ciruito para el modelo RCSJ de la unión y dos analogías meánias: elpéndulo forzado y amortiguado y la partíula en un potenial sinusoidal inlinado.
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I = IC la unión salta del estado de voltaje ero a la rama resistiva I = V/R. Siahora se deree la orriente, el voltaje deree ontinuamente y se anula para
I = Iret (orriente de reatrapamiento). Para valores su�ientemente pequeñosdel amortiguamiento Iret/Ic ≃ 4Γ/π.La �gura 1.6 muestra una urva experimental IV en una unión de tipo túnelNiobium-Aluminum Oxide-Niobium. Se observa que a Ic el voltaje de la uniónsalta desde 0 hasta el valor del voltaje de gap Vg = 2∆(T )/e (Vg/IcRn = 4/πa baja T ). Este voltaje orresponde a la energía neesaria para romper los
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gFigura 1.6: Esquema de una urva IV experimental de una unión individual. La re-sistenia de la unión para valores de voltaje inferiores al voltaje de gap (resisteniasubgap) es maradamente diferente del valor de la resistenia por enima del voltajede gap (resistenia normal).pares de Cooper. A valores mayores de la orriente, el voltaje se inrementa ysigue una dependenia óhmia on resistenia dada por la resistenia en estadonormal Rn. Si se deree la orriente, el voltaje disminuye hasta alanzarse elvoltaje de gap y luego retorna a ero para valores pequeños de la orriente. Estadependenia no-lineal de la urva muestra la existenia de dos regímenes dedisipaión muy diferentes en la unión, uno para voltajes por enima del gap yotro para voltajes inferiores al gap. Las propiedades de transporte por enimadel gap están gobernadas por los eletrones en estado normal, mientras quelas propiedades de transporte para voltajes inferiores al gap están usualmentedeterminadas por la densidad de las uasi-partíulas (eletrones individualesen un mar de pares de Cooper).Una aproximaión teória senilla para modelar este omportamiento esutilizar el modelo RCSJ on una resistenia no lineal R(V ) tal que R=Rnsi V >Vg y R=Rsg(T ) si V <Vg. En las uniones tipo túnel la resistenia sub-gap normalmente exhibe una dependenia muy importante on la temperaturadada por Rsg(T ) ≃ Rne

∆/kBT .Una expresión del túnel de uasi-partíulas válida para kBT ≪ ∆ y V < Vgestá dada por [9℄
Iqp =

2

eRn
e−∆/kBT

(
2∆

eV + 2∆

)1/2

(eV + ∆) sinh

(
eV

2kBT

)
K0

(
eV

2kBT

)
.(1.13)
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xFigura 1.7: Esquema de una unión Josephson larga (izquierda) y dependenia espaialde la fase y su derivada para una unión on un solitón (dereha).Por otro lado, en algunas investigaiones y apliaiones, es onveniente in-troduir en el iruito una pequeña resistenia paralela a la unión. En este asola resistenia equivalente de la unión es pequeña e independiente del voltaje.Esto produe un valor grande de Γ, el límite sobreamortiguado del modeloRCSJ es apropiado y la urva IV no muestra histéresis (Fig. 1.5 on Γ = 5).Por último, meree la pena menionar que en algunos asos, fundamental-mente uando se trata on uniones pequeñas, para desribir el omportamientodel sistema es esenial onsiderar también la impedania del iruito externo.1.1.7. Uniones Josephson �largas�Una unión Josephson larga (long Josephson juntion) es una unión (Fig. 1.7)en la ual una dimensión (sea x) es grande on respeto a la llamada longitudde penetraión de Josephson [7℄. En este aso la diferenia de fase no puede seronsiderada onstante en toda la unión y depende también de la oordenadaespaial, por lo que se expresa omo ϕ(x, t).La eletrodinámia de la unión se desribe en este aso por una euaiónnolineal en derivadas pariales que, despreiando efetos disipativos, puede seresrita omo
ϕxx − ϕtt = sinϕ. (1.14)Diha euaión se orresponde a la llamada euaión de sine-Gordon, popu-lar por soportar solitones, soluiones oherentes loalizada tipo partíula delsistema. La variable ϕ(x) se orresponde tanto on la diferenia de fase omoon el �ujo de ampo magnétio normalizado. Entones, un solitón en la uniónorresponde a una soluión en la que la fase ambia de ero to 2π; o el �ujo deero a Φ0; esto es, un uanto de �ujo magnétio o �uxón.Si inluimos disipaión y una orriente externa, la dinámia del sistema esdesrita por una euaión de sine-Gordon perturbada

ϕxx − ϕtt − sinϕ = αϕt − βϕxxt − γ. (1.15)
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VFigura 1.8: El esape de una unión del estado superondutor en la presenia de�utuaiones térmias es un problema análogo al esape de una partíula de un pozoen un potenial oseno inlinado.En esta tesis no vamos a trabajar sobre modelos de uniones Josephsonlargas. Sin embargo, una red de uniones Josephson en paralelo puede ser onsi-derada omo la versión disreta de una unión Josephson larga. Además, entreotras osas, estas on�guraiones son sistema experimentales ideales para es-tudiar de las propiedades de solitones, por ello han reibido una atenión muyimportante desde el ampo de la físia no lineal. Para aprender más sobre lasuniones largas puede onsultarse el libro de Barone y Paternó [7℄, el siguienteartíulo de revisión de A. Ustinov [22℄ y las referenias inluidas en él o eltrabajo de Wallra� sobre vórties uántios en uniones largas [23℄.1.2. Efeto de la temperatura1.2.1. Adiión de ruido térmioLas �utuaiones térmias pueden ser inluidas en el modelo mediante laadiión de una fuente de orriente ruidosa Ĩ(t) on 〈Ĩ(t)〉 = 0 y 〈Ĩ(t)Ĩ(t′)〉 =

(2kBT/R)δ(t − t′). En este aso la orriente total, en unidades normalizadas,está dada por
i = N (ϕ) = ϕ̈+ Γϕ̇+ sinϕ+ ĩ (1.16)on 〈̃i(τ)〉 = 0 y 〈̃i(τ )̃i(τ ′)〉 = (2ΓkBT/EJ )δ(τ − τ ′).1.2.2. Modelo de salto de barrera y efeto de la temperaturaEn presenia de ruido térmio, era de Ic la unión puede esapar del estadode voltaje nulo graias a las �utuaiones térmias, y era de Iret puede volveral estado de voltaje ero (Fig. 1.8).



1.2. Efeto de la temperatura 11Un experimento típio es la medida de la urva IV de una unión. En esteaso lo que se hae es imponer una rampa de ambio de la orriente y medirel voltaje en la unión para distintos valores de la orriente. La dinámia de launión es tan rápida (dada por ωp ≃ entenares de GHz) que la eletrónia demedida sólo es apaz de dar el valor medio de la señal del voltaje o voltajed de la unión. Busando el análogo on el problema de una partíula enun potenial periódio inlinado se trata de ir inlinando el potenial pooa poo, on una determinada veloidad y busar el momento en el ual lapartíula, por exitaión térmia es apaz de superar la barrera de potenial. Siel amortiguamiento del sistema es su�ientemente pequeño una vez la partíulasupere la barrera habrá adquirido la energía su�iente para deslizarse por elpotenial sin ser atrapada por ninguno de los pozos metaestables restantes.Este proeso de esape térmio depende de tres variables fundamentalmen-te: el amortiguamiento, la temperatura y la rampa apliada. Una rampa lentaposibilita que el esape se observe a valores menores de la orriente. Dado queel proeso de esape térmio es estoástio diho experimento debe repetirsemuhas vees y al �nal somos apaes de alular el valor medio de la o-rriente de esape (o valor medio de la orriente de desanlaje, de depinning,o de swithing), su desviaión uadrátia media y de heho la distribuión deprobabilidad ompleta P (I).Esta distribuión de probabilidad se puede relaionar on la tasa de esapede una partíula de un potenial metaestable r(I) que básiamente mide eltiempo de vida media de una partíula en el pozo metaestable de potenial (suinverso) o el �ujo de partíulas fuera del pozo de potenial. En nuestro asoese potenial está dado por U(I)/EJ = − cosϕ− (I/Ic)ϕ.La distribuión de orrientes de esape P (I) está relaionada on la tasade esape r(I) a través del siguiente argumento [24, 25, 26℄. Sea la orriente0 a tiempo t = 0 e inrementemos esta on una tasa onstante dada por İ.La probabilidad W (I(t)) de que el sistema persista en el estado metaestable atiempo t viene dada por
W (I(t)) = exp

[
−
∫ t

0
r(I(t′))dt′

] (1.17)Realizando un ambio de variable de t′ a I(t′) tenemos
P (I) = − d

dI
W (I) =

r(I)

İ
exp

[
−
∫ I

0

r(I ′)

İ
dI ′
] (1.18)A partir de aquí podemos alular el valor medio de la orriente de esape osu desviaión uadrátia media por ejemplo.



12 Capítulo 1. IntroduiónOtra expresión útil e igualmente válida es la siguiente [25℄
P (I) =

r(I)

İ

(
1 −

∫ I

0
P (u)du

) (1.19)1.2.3. El �problema de Kramers� y uniones JosephsonBajo el sobrenombre de �problema de Kramers� (Kramers problem) se o-noe el problema de enontrar la tasa de esape de una partíula fuera de unpotenial metaestable. Diho problema juega un papel fundamental en muhasáreas de la físia inluyendo la físia de bajas temperaturas, la físia nulear yla físio-químia. [27, 28, 29℄Como aabamos de ver, existe una relaión direta entre la medida de lafunión de distribuión de probabilidad P (I), probabilidad de que una uniónsalte al estado óhmio a un ierto valor de la orriente uando se somete a unarampa uniforme de orriente externa, y el valor de la tasa de esape r(I), inversodel tiempo medio de persistenia de la unión en el estado superondutor. Estarelaión nos india por lo tanto que las uniones Josephson son un sistema idealdonde medir la tasa de esape de un sistema y onfrontar los resultados on losresultados teórios existentes. La omprensión de diho fenómeno, tanto en elaso lásio omo en el uántio del mismo, para el aso de uniones pequeñasdonde el meanismo fundamental de esape es por efeto túnel ha sido objetodel trabajo de muhos grupos de investigaión [24, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 10℄.Desde los trabajos de Martinis, Devoret y Clarke fundamentalmente [34℄se asume que la tasa de esape resc en el régimen lásio puede ser aproximadapor
resc = at

ω

2π
exp

(
− ∆U

kBT

)
, (1.20)donde at es un prefator que depende del valor del amortiguamiento [28, 29℄ yque en el régimen de amortiguamiento moderado-bajo puede ser aproximadopor el resultado de Büttiker, Harris y Landauer [36℄

at = 4α/[(1 + αkBT/1.8Γ∆U)1/2 + 1]2 (1.21)aquí α es un oe�iente en torno a la unidad.Diho resultado es orreto para un ierto rango de valores del amortigua-miento. El último apítulo de este trabajo de tesis dotoral está dediado a unestudio numério detallado del valor de la tasa de esape de un sistema en unamplio rango de valores de amortiguamiento. Dihos resultados numérios se-rán onfrontados frente a numerosos resultados teórios y se estudiará el rangode validez de los mismos.
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2D arrayFigura 1.9: Esquemas de diferentes tipos de redes de uniones Josephson. Cada ruzrepresenta una unión Josephson.1.3. Redes de uniones JosephsonLos sistemas hehos on superondutores interrumpidos por uniones Jo-sephson son onoidos habitualmente omo redes de uniones Josephson. La�gura 1.9 muestra algunos ejemplos de tales arreglos. Todos ellos son fáiles defabriar y han sido estudiados ampliamente. El primer dispositivo onsiste enuna red de uniones Josephson en serie. Este tipo de redes han sido empleadaspara estudiar fenómenos de sinronizaión de fase y diseñar el estándar de vol-taje [37℄. Los anillos superondutores interrumpidos por una o dos uniones seonoen omo SQUIDs (de superonduting quantum interferene devie). LosSQUIDs proporionan una medida muy sensible de �ujo magnétio y hoy sonutilizados en muhos laboratorios omo aparatos estándar de medida de ampomagnétios [7, 8, 38, 39, 40℄. Las redes on uniones aopladas en paralelo se handiseñado para estudiar propiedades de transporte de �uxones pero desde unpunto de vista más fundamental son interesantes por onstituir una realizaiónexperimental del modelo Frenkel-Kontorova (también onoido omo modelosine-Gordon disreto2) [41, 42, 43, 44, 45℄. Las redes en esalera (�ladder�) sehan diseñado para estudiar la transiión de modelos en una dimensión a mode-los bidimensionales y han permitido llevar a abo la observaión experimentalde los modos intrínseos loalizados o �breathers� disretos [46, 47, 48, 49, 50℄.Los arreglos bidimensionales de uniones son sistemas modelo ideales para es-tudiar transiiones de fase en dimensión dos y los efetos de frustraión y2Según esta perspetiva, las redes de uniones Josephson en paralelo, que son los disposi-tivos objeto de esta tesis dotoral, pueden ser onsiderados omo versiones disretizadas deuna unión Josephson larga.



14 Capítulo 1. Introduióndesorden, la dinámia de vórties, sinronizaión de fase y otros resultados dedinámia no lineal [51℄.Dado un arreglo de uniones Josephson, para deduir las euaiones de ladinámia del sistema tenemos que apliar las leyes de Kirho� para orrientey voltaje y la uantizaión del �uxoide. La uantizaión del �uxoide estableeque para ualquier amino errado l en la red (on al menos una unión) lasuma de la diferenias de fase a lo largo del amino está dada por
∑

jǫl

ϕj = 2π(nl − fl). (1.22)El entero nl es la vortiidad del amino y su origen es que la fase θ de la funiónde ondas en ada isla superondutora está multivaluada. fl desribe el �ujo através del amino debido al ampo magnétio total (externo más induido) ymedido en unidades de Φ0 (fl = Φl/Φ0). En general, para alular el �ujo totalinduido en una elda debemos tener en uenta la matriz total de induionesdel iruito. Sin embargo, en muhos asos podemos estudiar el sistema en unaaproximaión más senilla y onsiderar sólo la autoinduión L de ada elda.El parámetro λ = Φ0/2πIcL mide la importania de los ampos induidos.Podemos presindir de los términos nl
3 y esribir

∑

jǫl

ϕj = −2π(f ext
l + f ind

l ) = −2πf ext
l − 1

λ

I loop

Ic
. (1.23)Dependiendo de la importania de los ampos induidos, los iruitos Jo-sephson pueden ser divididos en dos tipos generales. Los iruitos de un primertipo tienen λ≫ 1 de modo que los ampos induidos no son importantes (estosiruitos normalmente son hehos on aluminio). Por otro lado, en los iruitosque perteneen al segundo tipo los ampos induidos por las orrientes queirulan son importantes (estos iruitos son normalmente hehos de niobio).Si los efetos indutivos pueden despreiarse, la uantizaión del �uxoide(Eq. 1.22) impone una serie de ligaduras a las euaiones y redue el númerode variables independientes del sistema.1.3.1. Redes en serieLa �gura 1.10 muestra una red de uniones Josephson aopladas en serie,alimentadas por una orriente alterna y un iruito externo de arga. Las eua-3En el modelo RCSJ las euaiones dinámias dependen sólo de ϕ̈, ϕ̇ y sinϕ. Por lo tantolas euaiones son independientes de los nl y podemos eliminarlos de las mismas



1.3. Redes de uniones Josephson 15
I

Lo
ad

Figura 1.10: Red de uniones Josephson en serie, on orriente externa y iruito ex-terno de arga.
I cL

ΦFigura 1.11: Dispositivo rf-squidiones de la red pueden esribirse omo [52℄
ϕ̈k + Γϕ̇k + sinϕk + IL(t) = I (1.24)

V (t) =
N∑

k=1

ϕ̇k = F (IL(t)). (1.25)Las uniones en serie se omportan omo elementos independientes alimentadospor una misma orriente y aoplados a través del iruito externo.1.3.2. rf-SQUIDEste dispositivo está formado por un anillo superondutor interrumpidopor una unión Josephson (Fig. 1.11). Su omportamiento está gobernado porel valor del �ujo total a través del SQUID, Φ. A partir de la ondiión deuantizaión del �uxoide ϕ = −2π Φ
Φ0

se tiene,
Φ = Φext − LIc sin 2π

Φ

Φ0
(1.26)
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LFigura 1.12: Dispositivo d-squid y equivalenia on un sistema formado por dospéndulos aoplados.y la energía potenial del sistema está dada por
U(Φ) = −EJ cos 2π

Φ

Φ0
+

(Φ − Φext)
2

2L
. (1.27)Ya que en este iruito no hay orriente externa, el SQUID es operado aopladoa un iruito de radio-freuenias (resonador).Además de omo detetor de ampos magnétio los rf-SQUIDs son impor-tantes para el estudio de problemas fundamentales de meánia uántia (verRef. [53℄ y las referenias ontenidas allí).1.3.3. d-SQUIDEste dispositivo onsiste en un anillo superondutor interrumpido por dosuniones Josephson (Fig. 1.12). Para la orriente irulando por ada unióntenemos:

i1 = ϕ̈1 + Γϕ̇1 + sinϕ1 = imesh + iext,

i2 = ϕ̈2 + Γϕ̇2 + sinϕ2 = −imesh + iext; (1.28)y la uantizaión del �uxoide:
(ϕ1 − ϕ2) = −2π

Φ0

(
BapplS + LImesh

)
. (1.29)Normalizando, tenemos

imesh = −λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) (1.30)(f0 = BapplS/Φ0).Entones las euaiones para la dinámia del arreglo son
ϕ̈1 + Γϕ̇1 + sinϕ1 = −λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) + iext

ϕ̈2 + Γϕ̇2 + sinϕ2 = λ (ϕ1 − ϕ2 + 2πf0) + iext, (1.31)
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Figura 1.13: Red de uniones Josephson en paralelodonde Iext=Itotal/2. Estas euaiones muestran que el problema de dos unio-nes onetadas en paralelo por un elemento autoindutivo es equivalente alproblema de dos péndulos aoplados por un muelle de torsión (ver Fig. 1.12).Si los efetos indutivos pueden ser despreiados, la uantizaión del �u-xoide impone una ligadura sobre las fases y tenemos
ϕ1 − ϕ2 = −2πf0. (1.32)En este aso,

iext =
i1 + i2

2
= ϕ̈1 + Γϕ̇1 + cos(πf0) sin (ϕ1 + πf0). (1.33)Diho sistema se omporta omo una únia unión uya orriente rítia, 2Ic cos(πf0),está ontrolada por el ampo magnétio externo.1.3.4. Red de uniones Josephson en paraleloUna red de uniones Josephson en paralelo está formada por un onjun-to de uniones onetadas en paralelo mediante �ables superondutores�. Laanalogía meánia de este sistema es un onjunto de péndulos onetados pormuelles de torsión (ver Fig 1.13). Una onseuenia importante de esta inter-aión armónia entre uniones es que todas tienen el mismo voltaje d.Las euaiones de la dinámia de la red pueden ser generalizadas fáilmentea partir de las euaiones del SQUID d. Para la red paralela de N uniones

ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext (1.34)
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Figura 1.14: Esalera de uniones Josephsonon j = 1, ...N . Las ondiiones de frontera están dadas por ϕ0 = ϕ1 − 2πf0y ϕN+1 = ϕN + 2πf0 para el aso de redes on fronteras abiertas ϕN+1 =

ϕ1 + 2πnk y ϕ0 = ϕN − 2πnk para redes en anillo. En este aso el entero nkuenta el número de kinks o �uxones atrapados en la red.Las euaiones (1.34) son también las euaiones de la dinámia del modeloFrenkel-Kontorova forzado y amortiguado o de la euaión de sine-Gordondisreta. El trabajo realizado en esta tesis dotoral onsidera una red de unionesen paralelo on geometría de anillo lo que posibilita que los �uxones quedenatrapados en su interior.
1.3.5. La esalera de uniones JosephsonUna esalera de uniones Josephson (Fig. 1.14) es una red uasi-unidimensionalque se onsigue uando los ables horizontales de la red en paralelo son sus-tituidos por uniones Josephson. Podemos pensar en este sistema en términosde un onjunto de péndulos (las uniones vertiales) onetadas en paralelo pormuelles no onvexos (las uniones horizontales). Como onseuenia de las in-teraiones no onvexas, una de las diferenias más importantes on respeto ala red paralela es que ahora las uniones vertiales no están onstreñidas a tenerun mismo voltaje d. Además los uantos de �uxoide ahora pueden entrar enla red o esapar de la red a través de las uniones horizontales.Consideremos el aso de una esalera anisótropa. Entones las orrienterítias de las uniones en la direión vertial son diferentes de las orrientesrítias de las uniones en la direión horizontal. Esto puede haerse fáilmenteambiando el área de las uniones. La orriente rítia, apaidad y ondutania(inversa de la resistenia) de la unión son diretamente proporionales al áreade la misma.Esribiendo las euaiones para las orrientes y apliando la uantizaión
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(i,j) (i,j+1)Figura 1.15: Red bidimensional de uniones Josephsondel �uxoide, las euaiones de la esalera son
N (ϕt

j) = −λ
h
ξj,

N (ϕv
j ) = λ(ξj−1 − ξj) + iext,

N (ϕb
j) =

λ

h
ξj. (1.35)Aquí hemos de�nido

ξj = −2πf ind
j = ϕv

j + ϕt
j − ϕv

j+1 − ϕb
j + 2πf0, (1.36)donde ξ0 = ξN = 0. Para una esalera on N uniones vertiales, j va de 1to N para las uniones vertiales y de 1 a N − 1 para las horizontales. Hemosnormalizado las euaiones respeto a los parámetros de las uniones vertiales.Así, h = Ich/Icv = Ch/Cv = Rv/Rh and λ = λv = Φ0/2πIcvL (λ/h = λh =

Φ0/2πIchL).1.3.6. Redes bidimensionalesLa �gura 1.15 muestra un diagrama de un red bidimensional uadrada deuniones Josephson. Siguiendo nuestra aproximaión al modelado de las unio-nes, las uniones están aopladas mediante la ondiión de la uantizaión del�uxoide on la inlusión de tan sólo ampos magnétios autoinduidos en a-da elda. En esta aproximaión las euaiones de la dinámia de la red están
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N (ϕx

ij) =
λ

h
(ξij − ξij−1) +

iext
x

h
,

N (ϕy
ij) = λ(ξi−1j − ξij) + iext

y (1.37)
ξij mide la intensidad de los ampos induidos

ξij = −2πf ind
ij = ϕy

ij + ϕx
ij+1 − ϕy

i+1j − ϕx
ij + 2πf0 (1.38)y hemos normalizado on respeto a los parámetros de las uniones vertiales.Así h = Icx/Icy = Cx/Cy = Ry/Rx y λ = λy = Φ0/2πIcyL (λ/h = λx =

Φ0/2πIcxL).Este es el modelo de una red bidimensional uando sólo las auto-induionesse tienen en uenta. En funión del problema que se quiera estudiar en algunasoasiones es neesario inluir la matriz total de induiones, en otros asos lasautoinduiones pueden despreiarse.En general, en una red uadrada bidimensional (N×N) tenemos que resol-ver las euaiones para la dinámia de 2N2−2N (para ondiiones de ontornolibres) diferenias de fase invariante gauge, ϕij . Sin embargo, uando los am-pos induidos pueden despreiarse (límite λ≫ 1), la ondiión de uantizaióndel �uxoide impone (N − 1)2 ligaduras sobre esas variables. Entones, es másonveniente expresar las euaiones del sistema en funión de las fases en adaisla θi, que son N2 − 1 variables independientes. Esto se onsigue esribiendo
ϕij = θi − θj −Aij [donde (para un gauge dado) los Aij = 2π

Φ0

∫ j
i
~A(~r, t)~dl, de-penden sólo del ampo magnétio externo℄ y las euaiones dinámias resultande apliar la onservaión de la orriente.En el límite EJ ≫ EC del sistema la energía Josephson total es la ontri-buión energétia relevante del sistema:

HJ = −
∑

<ij>

EJ cos (θi − θj −Aij). (1.39)En este aso una red bidimensional de uniones Josephson onstituye una rea-lizaión experimental del modelo XY (Aij = 0) o del modelo XY frustrado(Aij 6= 0), por lo que onstituye un sistema experimental exepional para elestudio de este modelo fundamental de la físia estadístia [51℄.



Capítulo 2El anillo de uniones JosephsonEl objetivo fundamental de este trabajo de tesis dotoral es el estudio de ladinámia de �uxones en anillos de uniones Josephson en la presenia de ruidotérmio, y en partiular de las propiedades de desanlaje (depinning) y saltoa la rama óhmia (swithing) de los mismos. Nuestro sistema es un anillo deuniones Josephson alimentado por una orriente externa. Un anillo de unionesJosephson es una red formada por una serie de uniones aopladas en paraleloy errada formando un anillo (FIg, 2.1). Debido a la uantizaión del �ujomagnétio, en el interior del anillo el �ujo total es igual a un número enterode uantos de �ujo magnétio. Un experimento típio onsiste en enfriar enpresenia de un ampo magnétio el anillo superondutor por debajo de latemperatura rítia del mismo. El ampo apliado rea un determinado �ujoen el interior del anillo. A ontinuaión se proede a eliminar el ampo externo.Entones, el superondutor responde induiendo orrientes superondutorasen el sistema que ompensan el ampo retirado. De este modo que el �ujomagnétio en el anillo queda atrapado a la par que uantizado.En este apítulo presentaremos las euaiones que desriben la dinámia deun anillo de uniones Josephson. Veremos la onexión del sistema on algunossistemas-modelo de interés para la físia no-lineal y la físia estadístia. Asímismo realizaremos una breve presentaión de los estudios de movimiento departíulas en poteniales asimétrios y veremos omo es posible diseñar anillostales que el potenial efetivo que ve el �uxón es un potenial asimétrio.2.1. Euaiones de la dinámia del sistemaConsideremos una red de N uniones Josephson aopladas en paralelo, ali-mentado por una orriente externa total Iext
total y errada en forma de anillo
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Figura 2.1: Arreglo superondutor on 9 uniones Josephson en on�guraión de anillo.Las orrientes superondutoras irulantes por el superondutor exterior son lasresponsables del atrapamiento de �ujo magnétio en el sistema.(ver �gura 2.1). Todas las uniones Josephson son del mismo tipo; esto es, es-tán fabriadas en un mismo proeso, on los mismos materiales y según unamisma tenología, pero la �exibilidad del diseño permite que el área varíe deuna unión a otra y que las eldas formadas entre uniones veinas sean diferen-tes. El proeso de fabriaión �ja la densidad de orriente rítia, la apaidadespeí�a y la resistividad de la unión siendo Ic = AJc, C = Aσ y R = ρ/A.Por lo tanto, las uniones de distinta áreas tienen distinta orriente rítia, a-paidad y resistenia normal pero un mismo valor de la freuenia de plasma
ωp =

√
(2πIc/Φ0C) y el parámetro de Stewart-MCumber o amortiguamientoefetivo Γ = 1/β

1/2
c =

√
(Φ0/2πCR2Ic). Con respeto a la disparidad de ta-maños de elda su onseuenia prinipal es una diferenia en los valores de laautoinduión de ada elda L y en el �ujo debido al ampo magnétio externoapliado Φext = BextScelda.Tal y omo hemos expuesto en el apítulo anterior las propiedades físiasmás sobresalientes del sistema pueden ser aluladas a partir del valor de lasdiferenia de fase invariante gauge ϕj , j = 1, ...N , de las uniones. Así porejemplo el voltaje entre el lado externo e interno del anillo es V = Vj on

Vj la aída de voltaje en ada unión, y la orriente total apliada al sistema
I =

∑
j Ij on Ij la orriente que irula por ada unión. Para esribir laseuaiones de la dinámia de las fases utilizaremos el modelo RCSJ de la unión,on la inorporaión del efeto de la temperatura introduiendo una fuente deorriente ruidosa Ĩ(t). Con respeto al anillo, podemos utilizar un modelo deorriente de rama o de orrientes de malla y apliar las euaiones de Kirho�y la uantizaión del �uxoide. En el maro de orrientes de malla podemosesribir:

Ij =
~

2e
Cj
d2ϕj

dt2
+

~

2eRj

dϕj

dt
+ Icj sinϕj + Ĩj(t) = Iext

j + Icelda
j−1 − Icelda

j . (2.1)



2.1. Euaiones de la dinámia del sistema 23La orriente total que irula a través de la unión j, Ij, puede desribirse en tér-mino de las orrientes de elda de�nidas en las eldas j−1 y j y de la orrienteexterna apliada a la unión j, Iext
j , on ∑j I

ext
j = Iext

total (ver �gura 2.1).Las �utuaiones térmias están representadas en la euaión anterior porlos términos Ĩj(t), umpliéndose 〈Ĩj(t)〉 = 0 y 〈Ĩj(t)Ĩk(t′)〉 = (2kBT/Rj) δjkδ(t−
t′). Por otro lado el �ujo magnétio en ada elda j debido a los ampos indu-idos por las orrientes que irulan en el sistema está dado por

Φind
j =

∑

k

MjkI
celda
k +

∑

k

M̂jkI
ext
k ≃ LjI

celda
j + L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j (2.2)La matriz M es la matriz de induiones de las orrientes de elda, la matriz

M̂ es la matriz de induiones de las orrientes externas. En ambos asos nosquedaremos en la aproximaión de menor orden, representada por los términos
L y L̂.La ondiión de la uantizaión del �uxoide apliada a ada elda establee

ϕj+1 − ϕj = −2π
(
f ext

j + f ind
j

)
= −2π

(
Φext

j

Φ0
+

Φind
j

Φ0

)
=

= −2π

Φ0

(
Φext

j + LjI
celda
j + L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j

) (2.3)on lo que
Icelda
j = − Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −

1

Lj

(
Φext

j + L̂j+1I
ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)
=

= − Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −Gj ,

(2.4)donde hemos de�nido los términos Gj :
Gj =

1

Lj

(
Φext

j + L̂j+1I
ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)
=

1

Lj

(
Φext

j + Φ̃ext
j

)
, (2.5)que reogen la ontribuión de ampos externos y ampos induidos por laorriente externa. Por lo tanto

Icelda
j−1 − Icelda

j =
Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) +Gj −

Φ0

2πLj−1
(ϕj − ϕj−1) −Gj−1. (2.6)Entones, tras la aproximaión heha en (2.2), la euaión para la orrientetotal a través de la unión j puede ser esrita de la siguiente manera:

Ij =
~

2e
Cj
d2ϕj

dt2
+

~

2eRj

dϕj

dt
+ Icj sinϕj + Ĩj(t) =

= Iext
j +

Φ0

2πLj
(ϕj+1 − ϕj) −

Φ0

2πLj−1
(ϕj − ϕj−1) +Gj −Gj−1.(2.7)



24 Capítulo 2. El anillo de uniones JosephsonEn esta euaión el término Gj − Gj−1 reoge la ontribuión debida a lapresenia de los ampos externos y los induidos por las orrientes apliadas,A ontinuaión vamos a normalizar nuestro sistema de euaiones. Pa-ra ello mediremos las orrientes en unidades de Ic∗ (la orriente rítia deuna de las uniones o la orriente rítia media por ejemplo) y el tiempoen unidades de 1/ωp (reordamos que los parámetros ωp =
√

2πIcj/Φ0Cj y
Γ =

√
Φ0/2πIcjR2

jCj son idéntios para todas la uniones). Además de�ni-mos λj = Φ0/2πIc∗Lj = LJ∗/Lj y usaremos la de�niión del uanto de �ujomagnétio Φ0 = ~

2e). Con ello tenemos
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= iext
j + λj(ϕj+1 − ϕj) − λj−1(ϕj − ϕj−1) + gj − gj−1

(2.8)En esta expresión hemos de�nido los parámetros hj = Icj/Ic∗. Por otro lado
iext
j = Iext

j /Ic∗ y gj = Gj/Ic∗. Por último, respeto el término de orrienteruidosa 〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = (2kBT/RjI
2
c∗ωp) δjk δ(τ − τ ′) = 2hjΓT̃ δjk δ(τ − τ ′)on T̃ = kBT/EJ∗ y EJ∗ = ~Ic∗/2e. Las derivadas ϕ̇ = dϕ/dτ on τ el tiempoadimensional τ = ωpt.Estas euaiones son más senillas en los siguientes asos:1. Red formada por eldas idéntias. En este aso todos los términos in-dutivos, que son términos geométrios, son iguales: Lj = L y L̂j = L̂.Entones

hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= iext
j + λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + gj − gj−1

(2.9)on
gj − gj−1 =

1

Ic∗L

(
Φext

j − Φext
j−1

)
+
L̂

L

(
iext
j+1 − 2iext

j + iext
j−1

) (2.10)2. Si además, omo suele ourrir on normalidad, la orriente externa seaplia y extrae uniformemente, Iext
j = Iext

total/N = I tenemos
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
=

= i+ λ
(
ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1 + 2πf ext

j − 2πf ext
j−1

)
.

(2.11)Aquí hemos introduido la notaión habitual, fj = Φj/Φ0.3. Si todos los ampos magnétios externos atúan uniformemente sobre elsistema, tenemos que, por tratarse de eldas de igual tamaño, los términos
f ext

j son onstantes y entones podemos esribir
hj

(
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj

)
= i+ λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) . (2.12)



2.2. Energía del sistema 25Esta euaión desribe la dinámia de una red homogénea de unionesJosephson formada por uniones de distinto tamaño y será nuestro puntode partida para el estudio de redes irregulares, de tipo rathet, y de redesregulares que haremos a lo largo de esta tesis dotoral.4. Por último, enontramos las euaiones para un anillo regular de unio-nes Josephson, formado por uniones idéntias (hj = 1), eldas iguales,alimentado de manera uniforme, bajo la aión de ampos magnétiosexternos uniformes, en el maro del modelo RCSJ de la unión y en laaproximaión de primer orden en la matriz de induiones:
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj = i+ λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) . (2.13)Por tratarse de un anillo, debemos imponer ondiiones de ontorno erra-das en el sistema, así la unión/elda j +N se orresponde on la unión/elda

j del sistema. Por estar multivaluadas hay que tener espeial uidado on lasfases ya que ϕ ≡ ϕ + 2πM on M un número entero, así las ondiiones deontorno sobre las fases para el sistema estableen
ϕ0 = ϕN − 2πM y ϕN+1 = ϕ1 + 2πM, (2.14)donde M tiene el signi�ado físio de número de uantos de �ujo magnétioso �uxones que han sido atrapados en el sistema al enfriar ya que
N∑

j=1

(ϕj+1 − ϕj) = −2π

N∑

j=1

Φtotal
j

Φ0
= 2πM (2.15)2.2. Energía del sistemaEn esta seión esribiremos las expresiones para la energía del sistema.El término de energía inétia está asoiado a la energía almaenada en losondensadores.

Ekin =
∑

j

1

2
CjV

2
j =

∑

j

1

2
Cj

[
Φ0

2π

(
dϕj

dt

)]2 (2.16)El término de energía potenial viene dado por la energía Josephson delas uniones y los términos de energía magnétia, asoiados fundamentalmentea los ampos induidos. En la aproximaión habitual de autoinduiones, eignorando términos onstantes, podemos esribir
Epot =

∑

j

EJj (1 − cosϕj) +
∑

j

1

2
Lj(I

celda
j )2 −

∑

j

Iext
j

(
Φ0 ϕj

2π

) (2.17)



26 Capítulo 2. El anillo de uniones JosephsonEl primer término desribe la energía Josephson del iruito, el segundo de lasinduiones de malla y el terero la energía de las fuentes de orriente. Respetoal segundo de ellos
∑

j

1

2
Lj(I

celda
j )2 =

=
∑

j

1

2Lj

(
Φ0

2π

)2 [
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

j +
2π

Φ0

(
L̂j+1I

ext
j+1 − L̂jI

ext
j

)]2

=

=
∑

j

1

2Lj

(
Φ0

2π

)2 [
ϕj+1 − ϕj + 2π(f ext

j + f̃ ext
j )

]2
, (2.18)donde hemos de�nido el término f̃ ext

j , que reoge la ontribuión al �ujo delos ampos induidos por la orrientes externas.Si medimos la energía en unidades de EJ∗ tenemos
Ekin

EJ∗
=
∑

j

hj

2ω2
p

(
dϕj

dt

)2

=
∑

j

hj

2

(
dϕj

dτ

)2 (2.19)
Epot

EJ∗
=
∑

j

hj (1 − cosϕj) −
∑

j

iext
j ϕj +

+
∑

j

λj

2

[
ϕj+1 − ϕj + 2π(f ext

j + f̃ ext
j )

]2 (2.20)Si apliamos las euaiones de Hamilton a este sistema reuperamos laseuaiones dinámias del mismo (2.8) para el aso de amortiguamiento y tem-peraturas nulos.Para las redes que denominamos homogéneas (eldas idéntias y orrientesy ampos magnétios uniformes) e irregulares (uniones distintas) tenemos:
Epot

EJ∗
=
∑

j

[
hj(1 − cosϕj) +

λ

2

(
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

)2 − i ϕj

]
. (2.21)Si además las redes son regulares (uniones idéntias), podemos esribir:

Epot

EJ∗
=
∑

j

[
(1 − cosϕj) +

λ

2

(
ϕj+1 − ϕj + 2πf ext

)2 − i ϕj

]
. (2.22)
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λ=5Figura 2.2: Con�guraión de mínima energía de una on�guraqión on 1 �uxón(izquierda) y on 2 �uxones (dereha) para diversos valores del aoplamiento λ2.2.1. Con�guraiones de mínima energíaLas on�guraiones de mínima energía del sistema orresponden a soluio-nes (δEpot/δϕj) = 0 lo ual para una red regular y homogénea implia

sinϕj = λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) − i = 0. (2.23)Dihas euaiones deben ser ompletadas por las adeuadas ondiiones deontorno ϕj+N = ϕj + 2πM , lo que se orresponde on una densidad de M/N�uxones o uantos de �ujo magnétio en el anillo.En el aso más senillo M = 0, la on�guraión de mínima energía seorresponde on la on�guraión uniforme ϕj = ϕ∗ = sin−1 i. Diho estado deequilibrio existe siempre que |i| ≤ 1.El estadoM = 1 orresponde a la situaión en la que un �uxón o un uantode �ujo magnétio ha quedado atrapado en el interior del anillo superondutor.Entones las fases deben aumular un giro de 2π a lo largo del anillo (ϕj+N =

ϕj + 2π). La �gura 2.2 muestra una on�guraión de mínima energía para elaso de un �uxón en una red de 9 uniones a i = 0. Se presenta el resultadopara ino valores distintos de λ. En el límite λ → 0 la energía Josephsondomina y la on�guraión tiende a un esalón. En el límite λ → ∞ la energíamagnétia domina y la on�guraión tiende a un ambio uniforme de las fases
ϕj+1−ϕj = 2π/N . En el apítulo 3 investigaremos las propiedades prinipalesde on�guraiones de un �uxón.Valores mayores de M se orresponden on tener varios �uxones en la red.Los �uxones interaionan repulsivamente entre sí, así que tienden a repartirseuniformemente en el anillo. En anillos su�ientemente grandes existen muhasposiiones de equilibrio metaestable para el sistema.



28 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephson2.3. Anillo de uniones Josephson y físia no lineal2.3.1. Modelo Frenkel-Kontorova (FK)El modelo Frenkel-Kontorova es uno de los modelos paradigmátios de lafísia de sistemas disretos no lineales. Introduido primero por Prandtl [54℄ en1928 y Dehlinger [55℄ en 1929, fue estudiado independientemente años despuéspor Frenkel y Kontorova [56℄ en el ontexto del estudio de las disloaiones ensólidos. Desde entones ha sido empleado para el estudio de numerosos sistemasfísios y sigue susitando interés en la atualidad. Braun y Kivshar publiaronen 2004 un exhaustivo libro titulado The Frenkel-Kontorova model. Conepts.methods and apliations [45℄ que supone una exelente introduión al mismo.El modelo en su versión estándar desribe una adena de partíulas oninteraión armónia a primeros veinos y en la presenia de potenial externoperiódio sinusoidal.
H = T + V (xj) +W (xj+1 − xj) =

=
∑

j

m

2

(
dxj

dt

)2

+
∑

j

V0

2

[
1 − cos

(
2πxj

a

)]
+
∑

j

C

2
(xj+1 − xj − b)2.(2.24)Diho modelo puede ser justi�ado en base a estudiar variables que ambianen una dimensión espaial, quedarnos on el primer término de la expansión enserie de Fourier del potenial sustrato y quedarnos en la aproximaión armóniadel desarrollo en serie de Taylor del potenial de interaión entre veinos.El hamiltoniano esrito anteriormente orresponde al modelo estándar delmodelo. Variaiones del mismo inluyen partíulas diferentes (adena diatómi-a por ejemplo), términos adiionales en el potenial de interaión W , otros

Figura 2.3: Esquema que representa el modelo Frenkel-Kontorova omo una adenade partíulas onetadas a través de resortes armónios de onstante elástia C ylongitud de equilibrio b sometida a un potenial sinusoidal externo de intensidad V0y periodo a.
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Figura 2.4: Arreglo de péndulos aoplados, equivalente a un arreglo en anillo de unio-nes Josephson on un solitón atrapadoharmónios, desorden,... en el potenial substrato V y extensión a dos o tresdimensiones.La representaión esquemátia del modelo se dibuja en la �gura 2.3 endonde las partíulas o átomos se han dibujado en verde, aoplados por resortesarmónios y sometidos a un potenial sinusoidal de periodo a. Las propiedadesdel sistema están gobernadas por la ompetenia entre dos esalas de longitud(impuestas por a, la periodiidad del potenial sustrato, y b la distania deequilibrio entre veinos) o dos esalas de energía (dadas por V0 y C). Dihaompetenia produe frustraión en el sistema y un rio diagrama de fases,donde una vez �jado a y C por ejemplo, la densidad media de partíulas en elestado fundamental en funión de b para distintos valores de la amplitud delpotenial V0 presenta estrutura fratal (devil's stirase) [43, 57, 58℄.Como modelo meánio, el sistema es equivalente a una adena de péndulosaoplados por muelles de torsión (�gura 2.4). Como modelo de un sistema físioha sido empleado para estudiar disloaiones en sólidos, dinámia de átomosy apas de átomos adsorbidos en super�ies de ristales, sistemas on fasesonmensuradas e inonmensuradas, adenas magnétias, modelos no linealesde dinámia de ADN, ondutores superiónios, modelos básios de friión desuper�ie y redes de uniones Josephson. [45℄Midiendo energía en unidades de V0/2, espaio en unidades de a/2π y



30 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsontiempo en unidades de (a/2π)
√

2m/V0 podemos reesribir
H̃ =

∑

j

[
1

2

(
dyj

dτ

)2

+ (1 − cos yj) +
C̃

2
(yj+1 − yj − b̃)2

] (2.25)donde reonoemos una expresión similar a la que vimos para el anillo deuniones Josephson. Si además estamos interesados en la dinámia de la adenabajo la aión de una fuerza externa, amortiguamiento y �utuaiones térmiasreuperamos las mismas euaiones dinámias. Por lo tanto, enontramos enel anillo de uniones Josephson un sistema experimental ideal para el estudiode las propiedades dinámias de este modelo tan importante.2.3.2. La euaión de sine-GordonEn el límite en el que el aoplamiento entre veinos es grande, entonesla suesión de posiiones de las partíulas xj varía muy lentamente y el ha-miltoniano del sistema pueden ser visto omo la disretizaión de un ampoespaial ontinuo u(x), xj = u(x = j). En este aso es posible derivar la versiónontinua del sistema y despreiando los efetos de disretitud de la adena, seenuentra la siguiente euaión para la dinámia hamiltoniana del ampo u:
∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ sinu = 0. (2.26)Diha euaión tiene el nombre de euaión de sine-Gordon. Debido a estarelaión el modelo Frenkel-Kontorova también ha sido referido en numerosasoasiones omo modelo sine-Gordon disreto.La euaión de sine-Gordon [59℄ es una de las euaiones no lineales enel ontinuo más estudiadas. Originalmente fue introduida en el siglo XIX,pero sin embargo ha sido estudiada on gran interés a partir de los años 1970debida a la presenia de solitones entre sus soluiones [59, 60, 61℄. Una de suspropiedades más sobresalientes es que la euaión es ompletamente integrabley tiene soluiones exata tipo solitón, multi-solitón y breather.Los solitones son debidos a la degeneraión del estado fundamental delsistema. Un solitón (antisolitón) se orresponde on una soluión exata de laeuaión dada por:

u(x, t) = 4 tan−1

[
exp

(
± x− vt√

1 − (v/c)2

)]
. (2.27)En este aso el ampo u(x, t) puede ser visto omo una soluión que onetados mínimos equivalentes eranos y que se mueve sin alterar su per�l espaiala una veloidad v, on veloidad máxima c (ver �gura 2.5).
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Figura 2.5: Soluión de kink y antikink (solitón - antisolitón) de la euaión de sine-Gordon2.3.3. Solitones en físia no linealEn el apítulo anterior hemos introduido el onepto de solitón en el marode la euaión de sine-Gordon. Su araterístia esenial es la de poseer un per�lespaial loalizado, el ampo es onstante salvo en una región estreha dondeambia de manera ontinua de 0 a ±2π, y moverse libremente a lo largo delespaio sin desloalizarse.Los solitones fueron desritos por primera vez por el ingeniero esoés J.Sott Russell en 1834. Rusell observó omo un bote frenado brusamente en unanal de agua generaba un �montíulo� de agua que se alejaba del bote a granveloidad manteniendo su forma y veloidad. Russell, montado a aballo, pudoseguir el montíulo durante varios kilómetros. Este sorprendente fenómeno, hoyse onoe bajo el nombre de solitón.Los solitones son un ejemplo de estrutura oherentes que apareen omosoluión de ierto tipo de euaiones no lineales (los vórties y los breathersson otros ejemplos). Como hemos omentado anteriormente, un solitón es unaonda solitaria que mantiene su forma mientras viaja a veloidad onstante. Enlos solitones se pone de mani�esto un equilibrio entre un término dispersivo yotro no lineal de tendenia ontraria. Los solitones surgen omo soluiones deun amplio número de euaiones difereniales no lineales, omo la euaión deKorteweg-de Vries, la euaión de Shrödinger no lineal o la euaión de sine-Gordon. En el aso de la euaión de sine-Gordon, los solitones además sontopológios; esto es, son estables frente a perturbaiones que lo alejen del estado



32 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsonfundamental. Diha robustez tiene su origen en las ondiiones de frontera delos mismos, así en la euaión 2.27 u(−∞) = 0 y u(+∞) = ±2π.Como sistema físio quizás los ejemplos más espetaulares de solitonesse orresponde on los asos de solitones en �bras óptias y en redes largasde uniones Josephson. En el primer aso los solitones pueden ser usados parala trasmisión de informaión en �bras. En el segundo se orresponde on laexistenia de uantos de �ujo magnétio o �uxones, que también pueden sertransportados a lo largo de la unión superondutora.Dos exelentes referenias sobre las propiedades de los solitones son el librode Remoissenet [60℄ y el de Dauxois y Peyrard [61℄.2.3.4. Solitones en el anillo de uniones JosephsonEn las seiones anteriores hemos visto omo un anillo de uniones Joseph-son puede ser onsiderado omo una versión disreta de una unión Josephsonlarga o una euaión de sine-Gordon. Por ello, los �uxones o uantos de �ujomagnétio atrapados en el anillo se orresponden on la versión disreta de lossolitones de las euaiones ontinuas. Existen diversos nombres que se re�erena este mismo objeto. Así, en el ontexto de la red de uniones Josephson nosreferimos a �uxones, en el aso de sistemas de fases moduladas se ha auñadoel término de disonmensuraiones, y en el aso general se utiliza el oneptode solitón, solitón disreto o kink.Tal y omo hemos anuniado en otras seiones el objeto de este trabajo detesis dotoral ha sido el estudio de algunas de las propiedades de los �uxonesatrapados en anillos de uniones Josephson, fundamentalmente el estudio deomo las urvas de desanlaje están afetadas por la temperatura. El apítulo3 de la tesis lo vamos a dediar a presentar algunas de las propiedades mássobresalientes de los �uxones en anillos de uniones Josephson, no obstante nosparee adeuado en este momento avanzar y resumir algunas de ellas.Hemos visto que las euaiones para la dinámia de un anillo de uniones Jo-sephson (o una red de uniones Josephson aopladas en paralelo) orrespondena las euaiones de la dinámia del modelo Frenkel-Kontorova o la euaión desine-Gordon disreta. Trabajos de revisión de estos sistemas son [43℄ y [45℄.En el aso de las redes que hemos denominado homogéneas (formadas poreldas de igual área y bajo la aión de ampos magnétios externos uniformes)las euaiones que desriben la dinámia de un anillo de uniones Josephsonestán dadas por:
hj(ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj) = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext, (2.28)on j = 1, ...N y ondiiones de ontorno ϕN+1 = ϕ1+2πnk y ϕ0 = ϕN −2πnk
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j+1Figura 2.6: Tres representaiones diferentes de las on�guraiones de energía mínima(arriba) y de máximo loal (abajo) de un �uxón. Fases (izquierda), representaión deenergía potenial (entro) y representaión angular (dereha).donde nk es el número de kinks o �uxones atrapados en el anillo. Los kinks (oanti-kinks) son on�guraiones de las fases en las que éstas van de 0 a 2π(−2π)a lo largo de la red y omo vimos en su momento se orresponden a un uantode �ujo magnétio o �uxón atrapado en el sistema.La existenia de kinks no depende ruialmente de la disretitud del siste-ma, y son soluiones en muhos aspetos similares a los solitones de la versiónontinua de la euaión. Sin embargo, muhas de las propiedades de los kinks ensistemas disretos dependen ruialmente del aráter disreto de los mismos.La existenia de una red disreta destruye la invarianza traslaional presenteen los modelos ontinuos. En la red, el kink es invariante sólo bajo traslaionesdisretas a lo largo de la red y, debido a esta disretitud, aparee un potenialde anlaje o potenial de pinning a la red; esto es, existe una energía mínimaque hay superar para moverse a lo largo de la red (Fig. 2.6). Esa barrera deenergía es lo que se onoe omo barrera de Peierls-Nabarro y deree rápida-mente on λ.Podemos ir un poo más lejos y de�nir, no sólo una barrera de Peierls-Nabarro, sino también un potenial de Peierls-Nabarro VPN para el kink. Di-ho potenial representa el per�l de energía uando movemos un kink desdeuna posiión de mínimo a otra equivalente. Como veremos, si identi�amos laposiión del kink por la oordenada de su entro de masas, XCM , en el asode una red regular (hj = 1) el per�l de energía potenial E(XCM ) es muyaproximadamente sinusoidal.
VPN (X) ≃ EPN

2
(1 − cosX) . (2.29)En el aso de redes irregulares, el potenial efetivo no es puramente sinusoidaly, hasta ierto punto, puede ser diseñado a voluntad jugando on el valor delos aoplamientos λj y la suesión de valores de hj.Una vez introduido el potenial de Peierls-Nabarro del sistema, podemosesribir la euaión efetiva de la dinámia del entro de masas del kink que, en



34 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsonla presenia de orrientes externas, amortiguamiento y �utuaiones térmiasy en primer orden de aproximaión se orresponde on:
mẌ +mΓẊ +

EPN

2
sinX = i+ ξ(t), (2.30)donde m es la masa efetiva del kinkEsta imagen de un kink o �uxón omo una partíula independiente esmuy útil para entender muhas de las propiedades dinámias del mismo. Noobstante, omo veremos, en algunos asos es neesario tener en uenta el restode grados de libertad del sistema. Así por ejemplo uando el �uxón se mueveen el anillo exita los modos de baja amplitud del sistema. Esta exitaión esmuy importante en el aso de redes on amortiguamiento pequeño en dondees posible identi�ar fenómenos de resonania entre la freuenia asoiada almovimiento del �uxón en la red y las freuenias de los modos de pequeñaamplitud del sistema [41, 42℄.2.4. Efeto Rathet en ienia no-linealBajo el nombre de motores brownianos se onoen una serie de sistemas queoperan de manera e�iente en sistemas fuera del equilibrio para obtener movi-miento direional bajo la aión de fuerzas uyo promedio es nulo. Muhos deestos motores están basados en la explotaión de lo que se onoe omo efetorathet, es deir, explotan la existenia de poteniales espaialmente asimé-trios. En partiular estos dispositivos se araterizan básiamente por poderreti�ar las �utuaiones térmias y poseer alguna simetría espaial o diná-mia rota. El ampo de los motores brownianos ha generado gran uriosidad ytrabajo a lo largo de los últimos años [62, 63℄. Dos exelentes artíulos de revi-sión del tema son los trabajos de Reimann [64℄ y de Hänggi y Marhesoni [65℄.A esala mirosópia, la dinámia de muhos sistemas está regida porla �utuaiones. El movimiento de las partíulas de estas dimensiones, puedeompararse al de un objeto marosópio aminando a través de un huraán:las fuerzas que impulsan la partíula a lo largo de su amino eventualmenteson insigni�antes en omparaión on las fuerzas aleatorias ejeridas por elambiente. Aún así, omo ourre en el aso de las élulas vivas, se estruturanbombas de iones, se onstruyen proteínas, y los motores moleulares son apa-es de transportar partíulas de una zona o otra del interior elular [66, 67℄.Los sistemas y meanismos responsables de realizar las tareas deseadas en esteambiente dominado por las �utuaiones se denominan motores Brownianos.Como hemos diho anteriormente, estos dispositivos están araterizadospor la ausenia de alguna simetría. Sin ánimo de dar una lasi�aión exhaus-



2.4. Efeto Rathet en ienia no-lineal 35tiva podemos distinguir entre:i) Reti�adores de señales simétrias. Siguiendo el trabajo de Hänggi yMarhesoni [68℄ podemos deir que una ondiión neesaria para la reti-�aión de señales simétrias, ya sean aleatorias o periódias en el tiempo,es la ausenia de simetría espaial en el potenial sustrato efetivo queve la partíula sometida a dihas señales. Diha asimetría en el potenialha llevado a auñar estos dispositivos on el nombre de rathets, en re-uerdo del trabajo de Feymann sobre the rathet and pawl en sus élebresleiones de físia [69, 70℄. Un sistema de rueda dentada y trinquete esinapaz de reti�ar las �utuaiones térmias del equilibrio, en auerdoon el segundo prinipio de la termodinámia. Sin embargo, esto no esasí para el aso de sistemas fuera del equilibrio. Entre estos sistemas seinluyen los denominados roking rathets y �ashing rathets.ii) Reti�aión debida a señales asimétrias. Si el potenial efetivo es si-métrio bajo re�exión la únia manera de introduir un movimiento di-reional de partíulas brownianas onsiste en someterlas a fuerzas asi-métrias, ya sean éstas deterministas o aleatorias. El aso más senillo esel de reti�aión bajo la aión de una señal biarmónia on freueniasonmensurables, mezla armónia [71, 72, 73℄. También es posible obte-ner reti�aión en el movimiento Browniano de partíulas sometidas afuerzas simétrias. Para ellos es neesario modular la amplitud del po-tenial sustrato, el ual es espaialmente simétrio. El efeto produidose denomina Gating Rathet y puede generar una orriente dirigida departíulas on la disminuión de las barreras de potenial sinronizadason el movimiento produido por la fuerza aditiva [74, 75℄.iii) Reti�aión debida a efetos oletivos. La introduión de interaiónentre las partíulas que forman el sistema puede dar lugar a una granriqueza de resultados y fenomenología, entre ellos la reti�aión de seña-les simétrias en el aso de poteniales también simétrios. En sistemassuperondutores que transportan vórties interatuantes, por ejemplo,aparee el efeto rathet omo onseuenia de las interaiones de largoalane entre los vórties. Los vórties anlados rean un per�l de densi-dad de �ujo asimétrio, el ual resulta en un potenial efetivo asimétriopara los vórties interstiiales no anlados [76, 77, 78℄. El interés de losdispositivos rathet de vórties, está en que puede manifestar meanismosoletivos por los que se produe la reti�aión y además ontribuir a laomprensión de los vórties en superondutividad. Muhos motores bio-lógios, tales omo, kinesina y miosina trabajan de modo oletivo. Losmodelos teórios han demostrado que la interaión entre los motorespueden dar lugar a fenómenos omplejos omo el desplazamiento bidi-



36 Capítulo 2. El anillo de uniones Josephsonreional, osilaiones, histéresis y la formaión de estruturas dinámias.la formaión del transporte intraelular, la motilidad elular, musular yosilaiones durante la mitosis, son algunos ejemplos que pueden ser des-ritos por dihas teorías. El omportamiento ooperativo no es exlusivode los motores moleulares, también las proteínas pueden interatuar yre�ejar ambios onformaionales y transiiones de fase de no equilibrio.Las teorías que desriben, respetivamente, el omportamiento oletivode motores moleulares y la friión en sólidos presentan analogías. Enambos asos, las partíulas saltan entre pozos de potenial onseutivos ydisipan la energía elástia durante los ilos de anlaje y desanlaje [79℄.2.4.1. Roking rathetConsideremos la dinámia de una partíula sometida a fuerzas determinis-tas F (t) periódias, simétrias on 〈F (t)〉 = 0 y fuerzas estoástias ξ(t) depromedio nulo y no orrelaionadas, 〈ξ(t)〉 = 0 y 〈ξ(t)ξ(t+τ)〉 ∝ δ(τ). El amor-tiguamiento efetivo de la partíula está dado por η y sea V (x) un potenialefetivo periódio. Entones,
ẍ(t) + ηẋ(t) + V ′(x) = F (t) + ξ(t). (2.31)En este aso para que la partíula muestre movimiento direional, 〈ẋ〉 6= 0,neesitamos que el potenial sea asimétrio. El modelo arquetipo de potenialasimétrio unidimensional es un potenial lineal a trozos [80℄ o el potenialpropuesto por Bartussek y olaboradores [81℄ (ver �g. 2.7):

V (x) = −V0 [sin (2πx/L) + 0.25 sin (4πx/L)]. (2.32)El sistema desrito anteriormente es onoido omo roking rathet. Re-sulta fáil ver que para iertos valores de los parámetros el sistema presentamovimiento direional dado que la fuerza neesaria para mover la partíulaes menor en una direión que en la otra. La �gura 2.8 esquematiza el proeso.La �gura intermedia muestra una oleión de partíulas situadas en torno alos mínimos del potenial a F = 0. Para iertos valores de F (negativos en esteaso) las partíulas permanee atrapadas en los mínimos del potenial (�gurasuperior). Sin embargo, para ese mismo valor de F pero positivo las barrerashan desapareido y las partíulas se mueven a lo largo del potenial (�gurainferior). Un potenial periódio uyo módulo este dado por valores de F omolos mostrados en la �gura presenta un movimiento direional de las partíulas.Este uadro se ve modi�ado ligeramente por los diferentes valores adiionalesdel sistema (amortiguamiento, temperatura y freuenia fundamentalmente),pero la imagen ualitativa general permanee.
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Figura 2.7: Ejemplo de potenial periódio asimétrio, potenial rathet.

Figura 2.8: Esquema del funionamiento de un roking rathet, donde se aplia unafuerza externa que varía en el tiempo de forma periódia2.4.2. Flashing rathetUna variaión interesante al aso anterior es el del �ashing rathet o rathetpulsante. En un �ashing rathet F (t) = 0 pero ahora el potenial asimétrio
V (x, t) depende explíitamente del tiempo de modo que su amplitud alternasu valor de 0 a V0 periódiamente. Por lo general dihos sistemas se desribenpor una euaión de Langevin,
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Figura 2.9: Esquema del funionamiento de una �ashing rathet: las partíulas Brow-nianas son atrapadas en un potenial periódio y asimétrio que puede estar prendidoo apagado.
mẍ = −∂V (x, t)

∂x
− γẋ+ η(t) (2.33)En la euaión (2.33) m es la masa de la partíula, γ es la disipaión en elbaño de alor y η(t) es el ruido debido al baño de alor. Este ruido usualmentese toma omo un ruido blano Gaussiano que satisfae la ondiión 〈η(t)〉 = 0y 〈η(t)η(t′)〉 = 2kBTγδ(t− t′). En un �ashing rathet el potenial es prendidoy apagado periódiamente (Fig. 2.9). En ausenia de potenial V (x, t) las par-tíulas se mueven por difusión. En este momento muhas partíulas se aeranal mínimo del potenial por la izquierda mientras que poas partíulas han al-anzado el pio de la dereha (más lejano). Cuando el potenial es prendido, laspartíulas sobre la izquierda se deslizarán por la pendiente al próximo mínimomientras que aquellas que estaban a la dereha, retornarán al pozo iniial. Poreste motivo, obtenemos un movimiento neto a la izquierda que neesariamenterequiere de la difusión para obtener un movimiento dirigido [65, 82℄.2.5. Dispositivos rathet para �uxonesEn los últimos años el estudio del movimiento direional de partíulas haobrado relevania no solo en el ampo de los motores biomoleulares, sinotambién, en el ampo de la nano y mirotenología. En esta línea y en el aso
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L L L LLFigura 2.10: Dos geometrías de arreglos de uniones que produen un potenial efetivoasimétrio para el �uxón: alternania de uniones de dos orrientes rítias y eldas dedos tamaños (izquierda) y alternaia de uniones de tres orrientes rítias on eldasiguales (dereha).
13 14 15 16 17

2,0

2,5

3,0

3,5 (d)

E/
E J

XCM

13 14 15 16 17

2,0

2,5

3,0

3,5 (c)

13 14 15 16 17

3,0

3,5

4,0

4,5 (b)

13 14 15 16 17

3,0

3,5

4,0

4,5 (a)

(c) (d)

(a) (b)

Figura 2.11: Cuatro arreglos diferentes: (a) Anillo regular. (b) Anillo alternando o-rrientes rítias. () Anillo alternando área de las eldas. (d) Anillo rathet alternandoorrientes rítias y área de eldas. La �gura de la dereha muestra los orrespon-dientes per�les de energía E(XCM ). Úniamente la on�guraión (d) genera el per�lrathet.de dispositivos superondutores, resulta de interés natural el diseño y estudiode sistemas que permitan el movimiento direional de vórties y �uxones ensistemas superondutores [76, 77, 78℄ en general y en redes de uniones Joseph-son en partiular [83, 84, 85℄, onformando lo que hemos llamado dispositivosrathet para �uxones.Ya hemos diho que en una red de uniones Josephson un �uxón se omportaaproximadamente omo una partíula que experimenta un potenial periódio,marado por la periodiidad espaial de la red. En el aso de una red regular(todas las uniones y eldas son iguales) la simetría en el sistema es total yen ausenia de orrientes no equilibradas no existe movimiento direional de�uxones. Sin embargo, la �exibilidad del sistema nos permite ombinar unionesy eldas de tamaños diferentes, lo que omo veremos posibilita el diseño dedispositivos on poteniales substrato periódios asimétrios [83, 84, 85℄.Un potenial rathet para el �uxón es obtenido utilizando una ombinaiónadeuada de uniones y tamaños de elda (esto es autoinduiones). Los dosasos más simples (ver �gura 2.10) orresponden a alternar uniones de dos
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Figura 2.12: Corriente de desanlaje del Fluxon Idep omo funión de λ para losarreglos regular y rathet. Las lineas sólidas representan las prediiones para losvalores de EPN y los símbolos representa el álulo numério de las orrientes dedesanlaje [85℄. El reuadro muestra la diferenia (∆Idep) entre los valores absolutosde las dos orrientes de desanlaje para el arreglo rathet.orrientes rítias distintas y eldas de dos áreas; o a alternar uniones on tresorrientes rítias distintas (en este aso todas las eldas tienen el mismo área).Tomemos omo referenia de momento el primero de los dos asos desritosanteriormente. La �gura 2.11 muestra uatro redes diferentes y los potenialesefetivos para el �uxón en ada uno de los asos. Como esperamos, sólo la red(d) muestra un potenial rathet para el �uxón. Tales redes se han onstruidoy estudiado experimentalmente [84℄.La �gura 2.12 muestra la dependenia on λ de la orriente de depinningpositiva y negativa del �uxón (la orriente mínima neesaria para mover el�uxón) para el aso de la red regular y las rathets[85℄. Vemos omo en el asode la red rathet I+
dep y I−dep son signi�ativamente diferentes para valores de

λ entre 0.1 y 0.9. El inset muestra la diferenia (∆Idep = I−dep − I+
dep) entre losvalores de las dos orrientes para la red rathet. Se ve que existe un moderadorango de valores de λ para el ual un importante omportamiento asimétrioes esperado. El máximo de la urva se obtiene para λ ∼0.2.Viendo las euaiones que desriben la dinámia de la red [Eq. (2.8) ysiguientes℄, es fáil darse uenta de que resulta muho más onveniente estudiarredes formadas por eldas iguales, alimentada uniformemente y en auseniade ampos externos, euaión (2.12). Este es el aso de la on�guraión onuniones de tres tamaños diferentes. Esta es la on�guraión que se usará a lolargo del apítulo 5 de la tesis dotoral para estudiar el desanlaje térmio de
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Capítulo 3Fluxón omo una partíulaEn el apítulo anterior hemos visto que en muhos asos las propiedadesde un �uxón en una red de uniones Josephson pueden ser estudiadas en tér-minos de una partíula. En este apítulo vamos a abundar sobre el alane,onseuenias y limitaiones de esta imagen.3.1. Redes regularesUna red regular es aquella en la que todas las uniones y eldas son idéntias.En ese aso, omo hemos visto en el apítulo anterior, la energía potenial delsistema viene dada por
E/EJ =

∑

j

[
(1 − cosϕj) +

λ

2
(ϕj+1 − ϕj)

2

]
. (3.1)Con respeto a las euaiones para la dinámia del arreglo en presenia deorrientes externas y temperatura, tenemos

ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + iext + ĩj(t) (3.2)donde j = 1, ...N y las ondiiones de frontera para el anillo son ϕN+1 =

ϕ1 + 2πM y ϕ0 = ϕN − 2πM . El número entero M es el número de �uxoneso kinks atrapados en el anillo.Un �uxón o anti�uxón, �gura 3.1, orresponde a una on�guraión {ϕ}fluxonde las fases del anillo para el ual la fase inrementa en ±2π en una vueltaalrededor del anillo (ϕj+N = ϕj ± 2π). Como hemos desrito en el apítulo an-terior, al estudiar la dinámia de un �uxón es muy útil usar la imagen de esteobjeto oletivo y extendido omo una partíula. Está aproximaión ha sidoextensamente estudiada en el pasado [44, 45, 87, 88, 86℄.
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j+1Figura 3.1: Tres representaiones diferentes de las on�guraiones de energía mínima(arriba) y de máximo loal (abajo) de un �uxón. Fases (izquierda), representaión deenergía potenial (entro) y representaión angular (dereha).Consideremos la nueva variable X, el entro de masas del �uxón de�nidopor
X = C∓

∑

j

ϕj . (3.3)El signo − orresponde al on�guraión de un �uxón, la fase se inrementaen 2π, mientras el signo + orresponde a un anti�uxón. La onstante C lade�niremos omo C = 2π(N + 1/2) on N el número de uniones en el anillo.Con esta de�niión la variable X̃ = X/2π india la posiión del �uxón en lared.En la aproximaión más simple, la dinámia de un �uxón en un anillo,desrita por la euaión (3.2), puede ser reduida a la dinámia de su entro demasas. A su vez, ésta es aproximada por la dinámia de una partíula masiva,forzada y amortiguada que experimenta un potenial sustrato periódio V (X)(el potenial de Peierls-Nabarro).
m(X)Ẍ + ηm(X)Ẋ + V ′(X) = F + ξ(τ) (3.4)Resaltamos los siguiente aspetos en esta aproximaión:El origen del potenial de Peierls-Nabarro es el aráter disreto de lared. Por ello se trata de un potenial periódio uya amplitud debe ir aero uando nos aeramos al límite ontinuo del sistema, λ→ ∞.

m(X) representa la masa efetiva del kink. Su origen es seillo uandopensamos en término de la energía inétia del mismo: 1
2

∑
j ϕ̇j

2 = m
2 Ẋ

2.Como onseuenia de las propiedades elástias del �uxón, su masa efe-tiva depende de la posiión del mismo, m(X): el �uxón no es un objetorígido y su forma ambia uando se mueve a lo largo de la red.
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F = iext. El efeto de la fuerza externa es mover el �uxón y la fuerzaexterna efetiva que experimenta el �uxón es igual a la orriente porunión. De este modo la energía introduida en el sistema es la misma enlas dos desripiones, FX ≡ iext

∑
j ϕj .Nos queda disutir el valor del amortiguamiento efetivo del sistema yel aoplo de éste al baño térmio. Este es un aspeto omplejo. En suaproximaión más senilla la energía introduida en el sistema se disipaa través del movimiento del entro de masas y puede onsiderarse que

η = Γ y
〈ξ(τ)〉 = 0 y 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = 2mΓkBTδ(τ − τ ′) (3.5)Esta aproximaión es equivalente a despreiar el efeto de los otros gradosde libertad del �uxón y la disipaión de energía a través de los ambiosen el per�l del mismo, lo que ondue a una dependenia del dampingefetivo on la posiión del �uxón, η(X) [87, 88℄.3.1.1. La barrera y el potenial de Peierls-NabarroUna de las propiedades fundamentales de los sistemas disretos es la faltade invariania traslaional ontinua en los mismos. Diha invariania ha sidosustituida por una simetría disreta bajo traslaiones del entro de masas del�uxón un número entero de espaiados de red. Como resultado, no todas lasposiiones espaiales son equivalentes y en el kink podemos distinguir entre laon�guraión de mínima energía, �uxón entrado entre dos sitios de la red, yuna on�guraión de máximo loal, �uxón entrado en un sitio de la red (verla �gura 3.1). La diferenia de energía entre estas dos on�guraiones de�ne lallamada barrera de Peierls-Nabarro del sistema y tiene el signi�ado de barrerade energía que el �uxón debe sobrepasar para pasar de una on�guraión demínima energía a otra equivalente. Diha barrera es nula en el modelo ontinuodado que en este aso todos las posiiones del kink son equivalentes (simetríaontinua bajo traslaión espaial). Como onseuenia, en el sistema disreto elkink está anlado a la red, existe una fuerza de desanlaje o fuerza de depinningque es neesario apliar para que el kink pueda moverse.La �gura 3.2 muestra la barrera de Peierls-Nabarro para un �uxón en fun-ión del parámetro de aoplamiento λ. En el límite λ = 0 la on�guraión de fa-ses para un �uxón en un mínimo sigue la seuenia {. . . , 0, 0, 2π, 2π, . . . } mien-tras que la on�guraión de máximo loal orresponde a {. . . , 0, 0, π, 2π, 2π, . . . }.Ambas on�guraiones tienen una diferenia de energía de 2EJ . Para valorespequeños de λ estas on�guraiones ambian ligeramente y no es difíil probar
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EPN

EJ
≃ 2 − π2λ(1 + λ)2

(1 + 2λ)(1 + 3λ)
(3.6)En el límite opuesto, λ → ∞, el �uxón se desloaliza, su anhura divergey la barrera se anula. Existen distintas estimaiones para el álulo de la ener-gía de Peierls-Nabarro en ese aso, ver por ejemplo Ref. [45℄. De entre ellasenontramos que la siguiente es la que mejor se ajusta a nuestros resultadosnumérios (�gura 3.2):

EPN

EJ
=

16(1 + 2π2λ)

sinh (π2
√
λ)

. (3.7)También es posible de�nir una energía potenial unidimensional que desri-be el potenial efetivo que el kink experimenta uando pasa de una posiiónde mínimo a otra equivalente. Diho potenial puede ser alulado aproximada-mente a partir de la forma del solitón en el límite ontinuo del sistema [89, 45℄obteniéndose
VPN (X) ≃

∞∑

l=0

Bl cos(lX) ≃ V0 +
EPN

2
(1 − cosX), (3.8)on

Bl =
8l (1 + 2π2λl2)

sinh (lπ2
√
λ)

EJ , l ≥ 1. (3.9)
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VPN (X) ≃ V0 + idep(1 − cosX). (3.10)La �gura 3.4 muestra la diferenia entre la orriente de depinning del �uxónalulada numériamente idep y la orrespondiente a un potenial sinusoidal
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ϕ̈j + ϕj = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) , (3.11)

j = 1, ...N , ϕN+1 = ϕ1 y ϕ0 = ϕN . Las soluiones de este sistema de euaionestienen la forma: ϕj(t) ∼ exp[i(ωkt− kj)] on espetro de freuenias
ω2

k = 1 + 4λ sin2(k/2) (−π < k ≤ π). (3.12)Esta relaión de dispersión está araterizada por la presenia de una banda�nita on un gap dado por ωmin=ω0=1 y una freuenia máxima dada por
ωmax = ωπ=(1 + 4λ)1/2.
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VPN (X).En la �gura 3.5 se puede apreiar la banda de modos normales de freuen-ias omprendidas entre 1 y √

1 + 4λ y el modo adiional de freuenia ωPNigual a 1 para λ→ 0 y tendiendo a 0 para λ≫ 1.También es fáil alular la urvatura del potenial en torno al máximo lo-al que de�ne la posiión de equilibrio inestable para el �uxón. En este aso seobtiene un autovalor negativo, asoiado a la urvatura negativa en el máximoy N − 1 positivos, ver �gura 3.6. En los problemas de esape de un potenialmultidimensional se de�ne una freuenia de ativaión efetiva ωa dada por
ωa =

∏N
j=1 ωj/

∏N−1
j=1 ω′

j , donde ωj representa las N freuenias orrespondien-tes a los modos normales en el mínimo y ω′

j las freuenias orrespondientesa los N − 1 modos estables del máximo. La �gura 3.7 muestra la dependeniade ωa on λ y la ompara on el valor de ωPN .



3.1. Redes regulares 51

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

m
as

a

λ

mSG
msin

Figura 3.8: Masa efetiva del �uxón en funión del aoplamiento λ según la aproxi-maión del ontinuo, mSG = 2/(π2
√
λ) en rojo y según la aproximaión de potenialsinusoidal msin, en azul.3.1.3. La masa efetiva del �uxónComo hemos visto anteriormente en la euaión efetiva para el �uxónaparee un término de masa, m(X), que depende de la posiión del mismo [45℄.La dependenia espaial de la masa es fruto de la disretitud del sistema. Así,en prinipio podemos esribir

m(X) = mSG + δm(X) (3.13)on mSG = 2/(π2
√
λ) la masa efetiva del soliton en el ontinuo (euaión desine-Gordon) y δm(X) la funión periódia que inluye las orreiones pordisretitud.Existen dos aproximaiones al álulo de la masa en reposo del �uxón (en elmínimo) a partir del onoimiento de la freuenia de Peierls-Nabarro. La mássenilla asume la aproximaión sinusoidal para el potenial de Peierls-Nabarro,entones: msin = EPN/(2ω

2
PN ). En la segunda empleamos el valor determina-do numériamente para la urvatura en el mínimo mmin = V ′′

min/ω
2
PN . Se-gún estas de�niiones, para λ =0.6 por ejemplo, mSG =0.262, msin =0.275 y

mmin =0.236 [alulada tra aproximar V (X) ≃ 1
22.17

(
x−x0
2π

)2. En la �gura 3.8se muestra el valor de la masa efetiva del �uxón para los distintos valoresdel aoplamiento λ alulada según la aproximaión del ontinuo (lo que he
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m(X) ∈ (0.24,0.33).Para el álulo numério de m(X) hemos alulado la relajaión en régimensobreamortiguado del �uxón desde el máximo hasta el mínimo del potenialde Peierls-Nabarro, e igualado la energía inétia del sistema original on ladel modelos reduido: 1
2

∑
j ϕ̇j

2 = 1
2m(X)Ẋ2. También es posible obtener unaexpresión a partir de la forma de �uxón en el límite ontinuo del sistema [45℄.Entones

m(X) ≃ mSG +

∞∑

l=1

Al cos(lX) ≃ (3.14)on
Al =

4l

sinh (lπ2
√
λ)

(3.15)



3.1. Redes regulares 533.1.4. Un experimento numérioPara omprobar numériamente algunas de las uestiones estudiadas an-teriormente, hemos estudiado las osilaiones de relajaión al equilibrio de un�uxón desde una ondiión de no equilibrio, erana al mínimo, y su ompa-raión on el resultado obtenido usando la teoría de partíula individual.Para ello hemos elegido un anillo de N = 60 uniones on λ =0.6. Eneste aso EPN =0.12739, ω2
PN =0.23165 y m =0.236. En la aproximaión de
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Ẍ + γẊ + ω2
PNX = 0, (3.16)on lo queX(t) = X0 exp (−γt/2) (cos Ωt+ γ

2Ω sinΩt) on Ω2 = ω2
PN−γ2/4. Lassimulaiones se han realizado para γ =0.01. El resultado de las simulaionesse muestra en la �gura 3.10 donde se omprueba un total auerdo entre loobtenido en el sistema ompleto y lo prediho por la imagen de partíula.3.1.5. Dependenia on iTodos los resultados anteriores han sido presentados para el aso i = 0. Lainlusión de un ampo externo modi�a las propiedades del �uxón. Siguiendonuestra imagen de partíula el efeto de la orriente es inlinar el potenial dePeierls-Nabarro, V (X; i) = V (X, 0) − iX, reduiendo el valor de la barrera yde la freuenia que se anulan para la fuerza rítia o idep. Según esta imagenla altura de la barrera

∆U(λ, i) = EPN

(√
1 − f2 − f cos−1 f

) (3.17)y la freuenia en el mínimo
ωmin(λ, i) = ωPN

(
1 − f2

)1/4 (3.18)on f = i/idep. La �gura 3.11 muestra los resultados numérios para distintosvalores del λ y los orrespondientes a las fórmulas anteriores enontrándose unauerdo exelente.Con respeto a la masa, en prinipio esta también puede depender de laorriente externa apliada. No obstante, tomando omo referenia la de�niión
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Figura 3.12: Calulo de la dependenia de la masa efetiva del �uxón m(i), a distintosvalores de orriente externa i y para distintos valores del aoplamiento λ.de mmin es posible ver que la dependenia on la ual la segunda derivadadel potenial se anula uando i → idep es la misma que la mostrada por ωPNon lo ual se tendría que mmin no debería ambiar apreiablemente al va-riar i. Podemos apreiar esto en la �gura 3.12 en donde hemos alulado ladependenia de la masa on la orriente externa normalizada a la orrientede desanlaje. La expresión de la masa se ha obtenido a partir de la segundaderivada del potenial y el uadrado de la freuenia, m(i) = V ′′

min/ω
2 on

V (X) ≃ V0 + idep(1 − cosX) − iX.3.2. Redes RathetLas redes rathet están araterizadas por poseer poteniales de Peierls-Nabarro arentes de simetría de inversión. En apítulos anteriores, hemos vis-to que la tenología atual tiene la �exibilidad su�iente para diseñar anilloson uniones de diferentes áreas y eldas de diferentes tamaños. El tamaño deelda es un parámetro importante pues afeta por un lado al valor del oe�-iente de autoinduión magnétia del sistema y por otro a la magnitud de los�ujos debidos a ampos magnétios externos o auntoinduidos. Hemos vistoomo un análogo físio de nuestro sistema es una adena de péndulos uni-dos por muelles de torsión. Entones el efeto primordial del tamaño de elda



56 Capítulo 3. Fluxón omo una partíulaes variar la onstante de los muelles y su longitud natural. Por otro lado elárea de la unión afeta al valor de la orriente rítia, apaidad y resisteniade la misma. En nuestra imagen básiamente orresponde a una modi�aiónfundamentalmente de la longitud natural del péndulo su masa y friión.El diseño de redes on distintos tamaños de elda y de unión dará lugar apoteniales efetivos no regulares para el �uxón. Verdaderamente, la �exibili-dad del sistema es tal que en teoría podemos hablar de que el diseño permitetallar ualquier potenial deseado para los �uxones. De entre todas las on�gu-raiones, llama poderosamente la atenión la posibilidad de diseñar redes onun potenial efetivo periódio pero asimétrio para los �uxones: lo que llama-remos un potenial de tipo rathet. En el apítulo anterior hemos presentado elinterés en el estudio de este tipo de sistemas. El anillo de uniones Josephson esun sistema experimental adeuado para estudiar experimentalmente diversosproblemas interesantes relaionados on las propiedades dinámias en sistemasarentes de simetría de inversión. En partiular, es espeialmente destaable elheho de que los anillos de uniones Josephson permiten abordar las propieda-des dinámias de objetos espaialmente extendido, un �uxón o solitón en esteaso, sobre poteniales efetivos asimétrios.3.2.1. Red rathet de periodo 2En su artíulo de 1999, F. Falo et al. [83℄ presentaron una on�guraión dered on potenial asimétrio basada en la alternania de eldas de dos tamaños

Figura 3.13: Fotografía de un anillo diseñado para estudiar las propiedades de �uxonesen poteniales asimétrios.
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(c) (d)

(a) (b)

Figura 3.14: Dibujo esquemátio de un anillo (a) regular; (b) que alterna unionesde dos tamaños diferentes; () que alterna eldas de dos tamaños diferentes; y (d)que alterna eldas y uniones de dos tamaños diferentes. A la dereha se muestra elper�l de energía potenial EPN (X̃) para el �uxón en las redes anteriores. La red (d)orresponde a un per�l de tipo rathet.diferentes y uniones de dos áreas distintas. En este aso, en su aproximaiónmás senilla y despreiando ampos externos, la energía del sistema puedeesribirse omo
E

EJ
=
∑

j

hj(1 − cosϕj) +
λj

2
(ϕj+1 − ϕj)

2 (3.19)on {hj} = {h1, h2, h1, h2, ...} y {λj} = {λ1, λ2, λ1, λ2, ...}. Diho sistema fuediseñado, fabriado y medido experimentalmente (ver �gura 3.13) veri�ándoseel aráter rathet para �uxones del mismo [84, 85℄.La �gura 3.14 muestra esquemátiamente uatro anillos formados por unio-nes Josephson y el per�l de energía para un �uxón en ada una de la redes.El aso (a) muestra una red regular y el potenial de Peierls-Nabarro orres-pondiente es un potenial periódio prátiamente sinusoidal on mínimos aso-iados a posiiones del �uxón entrado en una elda y máximos para �uxónentrado en la unión (hj = 1 y λj =0.25, ∀j). El aso (b) muestra una red don-de todas las eldas son iguales pero que ontiene uniones de dos tipos (hj = 1ó 0.5 y λj =0.25). En este aso el potenial es periódio on periodo doble deldel aso regular y on dos máximos de distinta magnitud, orrespondientes aada una de los tipos de uniones del sistema. La �gura () muestra una redde uniones idéntias pero on dos espaiados de elda alternantes (hj = 1 y
λj =0.5 ó 0.25). El potenial vuelve a tener periodo doble del regular pero si-gue siendo simétrio. Por último, las �guras (d) muestran una red formada poruniones de dos áreas distintas y eldas de dos tamaños diferentes (hj = 1 ó 0.5y λj =0.5 ó 0.25). La ombinaión de ambos fatores produe un potenial de
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Figura 3.15: Corrientes de depinning Idep para un �uxón omo funión de λ parala red homogénea y la rathet {hj} = {1, 1/2, 1, 1/2, ...} y {λj} = {λ, λ/2, λ, λ/2}.Las líneas ontinuas muestran las prediiones a partir del valor de EPN . Los puntosmuestran los resultados numérios. En pequeño se muestra la diferenia (∆Idep) entrelos valores absolutos de las dos orrientes de depinning para la red rathet, una manerade uanti�ar la magnitud del aráter asimétrio de la red.periodo doble pero arente de simetría de inversión, potenial de tipo rathet.Una de las araterístias más notables desde un punto de vista experi-mental de las redes asimétrias es la existenia de dos orrientes rítias oorrientes de depinning diferentes para el �uxón, según la orriente alimentadatenga una polaridad u otra. La �gura 3.15 muestra el valor de la orriente delas dos orrientes de desanlaje de una red rathet y una omparaión on elresultad de una red regular del mismo λ y on el de un potenial sinusoidal demisma barrera pero periodo doble. El inset muestra la diferenia entre las o-rrientes positivas y negativas, lo que representa una medida efetiva del gradode asimetría del potenial, éste es máximo para valores de λ eranos a 0.2.3.2.2. Red rathet de periodo 3La on�guraión anterior, si bien permite diseñar un potenial asimétriopara el �uxón uyo periodo es de dos espaiados de red, presenta un problemadesde el punto de vista del estudio experimental del sistema. El heho de quelas eldas tengan distinto tamaño modi�a los �ujos de los posibles amposinduidos en el sistema. Dihas ontribuiones fueron eliminadas, por senillez,de las euaiones (3.19) donde se despreiaron esos ampos. No obstante, apa-reen en una desripión más general omo la disutida en la seión 2.1, ver



3.2. Redes Rathet 59

Figura 3.16: Esquema del anillo formado por uniones de tres tamaños diferentes.euaión (2.20) por ejemplo.Por todo ello a ontinuaión, y a lo largo de este trabajo, vamos a plantearuna on�guraión de uniones distintas y eldas idéntias que también posibilitaun potenial rathet para la unión. Diha on�guraión onsiste en ombinaruniones on tres orrientes rítias diferentes, ver �gura 3.16. Diha red tieneuna periodiidad de tres eldas y en nuestros estudios usaremos una red on 9uniones Josephson.En este aso la energía del sistema puede esribirse omo
E

EJ
=
∑

j

hj(1 − cosϕj) +
λ

2
(ϕj+1 − ϕj)

2 (3.20)on {hj} = {h1, h2, h3, h1, ...}. Una posible eleión, que vamos a usar, es
{hj} = {1, 0.5, 0.3, ....}. Diha on�guraión posibilita un potenial asimétriopara el �uxón a partir de ierto valor del parámetro de aoplamiento λ.Para valores pequeños de λ el potenial efetivo del �uxón es un potenialperiódio de periodo tres pero formado por tres mínimos y máximos diferen-tes, asoiados a ada uno de los tres tipos de uniones. Diho potenial se vasuavizando onforme aumenta λ y para un ierto valor rítio λc1 desapareenuno de esos máximos y mínimos a través de una bifuraión de saddle-node.A partir de entones se presenta un potenial asimétrio pero formado pordos pozos. Para otro valor aoplamiento mayor, λc2 una nueva bifuraión desaddle-node elimina otro máximo y mínimo y a partir de entones el potenialefetivo para el �uxón es un potenial asimétrio on un únio pozo. Para elaso de la seuenia de hj dada por (1,0.5,0.3) se tiene λc1 ≃0.13 y λc2 ≃0.23.La �gura 3.17 muestra el potenial de Peierls-Nabarro para el �uxón ypara tres valores diferentes de λ =0.4, 0.6 y 0.8. En los tres asos se dibuja
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Figura 3.17: Potenial efetivo para el �uxón VPN (X̃) para una red rathet on hj =

{1.0, 0.5, 0.3} y para λ =0.4, 0.6, 0.8.
V (X̃)−Vmin. La diferenia de energía entre el máximo y el mínimo del poten-ial de�ne la barrera de Peierls-Nabarro del sistema. La �gura 3.18 muestrala dependenia de la barrera de Peierls-Nabarro del sistema en funión delparámetro de aoplamiento λ. Es importante reseñar que en este aso la dis-minuión de EPN on λ es muho más lenta que en el aso de la red regular(omparar on �gura 3.2). Por ello, las orrientes rítias de estas redes sonmuho mayores que las orrientes rítias de redes regulares on valores de λsimilares.Una medida aproximada de la asimetría de la red onsiste en alular ladesviaión de la diferenia entre la posiión del máximo y mínimo del potenialrespeto lo esperado para el aso de red regular. Así en el aso de una redregular de periodo tres, diha diferenia debería ser igual a 1.5. La �gura 3.19muestra el álulo de la posiión del mínimo y el máximo del potenial y ladiferenia entre ambos valores. Puede observarse omo la asimetría es másaentuada para valores de λ ≃ 0.4. Este valor nos mara un óptimo en uantoa la eleión de diho parámetro en el diseño de una red.Para ompletar la araterizaión de las redes también mostramos la evo-luión de la freuenia araterístia de las osilaiones de pequeña amplituddel �uxón en torno a su posiión de equilibrio, ωPN , �gura 3.20. Se puedeobservar que el omportamiento no es monótono, mostrando un fuerte derei-miento a valores pequeños de λ, alanzándose un agudo mínimo loal en torno
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Figura 3.19: Cálulo de ∆(X̃) = X̃max − X̃min, una medida de la asimetría de la red,omo funión de λ para una red rathet on hj = {1.0, 0.5, 0.3}a λ ≃0.22, un máximo suave para λ ≃ 0.68 y dereiendo a partir de enton-es. Diha forma tiene su origen en la paulatina desapariión de mínimos ymáximos seundarios al aumentar λ para valores pequeños de este parámetro.
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Figura 3.22: Masa efetiva del �uxón m(X̃) para una red rathet on hj = {1.0, 0.5,0.3} y para λ =0.4, 0.6, 0.8.tamiento no monótono relaionado on la variaión de ωPN .Resulta muy interesante preguntarse por la evoluión de la masa en funiónde la posiión del entro de masas del �uxón, m(X). La �gura 3.22 muestradiho omportamiento para λ =0.4, 0.6, 0.8. Es interesante observar la om-plejidad de diha dependenia on la existenia de varios mínimos y máximosloales a valores pequeños de λ y su desapariión paulatina onforme aumentael valor de la onstante de aoplamiento de la red.Desde un punto de vista prátio, la prinipal onseuenia del aráterasimétrio de la red es la existenia de dos orrientes de desanlaje del �uxón,o orrientes de depinning, diferentes según la polaridad de la fuerza externa.La �gura 3.23 muestra el resultado de alular ambos valores, i+dep y i−dep parala red de�nida por hj =1., 0.5, 0.3 y distintos valores de λ. La orriente dedepinning en un sentido es mayor que en el otro, fruto de que la pendiente delpotenial sustrato en ambas direiones también es distinta.El heho de que el potenial sea asimétrio onlleva que ahora ualquiermagnitud debe alularse tanto para orrientes positivas omo negativas. Elefeto de una orriente externa es �inlinar� el potenial efetivo del �uxónde modo que la barrera de energía del mismo disminuye paulatinamente anu-lándose al valor orrespondiente a la orriente de depinning, ver �gura 3.24.Además esta disminuión es similar a la que se esperaría para un potenial si-nusoidal inlinado (euaión 3.17) donde se usa el valor adeuado de idep para
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Capítulo 4Desanlaje Térmio de Fluxonesen Redes regulares
4.1. IntroduiónDesde el punto de vista experimental, las uniones Josephson son un sis-tema privilegiado para el estudio de las propiedades físias de los solitones ypara explorar posibles apliaiones de las mismas. Como se menionó en losapítulos anteriores, una red de uniones Josephson on la geometría de anillose desribe muy bien por la euaión de sine-Gordon disreta y soporta so-litones disretos no-lineales o kinks, llamados habitualmente �uxones en esteontexto. El estudio y modelizaión de anillos de uniones Josephson, permitela exploraión de nuevos tópios relaionados on el omportamiento de estosobjetos no-lineales.Al dereer la temperatura de nuestro sistema por debajo de la tempera-tura rítia del material superondutor que lo forma, un número en prinipioindeterminado de �uxones quedan atrapados en el mismo. La presenia de �u-xones, domina las propiedades físias del sistema. A su vez, la dinámia de losmismo también está ondiionada por las �utuaiones térmias, el interambiode energía entre el sistema y el ambiente. En partiular, dihas �utuaionespueden afetar de manera muy importante el valor de la orriente de desanlajey la forma de urva I-V del sistema.En este apítulo vamos a onsiderar la dinámia del desanlaje térmio de�uxones en anillos regulares de uniones Josephson. Nuestro trabajo está moti-vado por experimentos reientes sobre el desanlaje térmio y la dinámia de�uxones en anillos pequeños onformados por nueve uniones Josephson [90℄.Como veremos, debido a las �utuaiones térmias un �uxón puede ser ex-



68 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesitado desde su estado de mínima energía y moverse a través del arreglo, loque genera un voltaje a través de ada unión. En partiular, para valores delamortiguamiento su�ientemente pequeños, este desanlaje va asoiado a unsalto, swithing, a la rama resistiva óhmia de la urva I-V del sistema. Si elamortiguamiento es grande la urva I-V es ontinua y es muho más difíildeterminar el valor de la orriente de desanlaje, en uanto el voltaje medi-do nuna es exatamente nulo y la de�niión del desanlaje puede dependerdel umbral de voltaje que marquemos en nuestro sistema experimental. Portodo ello, nos limitaremos al estudio del desanlaje en sistemas on amortigua-miento pequeño y a la variaión de esta orriente de desanlaje o orriente dedepinning idep on la temperatura.Como se menionó en el apítulo 3, en numerosas oasiones los �uxones sepueden omparar on partíulas afetadas por un potenial sustrato periódio.Uno de los objetivos de este apítulo será probar el alane de esta imagenen uanto a las propiedades del anillo afetado por �utuaiones térmias.En partiular ompararemos los resultados de la orriente de desanlaje del�uxón en presenia de temperatura, on los resultados para una partíula ya su vez onfrontaremos de nuevo todos los resultados obtenidos frente a laprediiones analítias para el esape de partíulas de un pozo metaestabledadas por la teoría de Kramers y sus extensiones. Veremos que para el efetode desanlaje, los �uxones se omportan omo partíulas y obedeen leyesde esape tipo Kramers y en este sentido podemos referirnos al desanlajedel �uxón omo el esape del �uxón. Sin embargo, bajo algunas ondiionespartiulares, los resultados enontrados se apartan de este omportamiento departíula. En partiular, para algunos valores de los parámetros el �uxón puedesufrir difusión a bajo voltaje antes de ambiar al modo óhmio ó whirling dealto voltaje. En este aso el proeso de depinning orresponde a un salto a larama de difusión del sistema y para valores mayores de la orriente se observaun segundo salto, que denominamos aquí omo proeso de swithing y queorresponde al paso de la rama de difusión a la rama óhmia del sistema.El hallazgo de esta rama de difusión es un resultado singular. Por un ladofenómenos de difusión no son esperados en estos sistemas a valores pequeños delamortiguamiento y los resultados muestra que es neesario una temperaturasu�ientemente alta para que aparezan. Por otro lado este fenómeno no seobserva para el aso de una partíula subamortiguada a ningún valor de latemperatura.Este apítulo está dediado al estudio de la dinámia de anillos regularesde uniones Josephson. Como hemos visto, una unión Josephson es una versiónexperimental de un péndulo no lineal y un anillo lo es de una adena erradade péndulos aoplados por muelles de torsión. Las euaiones que gobiernan la



4.1. Introduión 69dinámia de la red, en su aproximaión más senilla son:
ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj(τ) = λ(ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + i (4.1)donde j = 1, ...N y ϕj , la variable que desribe el omportamiento de la j-ésima unión, es la diferenia de fase invariante gauge del parámetro de ordensuperondutor a ambos lados de la unión. En esta euaión la orriente es-ta normalizada por la orriente rítia de ada unión Ic y el tiempo por lafreuenia de plasma ωp =

√
2πIc/Φ0C (Φ0 = h/2e es el uanto de �ujo mag-nétio y C es la apaitania de la unión). Γ es el parámetro que mide ladisipaión en el sistema (Γ =
√

Φ0/2πIcCR2, on R la resistenia efetiva dela unión). El término, ĩ(τ), desribe el efeto del ruido térmio en la dinámia(ruido tipo Johnson) y satisfae 〈̃ij(τ)〉 = 0 y 〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = 2ΓTδjkδ(τ − τ ′)donde usamos T para la temperatura normalizada T = kBTexp/EJ (on EJla energía Josephson EJ = Φ0IC/2π). El voltaje normalizado v muestra larespuesta del sistema a la orriente externa, está de�nido por v = Vdc/IcR =

(Φ0/2πIcR)〈dϕ/dt〉 = Γ〈dϕ/dτ〉. En las grá�as en las que se muestra la ur-va I-V del anillo dibujaremos en realidad la urva i-v del mismo; es deir,dibujamos orriente y voltajes normalizados.El parámetro λ representa el aoplamiento entre las uniones, las uales,en el maro de este modelo, se presenta entre los veinos y tiene un aráterindutivo λ = Φ0/2πIcL, on L la auto indutania de ada elda en el arreglo.Remaramos que las ondiiones de frontera están de�nidas por la topologíadel arreglo. Aquí hemos onsiderado arreglos irulares de modo que ϕj+N =

ϕj + 2πM donde el número M de �uxones atrapados en el sistema es unaonstante del movimiento.Vamos a onsiderar el estudio de redes relativamente pequeñas, 9 uniones,on uno, dos y tres �uxones, aunque entraremos la parte fundamental delanálisis en el sistema on un �uxón. En este aso también presentaremos resul-tados para tamaños mayores del arreglo. No obstante nuestro trabajó se dirigióprinipalmente a arreglos hehos de 9 uniones, similares a aquellos que estánsiendo experimentalmente estudiados. Después de simular un amplio rango devalores en los parámetros del sistema, omo el aoplamiento λ, el amortigua-miento Γ y temperatura, por ejemplo, seleionamos y restringimos nuestrointerés a arreglos disretos (λ < 1) y subamortiguados, barriendo un ampliorango de temperaturas.A modo de ejemplo la �gura 4.1 muestra las on�guraiones de equilibriopara uno, dos y tres �uxones en un anillo de nueve uniones Josephson on i = 0y para dos valores del aoplamiento, λ =0.2 y λ =0.8. A λ bajo el �uxón seasemeja a una funión esalón, su anhura es pequeña, pero a λ alto la anhuradel mismo es mayor y las fases ambian de un modo más suave a lo largo delanillo.
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i=0.154Figura 4.2: Per�l del �uxón en el mínimo (izquierda) y máximo (dereha) del potenialde Peierls-Nabarro para una red regular on 9 uniones y λ = 0,4 y a tres valoresdistintos de la orriente externa i =0, 0.1, 0.154.Como en el aso experimental, en nuestro arreglo de uniones omenzamoson estado de voltaje ero V=0 y orriente ero I=0 e inrementamos sua-vemente la orriente a un determinado ritmo. La veloidad de ambio de laorriente o rampa es un parámetro adiional que omo veremos tiene su im-portania. Al aumentar la orriente el �uxón se va deformando, la barrera dePeierls-Nabarro del mismo va disminuyendo y para un determinado valor de i,la orriente de depinning o desanlaje a temperatura ero, la barrera se anulay el �uxón pasa de un estado de V=0 a un estado de V6=0. Este uadro seve modi�ado por la temperatura, que provoa el esape prematuro del �u-xón, a barreras no nulas, asistido por las �utuaiones térmias. Como hemosindiado la forma del �uxón también varía en la medida que la fuerza exter-na aumenta sin que este omiene a moverse omo un todo. Como ilustraiónla �gura 4.2 muestra el per�l de mínima energía (izquierda) y el de máximoloal (dereha) de un �uxón en una red on λ =0.4 para distintos valores dela orriente externa. Podemos apreiar que este ambia muy ligeramente alaumentar i y máximo y mínimo oiniden a la orriente de depinning, en esteaso idep ≃0.1544. Por enima de la orriente de desanlaje y a bajo amorti-



4.2. Red regular on 9 uniones y un �uxón 71guamiento, la urva I-V entra en la rama resistiva y el �uxón se desloaliza alo largo de la red.4.2. Red regular on 9 uniones y un �uxónEn esta seión mostramos las simulaiones numérias de la dinámia de un�uxón en un anillo en arreglo regular de 9 uniones Josephson y una partíula enun potenial periódio. Comparamos los resultados on los álulos numériosde la teoría de esape térmio de una partíula en un potenial metaestable.Los resultados se han obtenido integrando numériamente las euaiones dela dinámia del sistema utilizando un método de Runge-Kutta determinista oestoástio según el aso.4.2.1. Consideraiones sobre la rampaAntes de disutir las urvas I-V obtenidas meree la pena onsiderar breve-mente la in�uenia de la eleión de la rampa en las simulaiones. En nuestrasimulaiones �jamos un valor de la orriente externa, integramos las euaio-nes dinámias durante un tiempo transitorio y luego promediamos sobre untiempo para alular el voltaje medio del sistema a ese valor de la orrienteexterna. Posteriormente se inremente la orriente por una antidad pequeña
δi y se vuelve a alular el voltaje. La ondiión iniial es un �uxón en on-�guraión de mínima energía a i = 0 y para ada nuevo valor de i se tomala on�guraión �nal de fases y veloidades de la orriente anterior. De estemodo se simula un ambio adiabátio de la orriente externa y una medida delvoltaje d del sistema para ada orriente. Pongamos por aso una simulaióndonde se integran 200 puntos de orriente entre 0 y 0.2 on lo que δi = 10−3y en ada orriente se orre el algoritmo 105 pasos (3 × 104 de transitorio y
7 × 104 de estaionario por ejemplo) on un paso de tiempo δt =0.01 on loque el tiempo de integraión total por punto de orriente es de 1000 unidades.Entones la rampa utilizada es rampa = 10−3/1000 = 10−6.La rampa es un parámetro más de nuestra simulaiones, del mismo mo-do que es un parámetro más de los resultados experimentales. No obstante, atemperatura ero, los resultados deben ser independientes de la rampa siempreque esta sea lo su�ientemente lenta omo para garantizar que los promediadosse realizan sobre un verdadero estado estaionario y durante un tiempo su�-ientemente largo. Esto no es así en el aso de simulaiones on temperatura.En este aso las �utuaiones siempre están jugando un papel dinámio y susresultados se observan on mayor o menor probabilidad según el tiempo deobservaión empleado; es deir, según la rampa utilizada. Por ello estamos in-
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1/3 × 10−4 1/3 × 10−5 1/3 × 10−6 1/3 × 10−7 1/3 × 10−8a la dereha en esala logarítmia para el valor absoluto del voltaje. Podemosver omo la urva está araterizada por una rama de voltaje asi nulo, otrade voltaje pequeño y la rama resistiva. Las transiiones de una rama a lasiguiente están fuertemente afetadas por la rampa. También es interesanteapreiar que la rama de v = 0 en realidad es una rama de muy bajo voltaje,obtenido por errores de promediado originados por las �utuaiones térmias.Diho de otra manera esa rama nos da la preisión de nuestro ero de voltaje(se obtienen tanto valores positivos omo negativos para v aunque en la �gurase ha mostrado el valor absoluto de v para mayor laridad). La �gura re�ejalaramente la importania de seleionar la rampa adeuada. Se puede apreiarque para los valores menores de la rampa (rampa 1 y rampa 2) las �utuaionespor efeto del ruido sobre el movimiento del �uxón son grandes y di�ultan
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3 × 10−6. Todas las urvas muestran la ramasuperondutora de v = 0 hasta que se alanza la orriente de depinning del�uxón, que en nuestro aso resulta ser i0dep ≈0.6087 para λ =0.1, i0dep ≈0.155para λ =0.4 y i0dep ≈0.027 para λ =0.8. Las urvas superiores muestran losvalores más pequeños del amortiguamiento Γ =0.001, 0.01 y 0.1; mientras que



74 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regulareslqas urvas inferiores muestran el resultado para Γ ==1.0 y 3.0. Para valorespequeños del amortiguamiento (urvas superiores) se observa que las transiio-nes entre las distintas ramas de la urva i-v son abruptas, están maradas pordisontinuidades en el voltaje. Dihas disontinuidades desapareen al aumen-tar el amortiguamiento y para valores su�ientemente altos del mismo (urvasinferiores) las urvas son ontinuas.En general enontramos tres tipos de urvas. En un primer aso (�guraspara Γ =0.001 por ejemplo) al alanzarse i0dep el sistema salta de la rama su-perondutora (v = 0) a la resistiva óhmia (v = i). En un segundo aso (urvapara λ =0.4 y Γ =0.1 por ejemplo), en i0dep el sistema salta a una rama in-termedia marada por varios peldaños on disontinuidades entre los mismos.Esta rama es estable hasta valores relativamente altos de la orriente. Aumen-tando la orriente podemos de�nir una nueva orriente rítia, i0sw que marael salto desde esta nueva rama a la rama óhmia. En el terer aso el amorti-guamiento es grande y la urva i-v es suave, sin disontinuidades, pudiéndoseapreiar una zona entre i0dep e i ≃ 1 donde el movimiento se orresponde onel movimiento loalizado del �uxón en el anillo. Al aumentar la orriente el�uxón se desloaliza y la urva se aproxima al límite óhmio de la misma.La rama intermedia que aparee para valores moderados del amortigua-miento y valores medios y altos de λ se orresponde on el movimiento oheren-te del �uxón en el anillo sin perder su formar y sin exitar la dinámia ompletadel sistema. La imagen orrespondiente es la de una partíula dando vueltas enel anillo. La veloidad de movimiento del �uxón introdue una freuenia en elsistema que se aopla, resuena, on los modos propios del sistema uyo origen esla disretitud del mismo. De este modo los peldaños observados orrespondena resonanias entre ambas freuenias araterístias y el número de peldañosobservables depende de los modos lineales aesibles que a su vez dependen deltamaño del sistema. Diho fenómeno de resonania ha sido ampliamente estu-diado teória y experimentalmente en el pasado [41, 42, 91, 92, 93, 95℄ En estosesalones la veloidad del �uxón permanee onstante y la energía introduidaen el sistema al aumentar la orriente se disipa aumentando la amplitud delas omponentes a de la dinámia sin ambiar el voltaje medio. Bajo ondi-iones de frontera periódias, ourre una resonania de número m uando elpaso del �uxón por un punto dado del arreglo, oinide on el m máximo deosilaiones induidas por las ondas de plasma, lo que signi�a que la longitudde la unión debería aomodar m longitudes de onda de la onda de plasma. Deese modo se muestra uantitativamente las ondiiones de resonania para losanillos Josephson y enuentran un expresión en términos del voltaje:
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Figura 4.7: Curvas i-v para un �uxón en un anillo de 9 uniones Josephson on λ =0.4a Γ =0.01 (izquierda), Γ =0.1 (medio) y Γ =1.0 (dereha). Cada urva muestra 5temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).también es posible trazar la urva i− v disminuyendo la orriente desde un va-lor dado hasta ero. Para valores pequeños del amortiguamiento se enuentraque las urvas presentan fenómenos de histéresis y no reproduen de bajada elmismo amino seguido al aumentar la orriente. En partiular los rangos deextensión de las diferentes ramas son distintos, las orrientes rítias tambiény el retorno a la rama superondutora, el llamado retrapping se produe avalores de la orriente sensiblemente menores que la orriente de desanlaje.Estos hehos ponen de mani�esto la existenia de una metaestabilidad dinámi-a en el problema on diferentes estados dinámios estruturalmente establespara un mismo onjunto de valores de los parámetros del sistema. Esta his-téresis disminuye al aumentar el amortiguamiento y desaparee para valoressu�ientemente altos del mismo, donde la urva i-v es únia.4.2.3. Curvas I-V: el efeto de la temperaturaEn la presente seión desribiremos brevemente el efeto de la temperaturasobre las urvas I-V del anillo. Los resultados fundamentales están ilustradosen la �gura 4.7 donde se muestran resultados para la dinámia de un �uxónen una red de 9 uniones on λ =0.4. Se han esogido tres valores del amorti-guamiento, orrespondientes a los tres tipos de omportamiento desritos enla seión anterior: subamortiguado (Γ =0.01), de amortiguamiento moderado(Γ =0.1) y sobreamortiguado (Γ =1). En ada aso se muestran resultadospara 5 temperaturas diferentes, T =0, 0.002, 0.01, 0.02 y 0.1. La rampa utili-zada es 8
3 × 10−7. Las urvas superiores muestran urvas i-v ompletas y las
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78 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesiándose laramente. El índie m arateriza ada resonania según los valorespredihos por la teoría (euaión 4.2).A amortiguamiento alto la urva i-v se suaviza notablemente en la región debajo voltaje. En este último aso y también para amortiguamiento moderadoy alta temperatura es difíil de�nir una orriente de desanlaje del sistema,ya que esta puede depender en gran medida del umbral de voltaje esogidopara araterizar el depinning. Por ello en nuestros estudios del efeto de latemperatura sobre el depinning del �uxón nos entraremos en la región deamortiguamiento pequeño.4.2.4. Desanlaje térmio del �uxón: 〈idep(T )〉En esta seión vamos a presentar resultados sobre el desanlaje o depin-ning térmio de un �uxón en una red on nueve uniones [105℄. La orrientede desanlaje es una variable estoástia on una distribuión de probabili-dad dada. En esta seión presentamos los resultados para el valor medio dela orriente de desanlaje 〈idep〉 y su desviaión estándar σ. Los resultados seobtuvieron a partir de la simulaión numéria de las euaiones dinámias delsistema para 1000 muestras y 10000 muestras. Presentamos diferentes valo-res del amortiguamiento Γ (típiamente desde 0.001 a 0.1) y aoplamientos λ(usualmente desde 0.2 a 1.0). Otro parámetro importante de las simulaioneses la rampa de orriente; en nuestro aso está rampa ambia de una simulaióna otra, sin embargo es del orden de 10−7.Usualmente la orriente de desanlaje está experimentalmente de�nida o-mo la orriente para la ual el voltaje medido está por enima de un iertovalor umbral. Seguimos la misma de�niión para nuestras simulaiones. Estaes una buena aproximaión en el régimen de bajo amortiguamiento y bajatemperatura donde omo hemos visto el sistema ambia entre dos valores muydiferentes del voltaje para un valor de orriente umbral. Sin embargo la eleióndel voltaje umbral no es trivial. Un umbral pequeño puede dar problemas atemperaturas grandes donde las �utuaiones del voltaje son también grandes.Un umbral grande no es una buena seleión ya que ignora posibles estadosde bajo-voltaje omo en la difusión del �uxón. A modo de ejeriio se puedeobservar la �gura 4.3 e intentar situar valores adeuados de voltaje umbral enla misma. Por otro lado, si los estados de bajo-voltaje están presentes distin-guimos entre dos orrientes rítias en el sistema: la orriente de desanlaje
idep y la orriente de swithing isw; donde el desanlaje mara el abandono delestado superondutor y el swithing la transiión a la rama de alto-voltaje.A temperaturas de ruido muy altas el sistema puede alanzar el nivel umbraly la primera de las orrientes rítias desaparee. Para estudiar esto, hemos
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Figura 4.9: Cálulo numério 〈̃idep〉 y σ̃ (orriente y desviaión estándar normalizadaspor i0dep) ontra T̃ (temperatura normalizada por EPN ) a Γ = 0.01 y diversos valoresdel aoplamiento λ =0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0.usado en nuestras simulaiones tres o ino umbrales diferentes y omparamoslos resultados entre ellos.La �gura 4.9 muestra resultados para Γ = 0.01 y ino diferentes valoresdel aoplamiento λ=0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0. Como hemos visto a lo largo delapítulo 3, las prinipales propiedades físias del �uxón en el arreglo ambiansigni�ativamente on el valor de λ. Así por ejemplo, la orriente de desanlajea temperatura ero del arreglo i0dep deree un fator de 30 de λ =0.2 a λ =1.0.Para poder omparar las ino urvas representadas, en la �gura 4.9 ambosejes han sido esalados por el valor de la orriente de desanlaje a temperaturaero para ada aso y la temperatura ha sido normalizada on altura de la
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〈̃idep〉 =

〈idep〉
i0dep

, σ̃ =
σ

|i0dep|
y T̃ =

kBT

EPN
(4.3)La �gura 4.9 muestra que una vez reesaladas las urvas aproximadamenteolapsan en una signi�ando que existe un maro omún que permite entenderlos detalles fundamentales de todas ellas. Aquellos aspetos que se desvían dela urva de referenia omún son los que se ven afetados de mayor manerapor efetos de disretitud de la red dependientes del aoplamiento: ver fun-damentalmente las desviaiones de las dos urvas de menor λ en la zona dealta temperatura. En todos los asos se observa un dereimiento paulatino de

〈idep〉 al aumentar la temperatura. Todas las urvas siguen el mismo ompor-tamiento, pero a altas temperaturas en las urvas de λ pequeña se observanpequeñas desviaiones on respeto a las otras. Ese régimen es ompliado deestudiar, para temperaturas del orden de la barrera, las �utuaiones térmiasdominan la dinámia y la orriente de desanlaje va a ero. En efeto, a altastemperaturas no existe una buena de�niión de la orriente de desanlaje yaque diferentes umbrales pueden dar diferentes resultados. Una estudio deta-llado de las distribuiones de probabilidad obtenidas muestra omo a iertosvalores la distribuión se vuelve bimodal, on una máximo entrado en valorespequeños de la orriente y otro en valores mayores, de ahí el aumento de σque se observa para λ =0.2 y λ=0.4 y temperaturas normalizadas eranas ala unidad. Por otro lado en el régimen de baja temperatura la desviaión es-tándar ree on T 2/3, de auerdo on la teoría de ativaión térmia estándarque presentaremos más adelante, y alanza un máximo a altas temperaturas,uando 〈idep〉 → 0. Entones la desviaión estándar deree ya que todos loseventos de esape sueden en un estreho rango de valores de orriente.4.2.5. Comparaión del esape del �uxón on el esape térmiode partíula en un potenial metaestableTal y omo hemos disutido a lo largo del terer apítulo, uando estudia-mos la dinámia de un �uxón en el arreglo es muy omún usar la imagen de par-tíula individual del mismo. Esta aproximaión ha sido muy usada en el pasadoy, omo observaremos en lo que sigue, es muy útil aunque no siempre exata.Una vez de�nida la oordenada entro de masas del �uxón, X = C −∑j ϕj(euaión 3.3), que india básiamente la posiión del �uxón en el arreglo, enla aproximaión más simple, podemos onsiderar que la dinámia de un �uxónen un anillo se puede aproximar a la dinámia de una partíula masiva, forza-da y amortiguada, que experimenta un potenial sustrato sinusoidal (potenial



4.2. Red regular on 9 uniones y un �uxón 81Cuadro 4.1: Parámetros del �uxón para dos valores de λ
λ EPN ωPN m i0dep0.4 0.30974 0.6691 0.3459 0.154350.8 0.05539 0.3424 0.2363 0.02767Peierls-Nabarro) y sujeta a �utuaiones térmias:

mẌ + ΓmẊ + i0dep sinX = i+ ξ(τ) (4.4)donde
〈ξ(τ)〉 = 0 and 〈ξ(τ)ξ(τ ′)〉 = 2mΓTδ(τ − τ ′) (4.5)En está simple aproximaión estamos despreiando, por ejemplo, la dependen-ia espaial de la masa, el amortiguamiento efetivo debido a otros grados delibertad del sistema y términos de más alto orden en la expansión del potenialsustrato para el �uxón.La tabla 4.1 muestra a modo de ejemplo una relaión de los prinipalesparámetros del �uxón omputados numériamente para dos valores distintosdel aoplamiento λ: EPN es la barrera de potenial a orriente ero; ωPN esla freuenia araterístia de las osilaiones de pequeña amplitud del �uxónalrededor del equilibrio; m es la masa efetiva del �uxón en reposo (alula-da omo m = EPN/2ω

2
PN) y i0dep la orriente de desanlaje. Si el potenialefetivo del �uxón fuese un potenial sinusoidal perfeto debería obtenerse

i0dep = EPN/2. El resultado obtenido es erano a este valor.Siguiendo la imagen de partíula individual en esta seión presentaremosresultados del estudio del esape térmio de una partíula integrando la eua-ión 4.4 on los valores adeuados de m e i0dep para ada valor de λ, y losompararemos on los obtenidos para el aso del �uxón. Por otro lado tam-bién presentaremos álulos numérios basados en los resultados analítios dela teoría de Kramers y sus extensiones.Aunque el apítulo 6 estudia on detalle el problema del esape térmio departíulas en el límite subamortiguado, presentaremos a ontinuaión breve-mente un rápido resumen de omo hemos obtenidos los resultados basado en lateoría. Para alular la orriente de desanlaje promedio neesitamos onoerla distribuión de probabilidad P (i) que nos india la probabilidad de que unevento de desanlaje ourra entre i e i + di: 〈i〉 =
∫
iP (i)di. Tal distribuiónde probabilidad puede ser alulada a partir de las tasas de esape r(i) queindian el ritmo promedio de esape de partíulas situadas en el interior delpozo de potenial uando se aplia una orriente onstante i [25℄:

P (i) = r(i)

(
di

dt

)
−1(

1 −
∫ i

0
P (u)du

)
. (4.6)



82 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesPodemos ver que en diha expresión aparee la rampa o tasa de ambio de i enel experimento o en la simulaión. Con respeto al álulo de la tasa r(i) existendiversas teorías que dan aproximadamente el valor de diha funión en el ré-gimen de amortiguamiento pequeño-moderado. En partiular hemos realizadoomparaiones utilizando la teoría de Kramers [27℄ para muy bajo amortigua-miento, y las extensiones de Büttiker et al. (teoría BHL) [36℄ y de Melnikovet. al [96℄ para el régimen de amortiguamiento bajo-moderado. De entre ellasvemos que los resultados de la teoría BHL son su�ientes para entender lamayoría de nuestras simulaiones y resultan prátiamente indistinguibles delos obtenidos utilizando la teoría de Melnikov.Según la teoría BHL:
r(i) = k

ωa

2π
e−∆U/kBT . (4.7)donde

k =
4

[(1 + ωakBT/1.8Γ∆U)1/2 + 1]2
(4.8)y si de�nimos f = i/idep

∆U(i) = EPN

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (4.9)y
ωa(i) = ω

PN
(1 − f2)1/4. (4.10)Entones ontamos on todos los ingredientes neesarios para evaluar numé-riamente la distribuión de probabilidad P (i) y a partir de ella el valor de

〈i〉 y omparar el resultado obtenido on las simulaiones realizadas para unapartíula y para un �uxón.La �gura 4.10 muestra el resultado para λ =0.4 (izquierda) y λ =0.8 (dere-ha) y amortiguamiento Γ =0.01, en ambos asos se realiza una omparaiónentre los resultados para el �uxón en el arreglo, las simulaiones numériasdel desanlaje de una partíula en un potenial sinusoidal (euaión 4.4) y elálulo teório basado en los resultados analítios para la tasa de ativaióntérmia de partíulas en poteniales sinusoidales en el régimen de bajo amor-tiguamiento. En general la omparaión entre las tres urvas es exelente y enpartiular las simulaiones de la partíula individual reproduen los resulta-dos para el �uxón de forma exelente a este valor del amortiguamiento y paratodo el rango de temperatura aunque se observa una pequeña desviaión, se-ñalada on un irulo punteado, en una parte del rango de temperaturas para
λ =0.4. Por otro lado el auerdo entre el resultado teório y las simulaionesde partíula individual es algo en gran medida esperado.Sin embargo, el auerdo mostrado en las �guras 4.10 no ourre a otros valo-res del aoplamiento y amortiguamiento. Por ejemplo, para λ =0.4 y Γ =0.001
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Figura 4.10: 〈idep〉 y σ versus T a Γ =0.01 y λ =0.4 (izquierda) y 0.8 (dereha) parael �uxón y una partíula aislada en un potenial periódio y la omparaión on laprediión teória.(�gura 4.19 más adelante) se ha observado una desviaión de la urva simuladaon respeto a la prediión teória.A ontinuaión mostraremos un estudio de los resultados en funión delamortiguamiento Γ para un valor determinado de aoplamiento y temperatu-ra; en partiular, λ =0.4 (T =0.01) y λ =0.8 (T =0.0018). Se han elegido dostemperaturas distintas para obetenr en ada aso un mismo valor del oiente
T/i0dep. Los resultados se muestran en las �guras 4.11 y 4.12. Vemos que enel aso de λ =0.4 los resultados del �uxón se desvían signi�ativamente de loesperado para partíula únia y la teoría uando el amortiguamiento deree.Así para Γ = 10−5 la orriente de esape teória es de 0.1318, la simulada parala partíula es de 0.1374 y la obtenida para el aso del �uxón es tan sólo 0.111.Esto representa una reduión de un 16% respeto el resultado teório y y deun 20% respeto la simulaión de partíula individual. Sin embargo este noes el aso para λ =0.8 en donde las diferenias apenas son notorias entre el�uxón y la simulaión de la partíula en todo el rango de amortiguamientoonsiderado. Sin embargo para amortiguamiento pequeño podemos notar unadiferenia entre las simulaiones numérias y los álulos basados en los resul-tados de la teoría. Esta diferenia de omportamiento entre los resultados para
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Figura 4.12: 〈idep〉 omo funión del amortiguamiento Γ on aoplamiento λ =0.8 a
T =0.0018.los dos valores de λ presentados pone en evidenia la importania del grado dedisretitud del sistema. Tal grado es medido por el parámetro de aoplamiento
λ (alto λ se aproxima al límite ontinuo del sistema, y un pequeño λ inre-menta los efetos de disretitud). A pequeños valores de λ los efetos debidosa otros grados de libertad son más importantes y si el amortiguamiento espequeño tales exitaiones persisten signi�ativamente en el sistema. Entonesla imagen de partíula individual falla de manera importante.
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Además, en el aso de λ =0.4 mostramos la simulaión numéria a tempe-ratura (T =0.001), �gura 4.13. A este valor de la temperatura, omo vemos,no aparee una diferenia signi�ativa entre la teoría y la simulaión.Uno de los aspetos más sobresalientes por inesperados, puestos en eviden-ia en las �guras 4.11 y 4.12 es la falta de auerdo entre los resultados teóriosy las simulaiones de una partíula en el régimen de amortiguamiento muy pe-queño. Esta disrepania es importante puesto que en prinipio los resultadosteórios empleados son muy preisos a amortiguamiento bajo. Si esto es asíentones la diferenia estaría denotando una importante inexatitud en nues-tras simulaiones en el régimen de amortiguamiento muy pequeño. Una seriede uidadosas simulaiones adiionales nos permitieron desartar esta últimaposibilidad. Por lo tanto, volviendo a atrás en el razonamiento, las urvas dibu-jadas ponen de mani�esto una impreisión en los resultados teórios utilizados(los utilizados habitualmente en multitud de trabajos previos por muhos au-tores) en nuestro álulo. Para resolver este inesperado problema, deidimosvariar los planes iniialmente previstos de progreso del trabajo de tesis dotoraly nos internamos en el estudio de la teoría de esape de Kramers para valo-res muy pequeños del amortiguamiento del sistema. Esta labor onsumió unaparte importante del trabajo de tesis y los resultados obtenidos se presentanen el apítulo 6 de esta memoria.



86 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regulares

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002  0.0025

Voltaje

C
or

rie
nt

e

Figura 4.14: Curva i-vmostrando la rama de difusión del �uxón a voltaje bajo obtenidapara λ =0.4, Γ =0.01 y T =0.1.
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Figura 4.15: Sistema on λ = 0.4, Γ = 0.01 and T = 0.1. Evoluión temporal de lafase de la 1 unión (línea verde) y la fase del entro de masas del �uxón (línea azul)dividida por 2π a i = 0.005, 0.01, 0.02.4.2.6. Difusión del FluxónEn la �gura 4.7 hemos visto que a bajo amortiguamiento y temperaturasu�ientemente alta aparee una rama de bajo voltaje en las urvas I-V previaal esape al estado óhmio. En este estado de bajo voltaje, el transporte delos �uxones ourre a través de una serie de ambios de fase de magnitud 2πinduidos por ruido (entones el entro de masas del �uxón ambia en 2π/N).
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Figura 4.16: Sistema de uniones on λ = 0.4, Γ = 0.01 and T = 0.1. Evoluióntemporal de la fase de la 1 unión (línea verde) y la fase del entro de masas del �uxón(línea azul) dividida por 2π a i = 0.05 y 0.07.Cada salto se orresponde on un avane por parte del �uxón de una elda enel arreglo superondutor. Tal estado no puede ser entendido en términos de laimagen de partíula únia, euaión 4.4. En analogía on la difusión de fase queourre en una sola unión a valores altos del amortiguamiento, denominamos aeste modo de transporte difusión del �uxón. También podemos apreiar estefenómeno en la �gura 4.14 para un sistema de 9 uniones y aoplamiento de0.4, en donde hemos explorado la físia en el estado de bajo voltaje, previo alswithing. A pesar del heho de estar en el régimen de bajo amortiguamiento,el �uxón es apaz de viajar a lo largo del anillo sin exitarse a la rama whirling.Sorprendentemente este es un estado exitado térmiamente que no se observaa bajas temperaturas.En la �gura 4.15 y �gura 4.16 mostramos la evoluión temporal de la fase deuna unión (unión 1) y la fase asoiada on el entro de masa del �uxón de�nidoomo ψ = 1
N

∑
j ϕj para permitir una mejor omparaión. Los valores de laorriente han sido esogidos en la rama de bajo voltaje. Los saltos aleatoriosde magnitud 2π para la unión ó 2π/N para la fase del �uxón ψ se observanfáilmente. Tales saltos son exitados térmiamente y son más freuentes avalores mayores de la orriente (la energía de exitaión de los mismos enmenor). Para valores pequeños de la orriente también es posible observarsaltos haia atrás del �uxón. A estas temperaturas el aoplamiento del sistemaal resto de grados de libertad es grande y el �uxón disipa rápidamente la energíaextra adquirida en ada salto evitándose la transiión a la rama óhmia.El régimen de difusión, tambien se observa en valores mayores del aopla-
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Figura 4.18: Curva i-v que muestra a alta temperatura la rama de difusión del �uxóna voltaje bajo obtenida para λ =0.8, Γ =0.01miento entre las uniones, omo en el aso de λ =0.8 dibujado en la �gura 4.17on amortiguamiento Γ =0.001 y la �gura 4.18 on amortiguamiento Γ =0.01en donde se muestra que a altas temperaturas aparee una zona de bajo voltajeprevio al salto.Hemos realizado también una serie de experimentos numérios para estu-diar el salto desde la rama de difusión al estado resistivo óhmio de alto voltajeo whirling mode en el que todas las fases del sistema ambian y el �uxón se des-



4.2. Red regular on 9 uniones y un �uxón 89loaliza en la red. Estas simulaiones se haen eligiendo un umbral de voltajemayor, pero son, de otra forma similares a las simulaiones desritas previa-mente. Los resultados para Γ = 0.01 y 0.001 se muestran en la �gura 4.19 para
λ =0.4. Vemos que la teoría y los resultados para partíula únia están om-pletamente de auerdo en todo el rango de temperatura. También podemos verque la desviaión estándar se inrementa on la temperatura siguiendo la leyesperada, hasta un ierto valor donde alanza un máximo y entones dereeuando 〈idep〉 es erana a ero.Sin embargo, en la �gura 4.19 podemos también ver que para la urvadel �uxón existe un valor de T a partir del ual para temperaturas mayoresse observa que el valor de la orriente para el ual el sistema salta al estadoóhmio, isw es básiamente independiente de la temperatura. Esta temperaturamuestra la emergenia de la rama de difusión del �uxón en la urva I-V y es másnotoria en la medida que aumenta el valor del amortiguamiento. Al observar lasurvas I-V paree observarse que existe una veloidad máxima para el �uxónen el sistema que de�ne aproximadamente el valor de la orriente para el ualse produe el evento de salto a la rama óhmia. Comparando la urva de ladesviaión estándar de las �gura 4.19 y 4.10, podemos ver que el máximo enla isw del �uxón ourre a temperaturas menores que el máximo en la idep.Diho máximo mara la temperatura a la ual omienza a observarse la ramade difusión y la anhura de la distribuión de probabilidad asoiada en muhomenor y además se mantiene onstante al aumentar la temperatura.En la imagen de una partíula, o el modelo RCSJ para una unión, general-mente se aepta que la difusión no puede oexistir on la histéresis o dinámiasubamortiguada. Esto fue bien diluidado por Kautz y Martinis [97℄ utilizandoargumentos del espaio de fase. En poas palabras, si el valor de la orrienteapliada es su�iente para permitir un estado running estable que oexiste onlos puntos �jos de voltaje ero, las uenas de atraión para tal estado runningneesariamente separan las uenas de atraión de ualquiera dos puntos �josveinos. Los saltos de la fase entre dos puntos �jos están prohibidos, ya que elsistema debe pasar a través de la uena de atraión por el estado running.Aunque hemos demostrado en este apítulo, que el esape iniial del �uxóndesde su mínimo se puede expliar por el fenómeno de ativaión térmia deuna partíula, el estado de difusión del �uxón en las urvas I-V de la �gu-ra 4.7 y la �gura 4.14 no puede ser expliado de manera similar. A pesar delo diho, es posible enontrar una serie de experimentos [98, 99, 100℄ donde alestudiar la dinámia de una unión Josephson on amortiguamiento pequeño seobservó una rama de difusión de voltaje pequeño. En este aso, la oexisteniade difusión de fase e histéresis fue expliada por la presenia del amortigua-miento dependiente de la freuenia en la arga de la unión. Un modelo simplede amortiguamiento dependiente de la freuenia es un iruito serie RC en
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Figura 4.21: Tasa de esape omo una funión de la orriente a dos diferentes tempe-raturas (10−3 y 10−4) para λ = 0.8 y Γ = 0.01
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4.3. Red regular de 30, 60, 120 y 300 uniones 93Por otro lado también hemos alulado la funión distribuión de proba-bilidad y la tasa de esape asoiada para el swithing desde el estado de bajovoltaje difusión del �uxón al modo de alto voltaje, �gura 4.22. Se ha elegido
T=0.1 y Γ=0.01y 0.001 (ver también �gura 4.19). En este aso no tiene senti-do omparar on los resultados para una partíula puesto la rama de difusióndel �uxón no puede entenderse en términos del omportamiento de partíulasindividuales.4.3. Red regular de 30, 60, 120 y 300 unionesEn esta seión presentaremos un análisis de la dinámia del �uxón en ani-llos on un número mayor de uniones. En partiular estudiaremos los asos deanillos on 30, 60, 120 y en algunos asos 300 uniones Josephson. Centrare-mos nuestro interés en la misma región de parámetros que en la seión ante-rior; esto es, sistemas disretos y subamortiguados (aoplamiento de λ =0.4,y amortiguamientos de Γ =0.001, Γ =0.01 y Γ =0.1). Nos interesaremos en elomportamiento del sistema a distintas temperaturas. Comenzaremos presen-tando los resultados de la dinámia a partir de las urvas de orriente-voltaje,entrándonos espeialmente en el movimiento del �uxón en la zona de difusióna bajo amortiguamiento. Posteriormente estudiaremos el efeto de la tempera-tura sobre las diferentes orrientes rítias del sistema, fundamentalmente laque hemos llamado orriente de swithing que mara la transiión a la ramaresistiva óhmia.En todos los asos la rama de V = 0 orresponde al �uxón anlado en lared y la rama óhmia orresponde a todas las uniones rotando on a la mismafreuenia y on un desfase 2π/N . La orriente de desanlaje es independientedel tamaño de la red. Sin embargo, la rama de bajo voltaje y la orriente deswithing van a depender del tamaño de la red. En ualquier aso, el voltajeen esa zona es debido al movimiento del �uxón a lo largo del anillo mientraslas uniones más alejadas al entro de masas de éste se enuentran aproxima-damente en reposo o osilando en torno a su posiión de equilibrio (según elvalor de N , la veloidad del �uxón y el amortiguamiento). La veloidad del�uxón orresponde a vfluxon = N × v. El �uxón, en su movimiento irular alo largo del anillo exita las uniones que se enuentra en su paso. Si el amorti-guamiento es grande o el anillo muy grande, las uniones a las que se aproximaestán en un estado de reposo, entones la dinámia es independiente de N yel movimiento en redes de distinto tamaño es equivalente. Sin embargo, pararedes pequeñas o valores del amortiguamiento pequeños (ambas osas se danen los asos que nos interesan) el �uxón a su paso se enuentra on unionesque no han llegado al equilibrio y que fueron exitadas por el paso del �uxón



94 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesen la vuelta anterior. En este aso los efetos de interaión entre el �uxón ylos modos exitados son fundamentales, produiéndose las resonanias de laurva I-V. En ese aso la dinámia depende de manera importante del tamañode la red y en partiular se observa omo la orriente de swithing ambia demanera importante on este tamaño. A ontinuaión pasaremos a estudiar onmás detalle y uanti�ar estos efetos.4.3.1. Curvas I-VA ontinuaión presentaremos resultados obtenidos en simulaiones de ladinámia del sistema tomando omo referenia un anillo on aoplamiento mo-deradamente disreto, λ =0.4. Compararemos las urvas I-V de sistemas on
N = 9, 30, 60 y 120 uniones a tres valores distintos de la temperatura: T =0,
T =0.02 y T =0.1. En todos los asos representados (ver �guras 4.23, 4.24y 4.25) se dibuja la urva i-v onvenional (grá�as situadas en la olumna iz-quierda de la �gura) y el detalle de la región de bajo voltaje (grá�as situadasen la olumna entral de la �gura). Además, dado que la región de bajo voltajeestá dominada por la dinámia del �uxón, on el �n de poder omparar ade-uadamente las urvas obtenidas para distintos valores del tamaño de red Nresulta onveniente dibujar también la ontribuión del movimiento del �uxónal voltaje d del sistema. Diha ontribuión es simplemente vfluxon = N × v.Las grá�as situadas en la olumna dereha de las �guras menionadas mues-tran el ambio de vfluxon on i en la región de bajo voltaje.Comenzaremos nuestro estudio presentando resultados para valores peque-ños del amortiguamiento Γ =0.001 (�gura 4.23). Nuestro objetivo al elegirdiho valor del parámetro de amortiguamiento del sistema es estudiar fun-damentalmente omo el tamaño del sistema afeta la emergenia de la ramade difusión observada a altas temperaturas. Las urvas de temperatura nula(mostradas en las grá�as de la �la superior), no muestran nada inesperado:la orriente de desanlaje del �uxón es básiamente independiente del tamañode la red y al alanzarse (idep ≃ 0.154) el sistema salta de la rama superon-dutora de voltaje ero a la óhmia de v = i. Al aumentar la temperaturaesta situaión ambia. Para T =0.02 (grá�as situadas en la �la intermediade la �gura) se observa por un lado un aumento importante de la orriente dedesanlaje al aumentar el tamaño del sistema y,para sistemas su�ientemente grandes, la apariión de la rama de difusiónde bajo voltaje. Hay que menionar no obstante que el importante ambio dela orriente de depinning on N en realidad es aparente (ver �gura 4.26 másadelante). A esta temperatura nos enontramos justo antes la apariión de larama de difusión, de heho ésta ya aparee para N = 120 y la distribuión
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Figura 4.23: Comparaión de las urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson on aoplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.001 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la entral) y T =0.1 (�lainferior). En ada aso se representan tres �guras: urva i-v ompleta (olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la urva (olumna entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la urva (olumna dereha).de probabilidad para la orriente idep es muy anha pero el valor medio de lamisma no ambia de manera importante de unos tamaños a otros de la red.Si aumentamos la temperatura a T =0.1, grá�as situadas en la �la inferiorde la �gura, se observa laramente para todos los tamaños de la red la emer-genia de la rama de difusión. En este aso el salto a la rama óhmia no seorresponde on un depinning, ya que el �uxón omienza a moverse a orrienteprátiamente nula, sino on el abandono de la rama de difusión. Diho aban-dono ourre a un valor de la orriente isw que depende de manera notable
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Figura 4.24: Comparaión de las urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson on aoplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.01 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la entral) y T =0.1 (�lainferior). En ada aso se representan tres �guras: urva i-v ompleta (olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la urva (olumna entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la urva (olumna dereha).del tamaño de la red. Las �guras de la olumna dereha permite omparar demodo más e�iente los resultados obtenidos para distintos tamaños de red.En la �gura 4.24 se ve la dinámia del �uxón para sistemas de 9, 30, 60,120 e inluso 300 uniones. Para T = 0, en todos los tamaños del sistema laorriente de esape es igual a 0.154 omo se apreia en la parte entral y dereha(omparaión normalizada) de la �gura. En el aso de temperatura T=0.02 dela �gura 4.24, el sistema presenta difusión a partir de un valor aproximadode 0.071 de la orriente (idep) para todos los tamaños del sistema, omo se
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Figura 4.25: Comparaión de las urvas i-v para un �uxón en anillos de 9,30,60,120uniones Josephson on aoplamiento λ =0.4, y amortiguamiento de Γ =0.1 a trestemperaturas distintas: T =0 (�la superior), T =0.02 (�la entral) y T =0.1 (�lainferior). En ada aso se representan tres �guras: urva i-v ompleta (olumna iz-quierda), zona de bajo voltaje de la urva (olumna entral) y vfluxn = Nv en la zonade bajo voltaje de la urva (olumna dereha).apreia en la parte entral de la �gura. Sin embargo, la orriente de swithingse inrementa de modo importante en la medida en que el sistema es mayor.Cuando aumentamos la temperatura al sistema (�gura inferior), el �uxón entreen la rama de difusión desde i = 0, independiente del tamaño del sistema. Lade swithing sigue siendo notablemente diferente para los diferentes valores de
N . En todos los asos se observa que la grá�a de vfluxon permite una mejoromparaión de la dinámia del �uxón para los diferentes valores de N .Presentaremos ahora los resultados para un amortiguamiento un orden de



98 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesCuadro 4.2: Temperatura rítia para la emergenia de la rama de bajo voltaje en laurva I-V del �uxón para λ =0.4 y dos valores de Γ.
Γ=0.001

uniones 9 30 60 120
TC 0.025 0.018 0.014 0.011

Γ=0.01
uniones 9 30 60 120
TC 0.0126 0.008 0 0magnitud mayor, Γ = 0,1. Al aumentar este parámetro entramos en la regióndelas urvas i-v donde son apreiables los distintos peldaños de resonaniasentre la veloidad de traslaión del �uxón y los modos lineales de la red. En la�la superior de la �gura 4.25 se muestran los resultados para T = 0. El númerode esalones de resonania permitidos aumenta on el tamaño de la red, asípara valores altos de N paree observarse una urva ontinua para el voltaje.En todos los asos el sistema entra en la zona de resonania a través de undepinning a i =0.154. En la mayoría de los asos (N ≥ 30) el swithing a larama óhmia se produe aproximadamente a la misma orriente, isw ≃0.55. Siaumentamos la temperatura el ruido térmio omienza a afetar los diferentespunto de saltos entre esalones (�la entral) y a temperaturas su�ientementealtas (�la inferior) es apaz de apantallar totalmente los saltos dando una urvaruidosa pero de aparienia ontinua.4.3.2. Estudio de 〈isw(T )〉 para sistemas de diferentes tamañosEn la seión anterior se ha podido observar que el valor de la orriente ne-esaria para el esape del �uxón 〈idep(T )〉 no depende del tamaño del sistemarepresentado en el número de uniones Josephson en el anillo. Por el ontrario,uando analizamos las orrientes de swithing se apreian diferenias signi�a-tivas on el ambio de tamaño del sistema. Por ello es interesante realizar unestudio de omo se omporta el valor de 〈isw(T )〉 para diferentes tamaños delsistema.En este apartado presentamos los resultados de la omparaión del valormedio de la orriente de swithing 〈isw(T )〉 y su desviaión estándar σ en lossistemas de diferente tamaño. Los resultados fueron obtenidos desde la simu-laión numéria de las euaiones dinámias del sistema para 200 muestras.La �gura 4.26 muestra resultados para sistemas de 9, 30, 60 y 120 unionespara amortiguamiento Γ =0.001 y aoplamiento λ =0.4. La rampa promedio
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Figura 4.27: Valor medio, 〈isw(T )〉, y desviaión estándar, σ, de la distribuión deprobabilidad de la orriente de swithing omo funión de la temperatura. El aopla-miento es λ =0.4 y el amortiguamiento de Γ =0.01.rítia de apariión de la rama de difusión. Aumentando aún mas T , se observaque σ primero deree y luego se estabiliza en valores relativamente pequeñosque aumentan on el tamaño del sistema. Podemos deir, en general, que lossistemas presentan un valor rítio de temperatura a partir del ual el valorde la orriente para el ual el arreglo de N uniones, salta a la rama whirlinges independiente de la temperatura (zona plana de la �gura 4.26). El valoraproximado de la temperaturas rítias se onsigna en la uadro 4.2 y fueronobtenidos de los pios de las urvas de desviaión estandar.La simulaión de la dinámia del �uxón a un valor mayor del amortigua-miento, Γ =0.01, nos muestra un esenario en gran medida similar al expuesto
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〈isw〉 y σ son prátiamente onstantes en todo el intervalo de temperaturasestudiado.Al observar la tendenia que sigue la orriente de swithing on el inre-memnto del número de uniones en el anillo, deidimos realizar la simulaiónnuméria de la dinámia del �uxón on tamaños de red mayores de los estu-diados en el aso de λ =0.4 y Γ =0.01 y Γ =0.001, esto se puede ver en la�gura 4.28 en donde se muestra en detalle a baja voltaje y normalizado al nú-mero de uniones en el sistema, que la orriente de swithing tiende a un valorlímite en la medida que aumenta el número de uniones en el sistema.4.4. Red regular de 9 uniones on 2 y 3 �uxonesHasta ahora hemos presentado resultados para un �uxón en una red deuniones Josephson. No obstante también es interesante onoer el omporta-miento del sistema on un número mayor de �uxones. En este aso efetos deinteraión entre �uxones o de onmensurabilidad omienzan a ser relevantes.En la �gura 4.1 se puede ver la distribuión de las fases para on�guraioneson uno, dos y tres �uxones en una red de 9 uniones. En las próximas páginas
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Figura 4.30: Curvas I-V para 2 �uxones en un anillo de 9 uniones Josephson on
λ =0.4 a Γ =0.01 (izquierda), Γ =0.1 (medio) y Γ=1.0 (dereha). Cada urva muestra5 temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).�gura debe ompararse on la �gura 4.7 donde se muestra la misma simulaiónpara el aso de un únio �uxón.Para este valor del aoplamiento λ la orriente de desanlaje a tempera-tura ero del sistema on dos �uxones es i0dep ≈0.151 (un poo menor que laenontrada para un �uxón, i0dep ≈0.155). Tal y omo se observa para el aso deun �uxón, notamos que el valor de la orriente de desanlaje va disminuyen-do a medida que aumenta el valor de la temperatura. A temperaturas bajasese desanlaje supone el salto a la rama de alto voltaje pero a temperaturassu�ientemente altas el desanlaje supone un salto a la rama de bajo voltajede difusión para el �uxón que a orrientes mayores sufre el salto a la ramaóhmia.Las grá�as entrales muestran el resultado para un valor superior del amor-tiguamiento, ahora Γ =0.1. Este valor orresponde on la zona de resonaniasde la urva i-v del sistema. Quizás la diferenia más notable respeto a losresultados para un �uxón lo enontramos al disminuir la orriente i, ahora laurva vuelve a través de las distintas resonanias mientras que para un �uxónse observaba un reatrapamiento direto desde la zona de alto voltaje. Por otrolado a diferenia on el sistema de un �uxón, la dinámia a temperatura altapresenta una histéresis más notable omo también se apreia en la �gura 4.29,en donde se ha dibujado el proeso ompleto, desde el desanlaje on el in-



104 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regulares
 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5

T=0
T=0.002
T=0.01
T=0.02

T=0.1

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 3×10
-2

 6×10
-2

 9×10
-2

T=0
T=0.002
T=0.01
T=0.02

T=0.1

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

T=0
T=0.002

T=0.01
T=0.02
T=0.1

0.0

0.1

0.2

 0  0.02  0.04  0.06

T=0
T=0.002

T=0.01
T=0.02
T=0.1

0.0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.0 0.05 0.10 0.15 0.20

T=0
T=0.002

T=0.01
T=0.02
T=0.1

0.0

0.05

0.10

0.15

0.20

 1×10
-3

 2×10
-3

 3×10
-3

T=0
T=0.002

T=0.01
T=0.02
T=0.1

co
rr

ie
nt

e

voltaje voltaje voltaje

co
rr

ie
nt

e

Figura 4.31: Curvas I-V para 3 �uxones en un anillo de 9 uniones Josephson on
λ = 0.4 a Γ = 0.01 (izquierda), Γ = 0.1 (medio) y Γ =1.0 (dereha). Cada urvamuestra 5 temperaturas diferentes (T=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).remento de orriente para λ =0.4 y Γ =0.01, a temperatura ero, 0.01 y 0.1,hasta uando el sistema se anla nuevamente on el dereimiento de la o-rriente. En la imagen ampliada, se puede apreiar mejor que en el aso de dos�uxones, los steps observados son menores en número que en el sistema onun �uxón, pero a la vez, son más prolongados. Además los voltajes obtenidosson mayores ya que en este aso se tiene la ontribuión de los dos �uxonesmoviéndose en resonania a lo largo de la red. Sin embargo a la temperaturamás alta, esto es, T =0.1, se apreian unos pasos adiionales previos al saltode la rama óhmia, on una gran �utuaión antes del primer step.Finalmente, para valores mayores del amortiguamiento alto, Γ =1.0, seobserva un redondeo del dibujo de la dinámia, tal omo en el aso de 1 �uxón.En este aso la zona de menor voltaje da uenta del movimiento de difusiónde dos �uxones y por lo tanto el voltaje asoiado a la misma será doble delobservado para el aso de un �uxón.4.4.2. 3 �uxonesPasamos ahora a analizar el aso de sistemas on 3 �uxones en el anillo.Los resultados se presentan en la 4.31, que en este aso debe ompararse onlas �guras 4.7 y 4.30. La orriente de desanlaje a temperatura ero resulta ser
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i0dep ≈0.183, sensiblemente mayor que en el aso de uno y dos �uxones. Dihoaumento mani�esta un efeto de onmmensurabilidad en el sistema: tenemosun sistema on tres �uxones y nueve uniones lo que resulta en una densidad1/3 de �uxones en la red. De nuevo para valores bajos del amortiguamientose observa el importante dereimiento de la orriente de desanlaje on latemperatura y la apariión a altas temperaturas de una rama de difusión debajo voltaje. La �gura entral muestra la existenia de numerosas resonanias,de mayor estabilidad y valor que las enontradas en los ejemplos anteriores yafetadas de manera importante por la temperatura aunque las resonanias demayor voltaje resultan ser robustas inluso a los valores mayores de T . Paravalores del amortiguamiento alto, es deir, Γ =1.0, se observa un redondeo enla urva dinámia, tal omo en los asos de uno y dos �uxones. De nuevo losvoltajes son mayores ya que en este aso debe onsiderarse la ontribuión alvoltaje total de la difusión de tres �uxones.4.4.3. Comparaión entre los sistemas de 9 uniones Josephsonon diferente número de �uxonesEn los sistemas de uniones Josephson, on más de un �uxón, la dinámiadel sistema presenta algunas diferenias que se haen más notables al realizar



106 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regularesuna omparaión direta de las urvas I-V obtenidas. Estamos interesadosen la región de bajo voltaje, donde el voltaje del sistema está dado por laontribuión de ada �uxón al total, por ello en este aso mostraremos valoresde v/M on M el número de �uxones en el sistema.La �gura 4.32 muestra los resultados obtenidos para un onjunto de valoresde los parámetros de interés. Los resultados a T =0.01 se muestran en lasgrá�as superiores. Para bajo amortiguamiento, Γ =0.01 (izquierda), no seobserva rama de bajo voltaje y en todo aso el sistema salta desde voltajeero a la rama de alto voltaje. Aumentando el amortiguamiento del sistema a
Γ =0.1 se observa que la dinámia no es una mera suma de las ontribuionesde �uxones independientes sino que hay efetos de interaión entre los mismos.Para mayor amortiguamiento Γ =1 la urva no presenta disontinuidades omoes de esperar y de nuevo se observan diferenias entre los tres asos que sonpequeñas en la omparaión de M = 1 y M = 2 y algo mayores para M = 3.En la �la inferior de la �gura 4.32 se muestra el aso T =0.1. En este aso abajo Γ (izquierda) la temperatura T =0.1 es su�ientemente alta para exitarla rama de difusión del �uxón. Vemos omo la ontribuión al voltaje de adauno de los �uxones es similar y las orrientes de salto a la rama óhmia también,omo on�rmaremos en la siguiente seión. Las urvas de amortiguamientomayor son más pareidas a las de T =0.01. A Γ =0.1 se observan ramas dedifusión y resonania ombinadas on diferenias importantes en la parte de lasresonanias según el valor de M . Para Γ =1. la dinámia es sobreamortiguada,suaviza por el efeto térmio y on un apreiable efeto de onmensurabilidadpara M = 3.4.4.4. Resultados sobre 〈idep(T )〉, 〈isw(T )〉, y σA ontinuaión vamos a pasar a mostrar las urvas para el valor medio de laorriente de depinning y la orriente de swithing, y sus respetivas desviaionesmedias, para los asos de uno, dos y tres �uxones en una red on 9 uniones ya distintas temperaturas y on λ =0.4 y Γ =0.01La �gura 4.33 muestra el análisis de la orriente de desanlaje media 〈idep〉.Los resultados para uno y dos �uxones son muy eranos a baja temperatura,esto es debido a que la orriente de depinning a temperatura nula de los dosasos es muy similar. La urva del aso de tres �uxones se aleja de las anterioresen onsonania on que este sistema muestra una orriente determinista dedesanlaje mayor.Con respeto a la desviaión estándar, podemos ver que esta ree on
T 2/3 en todos los sistemas de 1,2 y 3 �uxones, omo lo predie la teoría deativaión térmia estándar y alanza un máximo a altas temperaturas, uando
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〈idep〉 → 0. Entones la desviaión estándar deree ya que todos los eventosde esape sueden en un estreho rango de valores de orriente.Los resultados para el aso de la orriente de swithing, que señala la tran-siión al estado de alto voltaje del sistema, son mostrados en la �gura 4.34.Como ourre en el aso de un �uxón para valores pequeños de la temperaturael salto se produe desde la rama de voltaje 0, el depinning oinide on elswithing. Sin embargo existe una temperatura a partir de la ual se exita lazona de bajo voltaje del sistema y el salto a la rama óhmia se produe desdeesta rama de bajo voltaje. A partir de entones ambas orrientes rítias ya



108 Capítulo 4. Desanlaje Térmio de Fluxones en Redes regulares

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

<
i d

e
p
>

Temperatura

1 kink
2 kinks
3 kinks

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

σ

Temperatura

1 kink
2 kinks
3 kinksFigura 4.34: 〈isw〉 y σ versus T a Γ = 0.01 y λ = 0.4 para sistemas on 1,2 y 3 �uxones.no oiniden y el valor de la orriente de swithing es prátiamente el mismopara los tres asos estudiados y la funión densidad de distribuión probabi-lidad asoiada es bastante estreha, omo muestra el dibujo de la desviaiónestándar de la misma.



Capítulo 5Desanlaje térmio de �uxonesen redes rathet
5.1. IntroduiónMenionamos en el apítulo 2 que el estudio del movimiento direional departíulas también ha obrado relevania en el ampo de la nano y mirote-nología de dispositivos superondutores, en el diseño y estudio de sistemasque permitan el movimiento direional de vórties y �uxones en sistemassuperondutores [85, 78℄ en general y en redes de uniones Josephson en par-tiular [83, 84℄, onformando lo que hemos llamado dispositivos rathet para�uxones. La �exibilidad del sistema nos permite ombinar uniones y eldas detamaños diferentes lo que omo veremos posibilita el diseño de dispositivos onpoteniales substrato periódios asimétrios [83, 84, 85℄.Una manera de estudiar experimentalmente rathets solitónios es utilizardispositivos basados en uniones Josephson. En estos sistemas la orriente ex-terna es el análogo a una fuerza que atúa sobre el solitón y el voltaje medidose orresponde on la veloidad del mismo. En 1999, Falo et al [83℄ propusieronusar un arreglo paralelo de uniones Josephson on orrientes rítias y áreas dela unión alternantes. En este sistema los parámetros del dispositivo se puede es-oger de forma que el potenial efetivo para los �uxones areza de simetría deinversión (potenial rathet). Como en el aso de la adena regular, el sistemase puede modelizar por un onjunto de péndulos no-lineales aoplados, peroahora los péndulos tienen longitudes alternantes y aoplamientos armóniosasimétrios. En su publiaión, también muestran que el �uxón se omportaomo una partíula en donde se puede veri�ar las prediiones hehas pararathet térmio sobreamortiguado. Posteriormente Trías et al [84, 85℄ utilizan-do la on�guraión rathet, diseñaron arreglos irulares y probaron algunas
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Figura 5.1: Diagrama de un arreglo tipo rathet, las rues representan las unionesJosephson y su variado tamaño representa diversos valores de sus parámetros queonduen a obtener una red rathet.de las propiedades del �uxón mostrando que las prediiones teórias están deauerdo on los experimentos. En partiular se midieron experimentalmente eldesanlaje de kinks atrapados en poteniales rathet usando un arreglo irularde uniones Josephson. Enontraron que la orriente de desanlaje depende dela direión de la orriente apliada en el anillo rathet. Además se propuso lared on uniones on tres orriente rítias omo un sistema más adeuado paraestudiar las propiedades de �uxones en redes rathet de uniones Josephson.Dada la relevania del efeto rathet, plasmada en el apítulo 2 y la po-sibilidad de estudiarlo experimentalmente, es onveniente realizar un análisispor medio de la simulaión numéria de la dinámia de los �uxones en lasredes tipo rathet. En este apítulo extenderemos el estudio presentado en elapítulo anterior al aso de redes tipo rathet formadas por eldas iguales perouniones on tres orrientes rítias diferentes (�gura 5.1) suediéndose en rela-ión 1:0.5:0.3. Las propiedades de equilibrio de �uxones en este tipo de redesya fueron presentadas en el apítulo 3.5.2. EuaionesComo se ha visto en el apítulo 2, las prinipales propiedades físias de lasuniones Josephson están dadas por las relaiones Josephson:
V =

Φ0

2π
ϕ̇, I = Ic sinϕ, (5.1)Usando ténias de litografía es posible onstruir arreglos de uniones Jo-sephson bien araterizadas. En este apítulo onsideramos arreglos irulares



5.3. Red rathet on 9 uniones y un �uxón 111de uniones Josephson onetadas en paralelo en on�guraión de anillo, alter-nando las orrientes rítias, omo se puede observar en la �gura 5.1. Comovimos en el apítulo 3, el sistema de euaiones que desribe la dinámia delared, en su aproximaión más senilla, puede esribirse omo:
hj (ϕ̈j + Γϕ̇j + sinϕj + ĩj) = λ (ϕj+1 − 2ϕj + ϕj−1) + i (5.2)donde j = 1, ...N y ϕj es la diferenia de fase invariante gauge de ada unión.La orriente esta normalizada por la orriente rítia mayor de la uniones Ic∗,de modo que los hj = Icj/Ic∗, y el tiempo por la freuenia de plasma ωp =√

2πIc∗/Φ0C∗ (Φ0 = h/2e es el uanto de �ujo magnétio y C∗ es la apaitan-ia de la unión tomada omo referenia). El parámetro Γ =
√

Φ0/2πIc∗C∗R2
∗mide el grado de amortiguamiento en el sistema y el último término ĩj(τ)desribe el efeto del ruido térmio en la dinámia y satisfae 〈̃ij(τ)〉 = 0 y

〈̃ij(τ )̃ik(τ ′)〉 = 2hjΓTδjkδ(τ − τ ′) donde usamos T para la temperatura nor-malizada T = kBTexp/EJ (on EJ la energía Josephson EJ = Φ0Ic∗/2π). Elaoplamiento entre las uniones está dado por el parámetro λ = Φ0/(2πLIc∗).El voltaje normalizado v muestra la respuesta del sistema a la orriente ex-terna, está de�nido por v = Vdc/Ic∗R∗ = (Φ0/2πIc∗R∗)〈dϕ/dt〉 = Γ〈dϕ/dτ〉.En las grá�as en las que se muestra la urva I-V del anillo dibujaremos enrealidad la urva i-v del mismo; es deir, dibujamos orriente y voltajes nor-malizados. Remaramos que las ondiiones de frontera están de�nidas por latopología del arreglo. Aquí hemos onsiderado arreglos irulares de modo que
ϕj+N = ϕj + 2πM donde el número M de �uxones atrapados en el sistema esuna onstante del movimiento.En este apítulo onsideramos el aso de 1 y 2 �uxones, para un tamañode red de 9 uniones. En ada aso sometemos al �uxón a ambos sentidos de laorriente, que desde ahora denominaremos orriente a las orrientes negativaspor i− y a las positivas por i+. En las redes que estudiaremos {hj} = {1.0, 0.5,0.3, 1.0, 0.5, 0.3, 1.0, 0.5, 0.3} y λ > 0.25. En este aso el �uxón experimentaun potenial efetivo periódio asimétrio on un sólo mínimo por periodo depotenial (ver apítulo 3).5.3. Red rathet on 9 uniones y un �uxónEn esta seión presentamos las simulaiones numérias de la dinámia deun �uxón en un arreglo rathet de 9 uniones Josephson. Tal y omo hiimos enel aso de las redes regulares, omenzamos mostrando las urvas I-V del siste-ma. Dada la asimetría del potenial, en este aso será neesario realizar urvason las dos polaridades de la orriente apliada. Más adelante se mostrará elestudio del orriente de desanlaje y la orriente de salto medias para distintosvalores de la temperatura del sistema.
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Figura 5.2: Dinámia del �uxón en un anillo rathet de 9 uniones λ =0.4 y Γ =0.001,dos direiones de la orriente i− a la izquierda, i+ en el entro y la omparaión delas dos direiones de la orriente a la la dereha de la �gura. Cada �gura muestra 4valores de temperatura (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1). La �gura de la izquierda en realidadmuestra la urva |i|-v.5.3.1. Curvas I-VLos parámetros que vamos a tener en uenta son similares a los parámetrostenidos en uenta en la red regular. En partiular los valores del aoplamientoson adeuados para generar un potenial efetivo para el �uxón asimétrio yon un únio mínimo por periodo del potenial. Además, omo hemos disu-timos en el apítulo 3, puede observarse omo la asimetría es más aentuadapara valores de λ ≃ 0.4. Este valor nos mara un óptimo en uanto a la eleiónde diho parámetro en el diseño de una red. Los valores de los aoplamientosonsiderados aquí son: λ =0.4, λ =0.8 y adiionalmente λ =0.6, el amortigua-miento estará entre Γ =0.001 y Γ =1.0 para λ =0.4 y en los demás valoresdel aoplamiento λ =0.6 y λ =0.8 mostraremos la dinámia para Γ =0.001,
Γ =0.01 y Γ =0.1. En todos los asos para diferentes valores de la tempe-ratura y las rampas ajustadas a los valores del aoplamiento. En el primeraso del aoplamiento λ =0.4 y para el aso partiular del amortiguamiento de
Γ =0.001, mostramos en la �gura 5.2 la dinámia del sistema por medio de laurva I-V. A la izquierda de la �gura 5.2, representamos la dinámia on o-rriente negativa i− para 4 valores de la temperatura T =0,0.002,0.02 y 0.1 (poronvenienia se ha dibujado el valor absoluto de la orriente frente al voltaje).En el entro se representa el aso de orriente positiva. El omportamiento essimilar al de la red regular, es deir, on el inremento de la temperatura, elvalor de orriente neesario para el desanlaje, disminuye signi�ativamente.En este aso i−dep(T = 0) =-0.217 y i+dep(T = 0) =0.154. En la parte derehade la �gura 5.2 se onsigna el dibujo de las dos direiones de la orriente enque se fuerza al �uxón a moverse, y utilizamos este dibujo omo una forma deomparar las orrientes de desanlaje del �uxón para los diferentes valores dela temperatura. En lo que sigue del apítulo, presentaremos las urvas I-V de
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3 × 10−7 en unidades normalizadas. Hemos dibujado ambos sentidos de laorriente en la misma ubiaión del dibujo, on el �n de omparar sus valoresde desanlaje en el ambio de estado del �uxón de veloidad ero a un estadode veloidad positiva en el aso de orriente i+ y veloidad negativa para i−.Observemos en las �guras el omportamiento a temperatura ero. Para

λ =0.4 la orriente de desanlaje en el aso de i+ es de aproximadamente
i+dep =0.154. Cuando la orriente es negativa se obtiene i−dep =-0.217. Un de-talle mejor del depinning se observa en la parte inferior de la �gura 5.4 endonde se ha realizado una ampliaión de la misma a bajos valores del voltaje.Como en el aso de la red regular,también se observa que on el inrementode la temperatura, la orriente neesaria para el desanlaje, va disminuyendo.
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VoltajeVoltajeVoltajeFigura 5.4: Curvas |i|-v para un �uxón en un anillo rathet de 9 uniones λ = 0.4 a
Γ = 0.01 (izquierda), Γ = 0.1 (medio) y Γ =1.0 (dereha). Cada �gura muestra 4diferentes temperaturas (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1).La forma de las urvas araterístias I-V ambian si aumentamos el valordel amortiguamiento. Así la �gura de bajo amortiguamiento (izquierda) sólomuestra transiión del estado del voltaje ero a la rama óhmia del sistema.La �gura entral muestra los resultados para el aso de Γ =0.1. En ese aso sepuede apreiar la zona de bajo voltaje que se orresponde a las resonanias del�uxón. Para Γ = 1,0 nos aeramos a la urva sobre amortiguada redondeadapor la aión de las �utuaiones térmias.En todos los asos se observa que al aumentar la temperatura la asimetríade la urva I-V se redue. Esto es fáil de entender ya que a altas tempera-turas los detalles del potenial quedan apantallados por la intensidad de las�utuaiones térmias.Un heho notable es que en general el sistema de 9 uniones on 1 �uxón enon�guraión rathet, on aoplamiento λ =0.4 y Γ =0.01 no presenta regiónde difusión de bajo voltaje, aún a temperaturas altas omo en el aso T =0.1.Por lo tanto en este aso sólo tiene sentido de�nir una orriente rítia, idep,que mara la transiión desde el estado de voltaje ero hasta la rama óhmia;observándose eso sí, que en el aso de la temperatura T =0.1 el �uxón �utúabastante desde su posiión de equilibrio. Con amortiguamientos más altos ladinámia muestra los esalones debidos a la resonania y la difusión debida ala temperatura.
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Voltaje Voltaje VoltajeFigura 5.5: Curvas |i|-v para un �uxón en un anillo rathet de 9 uniones λ = 0.6 a
Γ = 0.001 (izquierda), Γ = 0.01 (medio) y Γ = 0.1 (dereha). Cada �gura muestra 4diferentes temperaturas (T =0, 0.002, 0.02 y 0.1).
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Voltaje Voltaje VoltajeFigura 5.6: Curvas |i|-v para un �uxón en un anillo rathet de 9 uniones λ =0.8 a
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116 Capítulo 5. Desanlaje térmio de �uxones en redes rathettro) y Γ =1.0 (dereha). Se observa que la asimetría entre las dos direionesde la orriente afeta fundamental a la orriente de desanlaje y se reduefuertemente al aumentar la temperatura.En la tabla5.1 se onsigna la diferenia entre las orrientes de esape paralas dos direiones de la orriente en el sistema rathet a T = 0. Al aumen-tar la temperatura, en las �guras 5.4, 5.5 y 5.6 puede observarse que a bajastemperaturas la diferenia entre la orriente de esape en las dos direioneses signi�ativamente mayor que uando la temperatura aumenta. No obstante,esta diferenia se mantiene relativamente onstante al variar el amortigua-miento. Los detalles sobre la evoluión de las orrientes de desanlaje on latemperatura y el amortiguamiento, serán presentados en la siguiente seión.
λ = i+dep(T = 0) i−dep(T = 0) ∆idep ∆idep/i

med
dep0.4 0.154 -0.217 0.063 0.340.6 0.118 -0.162 0.044 0.310.8 0.103 -0.127 0.024 0.21Cuadro 5.1: Asimetría en el depinning de un �uxón en una red rathet a T = 0.

∆idep = |i+dep + i−dep| y imed
dep = 1

2
(|i+dep| + |i−dep|).5.3.2. 〈idep(T )〉En esta seión presentaremos los resultados para el álulo de la orrien-te de depinning media de un �uxón en un red rathet omo funión de latemperatura. Compararemos los resultados obtenidos para orrientes positivasy negativas a varios valores del amortiguamiento (Γ =0.001 y Γ =0.01) y elaoplamiento λ =0.4, λ =0.6 y λ =0.8 e intentaremos entender los resultadosobtenidos en un maro omún.Como hemos visto en la seión anterior, para los valores de parámetrosseleionados la urva I-V del sistema experimenta un paso de la rama devoltaje 0 a la rama óhmia de alto voltaje sin pasar por estadios intermediosde bajo voltaje, ya sean resonanias o difusión.La �gura 5.7 reoge el resultado de la simulaiones. En la �gura superior semuestra |〈idep〉| para orrientes positiva (símbolos hueos) y negativas (símbolosrellenos). La �gura inferior muestra la desviaión estándar obtenida en adaaso. El omportamiento observado es ualitativamente similar al obtenidopara redes regulares on la salvedad de que ahora debemos onsiderar las dospolaridades de la orriente externa.Resulta interesante omparar la evoluión del grado de asimetría del siste-
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118 Capítulo 5. Desanlaje térmio de �uxones en redes rathet

 0

 0.01

 0.02

 0.03

 0.04

 0.05

 0.06

 0.07

 1e-05  0.0001  0.001  0.01  0.1  1

∆i
de

p

Temperatura

λ=0.4, Γ=0.001
λ=0.4, Γ=0.01

λ=0.6, Γ=0.001
λ=0.6, Γ=0.01

λ=0.8, Γ=0.001
λ=0.8, Γ=0.01Figura 5.8: La �gura muestra el valor de ∆idep de�nido omo ∆idep = −(i+dep + i−dep)omo funión de la temperatura para los distintos valores de λ y Γ alulados.ma. Para ello de�nimos ∆idep = |i−dep|− |i+dep|. Los resultados se muestran en la�gura 5.8. Como puede observarse, para λ =0.6 y λ =0.8 esta medida dereemonotonamente on la temperatura y no se apreian diferenias entre los dosvalores de amortiguamiento estudiados. Sin embargo, el aso λ =0.4 no es tansenillo ya que el parámetro ∆idep alanza un máximo para T ∼ 0.01. Ade-más, por enima de T =0.001, uando ese máximo omienza a desarrollarse,se observan importantes diferenias entre los asos Γ=0.001 y Γ=0.01. Estosresultados on�rman las impresiones avanzadas a partir de la observaión delas urvas I-V del sistema.Podemos intentar entender dentro de un mismo maro omún el onjuntode resultados presentados en la �gura 5.7. Con respeto el eje y, esto puedelograrse si se normalizan los valores de la orriente de depinning obtenidos porel resultado de temperatura nula y se representa 〈idep(T )〉/i0dep. Con respetoal eje x, resulta natural normalizar todas las temperaturas on respeto alvalor de la barrera a i = 9 (ver tabla 5.2) y representar T/EPN . La �gura 5.9muestra un muy buen auerdo entre las 12 urvas representadas, siendo elauerdo exelente para los asos λ =0.6 y λ =0.8 y detetándose pequeñasdiferenias para λ =0.4. Estas pequeñas diferenias serían esperables a tenorde lo expuesto en páginas anteriores.Finalmente, de modo similar a omo se hizo para el aso de una red re-



5.3. Red rathet on 9 uniones y un �uxón 119

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1e-05  0.0001  0.001  0.01  0.1  1

i d
ep

 (
T

)/
i d

ep
(0

)

T/EPN

λ=0.4,Γ=10 -2

λ=0.4,Γ=10 -2

λ=0.4,Γ=10 -3

λ=0.4,Γ=10 -3

λ=0.6,Γ=10 -2

λ=0.6,Γ=10 -2

λ=0.6,Γ=10 -3

λ=0.6,Γ=10 -3

λ=0.8,Γ=10 -2

λ=0.8,Γ=10 -2

λ=0.8,Γ=10 -3

λ=0.8,Γ=10 -3

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 1e-05  0.0001  0.001  0.01  0.1  1

σ 
/ i

de
p(

0)

T/EPN

λ=0.4,Γ=10 -2

λ=0.4,Γ=10 -2

λ=0.4,Γ=10 -3

λ=0.4,Γ=10 -3

λ=0.6,Γ=10 -2

λ=0.6,Γ=10 -2

λ=0.6,Γ=10 -3

λ=0.6,Γ=10 -3

λ=0.8,Γ=10 -2

λ=0.8,Γ=10 -2

λ=0.8,Γ=10 -3

λ=0.8,Γ=10 -3
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i+dep i−dep EPN ωPN m

λ =0.4 0.154 -0.2177 1.038 1.806 0.22
λ =0.6 0.118 -0.1616 0.8494 1.5461 0.175
λ =0.8 0.103 -0.1265 0.6944 1.402 0.155Cuadro 5.2: Parámetros araterístios de 1 �uxón en una red rathet de 9 unionesgular on un �uxón, podemos intentar entender los resultados obtenidos enel maro de la imagen del �uxón omo una partíula que se mueve en unpotenial efetivo, que en este aso será un potenial rathet. El apítulo 4valido la aproximaión de Bütikker, Harris y Landauer (BHL) [36℄ al álulodel valor medio de la orriente de esape del �uxón en gran parte del rangode temperaturas y aoplamiento estudiados. Este resultado esta basado en laonsideraión del esape de una partíula en un potenial úbio uya barreraambia on la orriente externa. En el apítulo 3 hemos visto que al inluirorriente la aproximaión de potenial úbio es también válida para poten-iales rathet inlinados. Por todo ello deidimos alular numériamente laprediión BHL para el esape de �uxón y su desviaión estándar donde losparámetros del �uxón entran en la de�niión de las orrientes rítias y losvalores de las barreras y freuenias a orriente ero:

∆U = EPN

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (5.3)
ωa = ω

PN
(1 − f2)1/4 (5.4)donde f = i/i0dep. Reordamos que el otro parámetro importante en la teoríaes la tasa de variaión de la orriente apliada o rampa.La tabla 5.2 muestra los parámetros fundamentales (donde hemos añadidola masa efetiva m aunque este parámetro no entra en la teoría).Las �guras 5.10, 5.11,5.12 reogen los resultados. Podemos ver que las pre-diiones teórias onuerdan razonablemente bien on las simulaiones reali-zadas en los asos de mayor aoplamiento, λ =0.6 y λ =0.8. Sin embargo, denuevo, en el aso λ =0.4 el auerdo no es satisfatorio. Estas diferenias sondebidas al papel que juegan los grados de libertad adiionales (los fonones) enla dinámia del sistema. Como se vió en el estudio de las redes regulares, estepapel es mayor uando menor es el parámetro de aoplamiento λ, que equivalea una mayor importania del aráter disreto del sistema.
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Figura 5.10: Comparaión de los resultados obtenidos para un �uxón en una redrathet a λ =0.4 y las prediiones de la teoría BHL de esape de una partíula enun potenial metaestable.
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Figura 5.11: Comparaión de los resultados obtenidos para un �uxón en una redrathet a λ =0.6 y las prediiones de la teoría BHL de esape de una partíula enun potenial metaestable.
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122 Capítulo 5. Desanlaje térmio de �uxones en redes rathet5.4. Red rathet on 9 uniones y dos �uxonesComo en el aso de la red regular se realizó el estudio del omportamientodinámio de 2 �uxones en una red rathet de 9 uniones. Comenzaremos nuestroestudio on la dinámia en las urvas I-V del sistema. Se usarán los parámetrosde aoplamiento λ =0.4, 0.6 y 0.8 a diferentes amortiguamientos y valores dela temperatura. Finalmente se presentaran las urvas del valor medio de laorriente de esape en funión de la temperatura5.4.1. Curvas I-VLas �guras 5.13, 5.14 y 5.15 muestra la dinámia de una red rathet onlos valores de aoplamiento y amortiguamiento, espei�ados en ada aso. Sepuede ver que existe diferenia signi�ativa entre las orrientes de esape deambos sentidos de la orriente, ver tabla 5.3, y que en el régimen subamorti-guado Γ = 0.001 y Γ = 0.01 no hay presenia de difusión.Así, en el sistema rathet on λ =0.4, la dinámia I-V para el setorsubamortiguado; Γ =0.001 y Γ =0.01 es similar al aso del sistema on 1�uxón. También está presente el efeto rathet manifestado ahora por la dife-renia en los valores de la orriente de depinning onsignados en la tabla 5.3.Con un valor mayor del amortiguamiento Γ =0.1 hay presenia de difusión aalta temperatura y multiestados representados en los esalones de resonanias.Una situaión similar a la anterior, ourre λ =0.6 en el régimen subamorti-guado. Con λ =0.6, Γ =0.1 desde T =0.02 y mayores, se presenta difusión ymultiestados del kink. Con temperaturas más altas la zona de difusión se véextendida hasta alanzar la región lineal. En la direión i− se puede ver quesin ruido térmio el kink esapa y omienza a moverse, pasando por estados deresonania que forman esalones previos al salto a la rama óhmia. A medidaque aumenta la temperatura, el kink no de�ne una orriente de esape y en sulugar se presenta la onoida difusión que vá desde el estado de voltaje erohasta la zona óhmia, lo diho anteriormente se puede ver en la �gura 5.14.
λ = i+dep(T = 0) i−dep(T = 0) ∆idep ∆idep/i

med
dep0.4 0.135 -0.195 0.060 0.360.6 0.096 -0.130 0.034 0.300.8 0.073 -0.091 0.018 0.22Cuadro 5.3: Asimetría en el depinning de un �uxón en una red rathet a T = 0.

∆idep = |i+dep + i−dep| y imed
dep = 1

2
(|i+dep| + |i−dep|).
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Figura 5.16: Figura superior: Cálulo del valor medio de la orriente de depinning dedos �uxones en una red rathet on 9 uniones para λ =0.4 (rojo), λ =0.6 (verde)y λ =0.8 (azul). Se muestran los resultados para dos valores del amortiguamiento
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5.4. Red rathet on 9 uniones y dos �uxones 127resultados (12 urvas) una vez normalizados es exelente en todos los asostanto para el valor de |〈idep(T )〉| omo para el valor de σ(T ) omo puede verseen la �gura 5.18.





Capítulo 6Ativaión térmia en elrégimen de amortiguamientodébil.En los apítulos anteriores hemos presentado resultados sobre el problemadel depinning de �uxones en anillos superondutores. Siguiendo la imagen�uxón-partíula, los resultados han sido omparados on simulaiones de ati-vaión térmia de partíulas individuales y on las prediiones teórias. Dihasprediiones están basadas en la extensión llevada a abo por Büttiker, Harris yLandauer [36℄ del resultado de Kramers para amortiguamiento débil al régimende amortiguamiento débil-moderado.Nuestros resultados nos indian que para iertos valores de los parámetrosla imagen es válida y los resultados de desanlaje del �uxón pueden ser en-tendidos ompletamente por la teoría de ativaión de partíulas individuales.Sin embargo, omo muestra la �gura 4.12, a valores muy bajos del amortigua-miento enontramos que las simulaiones del kink o de la partíula se desvíande manera muy signi�ativa de las prediiones de la teoría de Kramers.Motivado por diha observaión, este apítulo lo hemos dediado a intentarentender esta inesperada disrepania y, en la medida de lo posible, elaboraruna teoría que nos permita entender los resultados numérios obtenidos. Paraello estudiamos el problema del esape térmio en el límite de bajo amortigua-miento. Veremos que en este régimen es ruial inorporar efetos de barrera �-nito a la teoría al es ruial para expliar los resultados de la ativaión térmia.Además, para entender los resultados de depinning, será neesario inorporarefetos de no equilibrio a las teorías a usuales. En el apítulo, proponemos unaextensión teória teniendo en uenta los proesos de no-equilibrio, los uales
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VFigura 6.1: El problema de ativaión térmia de una unión Josephson puede serformulado en términos del esape térmio de un partíula en un pozo metaestable.se omparan exelentemente on las simulaiones.6.1. Teoría de Kramers estándarEn 1940 Kramers derivó su famosa fórmula que desribe las tasas de esapede una partíula Browniana en un pozo de potenial on el objetivo de alularveloidades de reaión químia [27℄. Lejos de ser un aso partiular, el esapeativado por ruido es apliable en un gran número de problemas en la ienia,va desde la biología al proesamiento de informaión uántia [102℄. Debido ala variedad de ampos involurados, surgió una intensa atividad en el tema,proponiendo mejores y modernas teorías a un viejo problema [28, 29, 102℄.El problema de ativaión térmia de una unión Josephson puede ser for-mulado en términos del esape térmio de un partíula en un pozo metaestable(�gura 6.1). Por ello, los estudios sobre el swithing térmio en las unionesJosephson (JJ) se bene�ian de este esfuerzo [103, 104, 24, 25, 32, 33, 34, 35℄.Los resultados experimentales se ven afetados por las �utuaiones térmi-as y las mediiones en el laboratorio permiten predeir los parámetros de lasuniones mediante el ajuste de los resultados obtenidos a las expresiones teó-rias disponibles. Además, algunas tópios fundamentales omo la transiiónuántia-lásia ha sido abordada a través de la medida de las tasas de esa-pe [32, 33, 34, 23℄. Es laro, que tales mediiones deben ompararse on losorrespondientes resultados teórios. No es neesario deir que la fórmula exa-ta no existe y que muhas teorías están disponibles en la literatura, que a partirdel trabajo seminal de Kramers, ubren un onjunto diferente de parámetros[28, 29℄.En una reiente trabajo numério [105℄, para valores muy bajos del pará-metro de amortiguamiento, se ha enontrado una desviaión signi�ativa de la



6.1. Teoría de Kramers estándar 131orriente de swithing de las uniones Josephson de los resultados esperados.Aquí presentamos una teoría que es apaz de dar uenta de la desviaión obser-vada. Por otra parte, predie que este efeto se observará en ualquier sistemaforzado, donde la relaión entre el amortiguamiento y la rampa de fuerza nosea grande. En tal aso, las teorías usuales no son adeuadas, y, omo veremos,es neesario inluir efetos de no equilibrio y la orreión de barrera �nita enla desripión ompleta del problema.Para preisar, la dinámia de la diferenia de fase en la unión se desribenhabitualmente on el, así llamado, modelo (RCSJ) resistivo, apaitivo y launión en paralelo, que es equivalente al problema más general de una partíulabrowniana en un potenial metaestable:
mẍ+mγẋ = −dV

dx
+ ξ(t), (6.1)donde el potenial V (x) = V0(1− cos x)− Ix y ξ(t) es la fuerza estoástia quedesribe las �utuaiones térmias. Consideramos aqui el ruido térmio blano,

〈ξ(t)〉 = 0 y 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2mγkBTδ(t− t′).Si de�nimos f = I/V0, la altura de la barrera ambia al aumentar I omo
∆U = 2V0

[
(1 − f2)1/2 − f arc cos f

] (6.2)y la freuenia ωa(f) en el fondo del pozo está dada por
ωa = ω0(1 − f2)1/4 (6.3)donde ω0 = (V0/m)1/2.Para valores moderados a bajos del parámetro de amortiguamiento exis-te una orriente rítia (fuerza) dependiente de la temperatura para que elsistema pase de un estado de veloidad nula o superondutor (〈ẋ〉=0) a unestado resistivo (mγ〈ẋ〉 = I). Esta situaión se orresponde on el problemadel esape de un pozo metaestable (�gura 6.1). En experimentos de orrien-te de swithing las urvas orriente-voltaje (fuerza-veloidad) se realizan paraobtener la distribuión de probabilidad de la orriente de swithing, P (I). Lasdistribuiones medidas puede estar diretamente relaionadas on las tasas deativaión térmia [25℄ y los resultados experimentales se pueden entender entérminos de esos parámetros.6.1.1. Teoría de Kramers para amortiguamiento débilPara amortiguamiento muy débil, el resultado seminal de Kramers para latasa de ativaión establee:

r
KLD

=
γJb

kBT
× ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.4)
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1/2 omo funión de I/V0 alulada de modoexato, y omparaión on los resultados para un potenial úbio, armónio y oseno.En esta expresión reonoemos el resultado de la teoría del estado de transiiónmultipliado por un prefator válido en el régimen de amortiguamiento muybajo.En general, esribiremos

r = k × r
TST

= k
ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.5)donde k es un prefator y r

TST
el resultado lásio de la llamada transition-state-theory.El resultado de Kramers establee entones que en el límite de amortigua-miento muy pequeño, γ → 0,

k
KLD

=
γJb

kBT
= ∆ (6.6)

Jb representa el valor de la aión en la barrera. Para nuestro sistema sepuede aproximar al resultado de un potenial úbio Jb = 7.2∆U/ωa (�gu-ra 6.2). Entones:
r

KLD
≃ 7.2γ

2π

∆U

kBT
e−∆U/kBT . (6.7)Esta euaión muestra que la tasa esala de forma lineal on el amortiguamien-to y sólo depende del oiente entre la barrera de energía y la energía térmia:

∆U/kBT . Esta expresión es válida solamente para amortiguamiento muy pe-queño y el límite de la barrera in�nita (∆ = γJb/kBT ≪ 1 y ∆U/kBT ≫ 1).Muhas teorías han ampliado el resultado Kramers al régimen de amorti-guamiento moderado a débil [36, 106, 107, 96, 28℄ siguiendo la aproximaión debarrera in�nita. Dada su simpliidad, el resultado de Büttiker et al. (BHL) [36℄



6.1. Teoría de Kramers estándar 133generalmente se aplia en la literatura de uniones Josephson. Correiones debarrera �nita se han estudiado en [108, 109℄. Reientemente, Drozdov Hayashi(DH) proponen una nueva teoría no perturbativa en la altura de la barre-ra [110℄.6.1.2. Extensiones de la teoría de Kramers al régimen de amor-tiguamiento moderado-débil.A ontinuaión dediaremos unas líneas a resumir los prinipales resulta-dos teórios que pretenden extender el resultado de Kramers desde el régimende amortiguamiento débil al régimen de amortiguamiento débil-moderado. Entodos los asos las teorías se enuadran en el maro del límite de barrera in�ni-ta, de�nido omo ∆U ≫ kBT . En la �gura 6.3 mostraremos una omparaiónestre estos resultados y el resultado seminal de Kramers.Teoría de Büttiker, Harris y LandauerEn 1983 Büttiker, Harris y Landauer [36℄ presentaron un reputado trabajodonde se intenta extender el resultado de Kramers al régimen de amortigua-miento débil-moderado.Ellos obtuvieron la siguiente expresión para el prefator k,
k

BHL
=

4α

[(1 + 4α/∆)1/2 + 1]2
(6.8)Donde α es un fator de orreión mayor que la unidad aunque erano a 1.Ellos hiieron simulaiones numérias y usaron α omo un parámetro ajustableobteniendo el mejor ajuste para α = 1. No obstante, otros autores y diversasonsideraiones señalan un valor diferente, α =1.47.1Usando omo antes la aproximaión úbia para la aión obtenemos

kBHL =
4

[(1 + ωakBT/1.8γ∆U)1/2 + 1]2
(6.9)que es la expresión introduida por Devoret et al [33℄ y ampliamente usada enla literatura de uniones Josephson.Podemos alular el valor de k

BHL
en el límite ∆ ≪ 1. Entones

k
BHL

(∆ ≪ 1) ≃ ∆

[
1 −

(
∆

α

)1/2
]
≃ ∆ = k

KLD
(6.10)1La teoría BHL oinide on los resultados de Melnikov a bajo amortiguamiento para

α =1.47 hasta segundo orden. A su vez las dos en primer orden reobtienen el resultado deKramers.
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KLD

, k
BHL

(α = 1), k
BHL

(α = 1.47), k
MM

y k
P GH

.Teoría de Mel'nikov y MeshkovEn 1986 V. I. Mel'nikov y S. V. Meshkov (MM) publiaron un artíulotitulado: Theory of ativated rate proesses: Exat solution of the Kramersproblem [96℄. En ese artíulo ellos obtienen el siguiente valor para el prefatorde la teoría de ativaión térmia:
k

MM
= A(∆) = exp

{
1

2π

∫ +∞

−∞

ln
[
1 − exp

(
−∆(λ2 + 1/4)

)] dλ

λ2 + 1/4

}
=(6.11)

= exp

{
2

π

∫ π/2

0
ln
[
1 − exp

(
∆/4 cos2 x

)
dx
]
} (6.12)expresión que debe ser evaluada numériamente.Con respeto el límite de bajo amortiguamiento, ∆ ≪ 1 se obtiene

kMM = A(∆) ≃ ∆ − 0.82∆3/2 (6.13)Esta euaión oinide on el resultado de la teoría BHL para α =1.47 (úsese0.82371 en vez de 0.82) omo también indiaron Risken and Voigtlaender [111℄.Teoría de Pollak, Grabert and HänggiGrabert [106℄ y Pollak, Grabert y Hänggi [107℄ derivaron un resultado quees muy similar al de la teoría de MM
k

PGH
= k

MHD
× exp

[
1

π

∫ +∞

−∞

dy

1 + y2
ln
(
1 − e−δ(1+y2)/4

)]
. (6.14)La prinipal diferenia radia en la de�niión de ∆ y δ (δ no se de�ne de modotrivial en la aproximaión PGH). Un segundo aspeto es que en la derivaión



6.2. Correiones de barrera �nita 135aparee de manera natural el fator multipliativo k
MHD

. Este fator es elresultado de Kramers para el aso de moderado a alto amortiguamiento y estáde�nido por:
k

MHD
=

(ω2
b + 1

4γ
2)1/2 − 1

2γ

ωb
=

(
1 +

γ̄2

4

)1/2

− γ̄

2
;

(
γ̄ =

γ

ωb

) (6.15)donde ωb está asoiado on la urvatura del potenial en la barrera: erade la barrera U(q) = −1
2mω

2
b q

2 mientras que era del mínimo metastable
U(q) = −∆U + 1

2mω
2
a(q − q0)

2 (se ha situado la barrera en q = 0 y el mínimoen q0).El parámetro δ se de�ne omo δ = ∆E/kBT on ∆E la energía mediaperdida del modo inestable perdida y su álulo no es trivial.Esta aproximaión fue estudiada por Linkwitz y olaboradores [112℄ en 1992que derivaron una expresión para el parámetro δ en el aso de un potenialúbio
∆E =

36

5
f∆U (6.16)on

f = γ̄κ2 (1+ γ̄2/4)2 {1 + 60γ̄ (1+ γ̄2/4)1/2 k−8
2 [ψ′(κ−2

2 )−κ2
2−κ4

2/2−κ6
2/6] },(6.17)

κ2 = k
MHD

, γ̄ = γ/ωa y ψ′(z) is la funión trigamma2.Para amortiguamiento débil
f = γ̄ − 1.804γ̄2 +O(γ̄3). (6.18)Si omparamos los resultados de las teorías PGH y MM vemos que oini-den uando el amortiguamiento es pequeño,entones f = γ̄ y δ = ∆.6.2. Correiones de barrera �nitaLas expresiones dadas anteriormente son obtenidas en el maro de lo quese onoe omo aproximaión de barrera in�nita ∆U ≫ kBT . La experieniademuestra que está aproximaión es razonable en un gran rango de valores delos parámetros y se umple de manera efetiva para valores del oiente barrerasobre temperatura tan bajos omo 5. Sin embargo omo vamos a demostrar aontinuaión los efetos de barrera �nita son muy importantes en el rango devalores de amortiguamiento débil, que es el que nos interesa en este momento.2ψ′(z) = −

R 1

0
x

z−1 ln x

1−x
dx =

P

∞

n=0
1

(z+n)2



136 Capítulo 6. Ativaión térmia en el régimen de amortiguamiento débil.Con respeto a los experimentos de swithing, en este límite el aoplamientoal baño térmio es muy débil y el tiempo para alanzar el equilibrio térmio muylargo (∼ 1/γ). Este heho tiene onseuenias importantes: (i) para sistemasforzados, el esape se produe a valores muy bajos de la razón ∆U/kBT y (ii)las uniones pueden esapar antes de que el equilibrio térmio se estableza detal forma que los efetos de no-equilibrio dominan el proeso. Para estudiartales efetos es neesario onoer primero, la importania del efeto barrera�nita de ativaión de partíulas a bajo amortiguamiento y tener en uenta laenergía media de las uniones antes de ada evento de swithing.A ontinuaión resumiremos las dos teorías fundamentales que intenta in-orporar los efetos de barrera �nita:Resultado exato en el límite de amortiguamiento nulo y barreraarbitrariaEn 1990, on motivo del 50 aniversario del trabajo original de Kramers,P. Hänggi, P. Talkner and M. Borkove publiaron su élebre artíulo de re-visión [28℄ sobre el tema. En ese artíulo enontramos una expresión que dauenta del valor de la tasa de esape, para ualquier barrera y válida en ellímite de amortiguamiento muy pequeño: r(γ → 0) = r
HTB

, on
r

HTB
= γkBT

[∫ Jb

0
dJ e−βE(J)

∫ Jb

J
dJ ′

ω(J ′)

2π

eβE(J ′)

J ′

]
−1

, (6.19)donde Jb es la aión en la barrera y β = 1/kBT . E(J) y ω(J) son la expresiónde la energía y freuenia omo funión de la aión J .Es interesante señalar que está misma expresión aparee en el maro delintento de Carmeli y Nitzan de enontrar una teoría válida en el régimen dedébil-moderado amortiguamiento [113℄La euaión mostrada es válida en lo que se onoe omo energy-di�usionlimit del problema y para barrera arbitraria. En el límite de amortiguamientopequeño lo importante es el valor de la energía del sistema y la partíula esapauna vez que el tiene energía su�iente. La relajaión de esa energía es lenta yno importa la posiión de la partíula, si no la energía de la misma. Por ello elesape se produe mediante un proeso de difusión en la variable energía.Si en la euaión (6.19) se realiza la aproximaión de barrera alta, se reu-pera el resultado de Kramers. Podríamos deir que se trata del equivalente alresultado de Kramers para oiente ∆U/kBT arbitrario.



6.2. Correiones de barrera �nita 137Teoría de Melnikov para las orreiones de barrera �nitaEn un trabajo de 1993, Melnikov [108℄ re�nó la teoría MM para inluirlos efetos de barrera �nita. En esta oasión el prefator k viene dado por lasiguiente expresión:
k

MF B
= A

(
γ

ωb
,
kBT

∆U

)
≈ A0(∆) − kBT

∆U

∆U

ωbSb

[
A1(∆) ln

∆U

kBT
+B1(∆)

](6.20)on A0(∆) = kMM y A1(∆) y B1(∆) dos nuevas funiones a alular.El álulo de esos dos nuevos oe�ientes es bastante laborioso pero para
∆ ≪ 1 se obtiene:

A0(∆) ≃ ∆ − 0.82∆3/2 (6.21)
A1(∆) ≃ ∆ − 1.63∆3/2 (6.22)

B1(∆) ≃ ∆(CU + 2 + ln 2 − C) (6.23)Ver que para la funión B1(∆) sólo se tiene el término dominante en el desa-rrollo en ∆. En esta última euaión CU es un oe�iente que depende delpotenial y C el número de Euler C =0.5772.En el aso de un potenial úbio ∆U/ωbSb = 5/36 y CU = 3 ln 6, así
CU + 2 + ln 2 − C =7.49.Si ∆ ≪ 1 se obtiene las orreiones de barrera �nita al resultado deKramers para amortiguamiento débil. Usando x = ∆U/kBT , se tiene

k
LDMF B

= ∆ − ∆

7.2x
(lnx+ 7.49) (6.24)y

r
LDMF B

γ
=

7.2x − lnx− 7.49

2π
e−x (6.25)o

rLDMFB

rLD
= 1 − lnx

7.2x
− 1.04

x
(6.26)Más tarde Ferrando y olaboradores [109℄ presentaron un estudio numériodel trabajo de Melnikov. En ese estudio puede enontrarse el álulo de losoe�ientes A1 y B1.Teoría de Drozdov y HayashiEntre los años 1996 y 2000, Alexander N. Drozdov lideró una serie de traba-jos sobre diversos aspetos de la teoría de Kramers. Algunos de sus resultados,omo veremos, son muy notables, pero sorprendentemente sin embargo no han



138 Capítulo 6. Ativaión térmia en el régimen de amortiguamiento débil.tenido el impato esperado en la omunidad ientí�a. En su trabajo de 1999junto a Hayashi [110℄, se presenta un resultado teório válido para ualquiervalor de la barrera en el régimen de amortiguamiento desde muy pequeño amoderado.La expresión de Drozdov se onstruye de la siguiente manera: Como deostumbre, la tasa de esape se expresa en funión del resultado de la llamadatransition-statete-theory y un fator de transmisión:
r

DH
= k

DH
× rexacto

TST
, (6.27)donde se usa la siguiente de�niión para la tasa de esape de la transition-state-theory:3.

rexact
TST =

{√
2πβm

∫ 0

−∞

dx e−βV (x)

}−1 (6.28)
x = 0 señala la posiión de la barrera, V (x = 0) = 0 y el esape ourre devalores negativos a valores positivos x.Hemos usado el superíndie �exato� para distinguir esta expresión de lautilizada anteriormente (ver euaión 6.5):

raprox
TST

=
ωa

2π
e−∆U/kBT . (6.29)

raprox
TST

puede derivarse de modo senillo a partir del resultado para rexacto
TST

si serealiza la aproximaión de �barrera parabólia�:
∫ 0

−∞

dx e−βV (x) ≃
∫ +∞

−∞

dx e−β(−∆U+ 1
2
mω2

a(x−x0)2) =

√
2π

βmω2
a

eβ∆U (6.30)La �gura 6.4 evalúa la diferenia entre usar ambas expresioness (euaio-nes 6.28 y 6.29).Con respeto al fator multipliativo k
DH

, primero se da el valor del pre-fator en el límite de amortiguamiento nulo, que resulta ser el apropiado paraobtener el resultado exato
k

DH
(γ → 0) = kwc = r

HTB
/ rexacto

TST
(6.31)y así r

DH
(γ → 0) = r

HTB
.A partir de este resultado se propone un prefator válido para valores ma-yores del amortiguamiento,

k
DH

= A(kwc) (6.32)donde A(x) es la funión introduida por Mel'nikov y Meshkov, euaión (6.11).3Este resultado no es original de Drozdov, ya aparee en el trabajo seminal de Kramers [27℄o en la reopilaión de HTB [28℄
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Figura 6.4: Izquierda: dibujamos la funión exp−βV (x) -normalizada- para el poten-ial exato y la aproximaión parabólia al mismo (rTST se alula integrando estafunión). Usamos V0 = 10, F = V0/2 y β =0.03, 0.03, 1; entones x = ∆U/kBT =0.2,2., 6.8 respetivamente. Dereha: rexact
TST /r

approx
TST omo funión de ∆U/kBT para dosvalores de T . Vemos que el resultado es el mismo para los dos T . La �gura de la iz-quierda permite entender la de la dereha para ualquier barrera: ver que la expresiónexata integra de −∞ a ero y la aproximaión de −∞ a +∞.), así que el oiente eserano a uno para x grande, mayor que uno para x pequeño y menor que uno paravalores de x muy pequeños.6.3. Tasa de esape: resultados numériosNuestro objetivo es utilizar detalladas simulaiones de dinámia moleularde la dinámia a bajo amortiguamiento para onfrontar los resultados teóriosdisponibles. A este respeto, debemos señalar que, debido al gran tiempo deomputaión neesarios para obtener resultados uando el amortiguamiento espequeño (los tiempos de esape son proporionales al inverso del amortigua-miento) no hemos enontrado en la literatura resultados onluyentes sobre elproblema enuniado.En partiular, vamos a mostrar que los pequeños efeto de barrera �nitason muy importantes en el aso de amortiguamiento bajo, la onvergenia onel resultado de barrera in�nita es muy lento, y la teoría DH reprodue losresultados numérios a ualquier barrera y amortiguamiento.Para ello hemos integrado numériamente la euaión de Langevin (6.1)del sistema para diferentes valores de amortiguamiento y altura de la barrera.En nuestras simulaiones hemos alulado el tiempo medio para que el sistemaalane por vez primera la barrera de potenial, MFPT (mean-�rst-passage-time). Para valores bajos del amortiguamiento, tal tiempo medio orresponde ala inversa de la tasa de esape. De auerdo on los maros teórios, las simula-iones se iniian on las partíulas situadas en el pozo de potenial metaestabley veloidad ero. Más adelante disutiremos algunas uestiones fundamentalessobre el problema de las ondiiones iniiales. Los valore medio mostrados han
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6.3. Tasa de esape: resultados numérios 141diferenias entre los distintos resultados, dividimos las tasas obtenidas por elresultado de Kramers para amortiguamiento débil (6.7). Reordamos que (6.7)se obtiene suponiendo amortiguamiento débil y barrera alta. Por omparaión,también dibujamos el resultado exato para la barrera arbitraria en el límitede amortiguamiento tendiendo a ero [28℄, r(γ → 0) = r
HTB

. Podemos verque las simulaiones realizadas a amortiguamiento γ = 10−4, muestran unresultado muy erano al exato, r
HTB

. El amortiguamiento es muy pequeñopero a valores tan bajos de γ aún se apreian diferenias respeto el resultadoel límite γ → 0. En ualquier aso se apreia una diferenia muy signi�ativaon respeto el resultado de Kramers. Esta diferenia muestra que los efetosde tamaño �nito son muy importantes en el régimen de amortiguamiento débily prevaleen a valores de la barrera relativamente grandes omo ∆U/kBT =

10. El aeramiento al límite de barrera in�nita es muy lento. Por ejemplo,
r

HTB
/r

KLD
=0.72 para ∆U/kBT = 5 y r

HTB
/r

KLD
=0.85 para ∆U/kBT = 10.En las páginas anteriores, hemos desrito los dos prinipales intentos deinluir los efetos de barrera �nita más allá del límite de amortiguamientonulo. El primero de ellos es el de Melnikov [108℄. Sin embargo, este resultado,omo puede apreiarse en las �gura 6.5(b) falla a barreras pequeñas aunquefuniona razonablemente bien a barreras moderadas.El segundo método fue propuesto por Drozdov y Hayashi [110℄ y omohemos visto, por onstruión, reupera el resultado orreto en el límite γ → 0para barrera arbitraria. En nuestras simulaiones estudiamos la validez delresultado de DH más allá de este límite. Como puede verse en Las �guras. 6.5and 6.6, la teoría DH explia nuestros resultados numérios en toda la regiónde amortiguamiento débil-moderado.En las �guras 6.5 (b) y () también mostramos resultados de la teoría BHLpara α = 1. Vemos que la teoría falla para γ = 10−4 pero funiona apreia-blemente bien si γ = 10−2 y ∆U/kBT > 6. Las otras teorías que extienden elresultado de Kramers de bajo amortiguamiento al régimen de amortiguamientomoderado a bajo (MM, PGH), dan resultados bastante similares a BHL.La �gura 6.6 muestra la dependenia de la tasa de esape dividida por elamortiguamiento, r/γ, para ∆U/kBT = 3 (�gura superior) y ∆U/kBT = 10�gura inferior, para dos valores de la temperatura y en funión del amortigua-miento del sistema. Además de la onordania on la teoría DH, omprobamosla onvergenia de los resultados al límite γ → 0 dado por r

HTB
(línea hori-zontal en ambas �guras). En el interior se dibujan los resultados de la teoríaBHL. La �gura permite uanti�ar el rango de validez de ada uno de los re-sultados y en partiular determinar el valor del amortiguamiento para el ualse entra en el rango de amortiguamiento muy pequeño. Además vemos quelas orreiones de barrera �nita se haen menos importantes al aumentar el
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Figura 6.6: Dependenia de la tasa de esape on el amortiguamiento del sistema.Dibujamos r/γ. Los puntos son los resultados numérios y las orrespondientes líneassólidas representan la teoría de DH. La línea negra horizontal es el límite de la euaiónon amortiguamiento tendiente a ero (6.19). Arriba: urvas de ∆U/kBT = 3. Abajo:
∆U/kBT = 10. Las �guras interiores omparan los resultados de DH on la teoríaBHL (líneas verdes).amortiguamiento, dado que el resultado BHL, que es un resultado de barrerain�nita, se aproxima al valor exato para γ ∼ 10−2.Para ompletar nuestro análisis nos damos uenta que al disminuir el amor-tiguamiento las urvas a diferentes temperaturas tienden a lo mismo, es deir,



6.4. El problema de las ondiiones iniiales 143la tasa sólo depende de la relaión ∆U/kBT . Esto se entiende al notar que lamayor parte de la ontribuión en las integrales en la euaión (6.19) provie-nen del fondo del potenial. Si la aión dentro del pozo se aproxima por laorrespondiente a un potenial armónio on la misma freuenia en el fondo,
E = (ω0/2π)J , with ω0 = ∂2

xV (xmin), la tasa (6.19) se puede esribir omo,
rHA = γ

[∫ ∆U/kBT

0
dx e−x

∫ ∆U/kBT

x
dy

e y

y

]
−1

, (6.33)que laramente depende úniamente del oiente ∆U/kBT . Resaltamos que,además de su simpliidad, la euaión anterior es una exelente aproximaióna (6.19). De heho, si se dibuja el resultado (6.33) y el (6.19) en la �gura 6.5,no es posible distinguir ambas urvas.6.4. El problema de las ondiiones iniialesNos planteamos ahora el estudio de la in�uenia de la ondiión iniial parala energía sobre los resultados de la tasa de esape. El esape térmio a bajoamortiguamiento es un problema de difusión de la energía. El esape se produ-e tan pronto omo las �utuaiones térmias proporionan su�iente energíaa la partíula para superar la barrera. Si el amortiguamiento es pequeño, adeterminados valores de la barrera este tiempo depende del valor iniial de laenergía de la partíula.Hasta ahora, para omparar nuestras simulaiones on la teoría, hemossupuesto que las partíulas omienzan en el fondo del pozo metaestable onveloidad nula. Desde el punto de vista experimental esta suposiión puedefallar. Las �utuaiones térmias no sólo proporionan energía su�iente parasuperar la barrera sino también energía inétia en el fondo del pozo. Conel �n de estudiar la importania de este tema hemos alulado las tasas deesape para dos nuevas ondiiones iniiales diferentes, v = ±
√
kBT/m y lasomparamos on una de veloidad iniial ero. Los resultados se muestran enla �gura 6.7. Como era de esperar, se observa que para barreras pequeñasla presenia de una energía inétia iniial disminuye el tiempo de esape ypor lo tanto inrementa la tasa de esape. La �gura también muestra que paraiertos valores de ∆U/kBT los resultados son independientes de las ondiionesiniiales utilizadas.Para entender los resultados obtenidos usamos el siguiente razonamiento:Hemos visto que uando las partíulas se oloan on veloidad ero en la parteinferior del pozo, el tiempo de ativaión es r−1. Sin embargo, si las partíu-las tienen energía iniial extra Ein, el tiempo de esape será menor y vendrá
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v =
√
kBT/m (puntos verdes) o v = −

√
kBT/m (puntos marrones). Las líneas repre-sentan las prediiones teórias de la euaión (6.34) para los asos on Ein = 0.5kBT .dado por r−1 − τ donde τ(Ein) da uenta del tiempo de ativaión hasta estaenergía extra, el ual se puede alular en el límite de bajo amortiguamientousando la euaión (6.33) reemplazando ∆U by Ein en ella. Juntando ambasonsideraiones, podemos generalizar las fórmulas de la tasa de esape:

rin =
1

r−1 − τ
. (6.34)Esta euaión muestra que tan pronto omo τ(Ein) ∼ r−1 el problema delas ondiiones iniiales afeta las tasas de esape. En La �gura 6.7, donde

Ein = kBT/2, esta orreión se vuelve importante para ∆U/kBT . 2. Si
∆U ≤ Ein el tiempo de paso es asi un proeso determinista que depende dela posiión iniial y la veloidad del sistema. La �gura 6.7 ilustra este efeto yon�rma nuestra prediión teória.



6.5. Resultados sobre la orriente de swithing 1456.5. Resultados sobre la orriente de swithingEn un típio experimento de JJ la funión de distribuión de probabilidadde la orriente de swithing de la unión P (I) se mide realizando muhas ur-vas orriente-voltaje donde la orriente se inrementa onstantemente a unaveloidad dada. A partir de estos resultados la orriente de swithing media
Isw y su desviaión estándar se pueden alular trivialmente. Tal P (I) puedeser fáilmente alulada a partir de las tasas de esape r(I) omo [25℄

P (I) = r(I)

(
dI

dt

)
−1(

1 −
∫ I

0
P (u)du

)
. (6.35)Invirtiendo esta relaión,. también las tasas de esape pueden alularse apartir de las medidas de P (I).En la �gura 6.8(a) mostramos los resultados numérios para el álulo dela orriente de swithing media a diferentes valores del amortiguamiento y losomparamos on las prediiones teórias. Los resultados numérios han sidoobtenidos integrando la euaión. (6.1) para un onjunto de uniones termali-zadas a I = 0. A partir de entones la orriente externa se inrementa on unarampa dada y se registran los eventos de swithing. Como es de esperar las pre-diiones basadas en BHL fallan en el régimen de amortiguamiento muy bajo.Sin embargo, sorprendentemente, también DH es inapaz de expliar nuestrosresultados numérios, que se enuentran en medio de ambas teorías. Esto sedebe a la ompetenia entre el tiempo de equilibrio del sistema, dado por γ−1,y el tiempo para el ambio de orriente, dado por la inversa de la rampa deorriente. Así, el swithing en el régimen de muy bajo amortiguamiento es unproeso de no equilibrio. El aoplamiento al baño externo es tan débil que elonjunto de uniones no son apaes de alanzar la energía de equilibrio térmiaantes del swithing. Así, el esape de las uniones se produe de manera similara lo que se llama evaporative ooling, donde las uniones más energétias son lasprimeras en saltar, y el onjunto de uniones que quedan atrapadas tienen unaenergía media inferior a la de equilibrio, están de modo efetivo enfriadas. Estaimagen se on�rma en la �gura. 6.8() donde, para un valor determinado delamortiguamiento, γ = 10−5 se muestra la energía media para las uniones atra-pados en funión de la orriente y la fraión de partíulas que han esapado.Se puede observar omo el onjunto iniialmente está termalizado, oiente 1,pero onforme omienzan los eventos de swithing (ontabilizados por la urvaverde), la energía media de las uniones atrapadas disminuye.También vemos en la �gura 6.8() que el esape de partíulas on un energíainiial que va desde Ein = KBT a ero uando se aumenta la orriente. La formamás senilla de introduir este heho en la teoría es asumir un valor promediode Ein = KBT/2 y utilizar nuestra euaión (6.34). La �gura 6.8(a) muestra
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Figura 6.8: (a) Corriente de swithing media a diferentes valores del amortiguamientopara T =0.01 y rampa de orriente İ =3.33×10−7 (rojo) y İ = 10−8 (azul). Lossímbolos sólidos son para las simulaiones numérias, las líneas a trazos para lasprediiones basadas en la teoría BHL, las líneas punteadas para la teoría DH ylas líneas sólidas para nuestra teoría, euaión (6.34) on Ein = kBT/2. Tambiéndibujamos (eje dereho) los valores de la barrera orrespondiente a la orriente deswithing media. (b) Dibujamos la orriente normalizada por 0.155, su valor en ellímite determinista, frente al amortiguamiento normalizado dividido por la rampa.() Energía media divida por kBT de las partíulas en el pozo (marrón) y fraiónde partíulas que ha esapado (verde) omo una funión de la orriente apliada(T =0.01, γ = 10−5 y İ =3.33×10−7).que de esta manera somos apaes de reproduir on bastante exatitud losresultados numérios. Esta orreión resulta ser importante uando la barreramedia para la orriente de swithing es del orden de la energía térmia. Véaseque en la �gura también se dibujó el valor de la barrera para la orriente



6.6. Disusión 147de swithing media (símbolos abiertos). Si el amortiguamiento es pequeño, elesape se produe en promedio para valores de ∆U/kBT también pequeños. Enese aso los efetos de barrera �nita y ondiiones iniiales son espeialmenteimportantes.Finalmente, mediante las euaiones Eqs. (6.33), (6.34) and (6.35) se puedever que en esta región del espaio de parámetros, los resultados dependen dela razón γ/İ, omo se on�rma en la �gura 6.8(b). Por lo tanto nuestra teoríapermite estimar los valores de γ/İ donde son neesarias orreiones de no-equilibrio. En la �gura hemos usado parámetros normalizados. Para normalizarla euaión (6.1) dividimos por V0 y el tiempo por ω−1 =
√
m/V0. Entones,los parámetros adimensionales son γ̃ = γ/ω = 1.50γ, T̃ = kBT/V0 = 6.45kBTy ˜̇I = İ/(ωV0) = 9.69İ (reordamos que en nuestras simulaiones V =0.155 y

m =0.35). De este modo, la �gura 6.8(b) permite una estimaión del valor ne-esario para el oiente entre el amortiguamiento normalizado y la rampa paraque los efetos de no equilibrio presentes en el artíulo puedan ser observados.6.6. DisusiónLos resultados obtenidos han estado motivados por el estudio de la dinámiade redes de uniones Josephson. Intentando entender os resultados mostradosen la �gura 4.12, hemos aabado estudiando el problema del esape térmio avalores pequeños del amortiguamiento. Obviamente, se trata de un problemamuho más general, que ha susitado enorme interés a lo largo de los últimos30 años y uyos resultados se aplian en muhas áreas ientí�as, en partiularen todos aquellos sistemas que están aoplados débilmente on el entorno [114,115, 116℄.Así, aunque hemos presentado nuestros resultados en el maro de las me-didas de la orriente de swithing en JJ, los resultados tienen una validezgeneral y pueden apliarse a ualquier experimento en el que se mide una tasade ativaión en funión de una parámetro externo que puede ser ontrolada avoluntad.En partiular, los resultados obtenidos onduen de manera natural al es-tudio del omportamiento de sistemas en el límite de amortiguamiento grande.Es interesante onoer los efetos de barrera �nita en ese límite y los efetosde ompetenia entre esalas temporales (la natural del proeso de ativaióny la �jada por la veloidad de ambio de un parámetro externo de ontrol)en los distintos proesos de ativaión térmia. De este modo busaríamostransferir los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento débil,energy-di�usion regime, al de amortiguamiento fuerte, phase-di�usion regime.



148 Capítulo 6. Ativaión térmia en el régimen de amortiguamiento débil.Este es el aso típio de muhos de los experimentos atuales sobre friiónatómia [117, 118, 119℄ o sobre la físia de sistemas biológios [120, 121℄.



Disusión y onlusionesMotivados por trabajos experimentales reientes, en esta tesis dotoral seha abordado el estudio detallado de las prinipales propiedades de �uxonesatrapados en redes de uniones Josephson regulares y asimétrias. Nos hemosentrado fundamentalmente en el estudio de las urvas I-V del sistema en pre-senia de �utuaiones térmias y en la identi�aión y araterizaión de losprinipales regímenes dinámios presentes y las transiiones entre los mismos.En partiular, se ha prestado una atenión espeial al problema del desanlajetérmio de �uxones en anillos regulares y rathet de uniones Josephson y laomparaión on los resultados basados en modelos monopartiulares. Así mis-mo, los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento pequeño noshan llevado a estudiar el problema del esape térmio de una partíula en eserégimen dinámio. Por último, se ha identi�ado y estudiado por vez primeraun estado de bajo voltaje de difusión del �uxón, exitado térmiamente, enredes subamortiguadas.El sistema físio de interés es una red de uniones Josephson en paralelodispuestas en geometría de anillo. Los métodos de fabriaión de anillos su-perondutores on uniones Josephson permiten variar a voluntad el área delas uniones empleadas y el tamaño de las eldas entre uniones. Esta �exibili-dad permite diseñar distintas on�guraiones donde el potenial efetivo de los�uxones atrapados en la red sea el deseado. En partiular destaamos el asode redes regulares (uniones y eldas iguales), donde diho potenial es simé-trio; y el de redes rathet (on alternania de dos tipos de uniones y eldasdistintas, o on eldas iguales y alternania de uniones de tres tamaños diferen-tes), on potenial efetivo asimétrio. En el apítulo 3 hemos araterizado lasprinipales propiedades estátias de �uxones en dihas on�guraiones. Se hanobtenido los poteniales de Peierls-Nabarro del sistema, evaluados las barrerasde energía, orrientes de desanlaje, freuenia y masas efetivas y validadoalgunas uestiones de la imagen �uxón-partíula. Este onoimiento ha sidoimportante para lograr una mejor omprensión de los fenómenos que se handesrito en los apítulos 4, 5 y 6 de la tesis.



150 Disusión y onlusionesLa urva araterístia de las redes de uniones Josephson es la llamadaurva I-V del sistema que muestra el valor del voltaje medio en funión dela orriente externa apliada. En los apítulos 4 y 5 mostramos numerososejemplos de tales urvas alulados para distintos tipos de redes y un amplioabanio de parámetros de las mismas. En grandes rasgos estas urvas estánaraterizadas por la presenia de una rama superondutora de voltaje nulo,una rama de bajo voltaje asoiada al movimiento del �uxón en el anillo (es-tá rama no se presenta si el amortiguamiento es muy pequeño) y una ramaóhmia de alto voltaje. La transiión entre las diferentes ramas ourre a lasllamadas orrientes de depinning y de swithing del sistema y es disontinua enel aso de redes de amortiguamiento moderado o bajo y ontinua para redessobreamortiguadas.El primer objetivo de esta tesis dotoral es el estudio del depinning térmiode �uxones en anillos pequeños de uniones Josephson en el régimen de amorti-guamiento débil. En este régimen, a temperatura ero, uando la orriente seinrementa el sistema salta desde el estado de voltaje ero superondutor alestado resistivo de v = i. Diho salto permite una lara araterizaión de laorriente de depinning del sistema idep. Si i > idep el sistema de euaiones delarreglo no admite soluiones estátias, y el �uxón omienza a moverse. Debidoal bajo valor del amortiguamiento, uando el �uxón se mueve en el arregloausa que todas las uniones ambien al estado de alto voltaje. Entones todaslas uniones rotan uniformemente pero on una diferenia de fase que tiene enuenta la presenia de los uanto de �ujo homogéneamente distribuidos a lolargo del arreglo ompleto. Para amortiguamiento pequeño las urvas I-V delsistema presentan una histéresis importante. Al disminuir la orriente el siste-ma retorna al estado superondutor a valores de la orriente muho menoresque idep. En nuestro trabajo nos hemos onentrado en el omportamiento delsistema al aumentar la orriente desde ero.Debido a las �utuaiones térmias, en un experimento el valor de la o-rriente de desanlaje ambia desde una I-V a otra, es una variable aleatoria onuna distribuión de probabilidad determinada. Esta funión está usualmentearaterizada por su valor medio y su desviaión estándar. El prinipal objetivode esta tesis fue estudiar numériamente omo se omportan estos observablespara diferentes parámetros del sistema (aoplamiento λ, amortiguamiento Γ ytemperatura T ) [123℄. Dihos resultados se presentan en los apítulos 4 y 5 dela tesis.Un punto importante del trabajo ha sido omparar nuestros resultados nu-mérios on los resultados basados en la imagen �uxón-partíula individual.Así, los resultados fueron estudiados en el maro teório del esape térmiode una partíula en un potenial sinusoidal inlinado. La onlusión prinipal



Disusión y onlusiones 151de nuestro trabajo es que para la mayoría de los asos esta imagen da unabuena estimaión de la orriente de desanlaje del �uxón. En efeto, en unaso experimental, donde los diferentes parámetros (prinipalmente λ, Γ y Ic)son onoidos on alguna impreisión será difíil identi�ar desviaiones delomportamiento esperado. Sin embargo, también hemos visto algunos efetosinesperados que los atribuimos a la disretitud. Así, para el aso de aoplamien-to pequeño (λ =0.4 y más pequeño) vemos un inremento en la desviaión delomportamiento de desanlaje del �uxón desde lo que esperábamos para laimagen de una partíula. Los arreglos on aoplamientos mayores son más er-anos al límite del ontinuo y los efetos de disretitud son más pequeños; aquíla imagen de una partíula funiona muho mejor.Es evidente que nuestra aproximaión no tiene en uenta un número im-portante de aspetos difíiles de manejar: el potenial unidimensional efetivopara el �uxón en el arreglo (potenial de Peierls-Nabarro) no es puramentesinusoidal, y el valor de la masa del �uxón no es onstante ya que dependede la posiión del �uxón y el valor de la orriente. También estamos despre-iando todos los grados de libertad del sistema exepto uno. Además hemosonsiderado la expresión para la tasa de esape en un aso unidimensional yel nuestro es multidimensional. Los primeros aspetos dan pequeñas orreio-nes a los resultados obtenidos y el aso mutidimensional usualmente se abordaon una rede�niión de la freuenia de intento que depende de la freueniade todos los modos estables en el mínimo y la silla [28℄. Diha freuenia sealula también en el apítulo 3 y se aproxima en gran medida a la freueniade Peierls-Nabarro del �uxón. En todo aso este onepto produiría ambiospequeños de los valores obtenidos on un error máximo menor del 7% (y ourrepara λ = 0,125). Por todo ello entendemos que es el papel relevante del restode modos de libertad del sistema el que produe las disrepanias obtenidas yque este papel es importante para valores pequeños del aoplamiento λ <0.4 ydespreiable por enima de este valor del mismo.Nuestros resultados para una partíula están de auerdo on las predi-iones de la teoría de Kramers para la tasa de esape exepto para algunoslímites. Se esperaba el desauerdo a altas temperaturas ya que las expresionesteórias están aluladas en el límite de barrera in�nita del sistema (Eb ≫ kT ).Este límite no se satisfae a altas temperaturas. También es ierto a pequeñastemperaturas, donde la mayoría de eventos de esape ourre a orrientes muyeranas a idep donde la barrera también es muy pequeña. Hemos observadoque la razón Eb/kT también en este aso es pequeña. Sin embargo fue unanotable sorpresa identi�ar un importante desauerdo entre los resultados denuestras simulaiones y las prediiones teórias para el esape de partíulasen el régimen de amortiguamiento muy pequeño. Diho hallazgo ondujo eldevenir del trabajo de tesis dotoral durante el último año y medio del mismo



152 Disusión y onlusionesy es el origen de los resultados presentados en el apítulo 6 de la tesis y a losuales nos referiremos más adelante.Continuando on el estudio de la dinámia de �uxones, otro efeto ines-perado observado a amortiguamiento pequeño es la emergenia de un estadode bajo voltaje exitado térmiamente, que llamamos difusión del �uxón. Paravalores pequeños del amortiguamiento las urvas I-V a temperatura ero nomuestran ningún estado de bajo voltaje y el sistema salta desde voltaje eroal estado de alto voltaje. Sin embargo, a temperatura su�ientemente alta seobserva la apariión de una rama de bajo voltaje que hemos identi�ado on unmovimiento de difusión térmia del �uxón. El voltaje de la red ambia primerodesde ero a esta rama y a una orriente mayor al estado de alto voltaje. Unaparte importante del apítulo 4 se ha dediado a la araterizaión de este mo-vimiento de difusión del �uxón y se observa por ejemplo que el rango de valoresde observaión del mismo depende de manera importante del amortiguamientoy el tamaño de la red.En la imagen �uxón-partíula, o el modelo RCSJ para una unión, general-mente se aepta que la difusión no puede oexistir on la histéresis. Kautz yMartinis [97℄ haen alusión a esto a través de argumentos del espaio de fase:si el valor de la orriente apliada es su�iente para permitir que el estadorunning estable oexista on los puntos �jos de voltaje ero, las uenas deatraión para el estado running neesariamente se separan de las uenas deatraión de ualquieras dos puntos �jos veinos. De esta manera, los saltosde fase entre dos puntos �jos están prohibidos, ya que el sistema debe pasarprimero a través de la uena de atraión del estado running. Mientras queen las seiones previas hemos mostrado que el esape iniial del �uxón desdesu mínimo se puede expliar por ativaión térmia de una partíula, el estadode difusión del �uxón en las urvas I-V subamortiguadas no se puede expliarde manera similar.En los experimentos sobre difusión de fase en uniones Josephson indivi-duales on amortiguamiento débil, la oexistenia de la difusión de fase y lahistéresis se explia por el efeto de la impedania del iruito externo ao-plado a la unión. Diha impedania introdue grados de libertad adiionalesen el sistema y ondue a un amortiguamiento efetivo que depende de la fre-uenia. En nuestro aso no existe tal iruito externo, pero el entro de masasdel �uxón está aoplado al resto de grados de libertad del sistema total. Es lainteraión entre el �uxón y el resto de modos del sistema, que han sido ex-itados térmiamente, lo que posibilita la existenia de un estado de difusiónestable en el anillo a pesar del bajo valor del parámetro de amortiguamiento.El estudio de la estabilidad de la rama de difusión en redes de distinto tamañoa revelado que la estabilidad del mismo aumenta de manera importante on el



Disusión y onlusiones 153tamaño del sistema.La existenia de estados de bajo voltaje en el anillo permite la de�niión deuna nueva orriente rítia, la orriente de swithing que mara el salto a la ra-ma óhmia de alto voltaje. El estudio del valor medio y la desviaión estándarde la distribuión de probabilidad asoiada a esta orriente muestra que ambosparámetros dependen débilmente de la temperatura y la anhura de la distri-buión es pequeña en omparaión on la anhura de las distribuiones parala orriente de depinning a temperaturas similares. Las urvas de la desviaiónestándar frente a la temperatura muestran un máximo a una temperatura dadaque permite araterizar la temperatura de apariión del estado de bajo vol-taje en el sistema. Sin embargo, tal y omo hemos menionado anteriormente,esta orriente si que depende de manera importante del tamaño del sistema.El estudio de esta dependenia se está realizando en la atualidad.Menionaremos que hasta el desarrollo de esta tesis no existían resultadosexperimentales o numérios que estudien sistemátiamente el esape térmiode �uxones o solitones en arreglos disretos. Guiados por nuestros resultadosnumérios, en la atualidad el grupo del Dr. Kenneth Segall en la ColgateUniversity está llevando a abo una serie de experimentos al respeto. En ellosse ha on�rmado on laridad la presenia de la rama de difusión de bajo voltajedesrita en esta memoria. Además, deseamos menionar el trabajo heho porA. Wallra� et al sobre vórties en uniones Josephson largas [23℄, el análogo en elontinuo de nuestro sistema. Con respeto a los avanes teórios queremos itartambién el trabajo reiente [122℄ en donde se reporta la diferenia prinipalentre el efeto túnel uántio marosópio en uniones Josephson del efetotúnel de una partíula uántia.En el apítulo 5 hemos estudiado el aso de redes on poteniales asimé-trios. En este aso se trata de redes de 9 uniones Josephson on tres tipos deorrientes rítias lo que al �nal, para valores del aoplamiento por enima deun umbral indue un potenial simétrio extendido a lo largo de tres eldas dela red y on un únio mínimo y máximo por periodo. Los resultados muestranla asimetría en la de�niión de las orrientes de desanlaje y las urvas I-V delsistema. Comprobamos omo las urvas obtenidas pueden entenderse en unmaro omún y son aproximadas razonablemente por la teoría de ativaióntérmia de partíulas. En ualquier aso se observa que las orrientes de esapede estas redes son muho mayores que las orrientes rítias de redes regulareson valores de λ similares. La diferenia entre la orriente de esape en lasdos direiones de la rathet, para un valor espeí�o del aoplamiento (de lossimulados en este trabajo) se mantiene relativamente onstante on la varia-ión del amortiguamiento. Por otro lado, esta diferenia entre las orrientes deesape tiene un máximo para el amortiguamiento λ =0.4 omparado on los



154 Disusión y onlusionesotros dos valores del aoplamiento, esto es, λ =0.6 y λ =0.8.Es notable señalar que, en general, el sistema de nueva uniones on un�uxón en on�guraión rathet, no presenta regiones de difusión, aún a tempe-raturas altas, hasta que el amortiguamiento es signi�ativo. Pensamos que estoes debido al pequeño tamaño del sistema que onsideramos (potenial periódi-o de tres pozos para el �uxón). Queda pendiente el estudio de este fenómenoen redes mayores.Nuestro trabajo sobre el omportamiento de �uxones en redes asimétriases un primer paso en un proyeto a largo plazo de diseño y mediión de laspropiedades de �uxones en rathets uántias. Utilizando uniones muho máspequeñas y temperaturas menores diho estudio es en la atualidad fatibledesde un punto de vista experimental.Como dijimos anteriormente, uno de los resultados más relevantes enon-trados es la inapaidad de las prediiones teórias usuales para dar uentade los resultados obtenidos a muy bajo amortiguamiento. Motivados por losresultados mostrados en las �guras 4.11 y 4.12 el apítulo 6 se dedia al estudiodel problema de Kramers, el problema del esape térmio de un potenial me-taestable, a valores del amortiguamiento muy pequeños. Nuestros resultadosindian que en este régimen los efetos de barrera �nita son fundamentales yla onvergenia al resultado de barrera in�nita muy lenta. Por ello las teoríashabituales no son apaes de estimar on preisión las tasas de esape y en sulugar hay que emplear otros resultados. En nuestro trabajo demostramos que,entre las teorías existentes, la teoría de Drozdov y Hayashi, una ombinaiónde los resultados exatos en el límite Γ → 0 y el desarrollo de Melnikov queextiende los resultados de Kramers barrera in�nita a valores moderados delamortiguamiento, es apaz de reproduir los resultados numérios de las tasasde esape en todo el rango de barreras y amortiguamiento.Sin embargo, los resultados sobre el valor medio de la orriente de esapeaún no pueden ser entendidos satisfatoriamente, a pesar de emplear la teoríaorreta para las tasas de esape. Hemos detetado que ello es debido a quepara valores su�ientemente pequeños del oiente entre el amortiguamientoy la rampa de la orriente el proeso de esape es un proeso de no equilibriodonde el esape �de las partíulas más alientes del sistema� provoa que laenergía promedio de las partíulas atrapadas en el pozo sea menor que laenergía térmia disponible. Basándonos en un estudio sobre el efeto de lasondiiones iniiales en los proesos de esape a barrera pequeña hemos sidoapaes de desarrollar una teoría senilla que permite una orreta prediiónteórias de los resultados enontrados en las simulaiones.
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