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Prologo

El trabajo realizado en esta tesis doctoral estd centrado en el estudio
computacional del efecto de la temperatura en las propiedades dindmicas, fun-
damentalmente en el desanclaje o “depinning” de fluxones en una serie de dis-
positivos superconductores basados en uniones Josephson. Desde este punto de
vista, podria decirse que se trata de un trabajo de fisica de estado sélido, o de
un trabajo en el campo de la superconductividad aplicada o incluso propio del
mundo de la ingenieria de dispositivos superconductores.

Por otro lado, hemos de tener presente, que una unién Josephson supone
una excelente realizacién experimental de uno de los sistemas-modelo mas im-
portantes de la fisica no lineal: el péndulo. Asi, una red de uniones Josephson
acopladas entre si corresponde a una modelizacién de un conjunto de oscilado-
res no lineales acoplados. Como veremos, el sistema elegido, un anillo formado
por uniones conectadas en paralelo, se corresponde con un conjunto de pén-
dulos unidos por muelles de torsiéon. Entre otras cosas, dicho sistema es muy
interesante por poseer un tipo especial de solucién: los famosos solitones, uno
de los objetos paradigma de la ciencia no lineal. Desde un punto de vista fisico
un solitén se corresponde con un cuanto de flujo magnético o fluxon en el sis-

Figura 1: Fotografia de un chip en el que se han disefiado muchos anillos superconduc-
tores con uniones Josephson para la realizacion de distintos experimentos (izquierda).
Fotografia de uno de los anillos, formado por nueve uniones (centro). Ampliaciéon mos-
trando una de las uniones Josephson (derecha). Cortesia del Dr. K. Segall, Colgate
University, EEUU.
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tema superconductor y la configuraciéon en anillo es especialmente interesante
por posibilitar que una vez creados dichos fluxones o solitones queden atrapa-
dos en el sistema. Por tratarse de un sistema discreto, nuestros solitones (los
llamaremos kinks en muchas ocasiones, ya que la palabra solitéon suele reservar-
se a estos objetos en el continuo) estan anclados a la red y por lo tanto sufren
un proceso de desanclaje en presencia de campos externos, proceso que como
veremos se ve afectado de manera importante por el efecto de la temperatura.
Desde este punto de vista, podria decirse que nuestro trabajo es un trabajo de
ciencia bésica en el campo de los sistemas dindmicos no lineales, en este caso
perturbados por ruido, y las conclusiones obtenidas pueden tener interés en
ambitos muy lejanos al de la fisica de sistemas superconductores.

Estas memorias son parte de la experiencia de vida, inmerso en una nueva
cultura y con el apoyo e interaccion de formidables seres humanos y excelentes
cientificos comenzando por Juanjo y los demds del Non Linear and Statisti-
cal Physics Group, y los miembros del Departamento de Fisica de la Materia
Condensada, a todos ellos quiero expresarles mi profunda gratitud.



Capitulo 1

Introduccion

Tal y como hemos expuesto en el prologo de esta memoria, el trabajo rea-
lizado puede ser introducido tanto desde la perspectiva de la fisica de los dis-
positivos superconductores basados en uniones Josephson como desde la pers-
pectiva de sistemas dindmicos no lineales, dos perspectivas complementarias y
a las que nos referiremos numerosas veces en lo que sigue. En cualquier caso,
dado que la fisica es una ciencia eminentemente experimental y que ha sido un
conjunto de experimentos concretos la primera motivacion de la realizacion de
este trabajo de tesis doctoral, comenzaré la introducciéon del mismo con este
capitulo que resume algunos de los aspectos mas sobresalientes de la fisica de
una unién Josephson desde la perspectiva del trabajo realizado y su conexién
con la fisica de los sistemas dindmicos no lineales.

1.1. Unién Josephson

1.1.1. Superconductividad

La superconductividad es un fenémeno natural que se presenta en circuns-
tancias especiales de temperatura y presion. Muchos materiales no exhiben sus
propiedades superconductoras hasta que en ellos la temperatura se aproxima
al cero absoluto, por esta razoén el descubrimiento de la superconductividad
tuvo que esperar hasta el desarrollo tecnoldgico de la criogenia. Kamerlingh
Onnes [1, 2| investig6 la resistencia eléctrica en metales a baja temperatura
enfriando las muestras con helio liquido a 4.2 K y 1 atmosfera de presion.
Después de una serie de experimentos realizados por su asistente, Gilles Holst,
quien observo que la resistencia eléctrica del mercurio, cafa en picada a cero,
cuando se sometia a un bano de helio liquido, Onnes report6 que por deba-
jo de una temperatura critica, el mercurio pasaba a un nuevo estado, el cual
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teniendo en cuenta sus sorprendentes propiedades eléctricas, se denomind, es-
tado superconductor. Actualmente se encuentran materiales superconductores
a temperaturas por encima de los 90 grados Kelvin, lo que facilita y economiza
a la vez su observaciéon pues posibilita el enfriamiento con nitrégeno liqui-
do y permite ampliar las aplicaciones de la superconductividad. Ademés de
conductividad perfecta, la superconductividad esté caracterizada por el efecto
Meissner; esto es, la capacidad del material de expulsar el campo magnético
de su interior (diamagnetismo perfecto) [3, 4].

La superconductividad es un fenémeno inherentemente mecano cuantico
que se manifiesta en si mismo a escala macroscopica. Muchas de sus propie-
dades pueden ser entendidas en el marco de un modelo cuantico macroscépico
(MQM). Esta descripcion (MQM), no solo abarca los resultados del mode-
lo clésico, sino también describe autoconsistentemente otras propiedades de
los superconductores de relevante aplicacién, por ejemplo, un aparato elec-
tronico superconductor conocido como unién Josephson [5, 6], el cual es el
alma de la mayoria de dispositivos superconductores de pequena escala. Es-
tas uniones forman la base de magnetémetros sensibles, capaces de detectar
campos magnéticos producidos por el cerebro humano, los cuales son del orden
de 107'% Tesla. Ademas, la respuesta de una uniéon Josephson a la radiacion
electromagnética forma la base del estandar de voltaje actual [7, 8, 9]. En la
actualidad, dispositivos basados en uniones Josephson se usan para investi-
gar problemas fundamentales de la mecénica cuantica y realizar propuestas de
procesado cuédntico de la informaciéon y computaciéon cuantica, ver por ejem-
plo [10, 11, 12, 13, 14, 15]

1.1.2. Efecto Josephson

En su trabajo de 1962 [5] Brian Josephson estudio el tunel de pares de
Cooper entre dos metales superconductores y predijo el renombrado efecto Jo-
sephson. Desde entonces se han realizado centenares de trabajos en los que
se estudia el comportamiento de uniones individuales, de redes de uniones
Josephson o de otros dispositivos més complejos que contienen uniones Jo-
sephson [3, 4, 6, 7, 8, 9].

Merece la pena decir no obstante que aunque el efecto Josephson fue in-
troducido y ha sido estudiado fundamentalmente en el contexto de la super-
conductividad, la fisica conocida bajo el sobrenombre de efecto Josephson se
aplica a otros sistemas cuantico macroscopicos débilmente acoplados [16]. Al-
gunos ejemplos son el efecto Josephson entre superfluidos débilmente acoplados
(ver Ref. [17] por ejemplo) y el reciente interés sobre efecto Josephson en con-
desados de Bose-Einstein débilmente acoplados (ver Ref. [18] por ejemplo).
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Figura 1.1: Esquema de una unién Josephson de tipo tunel, formada por dos metales
superconductores separados por una fina barrera de aislante.

Con respecto al efecto Josephson en superconductores existen diversos tipos
de uniones y geometrias que lo presentan. Josephson estudié el caso de una
union tipo tunel. En este caso dos superconductores estan separados por una
barrera de aislante y el transporte de corriente ocurre mediante el tunel de
pares de Cooper entre los dos electrodos superconductores de la unién (unién
superconductor-aislante-superconductor o SIS, figura 1.1). Las uniones de tipo
tinel son las mas habituales y a ellas nos referiremos en nuestro trabajo. Otra
opcién es una uniéon formada por dos superconductores separados por un metal
en estado normal (union SNS). Otro dispositivo que presenta efecto Josephson
es un micro-puente. El micro-puente estd formado por un estrechamiento en
un superconductor. Si el estrechamiento es suficientemente pequeno en esa
zona se rompe la superconductividad y las dos zonas superconductoras quedan
acopladas débilmente a través del micro-puente. Por ultimo nos referiremos a
los contactos puntuales. Sea por ejemplo un superconductor que acaba en una
punta que a su vez toca a otro superconductor. Las reducidas dimensiones del
contacto en la punta hacen que en esa zona se rompa la superconductividad y
el acoplo entre los superconductores sea débil.

En el marco del modelo cuantico macroscopico (MQM) de la superconduc-
tividad, el estado superconductor se describe por una funcién de onda mecano
cuantica

Y(7t) =| (1) | 0 (1.1)

donde la densidad local de pares de Cooper esta dada por
ns(F,t) =| (7. 1) | (1.2)

La fase 6(7,t) juega un papel esencial en la descripcion de las propiedades de
transporte del superconductor. A partir de la ecuacién de Schrodinger para una
particula cargada en un campo electromagnético puede obtenerse la densidad
de corriente superconductora
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Figura 1.2: El solapamiento de las funciones de onda 7 y 12 a ambos lados de la
unién es la base del efecto Josephson.

que podemos rescribir como

*
Js = ¢"n’(r,t) < " (e, t) - q—*A(r,t)> . (1.4)
m m
Puede verse que la corriente superconductora, un observable del sistema, de-
pende de la fase de la funciéon de ondas macroscopica y el potencial vector, que
no pueden ser medidos experimentalmente por depender de la eleccion de gau-
ge. Resulta entonces natural introducir el gradiente de fase invariante gauge @
definido por

q* 27
= —=—A= —A 1.
¢ =Vb " Vo + By (1.5)

(la carga del par de Cooper es -2e y el cociente h/2e suele escribirse en funcién
del cuanto de flujo magnético @9 = h/2e, asi ii/2e = ®y/2m).

El fundamento fisico una unién Josephson, se basa en el solapamiento de
las funciones de ondas a ambos lados de la union (figura 1.2).

1.1.3. Uniones tinel superconductoras. Ecuaciones de Joseph-
son

Una unién Josephson de tipo tinel es un dispositivo de la fisica del estado
solido formado por dos electrodos superconductores (normalmente Niobio o
Aluminio) separados por una barrera fina de aislante (normalmente un 6xido
de Aluminio), ver Fig. 1.1.
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Figura 1.3: Dependencia con la temperatura de la corriente critica de una unioén.

Josephson encontré que el comportamiento de la unién esta controlado por
el valor de la diferencia de fase invariante gauge entre los electrodos supercon-
ductores

2 (% - .
Y = 91 — 92 — E / A(?“,t)dl, (1.6)
1

donde 6; es la fase de la funcién de ondas macroscopica en el electrodo i (¢; =
Vi€ y A el potencial vector.

Las ecuaciones bésicas del efecto Josephson son:

I =I.sinyp (1.7)
' hd
¥
. 1.
2e dt (18)

A partir de ellas podemos ver que, efecto Josephson DC. es posible tener
una corriente superconductora a través de la union con voltaje 0 (entonces ¢ es
constante). Esta corriente tiene un valor maximo posible que esta dado por I,
la corriente critica de la unién. Sin embargo, efecto Josephson AC, si la union
es sometida a un voltaje constante, ésta responde con una corriente alterna de
frecuencia dada por 2eV/h (483.6 GHz/mV).

La energia potencial asociada con las supercorrientes a través de la unién
estd dada por
Uj=—Ejcosp, (1.9)

con E; = hl./2e. Un primer requisito para observar el efecto Josephson es que
la energia Josephson exceda la energia térmica Ej > kT (1. > 2ekgT/h).

La corriente critica de la uniéon I. depende de manera importante de la
temperatura (Fig. 1.3). Dicha dependencia es normalmente aproximada por la
ecuacién de Ambegaokar-Baratoff [19]

A
I.R, = 7;— tanh(A /2kpT). (1.10)
e
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Aqui R, es la resistencia normal de la unién y A(T) el gap de energia su-
perconductor. A T=0 tenemos I.R,=nA(0)/2e con A(0) =1.764kpT, y para
T— T, I.R, ~ (234rkp/e)(T. — T).

1.1.4. Modelo RCSJ de una union

Para estudiar la curva intensidad-voltaje, curva IV o curva caracteristica de
la uni6n, usamos el llamado modelo RCSJ (resistively and capacitively shunted
junction) |20, 21| (ver Fig. 1.4). En este modelo la corriente total a través
de la unién es la suma de tres contribuciones: la corriente superconductora
Josephson (debida al tunel de pares de Cooper), una corriente resistiva normal
(debida al tunel de portadores normales) y un canal capacitivo (asociado con
la capacidad de la unién). I = Iy + I+ Ic con Iy = I.sinp, Ir = V/R y
Ic = CdV/dt. Entonces

o1
[=CV+ 5V +Ising. (1.11)

Si aplicamos la segunda relacion de Josephson [V = (®y/27)(dp/dt)] y nor-
malizamos la corriente con respecto la corriente critica de la union, i = I /1,
tiempo respecto a la frecuencia de plasma de la unién w, = /27l./®oC e
introducimos el parametro de amortiguamiento I' = /®q/27I.C R2 !, obtene-

mos

i=N(p) =¢+T¢+sine. (1.12)

1.1.5. JJ y ciencia no lineal

La ecuacion 1.12 describe de forma adimensional la dindmica de la diferen-
cia de fase de la unién como funciéon del parametro de amortiguamiento de la
misma y de la corriente normalizada que atraviesa la unién. Esta ecuacion es
idéntica a la ecuacion que describe las oscilaciones (y rotaciones) de un péndulo
no lineal forzado y amortiguado en un campo gravitacional y también es idénti-
ca a la ecuacion que describe la dindamica de una particula en un potencial sinu-
soidal inclinado (the tilted washboard potential): U(p) = —Ejcosp — (Rl /2e)p
[masa m = (h/2e)?C y amortiguamiento v = (h/2¢)?(1/R)], ver Fig. 1.4. Am-
bos sistemas son analogias mecénicas sencillas de la unién e ilustran porqué los
dispositivos con uniones Josephson son sistemas experimentales ideales para
estudiar aspectos basicos de la fisica no lineal.

'El amortiguamiento en ocasiones es definido en términos del factor de calidad de la union
Q = 1/T" o del parametro de Stewart-McCumber 3. = 1/\/f = 27rICCR2/<I>0
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I(T) I.sin¢ R% ::C

Figura 1.4: Circuito para el modelo RCSJ de la unién y dos analogias mecanicas: el
péndulo forzado y amortiguado y la particula en un potencial sinusoidal inclinado.

1} r=0.2 I
o I o

S ot re S
Il -1 Il
o ret -

b

, , e ,
-5 -10 -05 0,0 0,5 1,0 15 -
V/ICR=|'<d¢/dt> V/ICR=r<d¢/dt>

Figura 1.5: Curva IV de una unién Josephson segtn el modelo RCSJ habitual, R=cte.
(Eq. 1.12). Para T' =0.2 coexisten dos soluciones distintas en el rango de corrientes
entre la corriente critica, I, y la de reatrapamiento, e, (caso de amortiguamiento
bajo). Para I' =5.0 (caso sobreamortiguado) el voltaje es una funcion tnica de la
corriente.

1.1.6. Curva IV

La figura 1.5 muestra una curva IV calculada numéricamente para una
uniéon a dos valores distintos del amortiguamiento. Para amortiguamientos
grandes (figura con I'=5) el voltaje es una funciéon tunica de la corriente y
aumenta de manera continua desde cero en cuanto I > I, y se aproxima a
la relacion 6hmica (I = V/R, o i = I'(dp/dr) en unidades normalizadas) a
corrientes altas. Para valores menores del amortiguamiento la curva IV presen-
ta histéresis (ver figura con I'=0.2). Al aumentar el valor de la corriente, en
I = I¢ la union salta del estado de voltaje cero a la rama resistiva I = V/R. Si
ahora se decrece la corriente, el voltaje decrece continuamente y se anula para
I = I,¢ (corriente de reatrapamiento). Para valores suficientemente pequenos
del amortiguamiento Iyet/I. ~ 41" /7.

La figura 1.6 muestra una curva experimental IV en una unién de tipo tunel
Niobium-Aluminum Oxide-Niobium. Se observa que a I el voltaje de la union
salta desde 0 hasta el valor del voltaje de gap V; = 2A(T)/e (Vy/I.R, = 4/7
a baja T'). Este voltaje corresponde a la energia necesaria para romper los
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Figura 1.6: Esquema de una curva IV experimental de una unién individual. La re-
sistencia de la union para valores de voltaje inferiores al voltaje de gap (resistencia
subgap) es marcadamente diferente del valor de la resistencia por encima del voltaje
de gap (resistencia normal).

pares de Cooper. A valores mayores de la corriente, el voltaje se incrementa y
sigue una dependencia 6hmica con resistencia dada por la resistencia en estado
normal R,. Si se decrece la corriente, el voltaje disminuye hasta alcanzarse el
voltaje de gap y luego retorna a cero para valores pequenios de la corriente. Esta
dependencia no-lineal de la curva muestra la existencia de dos regimenes de
disipacion muy diferentes en la unién, uno para voltajes por encima del gap y
otro para voltajes inferiores al gap. Las propiedades de transporte por encima
del gap estan gobernadas por los electrones en estado normal, mientras que
las propiedades de transporte para voltajes inferiores al gap estdn usualmente
determinadas por la densidad de las cuasi-particulas (electrones individuales
en un mar de pares de Cooper).

Una aproximacion tedrica sencilla para modelar este comportamiento es
utilizar el modelo RCSJ con una resistencia no lineal R(V) tal que R=R,
si V>V, y R=Ry(T) si V<V,. En las uniones tipo tunel la resistencia sub-
gap normalmente exhibe una dependencia muy importante con la temperatura
dada por Rey(T) ~ R,e/*#5T.

Una expresion del tunel de cuasi-particulas vélida para kT < Ay V <V,
esta dada por [9]

2 2A N\ /2 eV eV
[, — = AT (25 A) sinh K, .
» =R € Vioa) (VAA)snb| oo ) Kol o r
(1.13)
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Figura 1.7: Esquema de una unién Josephson larga (izquierda) y dependencia espacial
de la fase y su derivada para una unién con un solitoén (derecha).

Por otro lado, en algunas investigaciones y aplicaciones, es conveniente in-
troducir en el circuito una pequena resistencia paralela a la unién. En este caso
la resistencia equivalente de la unién es pequena e independiente del voltaje.
Esto produce un valor grande de I', el limite sobreamortiguado del modelo
RCSJ es apropiado y la curva IV no muestra histéresis (Fig. 1.5 con I' = 5).

Por ultimo, merece la pena mencionar que en algunos casos, fundamental-
mente cuando se trata con uniones pequenas, para describir el comportamiento
del sistema es esencial considerar también la impedancia del circuito externo.

1.1.7. Uniones Josephson “largas”

Una unién Josephson larga (long Josephson junction) es una uniéon (Fig. 1.7)
en la cual una dimension (sea x) es grande con respecto a la llamada longitud
de penetracion de Josephson [7]. En este caso la diferencia de fase no puede ser
considerada constante en toda la uniéon y depende también de la coordenada
espacial, por lo que se expresa como p(x,t).

La electrodindmica de la unién se describe en este caso por una ecuaciéon
nolineal en derivadas parciales que, despreciando efectos disipativos, puede ser
escrita como

Doz — Py = SIN Q. (1.14)

Dicha ecuacién se corresponde a la llamada ecuacién de sine-Gordon, popu-
lar por soportar solitones, soluciones coherentes localizada tipo particula del
sistema. La variable () se corresponde tanto con la diferencia de fase como
con el flujo de campo magnético normalizado. Entonces, un solitoén en la union
corresponde a una soluciéon en la que la fase cambia de cero to 27; o el flujo de
cero a Pg; esto es, un cuanto de flujo magnético o fluxén.

Si incluimos disipacién y una corriente externa, la dindmica del sistema es
descrita por una ecuacion de sine-Gordon perturbada

Pre — Pit — SINY = apy — BPrer — 7- (1.15)
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Figura 1.8: El escape de una unién del estado superconductor en la presencia de
fluctuaciones térmicas es un problema analogo al escape de una particula de un pozo
en un potencial coseno inclinado.

En esta tesis no vamos a trabajar sobre modelos de uniones Josephson
largas. Sin embargo, una red de uniones Josephson en paralelo puede ser consi-
derada como la version discreta de una union Josephson larga. Ademas, entre
otras cosas, estas configuraciones son sistema experimentales ideales para es-
tudiar de las propiedades de solitones, por ello han recibido una atencién muy
importante desde el campo de la fisica no lineal. Para aprender mas sobre las
uniones largas puede consultarse el libro de Barone y Paterné |7], el siguiente
articulo de revision de A. Ustinov [22]| y las referencias incluidas en él o el
trabajo de Wallraff sobre vortices cuanticos en uniones largas [23].

1.2. Efecto de la temperatura

1.2.1. Adicion de ruido térmico

Las fluctuaciones térmicas pueden ser incluidas en el modelo mediante la
adicion de una fuente de corriente ruidosa I(t) con (I(t)) = 0y (I(t)I(t')) =
(2kpT/R)6(t — t'). En este caso la corriente total, en unidades normalizadas,
esta dada por

i=N(p)=¢+T¢p+sinp+i (1.16)

con (i(r)) = 0y (i(r)i(r")) = (2LkpT/Ey)é(r — 7).

1.2.2. Modelo de salto de barrera y efecto de la temperatura

En presencia de ruido térmico, cerca de I. la uniéon puede escapar del estado
de voltaje nulo gracias a las fluctuaciones térmicas, y cerca de I,.¢ puede volver
al estado de voltaje cero (Fig. 1.8).
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Un experimento tipico es la medida de la curva IV de una unién. En este
caso lo que se hace es imponer una rampa de cambio de la corriente y medir
el voltaje en la unién para distintos valores de la corriente. La dinamica de la
union es tan rapida (dada por w, ~ centenares de GHz) que la electrénica de
medida s6lo es capaz de dar el valor medio de la senal del voltaje o voltaje
dc de la unién. Buscando el analogo con el problema de una particula en
un potencial periédico inclinado se trata de ir inclinando el potencial poco
a poco, con una determinada velocidad y buscar el momento en el cual la
particula, por excitacion térmica es capaz de superar la barrera de potencial. Si
el amortiguamiento del sistema es suficientemente pequeno una vez la particula
supere la barrera habra adquirido la energia suficiente para deslizarse por el
potencial sin ser atrapada por ninguno de los pozos metaestables restantes.

Este proceso de escape térmico depende de tres variables fundamentalmen-
te: el amortiguamiento, la temperatura y la rampa aplicada. Una rampa lenta
posibilita que el escape se observe a valores menores de la corriente. Dado que
el proceso de escape térmico es estocastico dicho experimento debe repetirse
muchas veces y al final somos capaces de calcular el valor medio de la co-
rriente de escape (o valor medio de la corriente de desanclaje, de depinning,
o de switching), su desviacion cuadratica media y de hecho la distribucion de
probabilidad completa P(I).

Esta distribuciéon de probabilidad se puede relacionar con la tasa de escape
de una particula de un potencial metaestable r(I) que basicamente mide el
tiempo de vida media de una particula en el pozo metaestable de potencial (su
inverso) o el flujo de particulas fuera del pozo de potencial. En nuestro caso
ese potencial estd dado por U(I)/Ey = —cosp — (I/1.)p.

La distribucion de corrientes de escape P(I) esta relacionada con la tasa
de escape r(I) a través del siguiente argumento [24, 25, 26]. Sea la corriente
0 a tiempo ¢t = 0 e incrementemos esta con una tasa constante dada por I.
La probabilidad W (I(t)) de que el sistema persista en el estado metaestable a
tiempo t viene dada por

W(I(t)) = exp [— /O t r(I(t’))dt’] (1.17)

Realizando un cambio de variable de ¢’ a I(t’') tenemos

r I?“ /
P(I) = —%W{I) = %exp [—/0 %dl’} (1.18)

A partir de aqui podemos calcular el valor medio de la corriente de escape o
su desviacion cuadratica media por ejemplo.
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Otra expresion util e igualmente vélida es la siguiente [25]

Py = "4 (1 - /OIP(u)du) (1.19)

1.2.3. El “problema de Kramers” y uniones Josephson

Bajo el sobrenombre de “problema de Kramers” (Kramers problem) se co-
noce el problema de encontrar la tasa de escape de una particula fuera de un
potencial metaestable. Dicho problema juega un papel fundamental en muchas
areas de la fisica incluyendo la fisica de bajas temperaturas, la fisica nuclear y
la fisico-quimica. [27, 28, 29|

Como acabamos de ver, existe una relaciéon directa entre la medida de la
funcion de distribucion de probabilidad P([), probabilidad de que una unién
salte al estado 6hmico a un cierto valor de la corriente cuando se somete a una
rampa uniforme de corriente externa, y el valor de la tasa de escape r(I), inverso
del tiempo medio de persistencia de la unién en el estado superconductor. Esta
relacion nos indica por lo tanto que las uniones Josephson son un sistema ideal
donde medir la tasa de escape de un sistema y confrontar los resultados con los
resultados teoricos existentes. La comprension de dicho fenémeno, tanto en el
caso clasico como en el cuantico del mismo, para el caso de uniones pequenas
donde el mecanismo fundamental de escape es por efecto tunel ha sido objeto
del trabajo de muchos grupos de investigacion [24, 25, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 10].

Desde los trabajos de Martinis, Devoret y Clarke fundamentalmente [34]
se asume que la tasa de escape 7esc en el régimen clasico puede ser aproximada

w AU
Tesc = G/t%exp <_ij—T> s (120)

por

donde a; es un prefactor que depende del valor del amortiguamiento |28, 29| y
que en el régimen de amortiguamiento moderado-bajo puede ser aproximado
por el resultado de Biittiker, Harris y Landauer [36]

ar = 4a/[(1 + akpT/1.8TAU)Y? + 1]? (1.21)

aqui « es un coeficiente en torno a la unidad.

Dicho resultado es correcto para un cierto rango de valores del amortigua-
miento. El daltimo capitulo de este trabajo de tesis doctoral esta dedicado a un
estudio numeérico detallado del valor de la tasa de escape de un sistema en un
amplio rango de valores de amortiguamiento. Dichos resultados numéricos se-
ran confrontados frente a numerosos resultados teoricos y se estudiara el rango
de validez de los mismos.
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Figura 1.9: Esquemas de diferentes tipos de redes de uniones Josephson. Cada cruz
representa una unién Josephson.

1.3. Redes de uniones Josephson

Los sistemas hechos con superconductores interrumpidos por uniones Jo-
sephson son conocidos habitualmente como redes de uniones Josephson. La
figura 1.9 muestra algunos ejemplos de tales arreglos. Todos ellos son faciles de
fabricar y han sido estudiados ampliamente. El primer dispositivo consiste en
una red de uniones Josephson en serie. Este tipo de redes han sido empleadas
para estudiar fenémenos de sincronizacion de fase y disenar el estandar de vol-
taje [37]. Los anillos superconductores interrumpidos por una o dos uniones se
conocen como SQUIDs (de superconducting quantum interference device). Los
SQUIDs proporcionan una medida muy sensible de flujo magnético y hoy son
utilizados en muchos laboratorios como aparatos estandar de medida de campo
magnéticos [7, 8, 38, 39, 40]. Las redes con uniones acopladas en paralelo se han
disenado para estudiar propiedades de transporte de fluxones pero desde un
punto de vista mas fundamental son interesantes por constituir una realizacion
experimental del modelo Frenkel-Kontorova (también conocido como modelo
sine-Gordon discreto?) [41, 42, 43, 44, 45]. Las redes en escalera (“ladder”) se
han diseiado para estudiar la transiciéon de modelos en una dimensién a mode-
los bidimensionales y han permitido llevar a cabo la observacion experimental
de los modos intrinsecos localizados o “breathers” discretos [46, 47, 48, 49, 50].
Los arreglos bidimensionales de uniones son sistemas modelo ideales para es-
tudiar transiciones de fase en dimensiéon dos y los efectos de frustracion y

2Segtin esta perspectiva, las redes de uniones Josephson en paralelo, que son los disposi-
tivos objeto de esta tesis doctoral, pueden ser considerados como versiones discretizadas de
una unién Josephson larga.
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desorden, la dindmica de vortices, sincronizacién de fase y otros resultados de
dindmica no lineal [51].

Dado un arreglo de uniones Josephson, para deducir las ecuaciones de la
dindmica del sistema tenemos que aplicar las leyes de Kirchoff para corriente
y voltaje y la cuantizacion del fluxoide. La cuantizacion del fluxoide establece
que para cualquier camino cerrado [ en la red (con al menos una union) la
suma de la diferencias de fase a lo largo del camino estd dada por

> i =2m(n — fi). (1.22)

jel

El entero n; es la vorticidad del camino y su origen es que la fase 6 de la funcion
de ondas en cada isla superconductora estd multivaluada. f; describe el flujo a
través del camino debido al campo magnético total (externo més inducido) y
medido en unidades de ®q (f; = ®;/Pg). En general, para calcular el flujo total
inducido en una celda debemos tener en cuenta la matriz total de inducciones
del circuito. Sin embargo, en muchos casos podemos estudiar el sistema en una
aproximacion més sencilla y considerar s6lo la autoinducciéon L de cada celda.
El parametro A = ®y/27I.L mide la importancia de los campos inducidos.

Podemos prescindir de los términos n;® y escribir

1 Iloop

D¢ =P+ ) = 2w - S (1.23)

jel

Dependiendo de la importancia de los campos inducidos, los circuitos Jo-
sephson pueden ser divididos en dos tipos generales. Los circuitos de un primer
tipo tienen A > 1 de modo que los campos inducidos no son importantes (estos
circuitos normalmente son hechos con aluminio). Por otro lado, en los circuitos
que pertenecen al segundo tipo los campos inducidos por las corrientes que
circulan son importantes (estos circuitos son normalmente hechos de niobio).

Si los efectos inductivos pueden despreciarse, la cuantizacion del fluxoide
(Eq. 1.22) impone una serie de ligaduras a las ecuaciones y reduce el numero
de variables independientes del sistema.

1.3.1. Redes en serie

La figura 1.10 muestra una red de uniones Josephson acopladas en serie,
alimentadas por una corriente alterna y un circuito externo de carga. Las ecua-

*En el modelo RCSJ las ecuaciones dinamicas dependen solo de ¢, ¢ y sin ¢. Por lo tanto
las ecuaciones son independientes de los n; y podemos eliminarlos de las mismas
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Figura 1.10: Red de uniones Josephson en serie, con corriente externa y circuito ex-
terno de carga.

L le

Figura 1.11: Dispositivo rf-squid

ciones de la red pueden escribirse como [52]

@ + Lo +singg + I (t) =1 (1.24)
N

V(t) = ¢ = F(IL(t)). (1.25)
k=1

Las uniones en serie se comportan como elementos independientes alimentados
por una misma corriente y acoplados a través del circuito externo.

1.3.2. rf-SQUID

Este dispositivo estd formado por un anillo superconductor interrumpido
por una unién Josephson (Fig. 1.11). Su comportamiento esta gobernado por
el valor del flujo total a través del SQUID, ®. A partir de la condicion de
cuantizacion del fluxoide ¢ = —277(}% se tiene,

0]
® = By — LI, sin 27— (1.26)
%)
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| ext

Figura 1.12: Dispositivo dc-squid y equivalencia con un sistema formado por dos
péndulos acoplados.

y la energia potencial del sistema esta dada por
(1.27)

Ya que en este circuito no hay corriente externa, el SQUID es operado acoplado
a un circuito de radio-frecuencias (resonador).

Ademads de como detector de campos magnético los rf-SQUIDs son impor-
tantes para el estudio de problemas fundamentales de mecénica cuéntica (ver
Ref. |53] y las referencias contenidas alli).

1.3.3. de-SQUID

Este dispositivo consiste en un anillo superconductor interrumpido por dos
uniones Josephson (Fig. 1.12). Para la corriente circulando por cada unién

tenemos:
it = G1+T091+singy =i ey,
io = @o4 Do +sinpg = —i™ 44 s (1.28)
y la cuantizacién del fluxoide:
(01 02) =~ (BupiS + L"), (1.29)
Normalizando, tenemos
it = X (1 — o + 27 fo) (1.30)

(fO = BappIS/@O)-

Entonces las ecuaciones para la dinamica del arreglo son

$1+ 0@ +singr = —A(p1 — w2 + 27 fo) + Gext
Po+Tpo+singps = A (901 — P2+ 27Tf0) + lext, (131)
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Figura 1.13: Red de uniones Josephson en paralelo

donde Ioxt=Itota1/2. Estas ecuaciones muestran que el problema de dos unio-
nes conectadas en paralelo por un elemento autoinductivo es equivalente al
problema de dos péndulos acoplados por un muelle de torsion (ver Fig. 1.12).

Si los efectos inductivos pueden ser despreciados, la cuantizacion del flu-
xoide impone una ligadura sobre las fases y tenemos

1 — p2 = =27 fo. (1.32)
En este caso,

11 + 19
2

lext = = ¢1 + I'p1 + cos(m fo) sin (¢1 + 7 fo). (1.33)
Dicho sistema se comporta como una tinica unién cuya corriente critica, 21, cos(7 fo),
estd controlada por el campo magnético externo.

1.3.4. Red de uniones Josephson en paralelo

Una red de uniones Josephson en paralelo estd formada por un conjun-
to de uniones conectadas en paralelo mediante “cables superconductores”. La
analogia mecénica de este sistema es un conjunto de péndulos conectados por
muelles de torsion (ver Fig 1.13). Una consecuencia importante de esta inter-
accién armonica entre uniones es que todas tienen el mismo voltaje dc.

Las ecuaciones de la dindmica de la red pueden ser generalizadas facilmente
a partir de las ecuaciones del SQUID dc. Para la red paralela de N uniones

(,bj + P(,OJ + sin w; = A (QOjJrl — 2g0j + (,03'71) + iext (134)



18 Capitulo 1. Introduccion

¥* X * ¥* ¥ *

S S G L (@) N 4
% ¥ X X ¥ X

Lttt

Figura 1.14: Escalera de uniones Josephson

con j = 1,...N. Las condiciones de frontera estan dadas por ¢g = ¢1 — 27 fy
vy ©oN+1 = pN + 27 fo para el caso de redes con fronteras abiertas pn41 =
1+ 2N v w0 = ©N — 2Ty para redes en anillo. En este caso el entero ny
cuenta el numero de kinks o fluxones atrapados en la red.

Las ecuaciones (1.34) son también las ecuaciones de la dinamica del modelo
Frenkel-Kontorova forzado y amortiguado o de la ecuaciéon de sine-Gordon
discreta. El trabajo realizado en esta tesis doctoral considera una red de uniones
en paralelo con geometria de anillo lo que posibilita que los fluxones queden
atrapados en su interior.

1.3.5. La escalera de uniones Josephson

Una escalera de uniones Josephson (Fig. 1.14) es una red cuasi-unidimensional
que se consigue cuando los cables horizontales de la red en paralelo son sus-
tituidos por uniones Josephson. Podemos pensar en este sistema en términos
de un conjunto de péndulos (las uniones verticales) conectadas en paralelo por
muelles no convexos (las uniones horizontales). Como consecuencia de las in-
teracciones no convexas, una de las diferencias més importantes con respecto a
la red paralela es que ahora las uniones verticales no estan constrenidas a tener
un mismo voltaje dc. Ademés los cuantos de fluxoide ahora pueden entrar en
la red o escapar de la red a través de las uniones horizontales.

Consideremos el caso de una escalera anisétropa. Entonces las corriente
criticas de las uniones en la direccién vertical son diferentes de las corrientes
criticas de las uniones en la direccion horizontal. Esto puede hacerse facilmente
cambiando el area de las uniones. La corriente critica, capacidad y conductancia
(inversa de la resistencia) de la union son directamente proporcionales al area
de la misma.

Escribiendo las ecuaciones para las corrientes y aplicando la cuantizacién
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Figura 1.15: Red bidimensional de uniones Josephson

del fluxoide, las ecuaciones de la escalera son

A
N(ng) = )‘(Ej—l - Ej) + iextv
A
N(gj) = 7&- (1.35)
Aqui hemos definido
&= —2mfi™ =¥+ o — ¥ — o+ 2 fo, (1.36)

donde &y = &y = 0. Para una escalera con N uniones verticales, j va de 1
to N para las uniones verticales y de 1 a N — 1 para las horizontales. Hemos
normalizado las ecuaciones respecto a los parametros de las uniones verticales.
Asi, h = I /Iy = Cp/Cy = Ry/Rp, and A = N\, = ®o/2wl, L (A\/h = A\ =
@0/271’]5}1[/).

1.3.6. Redes bidimensionales

La figura 1.15 muestra un diagrama de un red bidimensional cuadrada de
uniones Josephson. Siguiendo nuestra aproximacion al modelado de las unio-
nes, las uniones estan acopladas mediante la condicién de la cuantizacion del
fluxoide con la inclusién de tan sélo campos magnéticos autoinducidos en ca-
da celda. En esta aproximacién las ecuaciones de la dindmica de la red estén
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dadas por:
A iext
N(pi;) = E(gij —&ij-1) + xT’
N@Y) = AMEim1j —&ij) +ig" (1.37)
&i; mide la intensidad de los campos inducidos
i = —2mf = % + ofi 1 — oYy — oF + 21 o (1.38)

y hemos normalizado con respecto a los pardmetros de las uniones verticales.
Asi h = Iy/Ioy = Cp/Cy = Ry/Ry y A = Ay = ®0/21lyL (A\/h = N\; =
&y /211, L).

Este es el modelo de una red bidimensional cuando s6lo las auto-inducciones
se tienen en cuenta. En funciéon del problema que se quiera estudiar en algunas
ocasiones es necesario incluir la matriz total de inducciones, en otros casos las
autoinducciones pueden despreciarse.

En general, en una red cuadrada bidimensional (NxN) tenemos que resol-
ver las ecuaciones para la dindmica de 2N? —2N (para condiciones de contorno
libres) diferencias de fase invariante gauge, ¢;;. Sin embargo, cuando los cam-
pos inducidos pueden despreciarse (limite A > 1), la condicion de cuantizacion
del fluxoide impone (N — 1)? ligaduras sobre esas variables. Entonces, es mas
conveniente expresar las ecuaciones del sistema en funcién de las fases en cada
isla 0;, que son N2 — 1 variables independientes. Esto se consigue escribiendo
@ij = 0; —0; — A;; [donde (para un gauge dado) los A;; = (2177; K A(7,t)dl, de-
penden so6lo del campo magnético externo| y las ecuaciones dindmicas resultan

de aplicar la conservacion de la corriente.

En el limite Fy > E¢ del sistema la energia Josephson total es la contri-
bucién energética relevante del sistema:

HJ:— Z EJCOS(QZ‘—Qj—Aij). (1.39)

En este caso una red bidimensional de uniones Josephson constituye una rea-
lizacion experimental del modelo XY (A4;; = 0) o del modelo XY frustrado
(Ajj # 0), por lo que constituye un sistema experimental excepcional para el
estudio de este modelo fundamental de la fisica estadistica [51].
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El anillo de uniones Josephson

El objetivo fundamental de este trabajo de tesis doctoral es el estudio de la
dindmica de fluxones en anillos de uniones Josephson en la presencia de ruido
térmico, y en particular de las propiedades de desanclaje (depinning) y salto
a la rama ohmica (switching) de los mismos. Nuestro sistema es un anillo de
uniones Josephson alimentado por una corriente externa. Un anillo de uniones
Josephson es una red formada por una serie de uniones acopladas en paralelo
y cerrada formando un anillo (FIg, 2.1). Debido a la cuantizacion del flujo
magnético, en el interior del anillo el flujo total es igual a un nimero entero
de cuantos de flujo magnético. Un experimento tipico consiste en enfriar en
presencia de un campo magnético el anillo superconductor por debajo de la
temperatura critica del mismo. El campo aplicado crea un determinado flujo
en el interior del anillo. A continuacién se procede a eliminar el campo externo.
Entonces, el superconductor responde induciendo corrientes superconductoras
en el sistema que compensan el campo retirado. De este modo que el flujo
magnético en el anillo queda atrapado a la par que cuantizado.

En este capitulo presentaremos las ecuaciones que describen la dinamica de
un anillo de uniones Josephson. Veremos la conexion del sistema con algunos
sistemas-modelo de interés para la fisica no-lineal y la fisica estadistica. Asi
mismo realizaremos una breve presentacion de los estudios de movimiento de
particulas en potenciales asimétricos y veremos como es posible disenar anillos
tales que el potencial efectivo que ve el fluxén es un potencial asimétrico.

2.1. Ecuaciones de la dindmica del sistema

Consideremos una red de N uniones Josephson acopladas en paralelo, ali-

mentado por una corriente externa total IZ=X' 'y cerrada en forma de anillo
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Figura 2.1: Arreglo superconductor con 9 uniones Josephson en configuracion de anillo.
Las corrientes superconductoras circulantes por el superconductor exterior son las
responsables del atrapamiento de flujo magnético en el sistema.

(ver figura 2.1). Todas las uniones Josephson son del mismo tipo; esto es, es-
tan fabricadas en un mismo proceso, con los mismos materiales y segiin una
misma tecnologia, pero la flexibilidad del diseno permite que el drea varie de
una unién a otra y que las celdas formadas entre uniones vecinas sean diferen-
tes. El proceso de fabricacion fija la densidad de corriente critica, la capacidad
especifica y la resistividad de la unién siendo I. = AJ., C = Aoy R = p/A.
Por lo tanto, las uniones de distinta &reas tienen distinta corriente critica, ca-
pacidad y resistencia normal pero un mismo valor de la frecuencia de plasma

wp =4/ (211 /PoC) y el parametro de Stewart-McCumber o amortiguamiento
efectivo I' = 1/501/2 = /(®9/27CR?I.). Con respecto a la disparidad de ta-

manos de celda su consecuencia principal es una diferencia en los valores de la
autoinduccién de cada celda L y en el flujo debido al campo magnético externo
aplicado ®** = B*'S_ 4.

Tal y como hemos expuesto en el capitulo anterior las propiedades fisicas
mas sobresalientes del sistema pueden ser calculadas a partir del valor de las
diferencia de fase invariante gauge ¢;, j = 1,...N, de las uniones. Asi por
ejemplo el voltaje entre el lado externo e interno del anillo es V' = Vj con
V; la caida de voltaje en cada unién, y la corriente total aplicada al sistema
1 = Zj I; con I; la corriente que circula por cada unién. Para escribir las
ecuaciones de la dindmica de las fases utilizaremos el modelo RCSJ de la unién,
con la incorporacion del efecto de la temperatura introduciendo una fuente de
corriente ruidosa I(t). Con respecto al anillo, podemos utilizar un modelo de
corriente de rama o de corrientes de malla y aplicar las ecuaciones de Kirchoff
y la cuantizaciéon del fluxoide. En el marco de corrientes de malla podemos
escribir:

ho d*o; ho dg

B ‘ o ) '3 __ rext 1d 1d
Ij= 2_€CJ a t 2eR; dt + Lejsing; + Ij(t) = I7% + IEF = 770 (2.1)
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La corriente total que circula a través de la unién j, I, puede describirse en tér-
mino de las corrientes de celda definidas en las celdas j— 1y j y de la corriente
externa aplicada a la union j, I$*', con 35, I = IX | (ver figura 2.1).

Las fluctuaciones térmicas estan representadas en la ecuacién anterior por
los términos I;(t), cumpliéndose (I;(t)) = 0y (I;(t)Ix(t")) = (2kpT/R;) 6;50(t—
t').

Por otro lado el flujo magnético en cada celda j debido a los campos indu-
cidos por las corrientes que circulan en el sistema estd dado por

(I)ijnd _ Z Mjklgelda + Z MJkIeXt ~ L Icelda + Ej+1IeXt sz;Xt (22)
k

La matriz M es la matriz de inducciones de las corrientes de celda, la matriz
M es la matriz de inducciones de las corrientes externas. En ambos casos nos
quedaremos en la aproximacién de menor orden, representada por los términos
Ly L.

La condicion de la cuantizacion del fluxoide aplicada a cada celda establece

Xt ind
. = —9 ext ind _9 i g o
Yij+1 — Pj = ™ f + f ™ + =

; ®o Do (2.3)
_ (Ij; (q)ext + L Icelda + szrl Iext zj I;’Xt)
con lo que
celda D 1 ext | T ext T rext
L7 = = (g1 — 95) = I (‘I’j + Lj I3 — Lyl ) =
J
@O (2.4)
= — Gj,
27rLJ (SOJJrl )
donde hemos definido los términos Gj:
1 ~ ~ 1 ~
Gy == (05 + LI — LI) = — (05 +85%) . (25)
J J

que recogen la contribucién de campos externos y campos inducidos por la
corriente externa. Por lo tanto

D D
orL, (Pit1 = @5) + G orL; 1

jeelda _ peelda (ij — Soj—l) — Gj—l- (26)

Entonces, tras la aproximacion hecha en (2.2), la ecuacion para la corriente
total a través de la union j puede ser escrita de la siguiente manera:

h dQSOJ' h d%

I = —C; I I
A TR T A C i) =
@ 00
—gyext L 7Y () — e G .
J +27rLj (SOJH SOJ) orL;_1 (SOJ P 1)+GJ Gj-1
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En esta ecuacion el término G; — Gj_1 recoge la contribucion debida a la
presencia de los campos externos y los inducidos por las corrientes aplicadas,

A continuacién vamos a normalizar nuestro sistema de ecuaciones. Pa-
ra ello mediremos las corrientes en unidades de I.. (la corriente critica de
una de las uniones o la corriente critica media por ejemplo) y el tiempo
en unidades de 1/w, (recordamos que los pardmetros w, = /271.;/®oC; y

I = 1/(130/27TICJ'R§CJ‘ son idénticos para todas la uniones). Ademés defini-

mos \j = ®¢/2nl.L; = Lj./L; y usaremos la definicion del cuanto de flujo
magnético &g = 2—2) Con ello tenemos

hi (85 +T¢j +sinp; +15) =

-ext (28)
=i + X (pir1 = @j) = Ajales — wi-1) + 95 — gi1

En esta expresion hemos definido los parametros h; = I.j/I... Por otro lado
i = I]’?i‘t /ch y gj = Gj/I.. Por dltimo, respecto el término de corriente
ruidosa (i;(7)ir(7")) = (2kpT/R;j1%.w,) djr (1t —7') = 20T 651, O(1 — 7')
con T'=kpT/Ej. y Ej. = hl../2e. Las derivadas ¢ = dp/dr con 7 el tiempo
adimensional 7 = wyt.

Estas ecuaciones son mas sencillas en los siguientes casos:

1. Red formada por celdas idénticas. En este caso todos los términos in-
ductivos, que son términos geométricos, son iguales: L; = L y L; = L.

Entonces
hi (85 +T¢; +sinp; +1;) = 29)
=i+ Mpjt1 — 205 + @j—1) + 95 — gj—1
con
1 ext ext ‘/L\ -ext -ext -ext
9 =91 =TT (®F" — @) + I (i — 205 +i5%)  (2.10)
C

2. Si ademas, como suele ocurrir con normalidad, la corriente externa se

3 : ext __ yext —
aplica y extrae uniformemente, [7** = I /N = I tenemos

hi ($j + T4 +sinp; +1ij) = (2.11)
=74\ (g0j+1 —20; + i1+ 27rf;-’xt — 27 ]‘?ftl) . '

Aqui hemos introducido la notaciéon habitual, f; = ®;/®o.

3. Si todos los campos magnéticos externos actiian uniformemente sobre el
sistema, tenemos que, por tratarse de celdas de igual tamano, los términos
f]‘?"t son constantes y entonces podemos escribir

hj (903 + F@j + sin pj + ;]) =7+ A (g0j+1 — 290j + QOjfl) . (2.12)
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Esta ecuacion describe la dindmica de una red homogénea de uniones
Josephson formada por uniones de distinto tamano y serd nuestro punto
de partida para el estudio de redes irregulares, de tipo ratchet, y de redes
regulares que haremos a lo largo de esta tesis doctoral.

4. Por ultimo, encontramos las ecuaciones para un anillo regular de unio-
nes Josephson, formado por uniones idénticas (h; = 1), celdas iguales,
alimentado de manera uniforme, bajo la acciéon de campos magnéticos
externos uniformes, en el marco del modelo RCSJ de la unién y en la
aproximacion de primer orden en la matriz de inducciones:

G; +Tg; +sing; +1; =i+ Apjp1 — 20j +©j-1). (2.13)

Por tratarse de un anillo, debemos imponer condiciones de contorno cerra-
das en el sistema, asi la union/celda j + N se corresponde con la unién/celda
J del sistema. Por estar multivaluadas hay que tener especial cuidado con las
fases ya que ¢ = ¢ + 27M con M un nimero entero, asi las condiciones de
contorno sobre las fases para el sistema establecen

o =¢N —2rM y @N1 =1+ 2T M, (2.14)

donde M tiene el significado fisico de nimero de cuantos de flujo magnéticos
o fluxones que han sido atrapados en el sistema al enfriar ya que

N
Z Yi+1 — =
i=1

total

=2t M (2.15)

2.2. [Energia del sistema

En esta seccién escribiremos las expresiones para la energia del sistema.
El término de energia cinética estd asociado a la energia almacenada en los
condensadores.

1 1, [® (de;\]°
B — Z 2 E: . J
kin = , §CJ I L 503 |:27T < dt >] (2.16)
J J

El término de energia potencial viene dado por la energia Josephson de
las uniones y los términos de energia magnética, asociados fundamentalmente
a los campos inducidos. En la aproximacién habitual de autoinducciones, e
ignorando términos constantes, podemos escribir

b .
Epor = ZEJJ — cos +Z Ly(Igedey? — " et (g—fﬂ> (2.17)

J
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El primer término describe la energia Josephson del circuito, el segundo de las
inducciones de malla y el tercero la energia de las fuentes de corriente. Respecto
al segundo de ellos

1
Z §Lj(Iqulda)2 _
J
1 ? ext 2m = ext T rext ?
Zi — Yj+1 — @i + 27 f; +(}TO<LJ'+IIJ'+1_LJ'IJ' ) =

j J

@
27
1 (D)2 2
t rext
ZQ—L] (g) [¢j+1—90j+277(fjex + i )} ;

(2.18)

donde hemos definido el término fjeXt, que recoge la contribuciéon al flujo de
los campos inducidos por la corrientes externas.

Si medimos la energia en unidades de E, tenemos

Eyin hy (doi\? hy (de;\”
N~ P (e \T o (e 2.1
Ej, Z Qw% < dt zJ: 2 dr (2.19)

E
ELOt =Y hi(1—cosiy) = > i+
J* - -
J J

(2.20)
)\j ext Fext 2
+Z 5 [80j+1 —pj +2m(f7 + f; )]
J

Si aplicamos las ecuaciones de Hamilton a este sistema recuperamos las
ecuaciones dinamicas del mismo (2.8) para el caso de amortiguamiento y tem-
peraturas nulos.

Para las redes que denominamos homogéneas (celdas idénticas y corrientes
y campos magnéticos uniformes) e irregulares (uniones distintas) tenemos:

Epot |:
— = E hi(l —cosyp;) +
EJ* ; ]( 903)

A 2 .
5 (P —y+2mf )" = Wj] - (221
Si ademas las redes son regulares (uniones idénticas), podemos escribir:

Epot
EJ*

A
= Z [(1 —cos ;) + ) (80j+1 —p;+ 27rfeXt)2 — z'goj] . (2.22)
j
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21 b

Figura 2.2: Configuraciéon de minima energia de una configuraqciéon con 1 fluxén
(izquierda) y con 2 fluxones (derecha) para diversos valores del acoplamiento A

2.2.1. Configuraciones de minima energia

Las configuraciones de minima energia del sistema corresponden a solucio-
nes (0Epot/d¢;j) = 0 lo cual para una red regular y homogénea implica

sin; = AM@j+1 — 2¢; + pj—1) —i=0. (2.23)

Dichas ecuaciones deben ser completadas por las adecuadas condiciones de
contorno ¢y N = ¢; +2wM, lo que se corresponde con una densidad de M /N
fluxones o cuantos de flujo magnético en el anillo.

En el caso més sencillo M = 0, la configuracién de minima energia se
corresponde con la configuracién uniforme ¢; = ¢* = sin~!i. Dicho estado de
equilibrio existe siempre que |i| < 1.

El estado M = 1 corresponde a la situacién en la que un fluxén o un cuanto
de flujo magnético ha quedado atrapado en el interior del anillo superconductor.
Entonces las fases deben acumular un giro de 27 a lo largo del anillo (¢j4n =
¢; + 2m). La figura 2.2 muestra una configuracién de minima energia para el
caso de un fluxén en una red de 9 uniones a ¢ = 0. Se presenta el resultado
para cinco valores distintos de A. En el limite A — 0 la energia Josephson
domina y la configuracion tiende a un escaléon. En el limite A — oo la energia
magnética domina y la configuracion tiende a un cambio uniforme de las fases
©j+1—¢; = 2w /N. En el capitulo 3 investigaremos las propiedades principales
de configuraciones de un fluxén.

Valores mayores de M se corresponden con tener varios fluxones en la red.
Los fluxones interaccionan repulsivamente entre si, asi que tienden a repartirse
uniformemente en el anillo. En anillos suficientemente grandes existen muchas
posiciones de equilibrio metaestable para el sistema.
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2.3. Anillo de uniones Josephson y fisica no lineal

2.3.1. Modelo Frenkel-Kontorova (FK)

El modelo Frenkel-Kontorova es uno de los modelos paradigméticos de la
fisica de sistemas discretos no lineales. Introducido primero por Prandtl [54] en
1928 y Dehlinger [55] en 1929, fue estudiado independientemente anos después
por Frenkel y Kontorova |56] en el contexto del estudio de las dislocaciones en
solidos. Desde entonces ha sido empleado para el estudio de numerosos sistemas
fisicos y sigue suscitando interés en la actualidad. Braun y Kivshar publicaron
en 2004 un exhaustivo libro titulado The Frenkel-Kontorova model. Concepts.
methods and aplications |45] que supone una excelente introduccion al mismo.

El modelo en su version estandar describe una cadena de particulas con
interacciéon armonica a primeros vecinos y en la presencia de potencial externo
periddico sinusoidal.

H=T + V(x]) + W($J’+1 - $j) =

m [ dz; 2 Vo 2rx; C 9
ZXJ:E<E) —1—23:7[1—005( a3>]—|—25($j+1—xj—b).

J

(2.24)

Dicho modelo puede ser justificado en base a estudiar variables que cambian
en una dimension espacial, quedarnos con el primer término de la expansion en
serie de Fourier del potencial sustrato y quedarnos en la aproximaciéon armoénica
del desarrollo en serie de Taylor del potencial de interaccién entre vecinos.

El hamiltoniano escrito anteriormente corresponde al modelo estandar del
modelo. Variaciones del mismo incluyen particulas diferentes (cadena diatomi-
ca por ejemplo), términos adicionales en el potencial de interaccion W, otros

< c
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s

Figura 2.3: Esquema que representa el modelo Frenkel-Kontorova como una cadena
de particulas conectadas a través de resortes armonicos de constante elastica C' y
longitud de equilibrio b sometida a un potencial sinusoidal externo de intensidad Vj
y periodo a.
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Figura 2.4: Arreglo de péndulos acoplados, equivalente a un arreglo en anillo de unio-
nes Josephson con un solitén atrapado

harmonicos, desorden,... en el potencial substrato V y extensiéon a dos o tres
dimensiones.

La representacion esquemadtica del modelo se dibuja en la figura 2.3 en
donde las particulas o &tomos se han dibujado en verde, acoplados por resortes
armoénicos y sometidos a un potencial sinusoidal de periodo a. Las propiedades
del sistema estan gobernadas por la competencia entre dos escalas de longitud
(impuestas por a, la periodicidad del potencial sustrato, y b la distancia de
equilibrio entre vecinos) o dos escalas de energia (dadas por V y C). Dicha
competencia produce frustraciéon en el sistema y un rico diagrama de fases,
donde una vez fijado a y C' por ejemplo, la densidad media de particulas en el
estado fundamental en funciéon de b para distintos valores de la amplitud del
potencial Vj presenta estructura fractal (devil’s stircase) [43, 57, 58].

Como modelo mecénico, el sistema es equivalente a una cadena de péndulos
acoplados por muelles de torsion (figura 2.4). Como modelo de un sistema fisico
ha sido empleado para estudiar dislocaciones en sélidos, dindmica de atomos
y capas de atomos adsorbidos en superficies de cristales, sistemas con fases
conmensuradas e inconmensuradas, cadenas magnéticas, modelos no lineales
de dinamica de ADN, conductores superiénicos, modelos béasicos de friccion de
superficie y redes de uniones Josephson. [45]

Midiendo energia en unidades de V{/2, espacio en unidades de a/27 y
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tiempo en unidades de (a/27)+/2m/Vy podemos reescribir

- 1 [ dy; 2 C B
H= ; [5 <d—;) + (L —cosy;) + o (yj+1 —y; —b)° (2.25)

donde reconocemos una expresion similar a la que vimos para el anillo de
uniones Josephson. Si ademés estamos interesados en la dindmica de la cadena
bajo la accion de una fuerza externa, amortiguamiento y fluctuaciones térmicas
recuperamos las mismas ecuaciones dindmicas. Por lo tanto, encontramos en
el anillo de uniones Josephson un sistema experimental ideal para el estudio
de las propiedades dindmicas de este modelo tan importante.

2.3.2. La ecuacion de sine-Gordon

En el limite en el que el acoplamiento entre vecinos es grande, entonces
la sucesion de posiciones de las particulas z; varia muy lentamente y el ha-
miltoniano del sistema pueden ser visto como la discretizaciéon de un campo
espacial continuo u(z), ; = u(z = j). En este caso es posible derivar la version
continua del sistema y despreciando los efectos de discretitud de la cadena, se
encuentra la siguiente ecuaciéon para la dindmica hamiltoniana del campo w:

2 2
gu dQQ +sinu = 0. (2.26)
ot? Ox?
Dicha ecuacion tiene el nombre de ecuaciéon de sine-Gordon. Debido a esta
relacion el modelo Frenkel-Kontorova también ha sido referido en numerosas
ocasiones como modelo sine-Gordon discreto.

La ecuacion de sine-Gordon [59] es una de las ecuaciones no lineales en
el continuo més estudiadas. Originalmente fue introducida en el siglo XIX,
pero sin embargo ha sido estudiada con gran interés a partir de los anos 1970
debida a la presencia de solitones entre sus soluciones [59, 60, 61|. Una de sus
propiedades mas sobresalientes es que la ecuaciéon es completamente integrable
y tiene soluciones exacta tipo solitén, multi-solitén y breather.

Los solitones son debidos a la degeneracion del estado fundamental del
sistema. Un soliton (antisoliton) se corresponde con una solucion exacta de la
ecuacion dada por:

u(z,t) = 4tan™! [exp (i%)] (2.27)

En este caso el campo u(x,t) puede ser visto como una solucion que conecta
dos minimos equivalentes cercanos y que se mueve sin alterar su perfil espacial
a una velocidad v, con velocidad méaxima c (ver figura 2.5).
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Figura 2.5: Solucién de kink y antikink (soliton - antisoliton) de la ecuacion de sine-
Gordon

2.3.3. Solitones en fisica no lineal

En el capitulo anterior hemos introducido el concepto de soliton en el marco
de la ecuacion de sine-Gordon. Su caracteristica esencial es la de poseer un perfil
espacial localizado, el campo es constante salvo en una regién estrecha donde
cambia de manera continua de 0 a +27, y moverse libremente a lo largo del
espacio sin deslocalizarse.

Los solitones fueron descritos por primera vez por el ingeniero escocés J.
Scott Russell en 1834. Rusell observo como un bote frenado bruscamente en un
canal de agua generaba un “monticulo” de agua que se alejaba del bote a gran
velocidad manteniendo su forma y velocidad. Russell, montado a caballo, pudo
seguir el monticulo durante varios kildmetros. Este sorprendente fenémeno, hoy
se conoce bajo el nombre de soliton.

Los solitones son un ejemplo de estructura coherentes que aparecen como
soluciéon de cierto tipo de ecuaciones no lineales (los vortices y los breathers
son otros ejemplos). Como hemos comentado anteriormente, un solitén es una
onda solitaria que mantiene su forma mientras viaja a velocidad constante. En
los solitones se pone de manifiesto un equilibrio entre un término dispersivo y
otro no lineal de tendencia contraria. Los solitones surgen como soluciones de
un amplio nimero de ecuaciones diferenciales no lineales, como la ecuacion de
Korteweg-de Vries, la ecuacion de Schrodinger no lineal o la ecuacion de sine-
Gordon. En el caso de la ecuacién de sine-Gordon, los solitones ademés son
topologicos; esto es, son estables frente a perturbaciones que lo alejen del estado
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fundamental. Dicha robustez tiene su origen en las condiciones de frontera de
los mismos, asi en la ecuacion 2.27 u(—o0) = 0y u(+o00) = £27.

Como sistema fisico quizas los ejemplos més espectaculares de solitones
se corresponde con los casos de solitones en fibras 6pticas y en redes largas
de uniones Josephson. En el primer caso los solitones pueden ser usados para
la trasmisién de informacién en fibras. En el segundo se corresponde con la
existencia de cuantos de flujo magnético o fluxones, que también pueden ser
transportados a lo largo de la unién superconductora.

Dos excelentes referencias sobre las propiedades de los solitones son el libro
de Remoissenet [60] y el de Dauxois y Peyrard [61].

2.3.4. Solitones en el anillo de uniones Josephson

En las secciones anteriores hemos visto como un anillo de uniones Joseph-
son puede ser considerado como una version discreta de una uniéon Josephson
larga o una ecuacién de sine-Gordon. Por ello, los fluxones o cuantos de flujo
magnético atrapados en el anillo se corresponden con la version discreta de los
solitones de las ecuaciones continuas. Existen diversos nombres que se refieren
a este mismo objeto. Asi, en el contexto de la red de uniones Josephson nos
referimos a fluxones, en el caso de sistemas de fases moduladas se ha acunado
el término de disconmensuraciones, y en el caso general se utiliza el concepto
de soliton, solitéon discreto o kink.

Tal y como hemos anunciado en otras secciones el objeto de este trabajo de
tesis doctoral ha sido el estudio de algunas de las propiedades de los fluxones
atrapados en anillos de uniones Josephson, fundamentalmente el estudio de
como las curvas de desanclaje estan afectadas por la temperatura. El capitulo
3 de la tesis lo vamos a dedicar a presentar algunas de las propiedades mas
sobresalientes de los fluxones en anillos de uniones Josephson, no obstante nos
parece adecuado en este momento avanzar y resumir algunas de ellas.

Hemos visto que las ecuaciones para la dindmica de un anillo de uniones Jo-
sephson (o una red de uniones Josephson acopladas en paralelo) corresponden
a las ecuaciones de la dindmica del modelo Frenkel-Kontorova o la ecuacién de
sine-Gordon discreta. Trabajos de revision de estos sistemas son [43] y [45].

En el caso de las redes que hemos denominado homogéneas (formadas por
celdas de igual drea y bajo la accion de campos magnéticos externos uniformes)
las ecuaciones que describen la dindmica de un anillo de uniones Josephson
estan dadas por:

hj(@; + T, +sing; +1i;) = A(@j11 — 205 + ©j—1) + dext, (2.28)

con j = 1,...N y condiciones de contorno on4+1 = @142 y o = ©N — 21Ny
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Figura 2.6: Tres representaciones diferentes de las configuraciones de energia minima
(arriba) y de maximo local (abajo) de un fluxén. Fases (izquierda), representacion de
energia potencial (centro) y representacion angular (derecha).

donde ny es el nimero de kinks o fluxones atrapados en el anillo. Los kinks (o
anti-kinks) son configuraciones de las fases en las que éstas van de 0 a 27(—27)
a lo largo de la red y como vimos en su momento se corresponden a un cuanto
de flujo magnético o fluxén atrapado en el sistema.

La existencia de kinks no depende crucialmente de la discretitud del siste-
ma, y son soluciones en muchos aspectos similares a los solitones de la version
continua de la ecuacion. Sin embargo, muchas de las propiedades de los kinks en
sistemas discretos dependen crucialmente del cardcter discreto de los mismos.
La existencia de una red discreta destruye la invarianza traslacional presente
en los modelos continuos. En la red, el kink es invariante s6lo bajo traslaciones
discretas a lo largo de la red y, debido a esta discretitud, aparece un potencial
de anclaje o potencial de pinning a la red; esto es, existe una energifa minima
que hay superar para moverse a lo largo de la red (Fig. 2.6). Esa barrera de
energia es lo que se conoce como barrera de Peierls-Nabarro y decrece rapida-
mente con A.

Podemos ir un poco mas lejos y definir, no s6lo una barrera de Peierls-
Nabarro, sino también un potencial de Peierls-Nabarro Vpy para el kink. Di-
cho potencial representa el perfil de energia cuando movemos un kink desde
una posiciéon de minimo a otra equivalente. Como veremos, si identificamos la
posicion del kink por la coordenada de su centro de masas, Xoar, en el caso
de una red regular (h; = 1) el perfil de energia potencial E(Xcar) es muy
aproximadamente sinusoidal.

Ven(X) ~ E—S’N (1—cos X). (2.29)

En el caso de redes irregulares, el potencial efectivo no es puramente sinusoidal
y, hasta cierto punto, puede ser disenado a voluntad jugando con el valor de
los acoplamientos A; y la sucesion de valores de h;.

Una vez introducido el potencial de Peierls-Nabarro del sistema, podemos
escribir la ecuacion efectiva de la dinamica del centro de masas del kink que, en
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la presencia de corrientes externas, amortiguamiento y fluctuaciones térmicas
y en primer orden de aproximacién se corresponde con:

E;N sin X =i + £(t), (2.30)

mX +mlX +

donde m es la masa efectiva del kink

Esta imagen de un kink o fluxén como una particula independiente es
muy util para entender muchas de las propiedades dindmicas del mismo. No
obstante, como veremos, en algunos casos es necesario tener en cuenta el resto
de grados de libertad del sistema. Asi por ejemplo cuando el fluxén se mueve
en el anillo excita los modos de baja amplitud del sistema. Esta excitacion es
muy importante en el caso de redes con amortiguamiento pequeno en donde
es posible identificar fen6menos de resonancia entre la frecuencia asociada al
movimiento del fluxén en la red y las frecuencias de los modos de pequena
amplitud del sistema [41, 42].

2.4. Efecto Ratchet en ciencia no-lineal

Bajo el nombre de motores brownianos se conocen una serie de sistemas que
operan de manera eficiente en sistemas fuera del equilibrio para obtener movi-
miento direccional bajo la accion de fuerzas cuyo promedio es nulo. Muchos de
estos motores estan basados en la explotaciéon de lo que se conoce como efecto
ratchet, es decir, explotan la existencia de potenciales espacialmente asimé-
tricos. En particular estos dispositivos se caracterizan basicamente por poder
rectificar las fluctuaciones térmicas y poseer alguna simetria espacial o diné-
mica rota. El campo de los motores brownianos ha generado gran curiosidad y
trabajo a lo largo de los tltimos afos [62, 63|. Dos excelentes articulos de revi-
sion del tema son los trabajos de Reimann [64] y de Hanggi y Marchesoni [65].

A escala microscopica, la dindmica de muchos sistemas estd regida por
la fluctuaciones. El movimiento de las particulas de estas dimensiones, puede
compararse al de un objeto macroscopico caminando a través de un huracan:
las fuerzas que impulsan la particula a lo largo de su camino eventualmente
son insignificantes en comparacion con las fuerzas aleatorias ejercidas por el
ambiente. Aun asi, como ocurre en el caso de las células vivas, se estructuran
bombas de iones, se construyen proteinas, y los motores moleculares son capa-
ces de transportar particulas de una zona o otra del interior celular [66, 67].
Los sistemas y mecanismos responsables de realizar las tareas deseadas en este
ambiente dominado por las fluctuaciones se denominan motores Brownianos.

Como hemos dicho anteriormente, estos dispositivos estan caracterizados
por la ausencia de alguna simetria. Sin animo de dar una clasificaciéon exhaus-
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tiva podemos distinguir entre:

i

ii)

iii)

Rectificadores de senales simétricas. Siguiendo el trabajo de Hénggi y
Marchesoni [68] podemos decir que una condiciéon necesaria para la recti-
ficaciéon de senales simétricas, ya sean aleatorias o periédicas en el tiempo,
es la ausencia de simetria espacial en el potencial sustrato efectivo que
ve la particula sometida a dichas senales. Dicha asimetria en el potencial
ha llevado a acunar estos dispositivos con el nombre de ratchets, en re-
cuerdo del trabajo de Feymann sobre the ratchet and pawl en sus célebres
lecciones de fisica [69, 70]. Un sistema de rueda dentada y trinquete es
incapaz de rectificar las fluctuaciones térmicas del equilibrio, en acuerdo
con el segundo principio de la termodinamica. Sin embargo, esto no es
asi para el caso de sistemas fuera del equilibrio. Entre estos sistemas se
incluyen los denominados rocking ratchets y flashing ratchets.

Rectificacion debida o senales asimétricas. Si el potencial efectivo es si-
métrico bajo reflexion la dnica manera de introducir un movimiento di-
reccional de particulas brownianas consiste en someterlas a fuerzas asi-
métricas, ya sean éstas deterministas o aleatorias. El caso mas sencillo es
el de rectificacion bajo la accién de una senal biarmoénica con frecuencias
conmensurables, mezcla armdnica |71, 72, 73|. También es posible obte-
ner rectificacién en el movimiento Browniano de particulas sometidas a
fuerzas simétricas. Para ellos es necesario modular la amplitud del po-
tencial sustrato, el cual es espacialmente simétrico. El efecto producido
se denomina Gating Ratchet y puede generar una corriente dirigida de
particulas con la disminucién de las barreras de potencial sincronizadas
con el movimiento producido por la fuerza aditiva [74, 75].

Rectificacion debida a efectos colectivos. La introduccion de interaccion
entre las particulas que forman el sistema puede dar lugar a una gran
riqueza de resultados y fenomenologia, entre ellos la rectificacion de sena-
les simétricas en el caso de potenciales también simétricos. En sistemas
superconductores que transportan vortices interactuantes, por ejemplo,
aparece el efecto ratchet como consecuencia de las interacciones de largo
alcance entre los vortices. Los vortices anclados crean un perfil de densi-
dad de flujo asimétrico, el cual resulta en un potencial efectivo asimétrico
para los vortices intersticiales no anclados [76, 77, 78|. El interés de los
dispositivos ratchet de vortices, estd en que puede manifestar mecanismos
colectivos por los que se produce la rectificaciéon y ademas contribuir a la
comprension de los vortices en superconductividad. Muchos motores bio-
logicos, tales como, kinesina y miosina trabajan de modo colectivo. Los
modelos tedricos han demostrado que la interacciéon entre los motores
pueden dar lugar a fenémenos complejos como el desplazamiento bidi-
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reccional, oscilaciones, histéresis y la formacion de estructuras dindmicas.
la formacion del transporte intracelular, la motilidad celular, muscular y
oscilaciones durante la mitosis, son algunos ejemplos que pueden ser des-
critos por dichas teorias. El comportamiento cooperativo no es exclusivo
de los motores moleculares, también las proteinas pueden interactuar y
reflejar cambios conformacionales y transiciones de fase de no equilibrio.
Las teorias que describen, respectivamente, el comportamiento colectivo
de motores moleculares y la friccion en solidos presentan analogias. En
ambos casos, las particulas saltan entre pozos de potencial consecutivos y
disipan la energia elastica durante los ciclos de anclaje y desanclaje [79].

2.4.1. Rocking ratchet

Consideremos la dindmica de una particula sometida a fuerzas determinis-
tas F(t) periddicas, simétricas con (F(t)) = 0 y fuerzas estocasticas £(t) de
promedio nulo y no correlacionadas, ({(t)) = 0y (£(¢)&(t+7)) o §(7). El amor-
tiguamiento efectivo de la particula estd dado por n y sea V(z) un potencial
efectivo periodico. Entonces,

(t) +na(t) + V'(x) = F(t) + £(t). (2.31)

En este caso para que la particula muestre movimiento direccional, (&) # 0,
necesitamos que el potencial sea asimétrico. El modelo arquetipo de potencial
asimétrico unidimensional es un potencial lineal a trozos [80] o el potencial
propuesto por Bartussek y colaboradores [81] (ver fig. 2.7):

V(z) = -V [sin (2rx/L) 4+ 0.25sin (4wx/L)]. (2.32)

El sistema descrito anteriormente es conocido como rocking ratchet. Re-
sulta facil ver que para ciertos valores de los parametros el sistema presenta
movimiento direccional dado que la fuerza necesaria para mover la particula
es menor en una direcciéon que en la otra. La figura 2.8 esquematiza el proceso.
La figura intermedia muestra una colecciéon de particulas situadas en torno a
los minimos del potencial a F' = 0. Para ciertos valores de F' (negativos en este
caso) las particulas permanece atrapadas en los minimos del potencial (figura
superior). Sin embargo, para ese mismo valor de F' pero positivo las barreras
han desaparecido y las particulas se mueven a lo largo del potencial (figura
inferior). Un potencial periédico cuyo modulo este dado por valores de F' como
los mostrados en la figura presenta un movimiento direccional de las particulas.
Este cuadro se ve modificado ligeramente por los diferentes valores adicionales
del sistema (amortiguamiento, temperatura y frecuencia fundamentalmente),
pero la imagen cualitativa general permanece.
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Figura 2.7: Ejemplo de potencial periédico asimétrico, potencial ratchet.

] e}

Figura 2.8: Esquema del funcionamiento de un rocking ratchet, donde se aplica una
fuerza externa que varia en el tiempo de forma peridédica

2.4.2. Flashing ratchet

Una variacion interesante al caso anterior es el del flashing ratchet o ratchet
pulsante. En un flashing ratchet F(t) = 0 pero ahora el potencial asimétrico
V(x,t) depende explicitamente del tiempo de modo que su amplitud alterna
su valor de 0 a Vj periédicamente. Por lo general dichos sistemas se describen
por una ecuaciéon de Langevin,
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Figura 2.9: Esquema del funcionamiento de una flashing ratchet: las particulas Brow-
nianas son atrapadas en un potencial periédico y asimétrico que puede estar prendido
o apagado.

mi = ——————= — & + n(t) (2.33)

En la ecuacion (2.33) m es la masa de la particula, v es la disipacion en el
bano de calor y 7(t) es el ruido debido al banio de calor. Este ruido usualmente
se toma como un ruido blanco Gaussiano que satisface la condicion (n(t)) =0
y (n(t)n(t")) = 2kpTv(t —t'). En un flashing ratchet el potencial es prendido
y apagado periédicamente (Fig. 2.9). En ausencia de potencial V' (x,t) las par-
ticulas se mueven por difusion. En este momento muchas particulas se acercan
al minimo del potencial por la izquierda mientras que pocas particulas han al-
canzado el pico de la derecha (més lejano). Cuando el potencial es prendido, las
particulas sobre la izquierda se deslizaran por la pendiente al préoximo minimo
mientras que aquellas que estaban a la derecha, retornaran al pozo inicial. Por
este motivo, obtenemos un movimiento neto a la izquierda que necesariamente
requiere de la difusién para obtener un movimiento dirigido [65, 82].

2.5. Dispositivos ratchet para fluxones

En los ultimos anos el estudio del movimiento direccional de particulas ha
cobrado relevancia no solo en el campo de los motores biomoleculares, sino
también, en el campo de la nano y microtecnologia. En esta linea y en el caso
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Figura 2.10: Dos geometrias de arreglos de uniones que producen un potencial efectivo
asimétrico para el fluxén: alternancia de uniones de dos corrientes criticas y celdas de
dos tamanos (izquierda) y alternacia de uniones de tres corrientes criticas con celdas
iguales (derecha).
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Figura 2.11: Cuatro arreglos diferentes: (a) Anillo regular. (b) Anillo alternando co-
rrientes criticas. (c¢) Anillo alternando area de las celdas. (d) Anillo ratchet alternando
corrientes criticas y area de celdas. La figura de la derecha muestra los correspon-
dientes perfiles de energia E(Xcas). Unicamente la configuracion (d) genera el perfil
ratchet.

de dispositivos superconductores, resulta de interés natural el disefio y estudio
de sistemas que permitan el movimiento direccional de voértices y fluxones en
sistemas superconductores |76, 77, 78] en general y en redes de uniones Joseph-
son en particular [83, 84, 85|, conformando lo que hemos llamado dispositivos
ratchet para flurones.

Ya hemos dicho que en una red de uniones Josephson un fluxén se comporta
aproximadamente como una particula que experimenta un potencial periédico,
marcado por la periodicidad espacial de la red. En el caso de una red regular
(todas las uniones y celdas son iguales) la simetria en el sistema es total y
en ausencia de corrientes no equilibradas no existe movimiento direccional de
fluxones. Sin embargo, la flexibilidad del sistema nos permite combinar uniones
y celdas de tamanos diferentes, lo que como veremos posibilita el diseno de
dispositivos con potenciales substrato periodicos asimétricos [83, 84, 85].

Un potencial ratchet para el fluxon es obtenido utilizando una combinacién
adecuada de uniones y tamanos de celda (esto es autoinducciones). Los dos
casos mas simples (ver figura 2.10) corresponden a alternar uniones de dos
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Figura 2.12: Corriente de desanclaje del Fluxon Ig4., como funciéon de A para los
arreglos regular y ratchet. Las lineas solidas representan las predicciones para los
valores de Epy y los simbolos representa el calculo numérico de las corrientes de
desanclaje [85]. El recuadro muestra la diferencia (Alge,) entre los valores absolutos
de las dos corrientes de desanclaje para el arreglo ratchet.

corrientes criticas distintas y celdas de dos areas; o a alternar uniones con tres
corrientes criticas distintas (en este caso todas las celdas tienen el mismo area).

Tomemos como referencia de momento el primero de los dos casos descritos
anteriormente. La figura 2.11 muestra cuatro redes diferentes y los potenciales
efectivos para el fluxon en cada uno de los casos. Como esperamos, solo la red
(d) muestra un potencial ratchet para el fluxon. Tales redes se han construido
y estudiado experimentalmente [84].

La figura 2.12 muestra la dependencia con A de la corriente de depinning
positiva y negativa del fluxén (la corriente minima necesaria para mover el
fluxon) para el caso de la red regular y las ratchets|85]. Vemos como en el caso
de la red ratchet I;ep Y L4, son significativamente diferentes para valores de
Aentre 0.1 y 0.9. El inset muestra la diferencia (Algep, = I, — I;;p) entre los
valores de las dos corrientes para la red ratchet. Se ve que existe un moderado
rango de valores de A para el cual un importante comportamiento asimétrico

es esperado. El maximo de la curva se obtiene para A ~0.2.

Viendo las ecuaciones que describen la dindmica de la red [Eq. (2.8) y
siguientes|, es facil darse cuenta de que resulta mucho més conveniente estudiar
redes formadas por celdas iguales, alimentada uniformemente y en ausencia
de campos externos, ecuacion (2.12). Este es el caso de la configuracién con
uniones de tres tamanos diferentes. Esta es la configuracion que se usara a lo
largo del capitulo 5 de la tesis doctoral para estudiar el desanclaje térmico de
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los fluxones en redes asimétricas. Las propiedades de los fluxones en dichas
redes seran introducidas en la tltima seccion del capitulo siguiente.






Capitulo 3

Flux6n como una particula

En el capitulo anterior hemos visto que en muchos casos las propiedades
de un fluxén en una red de uniones Josephson pueden ser estudiadas en tér-
minos de una particula. En este capitulo vamos a abundar sobre el alcance,
consecuencias y limitaciones de esta imagen.

3.1. Redes regulares

Una red regular es aquella en la que todas las uniones y celdas son idénticas.
En ese caso, como hemos visto en el capitulo anterior, la energia potencial del
sistema viene dada por

B/Es =3 [ = cosgp) + 3 (ogna - 2. (3.)

J

Con respecto a las ecuaciones para la dindmica del arreglo en presencia de
corrientes externas y temperatura, tenemos

@i +Tpj +sing; = A(@j11 — 205 + 9j-1) + fext +15(t) (3.2)

donde j = 1,...N y las condiciones de frontera para el anillo son ox+1 =
w1+ 2tM y @9 = pn — 2rM. El numero entero M es el nimero de fluxones
o kinks atrapados en el anillo.

Un flux6n o antifluxon, figura 3.1, corresponde a una configuracion {¢} fiuzon
de las fases del anillo para el cual la fase incrementa en £27 en una vuelta
alrededor del anillo (¢4 n = ¢; & 2m). Como hemos descrito en el capitulo an-
terior, al estudiar la dindmica de un fluxén es muy 1util usar la imagen de este
objeto colectivo y extendido como una particula. Esta aproximaciéon ha sido
extensamente estudiada en el pasado [44, 45, 87, 88, 86].
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Figura 3.1: Tres representaciones diferentes de las configuraciones de energia minima
(arriba) y de méaximo local (abajo) de un fluxén. Fases (izquierda), representacion de
energia potencial (centro) y representacion angular (derecha).

Consideremos la nueva variable X, el centro de masas del fluxén definido
por

X = C:FZ%-. (3.3)

J

El signo — corresponde al configuracion de un fluxén, la fase se incrementa
en 2w, mientras el signo + corresponde a un antifluxén. La constante C' la
definiremos como C' = 27(N + 1/2) con N el namero de uniones en el anillo.
Con esta definicién la variable X = X /27 indica la posicion del fluxon en la
red.

En la aproximacién mas simple, la dindmica de un fluxén en un anillo,
descrita por la ecuacion (3.2), puede ser reducida a la dinamica de su centro de
masas. A su vez, ésta es aproximada por la dindmica de una particula masiva,
forzada y amortiguada que experimenta un potencial sustrato periodico V(X)
(el potencial de Peierls-Nabarro).

m(X)X +nm(X)X +V'(X) = F +&(7) (3.4)
Resaltamos los siguiente aspectos en esta aproximacion:

= Kl origen del potencial de Peierls-Nabarro es el caracter discreto de la
red. Por ello se trata de un potencial periédico cuya amplitud debe ir a
cero cuando nos acercamos al limite continuo del sistema, A — oc.

» m(X) representa la masa efectiva del kink. Su origen es secillo cuando
pensamos en término de la energia cinética del mismo: % > i B2 = %X 2,
Como consecuencia de las propiedades elasticas del flux6n, su masa. efec-
tiva depende de la posicion del mismo, m(X): el flux6n no es un objeto
rigido y su forma cambia cuando se mueve a lo largo de la red.
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s F = jot. El efecto de la fuerza externa es mover el fluxén y la fuerza
externa efectiva que experimenta el fluxon es igual a la corriente por
union. De este modo la energia introducida en el sistema es la misma en
las dos descripciones, F'X = deyx > ;Pj-

= Nos queda discutir el valor del amortiguamiento efectivo del sistema y
el acoplo de éste al bafio térmico. Este es un aspecto complejo. En su
aproximacion mas sencilla la energia introducida en el sistema se disipa
a través del movimiento del centro de masas y puede considerarse que

n="Iy
E@N=0 'y &N =2mTkpTo(r —7)  (3.5)

Esta aproximacion es equivalente a despreciar el efecto de los otros grados
de libertad del fluxén y la disipaciéon de energia a través de los cambios
en el perfil del mismo, lo que conduce a una dependencia del damping
efectivo con la posicion del fluxén, n(X) [87, 88|.

3.1.1. La barrera y el potencial de Peierls-Nabarro

Una de las propiedades fundamentales de los sistemas discretos es la falta
de invariancia traslacional continua en los mismos. Dicha invariancia ha sido
sustituida por una simetria discreta bajo traslaciones del centro de masas del
flux6n un numero entero de espaciados de red. Como resultado, no todas las
posiciones espaciales son equivalentes y en el kink podemos distinguir entre la
configuraciéon de minima energia, fluxén centrado entre dos sitios de la red, y
una configuracion de maximo local, fluxén centrado en un sitio de la red (ver
la figura 3.1). La diferencia de energia entre estas dos configuraciones define la
llamada barrera de Peierls-Nabarro del sistema y tiene el significado de barrera
de energia que el fluxén debe sobrepasar para pasar de una configuracién de
minima energfa a otra equivalente. Dicha barrera es nula en el modelo continuo
dado que en este caso todos las posiciones del kink son equivalentes (simetria
continua bajo traslacion espacial). Como consecuencia, en el sistema discreto el
kink estd anclado a la red, existe una fuerza de desanclaje o fuerza de depinning
que es necesario aplicar para que el kink pueda moverse.

La figura 3.2 muestra la barrera de Peierls-Nabarro para un fluxén en fun-
cion del pardmetro de acoplamiento A. En el limite A = 0 la configuracion de fa-
ses para un fluxén en un minimo sigue la secuencia {...,0,0,27, 27, ... } mien-
tras que la configuracion de méximo local corresponde a {...,0,0,m, 27w, 27, ... }.
Ambas configuraciones tienen una diferencia de energia de 2F ;. Para valores
pequenos de A estas configuraciones cambian ligeramente y no es dificil probar
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Figura 3.2: Evolucion de la barrera de Peierls-Nabarro Fpy frente a A calculada
numeéricamente y comparacion con los resultados analiticos mostrados en el texto.

que en ese caso
E A1+ N)?
Epn o _mAULEN (3.6)
Ej (14 20)(1 + 3))

En el limite opuesto, A — o0, el fluxén se deslocaliza, su anchura diverge

y la barrera se anula. Existen distintas estimaciones para el célculo de la ener-

gia de Peierls-Nabarro en ese caso, ver por ejemplo Ref. [45]. De entre ellas

encontramos que la siguiente es la que mejor se ajusta a nuestros resultados
numéricos (figura 3.2):

Epn  16(1 + 272))

E;  sinh(m2VA)

(3.7)

También es posible definir una energia potencial unidimensional que descri-
be el potencial efectivo que el kink experimenta cuando pasa de una posicién
de minimo a otra equivalente. Dicho potencial puede ser calculado aproximada-
mente a partir de la forma del soliton en el limite continuo del sistema [89, 45]
obteniéndose

o¢]
E
Ven(X) :ZBlcos(lX) :V(]—F%(l—cosX), (3.8)
1=0

con
_8lL(1+ 272 )?)

_ B, 1>1. 3.9
: sinh (I72v/\) ’ (3.9
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Figura 3.3: Potencial de Peierls-Nabarro, V(X) para un fluxén en un anillo de treinta
uniones para A =0.6. La figura muestra en linea discontinua el perfil de un potencial
sinusoidal de la misma amplitud y periodo.

El potencial puede ser calculado numéricamente para una red de tamano
arbitrario y con las condiciones de frontera que se deseen. Para ello basta
con colocar un fluxén en una posiciéon de méximo local y perturbarlo muy
ligeramente para que caiga a uno de los minimos cercanos. Si la trayectoria
es sobreamortiguada, en cada momento la velocidad del fluxén es igual a la
fuerza ejercida por el potencial; esto es, el gradiente del potencial, asi que si
calculamos la energia potencial del fluxén a lo largo de esa trayectoria tenemos
el perfil de energias del potencial. La figura 3.3 muestra el potencial efectivo
calculado de esa manera y lo compara con un potencial puramente sinusoidal.
El célculo ha sido realizado sobre una red con 30 uniones y para A =0.6.
En la figura vemos como la desviacion respecto el perfil sinusoidal es muy
pequena, no obstante esa diferencia serd relevante para calcular una de las
magnitudes mas importantes del sistema, la corriente de depinning del fluxén.
Dicha corriente esta relacionada con la maxima pendiente del potencial, o el
gradiente en el punto de inflexion. De hecho, cuando se estudien propiedades
del flux6n relativamente cerca de esta corriente critica es mas eficiente definir
el potencial de Peierls-Nabarro como

VpNn(X) >~ Vi + dgep(1 — cos X). (3.10)

La figura 3.4 muestra la diferencia entre la corriente de depinning del fluxon
calculada numéricamente iqep, y la correspondiente a un potencial sinusoidal
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Figura 3.4: La figura muestra |iqep — Epn /2| para ilustrar la diferencia entre la co-
rriente de desanclaje del fluxén 4,,,4e¢p y la correspondiente a un potencial sinusoidal
perfecto de barrera dada por Epy. Ambas funciones han sido calculadas numeéria-

mente.

con la misma barrera de Peirls-Nabarro Epy /2. Podemos ver que esa diferencia

es en general pequena.

3.1.2. Espectro de modos lineales

Los modos lineales del sistema corresponden a las soluciones de pequena
amplitud y energia del mismo. Dichas soluciones pueden calcularse facilmente
si no hay fluxones atrapados en la red (M = 0). En la aproximacion lineal y
en ausencia de amortiguamiento y corriente externa, se tiene

@+ i = Apj+1 — 205 +@j-1), (3.11)

j=1,...N, on4+1 = ©1 ¥ 0 = pn. Las soluciones de este sistema de ecuaciones
tienen la forma: ¢;(t) ~ exp[i(wit — kj)] con espectro de frecuencias

wi =1+4\sin?(k/2) (-7 <k < 7). (3.12)

Esta relacion de dispersion estd caracterizada por la presencia de una banda
finita con un gap dado por wpn=wp=1 y una frecuencia maxima dada por

Wimnaz = wr=(1 + 4)\)1/2.
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Figura 3.5: Autovalores de la matriz de estabilidad en el minimo, A; = w]z, para
distintos valores del pardmetro de acoplamiento A\. N = 300.
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Figura 3.6: Autovalores de la matriz de estabilidad en el maximo local para distintos
valores del pardmetro de acoplamiento A\. N = 300.
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Figura 3.7: Frecuencia de Peierls-Nabarro (rojo), wpy, y frecuencia de activacion
efectiva (azul), w,, como funcion del pardametro de acoplamiento A\. N = 300.

En presencia de un fluxén el espectro de modos cambia y ya no puede
ser calculado analiticamente. En este caso para cada valor de acoplamiento
A podemos calcular numéricamente la configuracion de equilibrio {¢} fruzon ¥
linealizar las ecuaciones del sistema en torno a esta solucién. La existencia
del fluxon se plasma fundamentalmente en la apariciéon de un modo en el gap
original. Dicho modo se corresponde con la frecuencia wpy de las oscilaciones
de pequena amplitud del flux6n en torno al minimo del potencial efectivo
Vpn(X).

En la figura 3.5 se puede apreciar la banda de modos normales de frecuen-
cias comprendidas entre 1 y /1 + 4X y el modo adicional de frecuencia wpy
igual a 1 para A — 0 y tendiendo a 0 para A > 1.

También es facil calcular la curvatura del potencial en torno al maximo lo-
cal que define la posicion de equilibrio inestable para el fluxén. En este caso se
obtiene un autovalor negativo, asociado a la curvatura negativa en el maximo
y N — 1 positivos, ver figura 3.6. En los problemas de escape de un potencial
multidimensional se define una frecuencia de activacion efectiva w, dada por
We = H;V: Lwj/ H;V: n wj, donde w; representa las N frecuencias correspondien-
tes a los modos normales en el minimo y w;- las frecuencias correspondientes
a los N — 1 modos estables del maximo. La figura 3.7 muestra la dependencia
de w, con A y la compara con el valor de wpy.
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Figura 3.8: Masa efectiva del fluxén en funciéon del acoplamiento A segin la aproxi-
macion del continuo, mgg = 2/(72V/A) en rojo y segin la aproximacion de potencial
sinusoidal mg;,, en azul.

3.1.3. La masa efectiva del fluxéon

Como hemos visto anteriormente en la ecuacion efectiva para el fluxén
aparece un término de masa, m(X), que depende de la posicion del mismo [45].
La dependencia espacial de la masa es fruto de la discretitud del sistema. Asi,
en principio podemos escribir

m(X) =mgg + dm(X) (3.13)

con mgg = 2/(7?v/A) la masa efectiva del soliton en el continuo (ecuacion de
sine-Gordon) y dm(X) la funcién periédica que incluye las correcciones por
discretitud.

Existen dos aproximaciones al célculo de la masa en reposo del fluxén (en el
minimo) a partir del conocimiento de la frecuencia de Peierls-Nabarro. La més
sencilla asume la aproximacién sinusoidal para el potencial de Peierls-Nabarro,
entonces: Mg, = Epn/(2w%y). En la segunda empleamos el valor determina-
do numéricamente para la curvatura en el minimo My, = Vygm/wl%N. Se-
gun estas definiciones, para A =0.6 por ejemplo, mgg =0.262, mg, =0.275 y
Mumin =0.236 [calculada tra aproximar V(X)) ~ %2.17 (2 )2. En la figura 3.8

2
se muestra el valor de la masa efectiva del flux6n para los distintos valores

del acoplamiento A calculada segun la aproximacion del continuo (lo que he
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Figura 3.9: Calculo de la dependencia de la masa efectiva con la posiciéon del centro
de masas del fluxon m(X), para A =0.6. En azul se marca el valor segin las tres
aproximaciones discutidas en el texto mg;, =0.275, mga =0.262 y mMynin =0.236.

llamado mg¢) y segtn la aproximacion de potencial exactamente sinusoidal (lo
que he llamado mg;,). Puede verse como la diferencia entre ambos valores es
muy pequenia, salvo a valores muy pequenos de A donde la primera expresiéon
diverge. En cualquier caso esta diferencia entra en la banda de variacion espa-
cial de la masa, m(X). Asi, por ejemplo, la figura 3.9 muestra el resultado de
calcular m(X) para el caso A =0.6 y los tres valores de la masa anteriormente
citados. Puede apreciarse como m,,;, nos da el valor de la masa en el minimo,
pero las variaciones de la masa a lo largo del potencial son muy significativas,
m(X) € (0.24,0.33).

Para el calculo numeérico de m(X) hemos calculado la relajacion en régimen
sobreamortiguado del fluxén desde el méximo hasta el minimo del potencial
de Peierls-Nabarro, e igualado la energia cinética del sistema original con la
del modelos reducido: 4 3 ; $;? = im(X )X 2. También es posible obtener una
expresion a partir de la forma de fluxén en el limite continuo del sistema [45].
Entonces

o¢]
m(X) ~mgg + Z Ajcos(IX) ~ (3.14)
=1
con

41
" sinh (Im2V/X) (3.15)
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3.1.4. Un experimento numérico

Para comprobar numeéricamente algunas de las cuestiones estudiadas an-
teriormente, hemos estudiado las oscilaciones de relajacion al equilibrio de un
fluxén desde una condicion de no equilibrio, cercana al minimo, y su compa-
racion con el resultado obtenido usando la teoria de particula individual.

Para ello hemos elegido un anillo de N = 60 uniones con A =0.6. En
este caso Epny =0.12739, wl%N =0.23165 y m =0.236. En la aproximacion de

5.96483 5
Ven(X) ——
VCOS(X)
> 5.96482
5.96481
15.496 15.5 15.504
X
0.001
il
1% ofr
e}
-0.001
0 200 400 600 800 1000 14.496 14.498 145 14.502 14.504
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Figura 3.10: Oscilaciones de equilibrio para un fluxén en una red de 60 uniones. Mos-
tramos seis figuras que corresponden al perfil del potencial (arriba), a X (¢) (central
a la izquierda y abajo) y a X (V) (central a la derecha).
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Figura 3.11: Variacion de la altura de la barrera y frecuencia caracteristica del minimo
para un fluxén a distintos valores de corriente externa ¢ y para distintos valores del
acoplamiento A. La linea negra muestra los resultados considerando un potencial
sinusoidal inclinado..

pequenas oscilaciones la dindmica del centro de masa viene dada por
X +9X +wiyX =0, (3.16)

con lo que X (t) = Xg exp (—7t/2) (cos Qi+ sin Q) con Q% = w}y—+?/4. Las
simulaciones se han realizado para v =0.01. El resultado de las simulaciones
se muestra en la figura 3.10 donde se comprueba un total acuerdo entre lo
obtenido en el sistema completo y lo predicho por la imagen de particula.

3.1.5. Dependencia con i

Todos los resultados anteriores han sido presentados para el caso i = 0. La
inclusion de un campo externo modifica las propiedades del fluxén. Siguiendo
nuestra imagen de particula el efecto de la corriente es inclinar el potencial de
Peierls-Nabarro, V(X;7) = V(X,0) — iX, reduciendo el valor de la barrera y
de la frecuencia que se anulan para la fuerza critica o i4e,. Segln esta imagen
la altura de la barrera

AU (N, i) = Epn (Vl — f2—fcos! ) (3.17)

y la frecuencia en el minimo

wmin()\u Z) = WPN (1 - f2)1/4 (318)

con f =i/igep. La figura 3.11 muestra los resultados numéricos para distintos
valores del A y los correspondientes a las formulas anteriores encontrandose un
acuerdo excelente.

Con respecto a la masa, en principio esta también puede depender de la
corriente externa aplicada. No obstante, tomando como referencia la definicion
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Figura 3.12: Calculo de la dependencia de la masa efectiva del fluxén m(i), a distintos
valores de corriente externa ¢ y para distintos valores del acoplamiento \.

de mu,in es posible ver que la dependencia con la cual la segunda derivada
del potencial se anula cuando 7 — 4., es la misma que la mostrada por wpy
con lo cual se tendria que m,,;, no deberia cambiar apreciablemente al va-
riar ¢. Podemos apreciar esto en la figura 3.12 en donde hemos calculado la
dependencia de la masa con la corriente externa normalizada a la corriente
de desanclaje. La expresion de la masa se ha obtenido a partir de la segunda
derivada del potencial y el cuadrado de la frecuencia, m(i) = V. /w? con
VI(X) ~ Vo +igep(l —cos X) —iX.

3.2. Redes Ratchet

Las redes ratchet estan caracterizadas por poseer potenciales de Peierls-
Nabarro carentes de simetria de inversiéon. En capitulos anteriores, hemos vis-
to que la tecnologia actual tiene la flexibilidad suficiente para disenar anillos
con uniones de diferentes areas y celdas de diferentes tamanos. El tamafio de
celda es un parametro importante pues afecta por un lado al valor del coefi-
ciente de autoinduccién magnética del sistema y por otro a la magnitud de los
flujos debidos a campos magnéticos externos o auntoinducidos. Hemos visto
como un anélogo fisico de nuestro sistema es una cadena de péndulos uni-
dos por muelles de torsiéon. Entonces el efecto primordial del tamano de celda
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es variar la constante de los muelles y su longitud natural. Por otro lado el
area de la union afecta al valor de la corriente critica, capacidad y resistencia
de la misma. En nuestra imagen bésicamente corresponde a una modificacién
fundamentalmente de la longitud natural del péndulo su masa y friccién.

El disenio de redes con distintos tamanos de celda y de uniéon daréd lugar a
potenciales efectivos no regulares para el fluxén. Verdaderamente, la flexibili-
dad del sistema es tal que en teoria podemos hablar de que el diseno permite
tallar cualquier potencial deseado para los fluxones. De entre todas las configu-
raciones, llama poderosamente la atencién la posibilidad de disenar redes con
un potencial efectivo peridédico pero asimétrico para los fluxones: lo que llama-
remos un potencial de tipo ratchet. En el capitulo anterior hemos presentado el
interés en el estudio de este tipo de sistemas. El anillo de uniones Josephson es
un sistema experimental adecuado para estudiar experimentalmente diversos
problemas interesantes relacionados con las propiedades dindmicas en sistemas
carentes de simetria de inversion. En particular, es especialmente destacable el
hecho de que los anillos de uniones Josephson permiten abordar las propieda-
des dindamicas de objetos espacialmente extendido, un fluxén o solitoén en este
caso, sobre potenciales efectivos asimétricos.

3.2.1. Red ratchet de periodo 2

En su articulo de 1999, F. Falo et al. [83] presentaron una configuracion de
red con potencial asimétrico basada en la alternancia de celdas de dos tamanos

Figura 3.13: Fotografia de un anillo disefiado para estudiar las propiedades de fluxones
en potenciales asimétricos.
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Figura 3.14: Dibujo esquematico de un anillo (a) regular; (b) que alterna uniones
de dos tamanos diferentes; (c) que alterna celdas de dos tamanos diferentes; y (d)
que alterna celdas y uniones de dos tamanos diferentes. A la derecha se muestra el

perfil de energia potencial Epy(X) para el fluxon en las redes anteriores. La red (d)
corresponde a un perfil de tipo ratchet.

diferentes y uniones de dos areas distintas. En este caso, en su aproximacion
més sencilla y despreciando campos externos, la energia del sistema puede
escribirse como

E Aj
7 = 2 hl—cose)) + Sl = @)? (3.19)
J

con {h;} = {hi,ha,h1,ha, ...} y {\j} = {A1, A2, A1, Ag, ...}, Dicho sistema fue
disenado, fabricado y medido experimentalmente (ver figura 3.13) verificandose
el caracter ratchet para fluxones del mismo [84, 85].

La figura 3.14 muestra esqueméticamente cuatro anillos formados por unio-
nes Josephson y el perfil de energia para un fluxén en cada una de la redes.
El caso (a) muestra una red regular y el potencial de Peierls-Nabarro corres-
pondiente es un potencial periédico practicamente sinusoidal con minimos aso-
ciados a posiciones del fluxén centrado en una celda y méaximos para fluxéon
centrado en la union (h; =1y A; =0.25, Vj). El caso (b) muestra una red don-
de todas las celdas son iguales pero que contiene uniones de dos tipos (h; =1
6 0.5y A; =0.25). En este caso el potencial es periddico con periodo doble del
del caso regular y con dos méaximos de distinta magnitud, correspondientes a
cada una de los tipos de uniones del sistema. La figura (c¢) muestra una red
de uniones idénticas pero con dos espaciados de celda alternantes (h; = 1y
Aj =0.5 6 0.25). El potencial vuelve a tener periodo doble del regular pero si-
gue siendo simétrico. Por ultimo, las figuras (d) muestran una red formada por
uniones de dos areas distintas y celdas de dos tamanos diferentes (h; =16 0.5
y A;j =0.5 6 0.25). La combinacion de ambos factores produce un potencial de
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Figura 3.15: Corrientes de depinning /4e, para un fluxén como funciéon de A para
la red homogeénea y la ratchet {h;} = {1,1/2,1,1/2,..} y {A\;} = {\A/2,\,)/2}.
Las lineas continuas muestran las predicciones a partir del valor de Epy. Los puntos
muestran los resultados numéricos. En pequeilo se muestra la diferencia (Alge,) entre
los valores absolutos de las dos corrientes de depinning para la red ratchet, una manera
de cuantificar la magnitud del caricter asimétrico de la red.

periodo doble pero carente de simetria de inversion, potencial de tipo ratchet.

Una de las caracteristicas més notables desde un punto de vista experi-
mental de las redes asimétricas es la existencia de dos corrientes criticas o
corrientes de depinning diferentes para el fluxon, segin la corriente alimentada
tenga una polaridad u otra. La figura 3.15 muestra el valor de la corriente de
las dos corrientes de desanclaje de una red ratchet y una comparaciéon con el
resultad de una red regular del mismo A y con el de un potencial sinusoidal de
misma barrera pero periodo doble. El inset muestra la diferencia entre las co-
rrientes positivas y negativas, lo que representa una medida efectiva del grado
de asimetria del potencial, éste es méximo para valores de A cercanos a 0.2.

3.2.2. Red ratchet de periodo 3

La configuracion anterior, si bien permite disefiar un potencial asimétrico
para el fluxén cuyo periodo es de dos espaciados de red, presenta un problema
desde el punto de vista del estudio experimental del sistema. El hecho de que
las celdas tengan distinto tamafio modifica los flujos de los posibles campos
inducidos en el sistema. Dichas contribuciones fueron eliminadas, por sencillez,
de las ecuaciones (3.19) donde se despreciaron esos campos. No obstante, apa-
recen en una descripcion mas general como la discutida en la seccion 2.1, ver
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Figura 3.16: Esquema del anillo formado por uniones de tres tamanos diferentes.

ecuacion (2.20) por ejemplo.

Por todo ello a continuaciéon, y a lo largo de este trabajo, vamos a plantear
una configuracion de uniones distintas y celdas idénticas que también posibilita
un potencial ratchet para la unién. Dicha configuraciéon consiste en combinar
uniones con tres corrientes criticas diferentes, ver figura 3.16. Dicha red tiene
una periodicidad de tres celdas y en nuestros estudios usaremos una red con 9
uniones Josephson.

En este caso la energia del sistema puede escribirse como

E A
- > hi(1 —cospy) + 5 (@it = ©;)? (3.20)
J
con {h;} = {hi,h,h3, hy,...}. Una posible eleccion, que vamos a usar, es

{h;} ={1, 0.5, 0.3, ....}. Dicha configuracién posibilita un potencial asimétrico
para el fluxén a partir de cierto valor del pardmetro de acoplamiento A.

Para valores pequenos de A el potencial efectivo del fluxén es un potencial
periddico de periodo tres pero formado por tres minimos y maximos diferen-
tes, asociados a cada uno de los tres tipos de uniones. Dicho potencial se va
suavizando conforme aumenta A y para un cierto valor critico A\.; desaparecen
uno de esos méximos y minimos a través de una bifurcaciéon de saddle-node.
A partir de entonces se presenta un potencial asimétrico pero formado por
dos pozos. Para otro valor acoplamiento mayor, A.o una nueva bifurcacion de
saddle-node elimina otro méximo y minimo y a partir de entonces el potencial
efectivo para el fluxén es un potencial asimétrico con un tnico pozo. Para el
caso de la secuencia de h; dada por (1,0.5,0.3) se tiene Ay ~0.13 y Ap2 ~0.23.

La figura 3.17 muestra el potencial de Peierls-Nabarro para el fluxén y
para tres valores diferentes de A =0.4, 0.6 y 0.8. En los tres casos se dibuja
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V(X)

Figura 3.17: Potencial efectivo para el fluxén Vpx (X) para una red ratchet con hj =
{1.0, 0.5, 0.3} y para A =0.4, 0.6, 0.8.

V(X ) — Vinin. La diferencia de energia entre el maximo y el minimo del poten-
cial define la barrera de Peierls-Nabarro del sistema. La figura 3.18 muestra
la dependencia de la barrera de Peierls-Nabarro del sistema en funcion del
parametro de acoplamiento A\. Es importante resenar que en este caso la dis-
minuciéon de Epy con A es mucho més lenta que en el caso de la red regular
(comparar con figura 3.2). Por ello, las corrientes criticas de estas redes son
mucho mayores que las corrientes criticas de redes regulares con valores de A
similares.

Una medida aproximada de la asimetria de la red consiste en calcular la
desviacion de la diferencia entre la posicion del méximo y minimo del potencial
respecto lo esperado para el caso de red regular. Asi en el caso de una red
regular de periodo tres, dicha diferencia deberia ser igual a 1.5. La figura 3.19
muestra el calculo de la posicion del minimo y el maximo del potencial y la
diferencia entre ambos valores. Puede observarse como la asimetria es mas
acentuada para valores de A ~ 0.4. Este valor nos marca un 6ptimo en cuanto
a la eleccion de dicho parametro en el diseno de una red.

Para completar la caracterizacion de las redes también mostramos la evo-
lucién de la frecuencia caracteristica de las oscilaciones de pequena amplitud
del fluxén en torno a su posicién de equilibrio, wpy, figura 3.20. Se puede
observar que el comportamiento no es monétono, mostrando un fuerte decreci-
miento a valores pequenos de A, alcanzandose un agudo minimo local en torno
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Figura 3.18: Calculo de la barrera de Peierls-Nabarro, Epx()\)/E; para una red rat-
chet con h; = {1.0, 0.5, 0.3}.
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Figura 3.19: Calculo de A(X) = X,02 — Ximin, una medida de la asimetria de la red,
como funcioén de A para una red ratchet con h; = {1.0, 0.5, 0.3}

a A ~0.22, un méaximo suave para A ~ (.68 y decreciendo a partir de enton-
ces. Dicha forma tiene su origen en la paulatina desapariciéon de minimos y
méximos secundarios al aumentar A\ para valores pequenos de este parametro.
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Figura 3.20: Calculo de la frecuencia de Peierls-Nabarro, wpy()) para una red ratchet
con hj = {1.0, 0.5, 0.3}.
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Figura 3.21: Calculo aproximado de la masa efectiva del fluxén en el minimo del
potencial para una red ratchet con h; = {1.0, 0.5, 0.3}.

Si ahora utilizamos la expresion méas sencilla a nuestro alcance para el
célculo de la masa efectiva m ~ Epy/(2 x 9why) (el factor 9 tiene su origen
en el periodo triple del potencial efectivo), figura 3.21, observamos el compor-
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Figura 3.22: Masa efectiva del fluxén m(X) para una red ratchet con h; = {1.0, 0.5,
0.3} y para A =0.4, 0.6, 0.8.

tamiento no monoétono relacionado con la variaciéon de wpy.

Resulta muy interesante preguntarse por la evoluciéon de la masa en funcion
de la posicion del centro de masas del fluxén, m(X). La figura 3.22 muestra
dicho comportamiento para A =0.4, 0.6, 0.8. Es interesante observar la com-
plejidad de dicha dependencia con la existencia de varios minimos y méximos
locales a valores pequenios de A y su desaparicién paulatina conforme aumenta
el valor de la constante de acoplamiento de la red.

Desde un punto de vista practico, la principal consecuencia del caracter
asimétrico de la red es la existencia de dos corrientes de desanclaje del fluxon,
o corrientes de depinning, diferentes segun la polaridad de la fuerza externa.
La figura 3.23 muestra el resultado de calcular ambos valores, i}ep y i;ep para
la red definida por h; =1., 0.5, 0.3 y distintos valores de A. La corriente de
depinning en un sentido es mayor que en el otro, fruto de que la pendiente del
potencial sustrato en ambas direcciones también es distinta.

El hecho de que el potencial sea asimétrico conlleva que ahora cualquier
magnitud debe calcularse tanto para corrientes positivas como negativas. El
efecto de una corriente externa es “inclinar” el potencial efectivo del fluxéon
de modo que la barrera de energia del mismo disminuye paulatinamente anu-
landose al valor correspondiente a la corriente de depinning, ver figura 3.24.
Ademas esta disminucion es similar a la que se esperaria para un potencial si-
nusoidal inclinado (ecuacion 3.17) donde se usa el valor adecuado de ig4ep, para
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Figura 3.23: Corrientes de depinning ij{ep Y igep de un fluxén en una red ratchet:
hj ={1.0, 0.5, 0.3} como funcién del parametro A.
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Figura 3.24: Valor de la barrera de Peierls-Nabarro para distintos valores de la co-
rriente externa ¢. h; = {1.0, 0.5, 0.3} y A =0.6.

cada caso. Sin embargo, si estudiamos la dependencia de la frecuencia de osci-
laciones del fluxén en torno al minimo, el comportamiento no es nada trivial,
ver figura 3.25. Por un lado al aumentar la corriente se observa un minimo y
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Figura 3.25: Valor de la frecuencia de Peierls-Nabarro para distintos valores de la
corriente externa i. h; = {1.0, 0.5, 0.3} y A =0.6.

méximo local en la curve de w(7) cerca de i;{ep. Al disminuir la corriente sor-
prende el hecho de que w primero aumente ligeramente, logrando un maximo
para ¢ ~ —0.05 y luego disminuya hacia cero.

En cualquier caso (ver figura 3.26) los potenciales inclinados pueden ser
aproximados en las cercanias de los pozos y las barreras de potencial por po-
tenciales cubicos.
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Figura 3.26: Potencial de Peierls-Nabarro Vpy (X) del fluxén para cuatro valores de
la corriente externa: ¢ = +£0.05 y ¢ = +£0.1. h; = {1.0, 0.5, 0.3} y A =0.6.



Capitulo 4

Desanclaje Térmico de Fluxones
en Redes regulares

4.1. Introduccién

Desde el punto de vista experimental, las uniones Josephson son un sis-
tema privilegiado para el estudio de las propiedades fisicas de los solitones y
para explorar posibles aplicaciones de las mismas. Como se menciond en los
capitulos anteriores, una red de uniones Josephson con la geometria de anillo
se describe muy bien por la ecuacién de sine-Gordon discreta y soporta so-
litones discretos no-lineales o kinks, llamados habitualmente fluxones en este
contexto. El estudio y modelizaciéon de anillos de uniones Josephson, permite
la exploracién de nuevos toépicos relacionados con el comportamiento de estos
objetos no-lineales.

Al decrecer la temperatura de nuestro sistema por debajo de la tempera-
tura critica del material superconductor que lo forma, un nimero en principio
indeterminado de fluxones quedan atrapados en el mismo. La presencia de flu-
xones, domina las propiedades fisicas del sistema. A su vez, la dinamica de los
mismo también estd condicionada por las fluctuaciones térmicas, el intercambio
de energia entre el sistema y el ambiente. En particular, dichas fluctuaciones
pueden afectar de manera muy importante el valor de la corriente de desanclaje
y la forma de curva I-V del sistema.

En este capitulo vamos a considerar la dindmica del desanclaje térmico de
fluxones en anillos regulares de uniones Josephson. Nuestro trabajo esta moti-
vado por experimentos recientes sobre el desanclaje térmico y la dindmica de
fluxones en anillos pequenios conformados por nueve uniones Josephson [90].
Como veremos, debido a las fluctuaciones térmicas un fluxén puede ser ex-



68 Capitulo 4. Desanclaje Térmico de Fluxones en Redes regulares

citado desde su estado de minima energia y moverse a través del arreglo, lo
que genera un voltaje a través de cada uniéon. En particular, para valores del
amortiguamiento suficientemente pequenos, este desanclaje va asociado a un
salto, switching, a la rama resistiva 6hmica de la curva [-V del sistema. Si el
amortiguamiento es grande la curva I-V es continua y es mucho mas dificil
determinar el valor de la corriente de desanclaje, en cuanto el voltaje medi-
do nunca es exactamente nulo y la definicion del desanclaje puede depender
del umbral de voltaje que marquemos en nuestro sistema experimental. Por
todo ello, nos limitaremos al estudio del desanclaje en sistemas con amortigua-
miento pequeno y a la variaciéon de esta corriente de desanclaje o corriente de
depinning 74, con la temperatura.

Como se menciond en el capitulo 3, en numerosas ocasiones los fluxones se
pueden comparar con particulas afectadas por un potencial sustrato periddico.
Uno de los objetivos de este capitulo serd probar el alcance de esta imagen
en cuanto a las propiedades del anillo afectado por fluctuaciones térmicas.
En particular compararemos los resultados de la corriente de desanclaje del
fluxén en presencia de temperatura, con los resultados para una particula y
a su vez confrontaremos de nuevo todos los resultados obtenidos frente a la
predicciones analiticas para el escape de particulas de un pozo metaestable
dadas por la teoria de Kramers y sus extensiones. Veremos que para el efecto
de desanclaje, los fluxones se comportan como particulas y obedecen leyes
de escape tipo Kramers y en este sentido podemos referirnos al desanclaje
del fluxén como el escape del fluxén. Sin embargo, bajo algunas condiciones
particulares, los resultados encontrados se apartan de este comportamiento de
particula. En particular, para algunos valores de los pardmetros el fluxén puede
sufrir difusiéon a bajo voltaje antes de cambiar al modo 6hmico 6 whirling de
alto voltaje. En este caso el proceso de depinning corresponde a un salto a la
rama de difusiéon del sistema y para valores mayores de la corriente se observa
un segundo salto, que denominamos aqui como proceso de switching y que
corresponde al paso de la rama de difusion a la rama 6hmica del sistema.

El hallazgo de esta rama de difusion es un resultado singular. Por un lado
fenémenos de difusién no son esperados en estos sistemas a valores pequenos del
amortiguamiento y los resultados muestra que es necesario una temperatura
suficientemente alta para que aparezcan. Por otro lado este fenémeno no se
observa para el caso de una particula subamortiguada a ningtun valor de la
temperatura.

Este capitulo estd dedicado al estudio de la dindmica de anillos regulares
de uniones Josephson. Como hemos visto, una unién Josephson es una version
experimental de un péndulo no lineal y un anillo lo es de una cadena cerrada
de péndulos acoplados por muelles de torsion. Las ecuaciones que gobiernan la
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dindmica de la red, en su aproximaciéon més sencilla son:
¢j + ngj + sin ©j + gj(T) = )\(QDj.H - 290]' + QDj_l) +1 (4.1)

donde j = 1,...N y ¢;, la variable que describe el comportamiento de la j-
ésima union, es la diferencia de fase invariante gauge del pardmetro de orden
superconductor a ambos lados de la unién. En esta ecuaciéon la corriente es-
ta normalizada por la corriente critica de cada unién I. y el tiempo por la
frecuencia de plasma w, = /271./®oC (Pg = h/2e es el cuanto de flujo mag-
nético y C' es la capacitancia de la uniéon). I' es el parametro que mide la
disipacion en el sistema (I' = /®/27I.CR?, con R la resistencia efectiva de
la unién). El término, (1), describe el efecto del ruido térmico en la dindmica
(ruido tipo Johnson) y satisface (i;(7)) = 0y (i;(7)ix(7")) = 2T T6;50(T — 7')
donde usamos T para la temperatura normalizada T' = kpTexp/Ey (con Ej
la energia Josephson E; = ®¢lc/27). El voltaje normalizado v muestra la
respuesta del sistema a la corriente externa, esta definido por v = Vg./I.R =
(®o/2m1.R){dp/dt) = T'(dp/dr). En las graficas en las que se muestra la cur-
va I-V del anillo dibujaremos en realidad la curva ¢-v del mismo; es decir,
dibujamos corriente y voltajes normalizados.

El pardmetro A representa el acoplamiento entre las uniones, las cuales,
en el marco de este modelo, se presenta entre los vecinos y tiene un caracter
inductivo A = ®¢/271.L, con L la auto inductancia de cada celda en el arreglo.
Remarcamos que las condiciones de frontera estan definidas por la topologia
del arreglo. Aqui hemos considerado arreglos circulares de modo que g4y =
@j + 27 M donde el nimero M de fluxones atrapados en el sistema es una
constante del movimiento.

Vamos a considerar el estudio de redes relativamente pequenas, 9 uniones,
con uno, dos y tres fluxones, aunque centraremos la parte fundamental del
analisis en el sistema con un fluxén. En este caso también presentaremos resul-
tados para tamanos mayores del arreglo. No obstante nuestro trabajo se dirigi6
principalmente a arreglos hechos de 9 uniones, similares a aquellos que estédn
siendo experimentalmente estudiados. Después de simular un amplio rango de
valores en los pardametros del sistema, como el acoplamiento A, el amortigua-
miento I' y temperatura, por ejemplo, seleccionamos y restringimos nuestro
interés a arreglos discretos (A < 1) y subamortiguados, barriendo un amplio
rango de temperaturas.

A modo de ejemplo la figura 4.1 muestra las configuraciones de equilibrio
para uno, dos y tres fluxones en un anillo de nueve uniones Josephson con ¢ = 0
y para dos valores del acoplamiento, A =0.2 y A =0.8. A X bajo el fluxén se
asemeja a una funcion escaléon, su anchura es pequena, pero a A alto la anchura
del mismo es mayor y las fases cambian de un modo més suave a lo largo del
anillo.
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Figura 4.1: Perfil de minima energia para uno (izquierda), dos (centro) y tres (derecha)
fluxones en un anillo de nueve uniones Josephson con A =0.2 (azul) y A =0.8 (verde).

fase
fase

Figura 4.2: Perfil del fluxon en el minimo (izquierda) y maximo (derecha) del potencial
de Peierls-Nabarro para una red regular con 9 uniones y A\ = 0,4 y a tres valores
distintos de la corriente externa ¢ =0, 0.1, 0.154.

Como en el caso experimental, en nuestro arreglo de uniones comenzamos
con estado de voltaje cero V=0 y corriente cero /=( e incrementamos sua-
vemente la corriente a un determinado ritmo. La velocidad de cambio de la
corriente o rampa es un parametro adicional que como veremos tiene su im-
portancia. Al aumentar la corriente el fluxén se va deformando, la barrera de
Peierls-Nabarro del mismo va disminuyendo y para un determinado valor de 7,
la corriente de depinning o desanclaje a temperatura cero, la barrera se anula
y el fluxén pasa de un estado de V=0 a un estado de V#0. Este cuadro se
ve modificado por la temperatura, que provoca el escape prematuro del flu-
x6n, a barreras no nulas, asistido por las fluctuaciones térmicas. Como hemos
indicado la forma del flux6n también varia en la medida que la fuerza exter-
na aumenta sin que este comience a moverse como un todo. Como ilustraciéon
la figura 4.2 muestra el perfil de minima energia (izquierda) y el de méaximo
local (derecha) de un flux6n en una red con A =0.4 para distintos valores de
la corriente externa. Podemos apreciar que este cambia muy ligeramente al
aumentar ¢ y maximo y minimo coinciden a la corriente de depinning, en este
caso i4ep ~0.1544. Por encima de la corriente de desanclaje y a bajo amorti-
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guamiento, la curva I-V entra en la rama resistiva y el fluxén se deslocaliza a
lo largo de la red.

4.2. Red regular con 9 uniones y un fluxén

En esta seccién mostramos las simulaciones numéricas de la dindmica de un
fluxén en un anillo en arreglo regular de 9 uniones Josephson y una particula en
un potencial periédico. Comparamos los resultados con los calculos numéricos
de la teoria de escape térmico de una particula en un potencial metaestable.
Los resultados se han obtenido integrando numeéricamente las ecuaciones de
la dindmica del sistema utilizando un método de Runge-Kutta determinista o
estocastico segin el caso.

4.2.1. Consideraciones sobre la rampa

Antes de discutir las curvas I-V obtenidas merece la pena, considerar breve-
mente la influencia de la eleccién de la rampa en las simulaciones. En nuestra
simulaciones fijamos un valor de la corriente externa, integramos las ecuacio-
nes dindmicas durante un tiempo transitorio y luego promediamos sobre un
tiempo para calcular el voltaje medio del sistema a ese valor de la corriente
externa. Posteriormente se incremente la corriente por una cantidad pequena
01 y se vuelve a calcular el voltaje. La condicion inicial es un fluxén en con-
figuracion de minima energia a ¢ = 0 y para cada nuevo valor de 7 se toma
la configuracion final de fases y velocidades de la corriente anterior. De este
modo se simula un cambio adiabatico de la corriente externa y una medida del
voltaje dc del sistema para cada corriente. Pongamos por caso una simulacién
donde se integran 200 puntos de corriente entre 0 y 0.2 con lo que §i = 1073
y en cada corriente se corre el algoritmo 10° pasos (3 x 10* de transitorio y
7 x 10* de estacionario por ejemplo) con un paso de tiempo 6t =0.01 con lo
que el tiempo de integraciéon total por punto de corriente es de 1000 unidades.
Entonces la rampa utilizada es rampa = 1072/1000 = 1076.

La rampa es un parametro més de nuestra simulaciones, del mismo mo-
do que es un parametro mas de los resultados experimentales. No obstante, a
temperatura cero, los resultados deben ser independientes de la rampa siempre
que esta sea lo suficientemente lenta como para garantizar que los promediados
se realizan sobre un verdadero estado estacionario y durante un tiempo sufi-
cientemente largo. Esto no es asi en el caso de simulaciones con temperatura.
En este caso las fluctuaciones siempre estan jugando un papel dindmico y sus
resultados se observan con mayor o menor probabilidad segun el tiempo de
observacion empleado; es decir, segiin la rampa utilizada. Por ello estamos in-
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Figura 4.3: Curva i-v del flux6n en un arreglo de 9 uniones para 5 diferentes valores
de la rampa, temperatura 7' =0.02, acoplamiento A =0.4 y amortiguamiento I' =0.01.

teresados en principio en utilizar rampas lentas, pero por otro lado una rampa
lenta implica un tiempo de simulacién mucho mayor, en algunos casos imprac-
ticable. De este modo nos encontramos ante el compromiso de usar rampas
pequenas pero suficientemente grandes para poder realizar la simulaciones re-
queridas. Esto ha llevado que algunos de los puntos mostrados a lo largo de

esta tesis hayan supuesto dias de simulacion.

A modo de ejemplo mostramos en la figura 4.3 los resultados de la curva

I-V de un fluxén en una red con A =0.4 y 9 uniones. I'=0.01, 7" =0.02 y se
muestran resultados para los siguientes 5 valores de la rampa (cambiando en
5 ordenes de magnitud): A la izquierda se muestra la curva en escala normal y

rampa b

rampa 1 rampa 2 rampa 3 rampa 4
1/3x107% 1/3x10°7 1/3 x 1078

1/3x107% 1/3 x107°

a la derecha en escala logaritmica para el valor absoluto del voltaje. Podemos
ver como la curva estd caracterizada por una rama de voltaje casi nulo, otra
de voltaje pequeno y la rama resistiva. Las transiciones de una rama a la
siguiente estan fuertemente afectadas por la rampa. También es interesante
apreciar que la rama de v = 0 en realidad es una rama de muy bajo voltaje,
obtenido por errores de promediado originados por las fluctuaciones térmicas.
Dicho de otra manera esa rama nos da la precisiéon de nuestro cero de voltaje
(se obtienen tanto valores positivos como negativos para v aunque en la figura
se ha mostrado el valor absoluto de v para mayor claridad). La figura refleja
claramente la importancia de seleccionar la rampa adecuada. Se puede apreciar
que para los valores menores de la rampa (rampa 1y rampa 2) las fluctuaciones
por efecto del ruido sobre el movimiento del flux6n son grandes y dificultan
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Figura 4.4: Curvas i-v de un flux6n en un arreglo de 9 uniones para diferentes valores
del amortiguamiento a temperatura cero y tres valores del acoplamiento; a la izquierda
A =0.1, en el centro A =0.4 y a la derecha A =0.8.

definir la corriente a la cual el fluxén comienza a moverse. En la curva que
representa el logaritmo del voltaje contra la corriente se ve que con valores
altos de la rampa no existe un valor definido de la corriente correspondiente
con el salto al régimen lineal. También puede verse como las rampas menores
(rampa 5 y rampa 6) muestran una rama de difusion del fluxén de muy bajo
voltaje (entre 107 y 1073 que se confunde facilmente con la rama de voltaje
cero de las rampas mayores. El problema de utilizar rampas tan pequenas
como rampa 5 es que suponen un tiempo de calculo muy elevado. La rampa
intermedia rampa & es una buena eleccién en esa buisqueda de un compromiso
entre exactitud y tiempo de célculo razonable.

4.2.2. Curvas I-V a temperatura nula: Regimenes de Amorti-
guamiento

Comenzamos mostrando en la figura 4.4 algunos ejemplos de diferentes
curvas I-V obtenidas a temperatura cero y para varios valores del amortigua-
miento y el acoplamiento del sistema. La simulacién se realiz6 con un valor
promedio de la rampa igual a % x 1076, Todas las curvas muestran la rama
superconductora de v = (0 hasta que se alcanza la corriente de depinning del
fluxén, que en nuestro caso resulta ser igep ~0.6087 para A =0.1, igep ~0.155
para A =04 y igep ~0.027 para A =0.8. Las curvas superiores muestran los

valores mas pequenos del amortiguamiento I' =0.001, 0.01 y 0.1; mientras que
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lgas curvas inferiores muestran el resultado para I' ==1.0 y 3.0. Para valores
pequenos del amortiguamiento (curvas superiores) se observa que las transicio-
nes entre las distintas ramas de la curva i-v son abruptas, estan marcadas por
discontinuidades en el voltaje. Dichas discontinuidades desaparecen al aumen-
tar el amortiguamiento y para valores suficientemente altos del mismo (curvas
inferiores) las curvas son continuas.

En general encontramos tres tipos de curvas. En un primer caso (figuras
para I' =0.001 por ejemplo) al alcanzarse igep el sistema salta de la rama su-

perconductora (v = 0) a la resistiva 6hmica (v = ). En un segundo caso (curva

0
dep

termedia marcada por varios peldanos con discontinuidades entre los mismos.

para A =0.4 y T" =0.1 por ejemplo), en i, el sistema salta a una rama in-
Esta rama es estable hasta valores relativamente altos de la corriente. Aumen-
tando la corriente podemos definir una nueva corriente critica, i, que marca
el salto desde esta nueva rama a la rama 6hmica. En el tercer caso el amorti-
guamiento es grande y la curva i-v es suave, sin discontinuidades, pudiéndose
apreciar una zona entre igep e ¢ ~ 1 donde el movimiento se corresponde con
el movimiento localizado del fluxén en el anillo. Al aumentar la corriente el
fluxén se deslocaliza y la curva se aproxima al limite 6hmico de la misma.

La rama intermedia que aparece para valores moderados del amortigua-
miento y valores medios y altos de A se corresponde con el movimiento coheren-
te del flux6n en el anillo sin perder su formar y sin excitar la dindmica completa
del sistema. La imagen correspondiente es la de una particula dando vueltas en
el anillo. La velocidad de movimiento del flux6n introduce una frecuencia en el
sistema que se acopla, resuena, con los modos propios del sistema cuyo origen es
la discretitud del mismo. De este modo los peldanos observados corresponden
a resonancias entre ambas frecuencias caracteristicas y el nimero de peldanos
observables depende de los modos lineales accesibles que a su vez dependen del
tamano del sistema. Dicho fenémeno de resonancia ha sido ampliamente estu-
diado tedrica y experimentalmente en el pasado [41, 42, 91, 92, 93, 95] En estos
escalones la velocidad del fluxén permanece constante y la energia introducida
en el sistema al aumentar la corriente se disipa aumentando la amplitud de
las componentes ac de la dindmica sin cambiar el voltaje medio. Bajo condi-
ciones de frontera periddicas, ocurre una resonancia de nimero m cuando el
paso del flux6n por un punto dado del arreglo, coincide con el m méximo de
oscilaciones inducidas por las ondas de plasma, lo que significa que la longitud
de la unién deberia acomodar m longitudes de onda de la onda de plasma. De
ese modo se muestra cuantitativamente las condiciones de resonancia para los
anillos Josephson y encuentran un expresion en términos del voltaje:

Vv I' |1 mm 1/2
— = |2 4 4sin? (== 4.2
=3 st (R (12)
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Figura 4.6: Diagrama de fases dindmico ¢-I" mostrando puntos donde la curve i-v
cambia de manera importante. Se observa claramente el depinning, las resonancias y
el paso al modo resisitivo 6hmico.

Esta es la formula derivada por Ustinov et al. [41] y da cuenta de las observa-
ciones numeéricas de los escalones en la regiéon de bajo voltaje.

Otra imagen de lo que ocurre, se obtiene de los dibujos de la movilidad, defi-
nida como v/, frente a la corriente. Asi, por ejemplo, la figura 4.5 muestra este
parametro para valores pequenios del amortiguamiento y tres del acoplamiento.
En estas figuras es mas evidente los pasos resonantes por los que atraviesa la
dindmica del sistema para el caso de amortiguamientos; I' =0.1 y I' =0.01.

Por dltimo, la figura 4.6 intenta plasmar de manera global el diagrama
de fases dinamico del sistema donde se representan los valores de la corriente
para los cuales se observa un salto mayor de cierto umbral en la curva i-v.
A pesar de sus imperfecciones numeéricas es facil distinguir la zona central
dominada por distintas resonancias y que separan la zona de amortiguamiento
débil (curva discontinua con dos ramas: la superconductora y la 6hmica) y la
de amortiguamiento alto (curva continua).

Todas las curvas presentadas hasta el momento se refieren a las obteni-
das al aumentar la corriente desde 0 hasta un determinado valor. No obstante
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Figura 4.7: Curvas i-v para un fluxén en un anillo de 9 uniones Josephson con A =0.4
a I' =0.01 (izquierda), I' =0.1 (medio) y I' =1.0 (derecha). Cada curva muestra 5
temperaturas diferentes (7°=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).

también es posible trazar la curva ¢ — v disminuyendo la corriente desde un va-
lor dado hasta cero. Para valores pequenos del amortiguamiento se encuentra
que las curvas presentan fenémenos de histéresis y no reproducen de bajada el
mismo camino seguido al aumentar la corriente. En particular los rangos de
extension de las diferentes ramas son distintos, las corrientes criticas también
y el retorno a la rama superconductora, el llamado retrapping se produce a
valores de la corriente sensiblemente menores que la corriente de desanclaje.
Estos hechos ponen de manifiesto la existencia de una metaestabilidad dinami-
ca en el problema con diferentes estados dindmicos estructuralmente estables
para un mismo conjunto de valores de los pardmetros del sistema. Esta his-
téresis disminuye al aumentar el amortiguamiento y desaparece para valores
suficientemente altos del mismo, donde la curva i-v es tnica.

4.2.3. Curvas I-V: el efecto de la temperatura

En la presente seccion describiremos brevemente el efecto de la temperatura
sobre las curvas I-V del anillo. Los resultados fundamentales estan ilustrados
en la figura 4.7 donde se muestran resultados para la dindmica de un fluxén
en una red de 9 uniones con A =0.4. Se han escogido tres valores del amorti-
guamiento, correspondientes a los tres tipos de comportamiento descritos en
la seccion anterior: subamortiguado (I"' =0.01), de amortiguamiento moderado
(I' =0.1) y sobreamortiguado (I' =1). En cada caso se muestran resultados
para 5 temperaturas diferentes, 7" =0, 0.002, 0.01, 0.02 y 0.1. La rampa utili-
zada es g x 1077, Las curvas superiores muestran curvas i-v completas y las
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Figura 4.8: Escalones del fluxén en un arreglo de uniones Josephson con A =0.4
y I' =0.1. A la izquierda se muestra la serie de escalones en ambas direcciones de
la corriente. A la derecha se aprecian los saltos con la corriente en aumento y los
respectivos indices de resonancia de los escalones con temperatura 0.0 y 0.02.

inferiores muestran la zona de bajo voltaje.

Es importante senalar que, contrariamente a como se ha hecho en figuras
anteriores, la figura 4.7 utiliza el eje x para representar el voltaje y el eje y para
la corriente. En principio esto podria parecer poco natural (ya que en simula-
ciones o experimento se varia la corriente 7 y se mide el voltaje v, obteniéndose
la curva v(i)) pero es el modo de representacion utilizado habitualmente en el
contexto de las redes de uniones Josephson y por ello hemos decidido utilizarlo
a partir de aqui en el resto de las curvas i-v de la tesis.

Como se aprecia en la figura, en todos los casos se observa un decrecimiento
de la corriente de depinning al aumentar la temperatura. Dicho efecto corres-
ponde con el escape térmico del fluxon. El estudio de este comportamiento
ha sido el objeto fundamental inicial de este trabajo de tesis doctoral y nos
referiremos a él abundantemente més adelante. Ademas, puede observarse que
a valores pequenos del amortiguamiento, si la temperatura es suficientemente
alta, el ruido induce una rama de difusién de muy bajo voltaje del fluxon. La
aparicion de dicha rama: movimiento difusivo a bajo amortiguamiento, es un
resultado inesperado y sorprendente y también serd estudiado con cuidado més
adelante.

Para amortiguamientos moderados la temperatura afecta tanto el depin-
ning del flux6n como las transiciones entre los diferentes resonancias de la curva
y el salto final a la rama resistiva 6hmica. En particular un nivel de ruido su-
ficientemente alto sustituye los escalones de la curva por una rama continua
donde no es posible observar claramente el fené6meno de resonancia. La figu-
ra 4.8 muestra un detalle del efecto de la temperatura sobre las resonancias
de la curva [-V. Se aprecia como el desanclaje es ruidoso, algunas resonancias
se redondean hasta su desapariciéon y otras, las de mayor voltaje, siguen apre-
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cidndose claramente. El indice m caracteriza cada resonancia segin los valores
predichos por la teoria (ecuacion 4.2).

A amortiguamiento alto la curva ¢-v se suaviza notablemente en la region de
bajo voltaje. En este tiltimo caso y también para amortiguamiento moderado
y alta temperatura es dificil definir una corriente de desanclaje del sistema,
yva que esta puede depender en gran medida del umbral de voltaje escogido
para caracterizar el depinning. Por ello en nuestros estudios del efecto de la
temperatura sobre el depinning del fluxén nos centraremos en la region de
amortiguamiento pequeno.

4.2.4. Desanclaje térmico del fluxén: (iqe, (7))

En esta secciéon vamos a presentar resultados sobre el desanclaje o depin-
ning térmico de un fluxén en una red con nueve uniones [105|. La corriente
de desanclaje es una variable estocédstica con una distribucién de probabili-
dad dada. En esta seccién presentamos los resultados para el valor medio de
la corriente de desanclaje (iqep) y su desviacion estandar o. Los resultados se
obtuvieron a partir de la simulacién numérica de las ecuaciones dindmicas del
sistema para 1000 muestras y 10000 muestras. Presentamos diferentes valo-
res del amortiguamiento I' (tipicamente desde 0.001 a 0.1) y acoplamientos A
(usualmente desde 0.2 a 1.0). Otro parametro importante de las simulaciones
es la rampa de corriente; en nuestro caso estd rampa cambia de una simulacién
a otra, sin embargo es del orden de 1077,

Usualmente la corriente de desanclaje estd experimentalmente definida co-
mo la corriente para la cual el voltaje medido estd por encima de un cierto
valor umbral. Seguimos la misma definiciéon para nuestras simulaciones. Esta
es una buena aproximaciéon en el régimen de bajo amortiguamiento y baja
temperatura donde como hemos visto el sistema cambia entre dos valores muy
diferentes del voltaje para un valor de corriente umbral. Sin embargo la eleccion
del voltaje umbral no es trivial. Un umbral pequenio puede dar problemas a
temperaturas grandes donde las fluctuaciones del voltaje son también grandes.
Un umbral grande no es una buena seleccién ya que ignora posibles estados
de bajo-voltaje como en la difusion del fluxon. A modo de ejercicio se puede
observar la figura 4.3 e intentar situar valores adecuados de voltaje umbral en
la misma. Por otro lado, si los estados de bajo-voltaje estan presentes distin-
guimos entre dos corrientes criticas en el sistema: la corriente de desanclaje
idep Y la corriente de switching isy; donde el desanclaje marca el abandono del
estado superconductor y el switching la transiciéon a la rama de alto-voltaje.
A temperaturas de ruido muy altas el sistema puede alcanzar el nivel umbral
v la primera de las corrientes criticas desaparece. Para estudiar esto, hemos
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del acoplamiento A =0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0.

usado en nuestras simulaciones tres o cinco umbrales diferentes y comparamos
los resultados entre ellos.

La figura 4.9 muestra resultados para I' = 0.01 y cinco diferentes valores
del acoplamiento A=0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1.0. Como hemos visto a lo largo del
capitulo 3, las principales propiedades fisicas del fluxén en el arreglo cambian
significativamente con el valor de A. Asi por ejemplo, la corriente de desanclaje
a temperatura cero del arreglo igep decrece un factor de 30 de A =0.2 a A =1.0.
Para poder comparar las cinco curvas representadas, en la figura 4.9 ambos
ejes han sido escalados por el valor de la corriente de desanclaje a temperatura
cero para cada caso y la temperatura ha sido normalizada con altura de la
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barrera de potencial.

~ 14 - o ~ kT
(idep) = <.oep )| 5= = y T= —EB (4.3)
Zdep ‘Zdep‘ PN

La figura 4.9 muestra que una vez reescaladas las curvas aproximadamente
colapsan en una significando que existe un marco comin que permite entender
los detalles fundamentales de todas ellas. Aquellos aspectos que se desvian de
la curva de referencia comun son los que se ven afectados de mayor manera
por efectos de discretitud de la red dependientes del acoplamiento: ver fun-
damentalmente las desviaciones de las dos curvas de menor A en la zona de
alta temperatura. En todos los casos se observa un decrecimiento paulatino de
(idep) al aumentar la temperatura. Todas las curvas siguen el mismo compor-
tamiento, pero a altas temperaturas en las curvas de A pequena se observan
pequenas desviaciones con respecto a las otras. Ese régimen es complicado de
estudiar, para temperaturas del orden de la barrera, las fluctuaciones térmicas
dominan la dindmica y la corriente de desanclaje va a cero. En efecto, a altas
temperaturas no existe una buena definiciéon de la corriente de desanclaje ya
que diferentes umbrales pueden dar diferentes resultados. Una estudio deta-
llado de las distribuciones de probabilidad obtenidas muestra como a ciertos
valores la distribucion se vuelve bimodal, con una maximo centrado en valores
pequenos de la corriente y otro en valores mayores, de ahi el aumento de o
que se observa para A =0.2 y A=0.4 y temperaturas normalizadas cercanas a
la unidad. Por otro lado en el régimen de baja temperatura la desviaciéon es-
tandar crece con T%/3, de acuerdo con la teoria de activacion térmica estandar
que presentaremos mas adelante, y alcanza un maximo a altas temperaturas,
cuando (igep) — 0. Entonces la desviacion estandar decrece ya que todos los
eventos de escape suceden en un estrecho rango de valores de corriente.

4.2.5. Comparacioén del escape del fluxén con el escape térmico
de particula en un potencial metaestable

Tal y como hemos discutido a lo largo del tercer capitulo, cuando estudia-
mos la dindmica de un fluxén en el arreglo es muy comun usar la imagen de par-
ticula individual del mismo. Esta aproximaciéon ha sido muy usada en el pasado
y, como observaremos en lo que sigue, es muy util aunque no siempre exacta.
Una vez definida la coordenada centro de masas del fluxén, X = C' — Zj ©j
(ecuacion 3.3), que indica béasicamente la posicion del fluxon en el arreglo, en
la aproximaciéon més simple, podemos considerar que la dindmica de un fluxén
en un anillo se puede aproximar a la dinamica de una particula masiva, forza-
da y amortiguada, que experimenta un potencial sustrato sinusoidal (potencial
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Cuadro 4.1: Parametros del fluxén para dos valores de A
A EpnN WPN m igep
0.4 0.30974 0.6691 0.3459 0.15435

0.8 0.05539 0.3424  0.2363  0.02767

Peierls-Nabarro) y sujeta a fluctuaciones térmicas:
mX +TmX + i, sin X =i+ ¢(r) (4.4)

donde
(€(1)) =0 and (E(T)E(T)) = 2mDTo(r — 1) (4.5)

En esta simple aproximacién estamos despreciando, por ejemplo, la dependen-
cia espacial de la masa, el amortiguamiento efectivo debido a otros grados de
libertad del sistema y términos de mas alto orden en la expansion del potencial
sustrato para el fluxon.

La tabla 4.1 muestra a modo de ejemplo una relaciéon de los principales
parametros del flux6n computados numéricamente para dos valores distintos
del acoplamiento \: Epy es la barrera de potencial a corriente cero; wpn es
la frecuencia caracteristica de las oscilaciones de pequena amplitud del fluxén
alrededor del equilibrio; m es la masa efectiva del fluxén en reposo (calcula-
da como m = Epn/2wiy) ¥ igep la corriente de desanclaje. Si el potencial
efectivo del fluxén fuese un potencial sinusoidal perfecto deberia obtenerse
igep = FEpn/2. El resultado obtenido es cercano a este valor.

Siguiendo la imagen de particula individual en esta secciéon presentaremos
resultados del estudio del escape térmico de una particula integrando la ecua-
cion 4.4 con los valores adecuados de m e igep para cada valor de A, y los
compararemos con los obtenidos para el caso del fluxén. Por otro lado tam-
bién presentaremos cdlculos numéricos basados en los resultados analiticos de
la teoria de Kramers y sus extensiones.

Aunque el capitulo 6 estudia con detalle el problema del escape térmico de
particulas en el limite subamortiguado, presentaremos a continuaciéon breve-
mente un rapido resumen de como hemos obtenidos los resultados basado en la
teoria. Para calcular la corriente de desanclaje promedio necesitamos conocer
la distribucion de probabilidad P(7) que nos indica la probabilidad de que un
evento de desanclaje ocurra entre i e i + di: (i) = [iP(i)di. Tal distribucion
de probabilidad puede ser calculada a partir de las tasas de escape r(i) que
indican el ritmo promedio de escape de particulas situadas en el interior del
pozo de potencial cuando se aplica una corriente constante 7 [25]:

Pli) = r(i) (%) - (1 _ /0 i P(u)du) . (4.6)
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Podemos ver que en dicha expresion aparece la rampa o tasa de cambio de i en
el experimento o en la simulacion. Con respecto al calculo de la tasa r(7) existen
diversas teorias que dan aproximadamente el valor de dicha funcién en el ré-
gimen de amortiguamiento pequeno-moderado. En particular hemos realizado
comparaciones utilizando la teoria de Kramers [27] para muy bajo amortigua-
miento, y las extensiones de Biittiker et al. (teorfa BHL) [36] y de Melnikov
et. al |96] para el régimen de amortiguamiento bajo-moderado. De entre ellas
vemos que los resultados de la teoria BHL son suficientes para entender la
mayoria de nuestras simulaciones y resultan practicamente indistinguibles de
los obtenidos utilizando la teoria de Melnikov.

Segun la teoria BHL:

r(i) = k;—; o AU/kBT (4.7)

donde 4
k= 4.8
[(1 4+ wokpT/1.8TAU)Y2 +1)2 (48)

y si definimos f = i/igep

AU(i) = Epn |(1 — fH)Y? = farccos f (4.9)

wali) = wpp (1 = FAV (4.10)

Entonces contamos con todos los ingredientes necesarios para evaluar numé-
ricamente la distribucion de probabilidad P(i) y a partir de ella el valor de
(1) y comparar el resultado obtenido con las simulaciones realizadas para una
particula y para un fluxén.

La figura 4.10 muestra el resultado para A =0.4 (izquierda) y A =0.8 (dere-
cha) y amortiguamiento I' =0.01, en ambos casos se realiza una comparacion
entre los resultados para el fluxéon en el arreglo, las simulaciones numeéricas
del desanclaje de una particula en un potencial sinusoidal (ecuacion 4.4) y el
calculo tedrico basado en los resultados analiticos para la tasa de activacion
térmica de particulas en potenciales sinusoidales en el régimen de bajo amor-
tiguamiento. En general la comparacion entre las tres curvas es excelente y en
particular las simulaciones de la particula individual reproducen los resulta-
dos para el fluxén de forma excelente a este valor del amortiguamiento y para
todo el rango de temperatura aunque se observa una pequena desviacion, se-
nalada con un circulo punteado, en una parte del rango de temperaturas para
A =0.4. Por otro lado el acuerdo entre el resultado tedrico y las simulaciones
de particula individual es algo en gran medida esperado.

Sin embargo, el acuerdo mostrado en las figuras 4.10 no ocurre a otros valo-
res del acoplamiento y amortiguamiento. Por ejemplo, para A =0.4 y I' =0.001
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Figura 4.10: (igep) y o versus T a I' =0.01 y A =0.4 (izquierda) y 0.8 (derecha) para
el fluxén y una particula aislada en un potencial periédico y la comparacién con la
prediccion teorica.

(figura 4.19 mas adelante) se ha observado una desviacion de la curva simulada
con respecto a la predicciéon teorica.

A continuacion mostraremos un estudio de los resultados en funcion del
amortiguamiento I' para un valor determinado de acoplamiento y temperatu-
ra; en particular, A =0.4 (T =0.01) y A =0.8 (7" =0.0018). Se han elegido dos
temperaturas distintas para obetenr en cada caso un mismo valor del cociente
T/igep. Los resultados se muestran en las figuras 4.11 y 4.12. Vemos que en
el caso de A =0.4 los resultados del fluxén se desvian significativamente de lo
esperado para particula tnica y la teoria cuando el amortiguamiento decrece.
Asi para I' = 107 la corriente de escape teorica es de 0.1318, la simulada para
la particula es de 0.1374 y la obtenida para el caso del fluxén es tan sélo 0.111.
Esto representa una reducciéon de un 16 % respecto el resultado teorico y y de
un 20 % respecto la simulacion de particula individual. Sin embargo este no
es el caso para A =0.8 en donde las diferencias apenas son notorias entre el
fluxén y la simulacién de la particula en todo el rango de amortiguamiento
considerado. Sin embargo para amortiguamiento pequeno podemos notar una
diferencia entre las simulaciones numeéricas y los calculos basados en los resul-
tados de la teoria. Esta diferencia de comportamiento entre los resultados para
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Figura 4.12: (igep) como funcion del amortiguamiento I' con acoplamiento A =0.8 a
T =0.0018.

los dos valores de A\ presentados pone en evidencia la importancia del grado de
discretitud del sistema. Tal grado es medido por el pardmetro de acoplamiento
A (alto A se aproxima al limite continuo del sistema, y un pequeno A incre-
menta los efectos de discretitud). A pequenos valores de A los efectos debidos
a otros grados de libertad son més importantes y si el amortiguamiento es
pequeno tales excitaciones persisten significativamente en el sistema. Entonces
la imagen de particula individual falla de manera importante.
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Figura 4.13: (igep) como funciéon del amortiguamiento I' con acoplamiento A = 0.4 a
T = 0.001.

Ademas, en el caso de A =0.4 mostramos la simulaciéon numérica a tempe-
ratura (7" =0.001), figura 4.13. A este valor de la temperatura, como vemos,
no aparece una diferencia significativa entre la teorfa y la simulacion.

Uno de los aspectos mas sobresalientes por inesperados, puestos en eviden-
cia en las figuras 4.11 y 4.12 es la falta de acuerdo entre los resultados teodricos
y las simulaciones de una particula en el régimen de amortiguamiento muy pe-
queno. Esta discrepancia es importante puesto que en principio los resultados
teoricos empleados son muy precisos a amortiguamiento bajo. Si esto es asi
entonces la diferencia estaria denotando una importante inexactitud en nues-
tras simulaciones en el régimen de amortiguamiento muy pequefnio. Una serie
de cuidadosas simulaciones adicionales nos permitieron descartar esta tltima
posibilidad. Por lo tanto, volviendo a atras en el razonamiento, las curvas dibu-
jadas ponen de manifiesto una imprecision en los resultados tedricos utilizados
(los utilizados habitualmente en multitud de trabajos previos por muchos au-
tores) en nuestro célculo. Para resolver este inesperado problema, decidimos
variar los planes inicialmente previstos de progreso del trabajo de tesis doctoral
y nos internamos en el estudio de la teoria de escape de Kramers para valo-
res muy pequenos del amortiguamiento del sistema. Esta labor consumié una
parte importante del trabajo de tesis y los resultados obtenidos se presentan
en el capitulo 6 de esta memoria.
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Figura 4.14: Curva i-v mostrando la rama de difusiéon del fluxén a voltaje bajo obtenida

para A =0.4, " =0.01 y 7' =0.1.
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Figura 4.15: Sistema con A = 0.4, I' = 0.01 and 7" = 0.1. Evolucién temporal de la
fase de la 1 union (linea verde) y la fase del centro de masas del fluxon (linea azul)

dividida por 27 a ¢ = 0.005, 0.01, 0.02.

4.2.6. Difusion del Flux6n

En la figura 4.7 hemos visto que a bajo amortiguamiento y temperatura

suficientemente alta aparece una rama de bajo voltaje en las curvas [-V previa

al escape al estado 6hmico. En este estado de bajo voltaje, el transporte de

los fluxones ocurre a través de una serie de cambios de fase de magnitud 27

inducidos por ruido (entonces el centro de masas del fluxén cambia en 27 /N).
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Figura 4.16: Sistema de uniones con A = 0.4, I' = 0.01 and 7" = 0.1. Evolucién
temporal de la fase de la 1 unién (linea verde) y la fase del centro de masas del fluxén
(linea azul) dividida por 27 a ¢ = 0.05 y 0.07.

Cada salto se corresponde con un avance por parte del fluxén de una celda en
el arreglo superconductor. Tal estado no puede ser entendido en términos de la
imagen de particula tinica, ecuacion 4.4. En analogia con la difusiéon de fase que
ocurre en una sola unién a valores altos del amortiguamiento, denominamos a
este modo de transporte difusion del fluxén. También podemos apreciar este
fenémeno en la figura 4.14 para un sistema de 9 uniones y acoplamiento de
0.4, en donde hemos explorado la fisica en el estado de bajo voltaje, previo al
switching. A pesar del hecho de estar en el régimen de bajo amortiguamiento,
el fluxén es capaz de viajar a lo largo del anillo sin excitarse a la rama whirling.
Sorprendentemente este es un estado excitado térmicamente que no se observa
a bajas temperaturas.

En la figura 4.15 y figura 4.16 mostramos la evoluciéon temporal de la fase de
una unién (unién 1) y la fase asociada con el centro de masa del fluxén definido
como v = % Zj (j para permitir una mejor comparacion. Los valores de la
corriente han sido escogidos en la rama de bajo voltaje. Los saltos aleatorios
de magnitud 27 para la uniéon 6 27/N para la fase del fluxon v se observan
facilmente. Tales saltos son excitados térmicamente y son mas frecuentes a
valores mayores de la corriente (la energia de excitacion de los mismos en
menor). Para valores pequenos de la corriente también es posible observar
saltos hacia atras del fluxon. A estas temperaturas el acoplamiento del sistema
al resto de grados de libertad es grande y el flux6n disipa rapidamente la energia
extra adquirida en cada salto evitandose la transicién a la rama 6hmica.

El régimen de difusion, tambien se observa en valores mayores del acopla-
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Figura 4.17: Curva i-v que muestra a alta temperatura la rama de difusion del fluxén
a voltaje bajo obtenida para A =0.8, I' =0.001
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Figura 4.18: Curva i-v que muestra a alta temperatura la rama de difusion del fluxén
a voltaje bajo obtenida para A =0.8, I' =0.01

miento entre las uniones, como en el caso de A =0.8 dibujado en la figura 4.17
con amortiguamiento I' =0.001 y la figura 4.18 con amortiguamiento I" =0.01
en donde se muestra que a altas temperaturas aparece una zona de bajo voltaje
previo al salto.

Hemos realizado también una serie de experimentos numeéricos para estu-
diar el salto desde la rama de difusién al estado resistivo 6hmico de alto voltaje
o whirling mode en el que todas las fases del sistema cambian y el flux6n se des-
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localiza en la red. Estas simulaciones se hacen eligiendo un umbral de voltaje
mayor, pero son, de otra forma similares a las simulaciones descritas previa-
mente. Los resultados para I' = 0.01 y 0.001 se muestran en la figura 4.19 para
A =0.4. Vemos que la teoria y los resultados para particula tnica estan com-
pletamente de acuerdo en todo el rango de temperatura. También podemos ver
que la desviacion estandar se incrementa con la temperatura siguiendo la ley
esperada, hasta un cierto valor donde alcanza un maximo y entonces decrece
cuando (igep) €s cercana a cero.

Sin embargo, en la figura 4.19 podemos también ver que para la curva
del fluxén existe un valor de T a partir del cual para temperaturas mayores
se observa que el valor de la corriente para el cual el sistema salta al estado
6hmico, 74, es basicamente independiente de la temperatura. Esta temperatura
muestra la emergencia de la rama de difusion del fluxén en la curva I-Vy es mas
notoria en la medida que aumenta el valor del amortiguamiento. Al observar las
curvas [-V parece observarse que existe una velocidad méxima para el fluxon
en el sistema que define aproximadamente el valor de la corriente para el cual
se produce el evento de salto a la rama 6hmica. Comparando la curva de la
desviacion estandar de las figura 4.19 y 4.10, podemos ver que el maximo en
la 74, del fluxén ocurre a temperaturas menores que el maximo en la igep.
Dicho maximo marca la temperatura a la cual comienza a observarse la rama
de difusion y la anchura de la distribuciéon de probabilidad asociada en mucho
menor y ademés se mantiene constante al aumentar la temperatura.

En la imagen de una particula, o el modelo RCSJ para una union, general-
mente se acepta que la difusién no puede coexistir con la histéresis o dinamica
subamortiguada. Esto fue bien dilucidado por Kautz y Martinis [97] utilizando
argumentos del espacio de fase. En pocas palabras, si el valor de la corriente
aplicada es suficiente para permitir un estado running estable que coexiste con
los puntos fijos de voltaje cero, las cuencas de atraccion para tal estado running
necesariamente separan las cuencas de atraccion de cualquiera dos puntos fijos
vecinos. Los saltos de la fase entre dos puntos fijos estan prohibidos, ya que el
sistema debe pasar a través de la cuenca de atraccién por el estado running.
Aunque hemos demostrado en este capitulo, que el escape inicial del fluxon
desde su minimo se puede explicar por el fendmeno de activaciéon térmica de
una particula, el estado de difusion del fluxén en las curvas I-V de la figu-
ra 4.7 y la figura 4.14 no puede ser explicado de manera similar. A pesar de
lo dicho, es posible encontrar una serie de experimentos [98, 99, 100] donde al
estudiar la dindmica de una unién Josephson con amortiguamiento pequeno se
observo una rama de difusion de voltaje pequeno. En este caso, la coexistencia
de difusién de fase e histéresis fue explicada por la presencia del amortigua-
miento dependiente de la frecuencia en la carga de la union. Un modelo simple
de amortiguamiento dependiente de la frecuencia es un circuito serie RC en



90 Capitulo 4. Desanclaje Térmico de Fluxones en Redes regulares

0.15 Foe=sesy
/A 0.10
z
v

0.05 Teoria

Fluxén
Particula

Teoria
Fluxén o

0.00 - Particuh o ‘ ——-—  Aea=nceTEs

107 1073 1072 107! 10°
1072
o 1073
Teoria
Fluxon ——<— r=102
Particula o
_4 Teoria
107 ¢ Fluxén —— r =103
Particula © ‘ |
107 107 1072 10”" 10°
Tem peratu ra
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amortiguamiento I' = 0.01 y I' = 0.001. Mostramos las graficas para la prediccion
teorica (lineas), la particula (simbolos huecos) y el fluxén (simbolos rellenos).

paralelo con la unién, el cual adiciona un grado extra de libertad al espacio
de fase para la dindmica de la unién. Estd dimension extra resuelve el tema
antes mencionado respecto a las cuencas no sobrepuestas de atraccion. Un as-
pecto relevante en los resultados es que se observa la difusién del fluxén en las
simulaciones sin que el amortiguamiento dependa de la frecuencia, lo cual no
se incluyd en las ecuaciones. En lugar de las dimensiones extra introducidas
por el amortiguamiento dependiente de la frecuencia, la difusion del fluxén
puede ocurrir por los grados de libertad adicionales de las miltiples uniones
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Figura 4.20: Tasa de escape como funcién de la corriente a 3 valores de temperatura
(1072,1073 y 10~*) para A = 0.4 y I' = 0.01

en el arreglo. Cuando estudiamos el comportamiento del sistema a diferentes
temperaturas hemos visto que el valor medio de la distribucién de la corriente
de switching de la rama de difusion del fluxon y la desviacion estandar es muy
pequena. Comparando la desviacion estandar de la curva en la figura 4.19 con
la de mas bajo umbral en la figura 4.10, también vemos que el pico ocurre
mucho méas pronto en temperatura para el salto desde el estado de difusion.
Este pico en la desviaciéon estandar es reminiscencia de los experimentos de una
union [98, 99, 100], donde un pico en la desviacion estandar indica el colapso
de la activacién térmica y el comienzo de la difusién.

4.2.7. Tasas de escape

Hasta ahora hemos presentado resultados para el valor medio y la desvia-
cion estandar de la distribucién de probabilidad de corriente del escape del
fluxén. También es posible describir los datos en términos de la tasa de escape,
la cual es una magnitud que no depende de detalles experimentales tal como
la rampa de la corriente. La tasa de escape se puede calcular facilmente desde
la funcion distribucion de probabilidad [25] aunque en general se requiere una
estadistica excelente para obtener resultados satisfactorios. Para un numero
limitado de valores de temperatura hemos calculado los valores de la corriente
de desanclaje para 10000 muestras y extraido de los resultados los valores de
la tasa de escape.

Los resultados del célculo de la tasa de escape a partir de la funciéon de



Capitulo 4. Desanclaje Térmico de Fluxones en Redes regulares

92

3 —Teoria

107 ¢ , Particula
e Fluxén

-4
210 ¢ 1
@
&}
8.5
0107 | ;
o
CU _ —,

T=10

©10° | .
|_

10-7 3 L] .. E

0-8 .
0.02 0.025 0.03

0.015 _
Corriente
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Figura 4.22: Tasa de escape y funcion de distribucion de probabilidad para el switching

de la rama de difusion del fluxéon. A = 0.4, I' = 0.01 y 0.001 y 7" = 0.1.

distribuciéon de probabilidad se muestran en la figura 4.20 y figura 4.21. Como
se esperaba de las figuras 4.10, el acuerdo entre los resultados numéricos para
el fluxén, la particula y la teoria son excelentes cuando el acoplamiento es de
A =0.8 y para A =0.4 los resultados son comparables cuando la temperatura es

baja. El fluxén se desvia ligeramente para A =0.4 y T' =0.01, cerca a la region

con una rama de difusion del fluxon.
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Por otro lado también hemos calculado la funcién distribucién de proba-
bilidad y la tasa de escape asociada para el switching desde el estado de bajo
voltaje difusion del fluxon al modo de alto voltaje, figura 4.22. Se ha elegido
T=0.1 y I'=0.01y 0.001 (ver también figura 4.19). En este caso no tiene senti-
do comparar con los resultados para una particula puesto la rama de difusion
del flux6én no puede entenderse en términos del comportamiento de particulas
individuales.

4.3. Red regular de 30, 60, 120 y 300 uniones

En esta seccidon presentaremos un andlisis de la dindmica del flux6n en ani-
llos con un niimero mayor de uniones. En particular estudiaremos los casos de
anillos con 30, 60, 120 y en algunos casos 300 uniones Josephson. Centrare-
mos nuestro interés en la misma regiéon de pardametros que en la secciéon ante-
rior; esto es, sistemas discretos y subamortiguados (acoplamiento de A =0.4,
y amortiguamientos de I' =0.001, I' =0.01 y I' =0.1). Nos interesaremos en el
comportamiento del sistema a distintas temperaturas. Comenzaremos presen-
tando los resultados de la dindmica a partir de las curvas de corriente-voltaje,
centrandonos especialmente en el movimiento del flux6n en la zona de difusion
a bajo amortiguamiento. Posteriormente estudiaremos el efecto de la tempera-
tura sobre las diferentes corrientes criticas del sistema, fundamentalmente la
que hemos llamado corriente de switching que marca la transicién a la rama
resistiva 6hmica.

En todos los casos la rama de V' = 0 corresponde al fluxén anclado en la
red y la rama 6hmica corresponde a todas las uniones rotando con a la misma
frecuencia y con un desfase 27r/N. La corriente de desanclaje es independiente
del tamano de la red. Sin embargo, la rama de bajo voltaje y la corriente de
switching van a depender del tamano de la red. En cualquier caso, el voltaje
en esa zona es debido al movimiento del fluxén a lo largo del anillo mientras
las uniones méas alejadas al centro de masas de éste se encuentran aproxima-
damente en reposo o oscilando en torno a su posicion de equilibrio (segun el
valor de N, la velocidad del fluxon y el amortiguamiento). La velocidad del
fluxén corresponde a vfyzon = N X v. El fluxén, en su movimiento circular a
lo largo del anillo excita las uniones que se encuentra en su paso. Si el amorti-
guamiento es grande o el anillo muy grande, las uniones a las que se aproxima
estan en un estado de reposo, entonces la dindmica es independiente de N y
el movimiento en redes de distinto tamano es equivalente. Sin embargo, para
redes pequenas o valores del amortiguamiento pequenos (ambas cosas se dan
en los casos que nos interesan) el fluxén a su paso se encuentra con uniones
que no han llegado al equilibrio y que fueron excitadas por el paso del flux6n
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en la vuelta anterior. En este caso los efectos de interaccion entre el fluxén y
los modos excitados son fundamentales, produciéndose las resonancias de la
curva I-V. En ese caso la dindmica depende de manera importante del tamano
de la red y en particular se observa como la corriente de switching cambia de
manera importante con este tamano. A continuacién pasaremos a estudiar con
mas detalle y cuantificar estos efectos.

4.3.1. Curvas I-V

A continuacién presentaremos resultados obtenidos en simulaciones de la
dindmica del sistema tomando como referencia un anillo con acoplamiento mo-
deradamente discreto, A =0.4. Compararemos las curvas I-V de sistemas con
N =9, 30, 60 y 120 uniones a tres valores distintos de la temperatura: 1" =0,
T =0.02 y T =0.1. En todos los casos representados (ver figuras 4.23, 4.24
y 4.25) se dibuja la curva i-v convencional (graficas situadas en la columna iz-
quierda de la figura) y el detalle de la region de bajo voltaje (gréficas situadas
en la columna central de la figura). Ademaés, dado que la regiéon de bajo voltaje
estd dominada por la dindmica del fluxén, con el fin de poder comparar ade-
cuadamente las curvas obtenidas para distintos valores del tamano de red N
resulta conveniente dibujar también la contribuciéon del movimiento del fluxén
al voltaje dc del sistema. Dicha contribucion es simplemente vfjyzon = IV X v.
Las graficas situadas en la columna derecha de las figuras mencionadas mues-
tran el cambio de vjyz0n con i en la region de bajo voltaje.

Comenzaremos nuestro estudio presentando resultados para valores peque-
nos del amortiguamiento I' =0.001 (figura 4.23). Nuestro objetivo al elegir
dicho valor del parametro de amortiguamiento del sistema es estudiar fun-
damentalmente como el tamano del sistema afecta la emergencia de la rama
de difusién observada a altas temperaturas. Las curvas de temperatura nula
(mostradas en las graficas de la fila superior), no muestran nada inesperado:
la corriente de desanclaje del fluxon es basicamente independiente del tamano
de la red y al alcanzarse (ige, ~ 0.154) el sistema salta de la rama supercon-
ductora de voltaje cero a la ohmica de v = i. Al aumentar la temperatura
esta situacion cambia. Para T =0.02 (gréficas situadas en la fila intermedia
de la figura) se observa por un lado un aumento importante de la corriente de
desanclaje al aumentar el tamano del sistema vy,

para sistemas suficientemente grandes, la aparicion de la rama de difusion
de bajo voltaje. Hay que mencionar no obstante que el importante cambio de
la corriente de depinning con N en realidad es aparente (ver figura 4.26 mas
adelante). A esta temperatura nos encontramos justo antes la aparicion de la
rama de difusion, de hecho ésta ya aparece para N = 120 y la distribucion
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Figura 4.23: Comparaciéon de las curvas i-v para un fluxén en anillos de 9,30,60,120
uniones Josephson con acoplamiento A =0.4, y amortiguamiento de I' =0.001 a tres
temperaturas distintas: 7' =0 (fila superior), 7' =0.02 (fila central) y T" =0.1 (fila
inferior). En cada caso se representan tres figuras: curva i-v completa (columna iz-
quierda), zona de bajo voltaje de la curva (columna central) y vauxn = Nv en la zona
de bajo voltaje de la curva (columna derecha).

de probabilidad para la corriente ige, es muy ancha pero el valor medio de la
misma no cambia de manera importante de unos tamanos a otros de la red.
Si aumentamos la temperatura a T =0.1, graficas situadas en la fila inferior
de la figura, se observa claramente para todos los tamanos de la red la emer-
gencia de la rama de difusién. En este caso el salto a la rama 6hmica no se
corresponde con un depinning, ya que el fluxdén comienza a moverse a corriente
practicamente nula, sino con el abandono de la rama de difusién. Dicho aban-
dono ocurre a un valor de la corriente iy, que depende de manera notable
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Figura 4.24: Comparaciéon de las curvas i-v para un fluxén en anillos de 9,30,60,120
uniones Josephson con acoplamiento A =0.4, y amortiguamiento de I' =0.01 a tres
temperaturas distintas: T =0 (fila superior), 7" =0.02 (fila central) y T =0.1 (fila
inferior). En cada caso se representan tres figuras: curva 4-v completa (columna iz
quierda), zona de bajo voltaje de la curva (columna central) y vfjuqzn = Nv en la zona
de bajo voltaje de la curva (columna derecha).

del tamafio de la red. Las figuras de la columna derecha permite comparar de
modo mas eficiente los resultados obtenidos para distintos tamanos de red.

En la figura 4.24 se ve la dindmica del fluxén para sistemas de 9, 30, 60,
120 e incluso 300 uniones. Para 7" = 0, en todos los tamafios del sistema la
corriente de escape es igual a 0.154 como se aprecia en la parte central y derecha
(comparacion normalizada) de la figura. En el caso de temperatura T=0.02 de
la figura 4.24, el sistema presenta difusion a partir de un valor aproximado
de 0.071 de la corriente (igep) para todos los tamafos del sistema, como se
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Figura 4.25: Comparacion de las curvas i-v para un fluxén en anillos de 9,30,60,120
uniones Josephson con acoplamiento A\ =0.4, y amortiguamiento de I' =0.1 a tres
temperaturas distintas: 7' =0 (fila superior), 7' =0.02 (fila central) y T" =0.1 (fila
inferior). En cada caso se representan tres figuras: curva i-v completa (columna iz-
quierda), zona de bajo voltaje de la curva (columna central) y vy, = Nv en la zona
de bajo voltaje de la curva (columna derecha).

aprecia en la parte central de la figura. Sin embargo, la corriente de switching
se incrementa de modo importante en la medida en que el sistema es mayor.
Cuando aumentamos la temperatura al sistema (figura inferior), el fluxon entre
en la rama de difusién desde 7 = 0, independiente del tamafno del sistema. La
de switching sigue siendo notablemente diferente para los diferentes valores de
N. En todos los casos se observa que la grafica de vyjyz0, permite una mejor
comparacion de la dindmica del fluxén para los diferentes valores de N.

Presentaremos ahora los resultados para un amortiguamiento un orden de
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Cuadro 4.2: Temperatura critica para la emergencia de la rama de bajo voltaje en la
curva I-V del fluxon para A =0.4 y dos valores de T.

I'=0.001
UNTONES 9 30 60 120
To 0.025 0.018 0.014 0.011
I'=0.01
UNTONES 9 30 60 120
Tc 0.0126 0.008 0 0

magnitud mayor, I' = 0,1. Al aumentar este pardmetro entramos en la region
delas curvas i-v donde son apreciables los distintos peldanos de resonancias
entre la velocidad de traslacion del fluxén y los modos lineales de la red. En la
fila superior de la figura 4.25 se muestran los resultados para 7" = 0. El ntimero
de escalones de resonancia permitidos aumenta con el tamano de la red, asi
para valores altos de IV parece observarse una curva continua para el voltaje.
En todos los casos el sistema entra en la zona de resonancia a través de un
depinning a ¢ =0.154. En la mayoria de los casos (N > 30) el switching a la
rama 6hmica se produce aproximadamente a la misma corriente, 74, ~0.55. Si
aumentamos la temperatura el ruido térmico comienza a afectar los diferentes
punto de saltos entre escalones (fila central) y a temperaturas suficientemente
altas (fila inferior) es capaz de apantallar totalmente los saltos dando una curva
ruidosa pero de apariencia continua.

4.3.2. Estudio de (i (7)) para sistemas de diferentes tamanos

En la seccion anterior se ha podido observar que el valor de la corriente ne-
cesaria para el escape del fluxén (iqep(7")) no depende del tamano del sistema
representado en el nimero de uniones Josephson en el anillo. Por el contrario,
cuando analizamos las corrientes de switching se aprecian diferencias significa-
tivas con el cambio de tamano del sistema. Por ello es interesante realizar un
estudio de como se comporta el valor de (is,(T")) para diferentes tamanos del
sistema.

En este apartado presentamos los resultados de la comparacién del valor
medio de la corriente de switching (isw (1)) y su desviacion estandar o en los
sistemas de diferente tamafno. Los resultados fueron obtenidos desde la simu-
laciéon numérica de las ecuaciones dinamicas del sistema para 200 muestras.
La figura 4.26 muestra resultados para sistemas de 9, 30, 60 y 120 uniones
para amortiguamiento I' =0.001 y acoplamiento A =0.4. La rampa promedio



4.3. Red regular de 30, 60, 120 y 300 uniones 99

9 uniones —e—
30 uniones

60 uniones —*—
uniones

0.001 0.01 0.1

-4 : [
2%x10 L 9 uniones |
30 uniones

uniones

uniones

0.001 0.01 0.1
Temperatura

Figura 4.26: Valor medio, (isw(T)), y desviacion estandar, o, de la distribucion de
probabilidad de la corriente de switching como funcién de la temperatura. El acopla-
miento es A =0.4 y el amortiguamiento de I' =0.001.

utilizada fue de 4/3 x 107%. El comportamiento de la corriente de switching
con la temperatura es similar al estudiado para el sistema de 9 uniones: la
corriente de switching coincide con la corriente de depinning para valores pe-
quenos de temperatura pero a una temperatura determinada la aparicion de
la rama de difusiéon del fluxon provoca que estas dos corrientes se diferencien y
la corriente de switching se estabilice en un valor practicamente constante que
depende fuertemente del tamano de la red aumentando con este. Con respecto
a la desviaciéon estandar, se observa que a bajas temperaturas esta sigue la
conocida ley de T2/3 y a altas temperaturas alcanza un maximo que se puede
identificar con los puntos de inflexion de la corriente (igy (7)) o la temperatura
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Figura 4.27: Valor medio, (isw (7)), y desviacion estdndar, o, de la distribucion de
probabilidad de la corriente de switching como funcién de la temperatura. El acopla-
miento es A =0.4 y el amortiguamiento de I' =0.01.

critica de aparicion de la rama de difusion. Aumentando atn mas T, se observa
que o primero decrece y luego se estabiliza en valores relativamente pequenos
que aumentan con el tamano del sistema. Podemos decir, en general, que los
sistemas presentan un valor critico de temperatura a partir del cual el valor
de la corriente para el cual el arreglo de N uniones, salta a la rama whirling
es independiente de la temperatura (zona plana de la figura 4.26). El valor
aproximado de la temperaturas criticas se consigna en la cuadro 4.2 y fueron
obtenidos de los picos de las curvas de desviaciéon estandar.

La simulacién de la dindmica del flux6n a un valor mayor del amortigua-
miento, I' =0.01, nos muestra un escenario en gran medida similar al expuesto
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Figura 4.28: Ejemplo de curvas i-v para 1 fluxéon, A=0.4, varias uniones, I' =0.01
(izquierda) y T' =0.001 (derecha) con el voltaje normalizado al namero de uniones en
el sistema.

en el parrafo anterior. La figura 4.27 muestra el resultado para (is,) y o a este
valor del amortiguamiento para redes con 9 y 30 uniones. Como puede apre-
ciarse en la figura 4.24 a valores mayores de N una rama de bajo voltaje existe
desde T' = 0 y el salto a la rama 6hmica se produce a valores relativamente
altos de la corriente, en cualquier caso superiores a igep. Entonces la distribu-
cion de la probabilidad para el salto no cambia apreciablemente al variar T
(isw) y o son practicamente constantes en todo el intervalo de temperaturas
estudiado.

Al observar la tendencia que sigue la corriente de switching con el incre-
memnto del nimero de uniones en el anillo, decidimos realizar la simulacién
numérica de la dindmica del flux6n con tamanos de red mayores de los estu-
diados en el caso de A =0.4 y I' =0.01 y I' =0.001, esto se puede ver en la
figura 4.28 en donde se muestra en detalle a baja voltaje y normalizado al ni-
mero de uniones en el sistema, que la corriente de switching tiende a un valor
limite en la medida que aumenta el nimero de uniones en el sistema.

4.4. Red regular de 9 uniones con 2 y 3 fluxones

Hasta ahora hemos presentado resultados para un fluxén en una red de
uniones Josephson. No obstante también es interesante conocer el comporta-
miento del sistema con un niamero mayor de fluxones. En este caso efectos de
interaccion entre fluxones o de conmensurabilidad comienzan a ser relevantes.
En la figura 4.1 se puede ver la distribuciéon de las fases para configuraciones
con uno, dos y tres fluxones en una red de 9 uniones. En las proximas paginas
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Corriente
Corriente

,,,,,,,

0.06 . 0.12
Voltaje

Figura 4.29: Ejemplo de curvas i-v para 2 fluxones (izquierda) y 3 fluxones (derecha)
en un anillo de 9 uniones Josephson con A\=0.4, amortiguamiento I' =0.01 y 3 valores
de temperatura (7=0, 0.01 y 0.1). Mostramos tanto la curva aumentando la corriente
como disminuyendo la misma, pudiéndose apreciar una amplia zona de biestabilidad.

estudiaremos algunos aspectos de la dindmica de redes de 9 uniones con dos
o tres fluxones atrapados. Los aspecto fundamentales de la dindmica en siste-
mas de anillos de uniones con dos o tres fluxones son similares a los descritos
en el caso de un tnico fluxén. Por ejemplo, en la figura 4.29 se puede ver la
histéresis y regiones de difusion a temperaturas altas. Pretendiendo continuar
con el sistema discreto y subamortiguado, en la figura 4.29 se ha simulado un
sistema de 9 uniones Josephson con A\ =0.4, amortiguamiento I' =0.01, para 2
fluxones (izquierda) y 3 fluxones (derecha), mostrandose las curvas I-V tanto
al aumentar la corriente desde cero como al disminuirla desde un estado de
alto voltaje.

A continuacién mostraremos primero el estudio de las curvas I-V de una
red de 9 uniones con dos fluxones. Mas tarde realizaremos el mismo andlisis
para una red con 3 fluxones. Centraremos nuestro estudio en dos valores del
pardmetro de acoplamiento, A =0.4 y 0.8 y, como ha sido habitual hasta aho-
ra, analizaremos diferentes valores del amortiguamientos y de la temperatura.
Finalmente establecemos una comparacién directa de resultados con 1, 2 o
3 fluxones atrapados tanto a nivel del estudio de las curvas I-V como de la
distribuciéon de las corriente de desanclaje y de switching segin el caso.

4.4.1. 2 fluxones

En la figura 4.30 podemos observar la dinamica del arreglo en presencia
de ruido térmico, en este caso de acoplamiento A\ = 0.4 y tres valores del
amortiguamiento: I' =0.01,I' =0.1 y I' =1. Mostramos simulaciones para cinco
valores de la temperatura: 7' =0, T'=0.002, T'=0.01, T'=0.02 y T' =0.1. Esta
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Figura 4.30: Curvas I-V para 2 fluxones en un anillo de 9 uniones Josephson con
A =04 aT =0.01 (izquierda), I =0.1 (medio) y I'=1.0 (derecha). Cada curva muestra
5 temperaturas diferentes (7=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).

figura debe compararse con la figura 4.7 donde se muestra la misma simulacion
para el caso de un tnico fluxoén.

Para este valor del acoplamiento A la corriente de desanclaje a tempera-
0
dep

encontrada para un fluxén, igep ~0.155). Tal y como se observa para el caso de

tura cero del sistema con dos fluxones es iy, ~0.151 (un poco menor que la
un fluxén, notamos que el valor de la corriente de desanclaje va disminuyen-
do a medida que aumenta el valor de la temperatura. A temperaturas bajas
ese desanclaje supone el salto a la rama de alto voltaje pero a temperaturas
suficientemente altas el desanclaje supone un salto a la rama de bajo voltaje
de difusion para el fluxén que a corrientes mayores sufre el salto a la rama
6hmica.

Las graficas centrales muestran el resultado para un valor superior del amor-
tiguamiento, ahora I" =0.1. Este valor corresponde con la zona de resonancias
de la curva ¢-v del sistema. Quizéds la diferencia méas notable respecto a los
resultados para un fluxon lo encontramos al disminuir la corriente 4, ahora la
curva vuelve a través de las distintas resonancias mientras que para un fluxén
se observaba un reatrapamiento directo desde la zona de alto voltaje. Por otro
lado a diferencia con el sistema de un fluxén, la dindmica a temperatura alta
presenta una histéresis méas notable como también se aprecia en la figura 4.29,
en donde se ha dibujado el proceso completo, desde el desanclaje con el in-
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Figura 4.31: Curvas I-V para 3 fluxones en un anillo de 9 uniones Josephson con
A =04 aTl = 0.01 (izquierda), I' = 0.1 (medio) y I' =1.0 (derecha). Cada curva
muestra 5 temperaturas diferentes (7=0, 0.002, 0.001, 0.02, 0.1).

cremento de corriente para A =0.4 y I' =0.01, a temperatura cero, 0.01 y 0.1,
hasta cuando el sistema se ancla nuevamente con el decrecimiento de la co-
rriente. En la imagen ampliada, se puede apreciar mejor que en el caso de dos
fluxones, los steps observados son menores en nimero que en el sistema con
un fluxén, pero a la vez, son mas prolongados. Ademaés los voltajes obtenidos
son mayores ya que en este caso se tiene la contribuciéon de los dos fluxones
moviéndose en resonancia a lo largo de la red. Sin embargo a la temperatura
més alta, esto es, T' =0.1, se aprecian unos pasos adicionales previos al salto
de la rama 6hmica, con una gran fluctuaciéon antes del primer step.

Finalmente, para valores mayores del amortiguamiento alto, I' =1.0, se
observa un redondeo del dibujo de la dindmica, tal como en el caso de 1 fluxén.
En este caso la zona de menor voltaje da cuenta del movimiento de difusion
de dos fluxones y por lo tanto el voltaje asociado a la misma serd doble del
observado para el caso de un fluxon.

4.4.2. 3 fluxones

Pasamos ahora a analizar el caso de sistemas con 3 fluxones en el anillo.
Los resultados se presentan en la 4.31, que en este caso debe compararse con
las figuras 4.7 y 4.30. La corriente de desanclaje a temperatura cero resulta ser
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Figura 4.32: Comparacion de las zonas de bajo voltaje de las curvas i-v para sistemas
con 1, 2 y 3 fluxones en un anillo de 9 uniones Josephson con A = 0.4, a T =0.01
(figuras superiores) y T' =0.1 (figuras inferiores) y I =0.01 (izquierda), I =0.1 (centro)
y I' =1.0 (derecha). En cada caso se muestra v; = v x n° de fluxones con j = n° de
fluxones.

igep ~0.183, sensiblemente mayor que en el caso de uno y dos fluxones. Dicho
aumento manifiesta un efecto de conmmensurabilidad en el sistema: tenemos
un sistema con tres fluxones y nueve uniones lo que resulta en una densidad
1/3 de fluxones en la red. De nuevo para valores bajos del amortiguamiento
se observa el importante decrecimiento de la corriente de desanclaje con la
temperatura y la aparicién a altas temperaturas de una rama de difusion de
bajo voltaje. La figura central muestra la existencia de numerosas resonancias,
de mayor estabilidad y valor que las encontradas en los ejemplos anteriores y
afectadas de manera importante por la temperatura aunque las resonancias de
mayor voltaje resultan ser robustas incluso a los valores mayores de T'. Para
valores del amortiguamiento alto, es decir, I' =1.0, se observa un redondeo en
la curva dindmica, tal como en los casos de uno y dos fluxones. De nuevo los
voltajes son mayores ya que en este caso debe considerarse la contribucién al
voltaje total de la difusion de tres fluxones.

4.4.3. Comparacién entre los sistemas de 9 uniones Josephson
con diferente ntimero de fluxones

En los sistemas de uniones Josephson, con mas de un fluxén, la dindmica
del sistema presenta algunas diferencias que se hacen més notables al realizar
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una comparaciéon directa de las curvas I-V obtenidas. Estamos interesados
en la region de bajo voltaje, donde el voltaje del sistema estd dado por la
contribucién de cada fluxén al total, por ello en este caso mostraremos valores
de v/M con M el namero de fluxones en el sistema.

La figura 4.32 muestra los resultados obtenidos para un conjunto de valores
de los pardmetros de interés. Los resultados a 7" =0.01 se muestran en las
graficas superiores. Para bajo amortiguamiento, I' =0.01 (izquierda), no se
observa rama de bajo voltaje y en todo caso el sistema salta desde voltaje
cero a la rama de alto voltaje. Aumentando el amortiguamiento del sistema a
I" =0.1 se observa que la dindmica no es una mera suma de las contribuciones
de fluxones independientes sino que hay efectos de interaccién entre los mismos.
Para mayor amortiguamiento I' =1 la curva no presenta discontinuidades como
es de esperar y de nuevo se observan diferencias entre los tres casos que son
pequenas en la comparacion de M =1y M = 2 y algo mayores para M = 3.

En la fila inferior de la figura 4.32 se muestra el caso T' =0.1. En este caso a
bajo I' (izquierda) la temperatura 7' =0.1 es suficientemente alta para excitar
la rama de difusiéon del fluxén. Vemos como la contribucién al voltaje de cada
uno de los fluxones es similar y las corrientes de salto a la rama 6hmica también,
como confirmaremos en la siguiente seccion. Las curvas de amortiguamiento
mayor son mas parecidas a las de T' =0.01. A T" =0.1 se observan ramas de
difusion y resonancia combinadas con diferencias importantes en la parte de las
resonancias segun el valor de M. Para I' =1. la dindmica es sobreamortiguada,
suaviza por el efecto térmico y con un apreciable efecto de conmensurabilidad
para M = 3.

4.4.4. Resultados sobre (iqe,(1)), (isw(T)), ¥ ©

A continuacion vamos a pasar a mostrar las curvas para el valor medio de la
corriente de depinning y la corriente de switching, y sus respectivas desviaciones
medias, para los casos de uno, dos y tres fluxones en una red con 9 uniones y
a distintas temperaturas y con A =0.4 y I' =0.01

La figura 4.33 muestra el analisis de la corriente de desanclaje media (igep).
Los resultados para uno y dos fluxones son muy cercanos a baja temperatura,
esto es debido a que la corriente de depinning a temperatura nula de los dos
casos es muy similar. La curva del caso de tres fluxones se aleja de las anteriores
en consonancia con que este sistema muestra una corriente determinista de
desanclaje mayor.

Con respecto a la desviacion estandar, podemos ver que esta crece con
T2/3 en todos los sistemas de 1,2 y 3 fluxones, como lo predice la teoria de
activacion térmica estandar y alcanza un méaximo a altas temperaturas, cuando
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Figura 4.33: (igep) ¥y o versus T' a I' = 0.01 y A = 0.4 para sistemas con 1, 2 y 3
fluxones.

(idep) — 0. Entonces la desviacion estandar decrece ya que todos los eventos
de escape suceden en un estrecho rango de valores de corriente.

Los resultados para el caso de la corriente de switching, que senala la tran-
sicion al estado de alto voltaje del sistema, son mostrados en la figura 4.34.
Como ocurre en el caso de un fluxon para valores pequenos de la temperatura
el salto se produce desde la rama de voltaje 0, el depinning coincide con el
switching. Sin embargo existe una temperatura a partir de la cual se excita la
zona de bajo voltaje del sistema y el salto a la rama 6hmica se produce desde
esta rama de bajo voltaje. A partir de entonces ambas corrientes criticas ya
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Figura 4.34: (isy) y o versus T'a ' = 0.01 y A = 0.4 para sistemas con 1,2 y 3 fluxones.

no coinciden y el valor de la corriente de switching es practicamente el mismo
para los tres casos estudiados y la funcion densidad de distribucion probabi-
lidad asociada es bastante estrecha, como muestra el dibujo de la desviacién
estandar de la misma.



Capitulo 5

Desanclaje térmico de fluxones
en redes ratchet

5.1. Introduccién

Mencionamos en el capitulo 2 que el estudio del movimiento direccional de
particulas también ha cobrado relevancia en el campo de la nano y microtec-
nologia de dispositivos superconductores, en el diseno y estudio de sistemas
que permitan el movimiento direccional de vortices y fluxones en sistemas
superconductores [85, 78] en general y en redes de uniones Josephson en par-
ticular [83, 84|, conformando lo que hemos llamado dispositivos ratchet para
fluzones. La flexibilidad del sistema nos permite combinar uniones y celdas de
tamanos diferentes lo que como veremos posibilita el diseno de dispositivos con
potenciales substrato periodicos asimétricos [83, 84, 85].

Una manera de estudiar experimentalmente ratchets solitonicos es utilizar
dispositivos basados en uniones Josephson. En estos sistemas la corriente ex-
terna es el andlogo a una fuerza que actia sobre el soliton y el voltaje medido
se corresponde con la velocidad del mismo. En 1999, Falo et al [83] propusieron
usar un arreglo paralelo de uniones Josephson con corrientes criticas y areas de
la unién alternantes. En este sistema los parametros del dispositivo se puede es-
coger de forma que el potencial efectivo para los fluxones carezca de simetria de
inversion (potencial ratchet). Como en el caso de la cadena regular, el sistema
se puede modelizar por un conjunto de péndulos no-lineales acoplados, pero
ahora los péndulos tienen longitudes alternantes y acoplamientos armonicos
asimétricos. En su publicaciéon, también muestran que el fluxén se comporta
como una particula en donde se puede verificar las predicciones hechas para
ratchet térmico sobreamortiguado. Posteriormente Trias et al [84, 85] utilizan-
do la configuraciéon ratchet, disefiaron arreglos circulares y probaron algunas
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Figura 5.1: Diagrama de un arreglo tipo ratchet, las cruces representan las uniones
Josephson y su variado tamano representa diversos valores de sus parametros que
conducen a obtener una red ratchet.

de las propiedades del fluxén mostrando que las predicciones tedricas estan de
acuerdo con los experimentos. En particular se midieron experimentalmente el
desanclaje de kinks atrapados en potenciales ratchet usando un arreglo circular
de uniones Josephson. Encontraron que la corriente de desanclaje depende de
la direccién de la corriente aplicada en el anillo ratchet. Ademas se propuso la
red con uniones con tres corriente criticas como un sistema mas adecuado para
estudiar las propiedades de fluxones en redes ratchet de uniones Josephson.

Dada la relevancia del efecto ratchet, plasmada en el capitulo 2 y la po-
sibilidad de estudiarlo experimentalmente, es conveniente realizar un anélisis
por medio de la simulacién numérica de la dindmica de los fluxones en las
redes tipo ratchet. En este capitulo extenderemos el estudio presentado en el
capitulo anterior al caso de redes tipo ratchet formadas por celdas iguales pero
uniones con tres corrientes criticas diferentes (figura 5.1) sucediéndose en rela-
cion 1:0.5:0.3. Las propiedades de equilibrio de fluxones en este tipo de redes
ya fueron presentadas en el capitulo 3.

5.2. Ecuaciones

Como se ha visto en el capitulo 2, las principales propiedades fisicas de las
uniones Josephson estan dadas por las relaciones Josephson:

@

=5 ¢ I=Lsng, (5.1)

Usando técnicas de litografia es posible construir arreglos de uniones Jo-
sephson bien caracterizadas. En este capitulo consideramos arreglos circulares
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de uniones Josephson conectadas en paralelo en configuraciéon de anillo, alter-
nando las corrientes criticas, como se puede observar en la figura 5.1. Como
vimos en el capitulo 3, el sistema de ecuaciones que describe la dinamica de
lared, en su aproximaciéon més sencilla, puede escribirse como:

hj (QOJ + g +sinp; + ’ij) =\ (g0j+1 — 2p; + QOj_1) +1 (5.2)
donde j = 1,...N y ¢, es la diferencia de fase invariante gauge de cada union.
La corriente esta normalizada por la corriente critica mayor de la uniones I,
de modo que los h; = I.j/I.«, y el tiempo por la frecuencia de plasma w, =
/271 /P Cy (Po = h/2e es el cuanto de flujo magnético y C, es la capacitan-
cia de la uniéon tomada como referencia). El parametro I' = /®¢/271..C, R?
mide el grado de amortiguamiento en el sistema y el tltimo término 7;(7)
describe el efecto del ruido térmico en la dinamica y satisface (i;(7)) = 0y
(i;(T)ir(7")) = 2h;TT3;x6(T — 7') donde usamos T para la temperatura nor-
malizada T' = kpTexp/Ey (con Ej la energia Josephson Ej = ®gl../2m). El
acoplamiento entre las uniones esta dado por el parametro A = ®q/(2nL1..).
El voltaje normalizado v muestra la respuesta del sistema a la corriente ex-
terna, estd definido por v = Vg /I Ry = (Po/271 Ry )(dp/dt) = T'{dp/dT).
En las graficas en las que se muestra la curva I-V del anillo dibujaremos en
realidad la curva ¢-v del mismo; es decir, dibujamos corriente y voltajes nor-
malizados. Remarcamos que las condiciones de frontera estan definidas por la
topologia del arreglo. Aqui hemos considerado arreglos circulares de modo que
@j+N = @; + 27 M donde el nimero M de fluxones atrapados en el sistema es
una constante del movimiento.

En este capitulo consideramos el caso de 1 y 2 fluxones, para un tamano
de red de 9 uniones. En cada caso sometemos al fluxén a ambos sentidos de la
corriente, que desde ahora denominaremos corriente a las corrientes negativas
por i— y a las positivas por i+. En las redes que estudiaremos {h;} = {1.0, 0.5,
0.3, 1.0, 0.5, 0.3, 1.0, 0.5, 0.3} y A > 0.25. En este caso el fluxoén experimenta
un potencial efectivo peridédico asimétrico con un sélo minimo por periodo de
potencial (ver capitulo 3).

5.3. Red ratchet con 9 uniones y un fluxén

En esta secciéon presentamos las simulaciones numéricas de la dindmica de
un fluxén en un arreglo ratchet de 9 uniones Josephson. Tal y como hicimos en
el caso de las redes regulares, comenzamos mostrando las curvas I-V del siste-
ma. Dada la asimetria del potencial, en este caso serd necesario realizar curvas
con las dos polaridades de la corriente aplicada. Mas adelante se mostraré el
estudio del corriente de desanclaje y la corriente de salto medias para distintos
valores de la temperatura del sistema.
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Figura 5.2: Dinamica del fluxon en un anillo ratchet de 9 uniones A =0.4 y I" =0.001,
dos direcciones de la corriente i— a la izquierda, i+ en el centro y la comparacion de
las dos direcciones de la corriente a la la derecha de la figura. Cada figura muestra 4
valores de temperatura (7' =0, 0.002, 0.02 y 0.1). La figura de la izquierda en realidad
muestra la curva |i|-v.

5.3.1. Curvas I-V

Los parametros que vamos a tener en cuenta son similares a los parametros
tenidos en cuenta en la red regular. En particular los valores del acoplamiento
son adecuados para generar un potencial efectivo para el fluxén asimétrico y
con un unico minimo por periodo del potencial. Ademés, como hemos discu-
timos en el capitulo 3, puede observarse como la asimetria es mas acentuada
para valores de A ~ 0.4. Este valor nos marca un 6ptimo en cuanto a la eleccién
de dicho parametro en el disenio de una red. Los valores de los acoplamientos
considerados aqui son: A =0.4, A =0.8 y adicionalmente A =0.6, el amortigua-
miento estard entre I' =0.001 y I' =1.0 para A =0.4 y en los demas valores
del acoplamiento A =0.6 y A =0.8 mostraremos la dindmica para I' =0.001,
I' =0.01 y I' =0.1. En todos los casos para diferentes valores de la tempe-
ratura y las rampas ajustadas a los valores del acoplamiento. En el primer
caso del acoplamiento A =0.4 y para el caso particular del amortiguamiento de
I" =0.001, mostramos en la figura 5.2 la dindmica del sistema por medio de la
curva I-V. A la izquierda de la figura 5.2, representamos la dindmica con co-
rriente negativa i— para 4 valores de la temperatura 7" =0,0.002,0.02 y 0.1 (por
conveniencia se ha dibujado el valor absoluto de la corriente frente al voltaje).
En el centro se representa el caso de corriente positiva. El comportamiento es
similar al de la red regular, es decir, con el incremento de la temperatura, el
valor de corriente necesario para el desanclaje, disminuye significativamente.
En este caso iy, (T = 0) =-0.217 y ij{ep(T = 0) =0.154. En la parte derecha
de la figura 5.2 se consigna el dibujo de las dos direcciones de la corriente en
que se fuerza al fluxon a moverse, y utilizamos este dibujo como una forma de
comparar las corrientes de desanclaje del fluxén para los diferentes valores de
la temperatura. En lo que sigue del capitulo, presentaremos las curvas I-V de
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Figura 5.3: Curva de movilidad del fluxén en un anillo ratchet de 9 uniones A = 0.4
y I' = 0.001, dos direcciones de la corriente y 4 diferentes temperaturas (7' =0, 0.002,
0.02 y 0.1).

esta forma, lo que facilita la comparacion de la dindmica en uno y otro sentido
de la corriente.

Las curvas de movilidad, como la dibujada en la figura 5.3 nos posibilitan
establecer los criterios de movilidad critica para realizar la estadistica de la
fuerza de desanclaje contra la temperatura. En la figura 5.3 se ha dibujado la
corriente contra movilidad para un caso de amortiguamiento bajo I' =0.001.
A la izquierda de la figurab.3, se presenta la movilidad para corriente i+, y a
la derecha con i—. Se aprecia que la dindmica es muy similar, salvo en el valor
de la corriente de desanclaje para las diferentes temperaturas.

La figura 5.4 muestra curvas [-V para un fluxén en un arreglo de 9 uniones
con A = 0.4. La simulacién estd hecha para tres valores del amortiguamiento
y 4 valores de la temperatura. La corriente se incrementa desde cero hasta
un valor maximo en el que se aprecia la rama 6hmica, la rampa promedio fue
de % % 1077 en unidades normalizadas. Hemos dibujado ambos sentidos de la
corriente en la misma ubicacién del dibujo, con el fin de comparar sus valores
de desanclaje en el cambio de estado del fluxén de velocidad cero a un estado
de velocidad positiva en el caso de corriente i+ y velocidad negativa para ¢—.

Observemos en las figuras el comportamiento a temperatura cero. Para
A =0.4 la corriente de desanclaje en el caso de i+ es de aproximadamente
i:{ep =0.154. Cuando la corriente es negativa se obtiene lgep =0.217. Un de-
talle mejor del depinning se observa en la parte inferior de la figura 5.4 en
donde se ha realizado una ampliaciéon de la misma a bajos valores del voltaje.
Como en el caso de la red regular,también se observa que con el incremento
de la temperatura, la corriente necesaria para el desanclaje, va disminuyendo.



114 Capitulo 5. Desanclaje térmico de fluxones en redes ratchet

025 ¢
08
03
020
06
o
£ o 02
~;—; i | 04
5 o010
© 0.1 "
005 : T=0 T=0 - =0
T=0002 - T=0002 -+ T=0.002
002 T002 T002
=0.1 v =0.1 =01
0.0 L L L L L wo L L 0 L L L 0 L 0 L L L L ‘0 L J
-04 -03 02 01 0 01 02 03 04 -0.4 -0.2 0 0.2 04 12 09 06 -03 0 03 06 09 12
T=0
7=0.002
=002 ——
0.2 T=0.1 e ‘
8 !
= e
2
=) .
o
@]
0.1 0.1
T=0 s 3 T=0
T=0002 -+ T=0.002
=002 —— =002 ——
o . T=0.1 . =01
610 3x10 310t ex10* 006 004 002 0 002 004 006 0.2 -0.09 0.06 003 0 003 0.06 009 0.2
Voltaje Voltaje Voltaje

Figura 5.4: Curvas |i|-v para un flux6n en un anillo ratchet de 9 uniones A = 0.4 a
I' = 0.01 (izquierda), I' = 0.1 (medio) y I' =1.0 (derecha). Cada figura muestra 4
diferentes temperaturas (7' =0, 0.002, 0.02 y 0.1).

La forma de las curvas caracteristicas [-V cambian si aumentamos el valor
del amortiguamiento. Asi la figura de bajo amortiguamiento (izquierda) solo
muestra transicién del estado del voltaje cero a la rama 6hmica del sistema.
La figura central muestra los resultados para el caso de I' =0.1. En ese caso se
puede apreciar la zona de bajo voltaje que se corresponde a las resonancias del
fluxén. Para I' = 1,0 nos acercamos a la curva sobre amortiguada redondeada
por la accién de las fluctuaciones térmicas.

En todos los casos se observa que al aumentar la temperatura la asimetria
de la curva I-V se reduce. Esto es facil de entender ya que a altas tempera-
turas los detalles del potencial quedan apantallados por la intensidad de las
fluctuaciones térmicas.

Un hecho notable es que en general el sistema de 9 uniones con 1 fluxén en
configuracion ratchet, con acoplamiento A =0.4 y I' =0.01 no presenta region
de difusion de bajo voltaje, aun a temperaturas altas como en el caso T =0.1.
Por lo tanto en este caso s6lo tiene sentido definir una corriente critica, %gep,
que marca la transicién desde el estado de voltaje cero hasta la rama 6hmica;
observandose eso si, que en el caso de la temperatura 7" =0.1 el fluxén fluctia
bastante desde su posicion de equilibrio. Con amortiguamientos mas altos la
dindmica muestra los escalones debidos a la resonancia y la difusiéon debida a
la temperatura.
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Figura 5.6: Curvas |i|-v para un fluxén en un anillo ratchet de 9 uniones A =0.8 a
I' =0.001 (izquierda), I' =0.01 (medio) y I' =0.1 (derecha). Cada figura muestra 5
diferentes temperaturas (7' =0,0.002,0.02 y 0.1).

La ausencia de una rama de difusion en la dindmica del sistema es un hecho
a primera vista sorprendente si se compara con los resultados obtenidos en el
caso de una red regular, donde dicho estado de bajo voltaje aparece a valores
pequenos del amortiguamiento y temperaturas suficientemente altas. No obs-
tante si recordamos lo visto en el capitulo 4 la aparicion de la rama de difusion
dependia de manera importante del tamano del sistema y era muy evidente
para anillos grandes y no tanto para anillos de tamafio menor. En particular
en nuestro caso nuestro anillo tiene 9 uniones pero el potencial efectivo para el
flux6n consta de tan sélo 3 periodos. Creemos que este es el motivo por el cual
no se aprecia rama de difusiéon en nuestras simulaciones. Si este argumento es
correcto, esta rama estaria presente en resultados sobre redes mayores.

A continuacion estudiamos el sistema en configuracion ratchet con valores
del acoplamiento mayores al estudiado anteriormente. La figura 5.5 muestra
los resultados para A =0.6 y la figura 5.6 para A =0.8. En todos los casos se
presentan tres valores del amortiguamiento, I' =0.01 (izquiera), I"' =0.1 (cen-
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tro) y I' =1.0 (derecha). Se observa que la asimetria entre las dos direcciones
de la corriente afecta fundamental a la corriente de desanclaje y se reduce
fuertemente al aumentar la temperatura.

En la tablab.1 se consigna la diferencia entre las corrientes de escape para
las dos direcciones de la corriente en el sistema ratchet a T = 0. Al aumen-
tar la temperatura, en las figuras 5.4, 5.5 y 5.6 puede observarse que a bajas
temperaturas la diferencia entre la corriente de escape en las dos direcciones
es significativamente mayor que cuando la temperatura aumenta. No obstante,
esta diferencia se mantiene relativamente constante al variar el amortigua-
miento. Los detalles sobre la evolucién de las corrientes de desanclaje con la
temperatura y el amortiguamiento, seran presentados en la siguiente seccion.

A =] ige (T =0) | iy, (T =0) | Nigep | Aigep/igpe |

0.4 0.154 -0.217 0.063 0.34
0.6 0.118 -0.162 0.044 0.31
0.8 0.103 -0.127 0.024 0.21

Cuadro 5.1: Asimetria en el depinning de un fluxén en una red ratchet a 7' = 0.
. . — -m d 1 . . —
AZdeP = |7’1J1rep + Zdep| y Z:ine; = §(|7’¢J1rep| + |7’dep|)'

5.3.2.  (igep(T))

En esta seccion presentaremos los resultados para el calculo de la corrien-
te de depinning media de un flux6n en un red ratchet como funcién de la
temperatura. Compararemos los resultados obtenidos para corrientes positivas
y negativas a varios valores del amortiguamiento (I" =0.001 y I' =0.01) y el
acoplamiento A =0.4, A =0.6 y A =0.8 e intentaremos entender los resultados
obtenidos en un marco comun.

Como hemos visto en la seccion anterior, para los valores de parametros
seleccionados la curva I-V del sistema experimenta un paso de la rama de
voltaje 0 a la rama 6hmica de alto voltaje sin pasar por estadios intermedios
de bajo voltaje, ya sean resonancias o difusion.

La figura 5.7 recoge el resultado de la simulaciones. En la figura superior se
muestra |(i4ep) | para corrientes positiva (simbolos huecos) y negativas (simbolos
rellenos). La figura inferior muestra la desviacion estandar obtenida en cada
caso. El comportamiento observado es cualitativamente similar al obtenido
para redes regulares con la salvedad de que ahora debemos considerar las dos
polaridades de la corriente externa.

Resulta interesante comparar la evolucion del grado de asimetria del siste-
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Figura 5.7: Figura superior: Calculo del valor medio de la corriente de depinning de un
fluxén en una red ratchet con 9 uniones para A =0.4 (rojo), A =0.6 (verde) y A =0.8
(azul). Se muestran los resultados para dos valores del amortiguamiento I' =0.01
(circulos) y I' =0.001 (tridngulos). Se muestra tanto ij{ep, la corriente de depinning

positiva (simbolos huecos) como 4. €l valor absoluto de la negativa (simbolos lle-
nos). Los promedios se han realizado sobre 1000 realizaciones. Figura inferior: muestra

el valor de la desviacion estandar o para los resultados de la simulacién anterior.
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figura 5.8. Como puede observarse, para A =0.6 y A =0.8 esta medida decrece

ma. Para ello definimos Aigep = [ig,, | —|ig, |- Los resultados se muestran en la
monotonamente con la temperatura y no se aprecian diferencias entre los dos
valores de amortiguamiento estudiados. Sin embargo, el caso A =0.4 no es tan
sencillo ya que el pardmetro Aig, alcanza un maximo para 17" ~ 0.01. Ade-
més, por encima de T =0.001, cuando ese méximo comienza a desarrollarse,
se observan importantes diferencias entre los casos I'=0.001 y I'=0.01. Estos
resultados confirman las impresiones avanzadas a partir de la observacion de
las curvas I-V del sistema.

Podemos intentar entender dentro de un mismo marco comin el conjunto
de resultados presentados en la figura 5.7. Con respecto el eje y, esto puede
lograrse si se normalizan los valores de la corriente de depinning obtenidos por
el resultado de temperatura nula y se representa (ige,(7'))/ igep. Con respecto
al eje x, resulta natural normalizar todas las temperaturas con respecto al
valor de la barrera a ¢ =9 (ver tabla 5.2) y representar 7/Epy. La figura 5.9
muestra un muy buen acuerdo entre las 12 curvas representadas, siendo el
acuerdo excelente para los casos A =0.6 y A =0.8 y detectandose pequenas
diferencias para A =0.4. Estas pequenas diferencias serfan esperables a tenor
de lo expuesto en paginas anteriores.

Finalmente, de modo similar a como se hizo para el caso de una red re-
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Figura 5.9: La figura representa los mismos resultados mostrados en la figura 5.7 pero
normalizando la corriente de desanclaje por su valor a temperatura cero y la tempe-
ratura por el valor de la barrera de Peierls-Nabarro al acoplamiento correspondiente.
Esto indica que los resultados obtenidos pueden entenderse en un marco comun.
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‘ H itJirep ‘ Udep H Epn ‘ “PN ‘ m ‘
A=0.4 1 0.154 | -0.2177 1.038 1.806 0.22
A=0.6 || 0.118 | -0.1616 || 0.8494 | 1.5461 | 0.175
A=0.8 ]| 0.103 | -0.1265 || 0.6944 | 1.402 | 0.155

Cuadro 5.2: Parametros caracteristicos de 1 fluxén en una red ratchet de 9 uniones

gular con un fluxén, podemos intentar entender los resultados obtenidos en
el marco de la imagen del fluxén como una particula que se mueve en un
potencial efectivo, que en este caso serd un potencial ratchet. El capitulo 4
valido la aproximacion de Biitikker, Harris y Landauer (BHL) [36] al calculo
del valor medio de la corriente de escape del flux6n en gran parte del rango
de temperaturas y acoplamiento estudiados. Este resultado esta basado en la
consideraciéon del escape de una particula en un potencial ctibico cuya barrera
cambia con la corriente externa. En el capitulo 3 hemos visto que al incluir
corriente la aproximacion de potencial cibico es también vélida para poten-
ciales ratchet inclinados. Por todo ello decidimos calcular numéricamente la
prediccion BHL para el escape de fluxén y su desviacion estandar donde los
parametros del flux6n entran en la definiciéon de las corrientes criticas y los
valores de las barreras y frecuencias a corriente cero:

AU = Epy [(1 — f2)1/2 — farccos f] (5.3)

wa = wpy (1 — f2)1/4 (5.4)

o .0 7 : re
donde f =1i/i dep Recordamos que el otro parametro importante en la teoria
es la tasa de variacion de la corriente aplicada o rampa.

La tabla 5.2 muestra los parametros fundamentales (donde hemos anadido
la masa efectiva m aunque este parametro no entra en la teoria).

Las figuras 5.10, 5.11,5.12 recogen los resultados. Podemos ver que las pre-
dicciones tedricas concuerdan razonablemente bien con las simulaciones reali-
zadas en los casos de mayor acoplamiento, A =0.6 y A =0.8. Sin embargo, de
nuevo, en el caso A =0.4 el acuerdo no es satisfactorio. Estas diferencias son
debidas al papel que juegan los grados de libertad adicionales (los fonones) en
la dindmica del sistema. Como se vid en el estudio de las redes regulares, este
papel es mayor cuando menor es el pardmetro de acoplamiento A, que equivale
a una mayor importancia del caracter discreto del sistema.
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Figura 5.10: Comparacién de los resultados obtenidos para un fluxén en una red
ratchet a A\ =0.4 y las predicciones de la teoria BHL de escape de una particula en
un potencial metaestable.
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Figura 5.11: Comparacién de los resultados obtenidos para un fluxén en una red
ratchet a A\ =0.6 y las predicciones de la teoria BHL de escape de una particula en
un potencial metaestable.
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ratchet a A\ =0.8 y las predicciones de la teoria BHL de escape de una particula en
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5.4. Red ratchet con 9 uniones y dos fluxones

Como en el caso de la red regular se realizo el estudio del comportamiento
dindmico de 2 fluxones en una red ratchet de 9 uniones. Comenzaremos nuestro
estudio con la dindmica en las curvas I-V del sistema. Se usaran los parametros
de acoplamiento A =0.4, 0.6 y 0.8 a diferentes amortiguamientos y valores de
la temperatura. Finalmente se presentaran las curvas del valor medio de la
corriente de escape en funcién de la temperatura

5.4.1. Curvas I-V

Las figuras 5.13, 5.14 y 5.15 muestra la dindmica de una red ratchet con
los valores de acoplamiento y amortiguamiento, especificados en cada caso. Se
puede ver que existe diferencia significativa entre las corrientes de escape de
ambos sentidos de la corriente, ver tabla 5.3, y que en el régimen subamorti-
guado I' = 0.001 y I = 0.01 no hay presencia de difusion.

Asi, en el sistema ratchet con A\ =0.4, la dindmica I-V para el sector
subamortiguado; I' =0.001 y I' =0.01 es similar al caso del sistema con 1
flux6n. También esta presente el efecto ratchet manifestado ahora por la dife-
rencia en los valores de la corriente de depinning consignados en la tabla 5.3.
Con un valor mayor del amortiguamiento I' =0.1 hay presencia de difusiéon a
alta temperatura y multiestados representados en los escalones de resonancias.
Una situacion similar a la anterior, ocurre A =0.6 en el régimen subamorti-
guado. Con \ =0.6, I' =0.1 desde 7" =0.02 y mayores, se presenta difusiéon y
multiestados del kink. Con temperaturas mas altas la zona de difusion se vé
extendida hasta alcanzar la region lineal. En la direccion i— se puede ver que
sin ruido térmico el kink escapa y comienza a moverse, pasando por estados de
resonancia que forman escalones previos al salto a la rama 6hmica. A medida
que aumenta la temperatura, el kink no define una corriente de escape y en su
lugar se presenta la conocida difusion que va desde el estado de voltaje cero
hasta la zona 6hmica, lo dicho anteriormente se puede ver en la figura 5.14.

‘ A= H Z.:l_ep(T =0) ‘ Z;ep(T =0) ‘ Aidep ‘ Aidep/igg’d ‘

0.4 0.135 -0.195 0.060 0.36
0.6 0.096 -0.130 0.034 0.30
0.8 0.073 -0.091 0.018 0.22

Cuadro 5.3: Asimetria en el depinning de un fluxén en una red ratchet a 7' = 0.

Aidep = ligy, + g, v imet = 5(lid, | + lige,))-
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Figura 5.13: Curvas |i|-v para dos fluxones en un anillo ratchet de 9 uniones. A = 0.4
y I' = 0.001 (izquierda), I = 0.01 (medio) y I' = 0.1 (derecha). Cada figura muestra
4 temperaturas diferentes (7' =0, 0.002, 0.02 y 0.1).
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4 temperaturas diferentes (7" =0, 0.002, 0.02 y 0.1).
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Figura 5.15: Curvas |i|-v para dos fluxones en un anillo ratchet de 9 uniones. A = 0.8
y I' = 0.001 (izquierda), I = 0.01 (medio) y I' = 0.1 (derecha). Cada figura muestra
4 temperaturas diferentes (7' =0, 0.002, 0.02 y 0.1).

Es importante destacar que en el caso A =0.8, la dindmica para el sector
subamortiguado es mas interesante que en los casos anteriores de acoplamiento.
Ahora podemos observar eventuales valores de voltaje no nulo previos al salto
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Figura 5.16: Figura superior: Calculo del valor medio de la corriente de depinning de
dos fluxones en una red ratchet con 9 uniones para A =0.4 (rojo), A =0.6 (verde)
y A =0.8 (azul). Se muestran los resultados para dos valores del amortiguamiento
I' =0.01 (circulos) y I' =0.001 (triangulos). Se muestra tanto ijep, la corriente de
depinning positiva (simbolos huecos) como ~lgep> el valor absoluto de la negativa
(simbolos llenos). Los promedios se han realizado sobre 1000 realizaciones. Figura in-
ferior: muestra el valor de la desviacion estandar o para los resultados de la simulacién
anterior.
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Figura 5.17: La figura muestra el valor de Aige, definido como Aige, = —(if,, +ig.,)

como fucién de la temperatura para los distintos valores de A y I' calculados.

definitivo a la rama lineal de la curva. Esto es especialmente notable en las
curvas para I' =0.01 donde se manifiesta con claridad la presencia de la rama
de difusiéon de bajo voltaje excitada a temperaturas suficientemente altas, en
este caso para dos fluxones en el anillo. Dicha rama no ha aparecido en ninguna
de las otras curvas I — V presentadas, ni para un fluxén ni para dos. Con
un valor mayor del amortiguamiento I' =0.1 se observa la presencia de los
escalones de resonancia del sistema que son suavizados por efecto térmico de
manera especialmente notable a altas temperaturas, donde ya no se detectan
discontinuidades importantes en la curva.

5.4.2.  (igep(T))

Finalmente, tal y como hicimos anteriormente cuando estudiamos el caso
de un fluxén, procedemos a presentar los resultados obtenidos para la corriente
de depinning media del sistema como funcién de la temperatura y para varios
valores de los parametros del sistema: A =0.4, 0.6 y 0.8 y I' =0.01 y 0.001 en
cada caso.

Los resultados obtenidos estan mostrados en las figuras 5.16, 5.17 y 5.18
similares en cuanto a lo que representan que las figuras 5.7, 5.8 y 5.9 para el
caso de un fluxén, mostradas en la secciéon anterior. En este caso cabe obser-
varse menos anomalias para el caso de A =0.4 que las descritas anteriormente
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Figura 5.18: La figura representa los mismos resultados mostrados en la figura 5.16
pero normalizando la corriente de desanclaje por su valor a temepratura cero y la
temperatura por el valor de la barrera de Peierls-Nabarro al acoplamiento correspon-
diente.

para un fluxén. En particular, se observa que la curva para Aige, es mono-
tona decreciente en todos los casos y muy similar para los dos valores del
amortiguamiento estudiados. Muy notablemente, el acuerdo entre los distintos
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resultados (12 curvas) una vez normalizados es excelente en todos los casos
tanto para el valor de |(igep(7"))| como para el valor de o(T") como puede verse

en la figura 5.18.






Capitulo 6

Activacion térmica en el
régimen de amortiguamiento

débil.

En los capitulos anteriores hemos presentado resultados sobre el problema
del depinning de fluxones en anillos superconductores. Siguiendo la imagen
fluxén-particula, los resultados han sido comparados con simulaciones de acti-
vacion térmica de particulas individuales y con las predicciones teéricas. Dichas
predicciones estan basadas en la extension llevada a cabo por Biittiker, Harris y
Landauer |36] del resultado de Kramers para amortiguamiento débil al régimen
de amortiguamiento débil-moderado.

Nuestros resultados nos indican que para ciertos valores de los parametros
la imagen es valida y los resultados de desanclaje del fluxén pueden ser en-
tendidos completamente por la teoria de activacion de particulas individuales.
Sin embargo, como muestra la figura 4.12, a valores muy bajos del amortigua-
miento encontramos que las simulaciones del kink o de la particula se desvian
de manera muy significativa de las predicciones de la teoria de Kramers.

Motivado por dicha observacion, este capitulo lo hemos dedicado a intentar
entender esta inesperada discrepancia y, en la medida de lo posible, elaborar
una teoria que nos permita entender los resultados numeéricos obtenidos. Para
ello estudiamos el problema del escape térmico en el limite de bajo amortigua-
miento. Veremos que en este régimen es crucial incorporar efectos de barrera fi-
nito a la teorfa al es crucial para explicar los resultados de la activacion térmica.
Ademas, para entender los resultados de depinning, serd necesario incorporar
efectos de no equilibrio a las teorias a usuales. En el capitulo, proponemos una
extension teodrica teniendo en cuenta los procesos de no-equilibrio, los cuales
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Figura 6.1: El problema de activacién térmica de una unién Josephson puede ser
formulado en términos del escape térmico de un particula en un pozo metaestable.

se comparan excelentemente con las simulaciones.

6.1. Teoria de Kramers estandar

En 1940 Kramers derivo su famosa formula que describe las tasas de escape
de una particula Browniana en un pozo de potencial con el objetivo de calcular
velocidades de reaccion quimica [27]. Lejos de ser un caso particular, el escape
activado por ruido es aplicable en un gran nimero de problemas en la ciencia,
va desde la biologia al procesamiento de informacion cuantica [102]. Debido a
la variedad de campos involucrados, surgié una intensa actividad en el tema,
proponiendo mejores y modernas teorias a un viejo problema [28, 29, 102].

El problema de activacién térmica de una unién Josephson puede ser for-
mulado en términos del escape térmico de un particula en un pozo metaestable
(figura 6.1). Por ello, los estudios sobre el switching térmico en las uniones
Josephson (JJ) se benefician de este esfuerzo [103, 104, 24, 25, 32, 33, 34, 35].
Los resultados experimentales se ven afectados por las fluctuaciones térmi-
cas y las mediciones en el laboratorio permiten predecir los pardmetros de las
uniones mediante el ajuste de los resultados obtenidos a las expresiones teo6-
ricas disponibles. Ademés, algunas topicos fundamentales como la transicion
cudntica-clasica ha sido abordada a través de la medida de las tasas de esca-
pe [32, 33, 34, 23]. Es claro, que tales mediciones deben compararse con los
correspondientes resultados teéricos. No es necesario decir que la formula ezac-
ta no existe y que muchas teorias estan disponibles en la literatura, que a partir
del trabajo seminal de Kramers, cubren un conjunto diferente de parametros
[28, 29].

En una reciente trabajo numérico [105], para valores muy bajos del para-
metro de amortiguamiento, se ha encontrado una desviacion significativa de la
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corriente de switching de las uniones Josephson de los resultados esperados.
Aqui presentamos una teoria que es capaz de dar cuenta de la desviacion obser-
vada. Por otra parte, predice que este efecto se observaréd en cualquier sistema
forzado, donde la relaciéon entre el amortiguamiento y la rampa de fuerza no
sea grande. En tal caso, las teorfas usuales no son adecuadas, y, como veremos,
es necesario incluir efectos de no equilibrio y la correcciéon de barrera finita en
la descripciéon completa del problema.

Para precisar, la dinamica de la diferencia de fase en la unién se describen
habitualmente con el, asi llamado, modelo (RCSJ) resistivo, capacitivo y la
unioén en paralelo, que es equivalente al problema més general de una particula
browniana en un potencial metaestable:

dav
i P = —— t 6.1
i+ moyi =~ +€(0), (6.1)

donde el potencial V(x) = V(1 —cosz) — Iz y £(t) es la fuerza estocéstica que
describe las fluctuaciones térmicas. Consideramos aqui el ruido térmico blanco,

(€(1) =0y (€@)EX)) = 2mkpTo(t —1').
Si definimos f = I/Vj, la altura de la barrera cambia al aumentar I como
AU =2V, | (1 = f2)Y? = farccos f (6.2)
y la frecuencia w,(f) en el fondo del pozo esta dada por
wa = wo(1 = f4)1! (6.3)
donde wy = (Vo/m)'/2.

Para valores moderados a bajos del pardmetro de amortiguamiento exis-
te una corriente critica (fuerza) dependiente de la temperatura para que el
sistema pase de un estado de velocidad nula o superconductor ((#)=0) a un
estado resistivo (m~y(x) = I). Esta situacion se corresponde con el problema
del escape de un pozo metaestable (figura 6.1). En experimentos de corrien-
te de switching las curvas corriente-voltaje (fuerza-velocidad) se realizan para
obtener la distribucion de probabilidad de la corriente de switching, P(I). Las
distribuciones medidas puede estar directamente relacionadas con las tasas de
activacion térmica [25] y los resultados experimentales se pueden entender en
términos de esos pardmetros.

6.1.1. Teoria de Kramers para amortiguamiento débil

Para amortiguamiento muy débil, el resultado seminal de Kramers para la
tasa de activacion establece:

r _ 2 x Lo o=AU/kET (6.4)

KLb = poT © 2g



132 Capitulo 6. Activacién térmica en el régimen de amortiguamiento débil.

16

exacto
RN cubico - - -
R armonico - - -
12 70w o sinusoidal - - -
~ ~ R ~ .: N .
-
2
E 8
=
fe)
=
4t
0
0

1/2

Figura 6.2: Accion en la barrera J, /(mVy)!/# como funcion de I/V; calculada de modo
exacto, y comparacion con los resultados para un potencial cibico, arménico y coseno.

En esta expresion reconocemos el resultado de la teoria del estado de transiciéon
multiplicado por un prefactor valido en el régimen de amortiguamiento muy
bajo.

En general, escribiremos

r=kXr., =k ;u_; e AU/kBT (6.5)

donde k es un prefactor y r el resultado clasico de la llamada transition-

state-theory.

TST

El resultado de Kramers establece entonces que en el limite de amortigua-
miento muy pequeno, v — 0,

L)
kyp = kT =A (6.6)

Jp representa el valor de la accién en la barrera. Para nuestro sistema se
puede aproximar al resultado de un potencial ctubico J, = 7.2AU/w, (figu-
ra 6.2). Entonces:

~ T2 AU AvjkpT
KED 91 kgT ’
Esta ecuacion muestra que la tasa escala de forma lineal con el amortiguamien-
to y solo depende del cociente entre la barrera de energia y la energia térmica:
AU/kpT. Esta expresion es valida solamente para amortiguamiento muy pe-
queno y el limite de la barrera infinita (A = ~vJ,/kgT < 1y AU/kgT > 1).

r (6.7)

Muchas teorias han ampliado el resultado Kramers al régimen de amorti-
guamiento moderado a débil [36, 106, 107, 96, 28] siguiendo la aproximacion de
barrera infinita. Dada su simplicidad, el resultado de Biittiker et al. (BHL) [36]
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generalmente se aplica en la literatura de uniones Josephson. Correcciones de
barrera finita se han estudiado en [108, 109]. Recientemente, Drozdov Hayashi
(DH) proponen una nueva teoria no perturbativa en la altura de la barre-
ra [110].

6.1.2. Extensiones de la teoria de Kramers al régimen de amor-
tiguamiento moderado-débil.

A continuaciéon dedicaremos unas lineas a resumir los principales resulta-
dos teodricos que pretenden extender el resultado de Kramers desde el régimen
de amortiguamiento débil al régimen de amortiguamiento débil-moderado. En
todos los casos las teorias se encuadran en el marco del limite de barrera infini-
ta, definido como AU > kpT'. En la figura 6.3 mostraremos una comparacion
estre estos resultados y el resultado seminal de Kramers.

Teoria de Biittiker, Harris y Landauer

En 1983 Biittiker, Harris y Landauer [36] presentaron un reputado trabajo
donde se intenta extender el resultado de Kramers al régimen de amortigua-
miento débil-moderado.

Ellos obtuvieron la siguiente expresion para el prefactor k,
4o
k = 6.8
BHL [(1+4O{/A)1/2 +1]2 ( )

Donde « es un factor de correccion mayor que la unidad aunque cercano a 1.

Ellos hicieron simulaciones numéricas y usaron v como un parametro ajustable
obteniendo el mejor ajuste para o = 1. No obstante, otros autores y diversas
consideraciones sefialan un valor diferente, ov =1.47."

Usando como antes la aproximacién ctubica para la accién obtenemos

4
1+ wekpT/1.8yAU)Y/2 +1]2

kpur = i (6.9)

que es la expresion introducida por Devoret et al [33] y ampliamente usada en
la literatura de uniones Josephson.

Podemos calcular el valor de k,,,, en el limite A < 1. Entonces

AN /2
L ( )
(6%

'La teoria BHL coincide con los resultados de Melnikov a bajo amortiguamiento para
o =1.47 hasta segundo orden. A su vez las dos en primer orden reobtienen el resultado de
Kramers.

Epur (A <1)~A ~ A=k, (6.10)
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Figura 6.3: La figura compara los distintos resultados teoricos para el prefactor k(A)
dados en el texto: k., ,, kypy (o =1), k(a0 =1.47), k0 ¥ kpan-

Teoria de Mel’nikov y Meshkov

En 1986 V. I. Mel'nikov y S. V. Meshkov (MM) publicaron un articulo
titulado: Theory of activated rate processes: Exact solution of the Kramers
problem [96]. En ese articulo ellos obtienen el siguiente valor para el prefactor
de la teoria de activacion térmica:

1 [t dA
k}v{]\/l = A(A) = eXp {% /OO ln [1 — eXp (_A()\Q + 1/4))] m} =
(6.11)
9 w/2
=expq — / In [1 — exp (A/4cos® z) dz] (6.12)
T Jo
expresion que debe ser evaluada numéricamente.
Con respecto el limite de bajo amortiguamiento, A < 1 se obtiene
kaiar = A(A) ~ A — 0.82A3/2 (6.13)

Esta ecuacion coincide con el resultado de la teoria BHL para o =1.47 (tsese
0.82371 en vez de 0.82) como también indicaron Risken and Voigtlaender [111].

Teoria de Pollak, Grabert and Hinggi

Grabert [106] y Pollak, Grabert y Hanggi [107] derivaron un resultado que
es muy similar al de la teoria de MM

1 +oo dy -5 2
kpau = Kyup X €Xp |:; /_OO 1+ 2 In (1 — e 00y )/4>] . (6.14)

La principal diferencia radica en la definicion de A y § (6 no se define de modo
trivial en la aproximacion PGH). Un segundo aspecto es que en la derivacion
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aparece de manera natural el factor multiplicativo k Este factor es el

MHD "
resultado de Kramers para el caso de moderado a alto amortiguamiento y esta

definido por:
: (ﬁ - l) (6.15)
Wh

2, 1.2\1/2 _ 1 o\ 1/2

wy + 7 -3

k]\/[HD:( b 47) 2’7:<1+'Y_> _
wp 4

donde wy estd asociado con la curvatura del potencial en la barrera: cerca

de la barrera U(q) = —%mwqu mientras que cerca del minimo metastable

U(q) = —AU + %mwg(q — qo)? (se ha situado la barrera en ¢ = 0 y el minimo
en qq).

DO |21

El pardmetro d se define como 6 = AE/kgT con AFE la energia media
perdida del modo inestable perdida y su calculo no es trivial.

Esta aproximacion fue estudiada por Linkwitz y colaboradores [112] en 1992
que derivaron una expresion para el parametro § en el caso de un potencial
cubico

36
AE = EfAU (6.16)

con

f=ak2 14724 {1 + 607 1+72/4)"2 ky® [/ (k3 ?) — k3 — k3/2— K5/6] },

(6.17)
Ko =Ky up, 7 ="7/wa y ¥ (2) is la funcién trigamma?.
Para amortiguamiento débil
f=7—1.804%* + O(7®). (6.18)

Si comparamos los resultados de las teorias PGH y MM vemos que coinci-
den cuando el amortiguamiento es pequeno,entonces f =4y § = A.

6.2. Correcciones de barrera finita

Las expresiones dadas anteriormente son obtenidas en el marco de lo que
se conoce como aproximacion de barrera infinita AU > kpT. La experiencia
demuestra que estd aproximacion es razonable en un gran rango de valores de
los parametros y se cumple de manera efectiva para valores del cociente barrera
sobre temperatura tan bajos como 5. Sin embargo como vamos a demostrar a
continuacion los efectos de barrera finita son muy importantes en el rango de
valores de amortiguamiento débil, que es el que nos interesa en este momento.

2 122 ling o] 1
1/1,(2) == f() -z dr = Zn:O (2+n)?
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Con respecto a los experimentos de switching, en este limite el acoplamiento
al bano térmico es muy débil y el tiempo para alcanzar el equilibrio térmico muy
largo (~ 1/7). Este hecho tiene consecuencias importantes: (i) para sistemas
forzados, el escape se produce a valores muy bajos de la razon AU/kgT y (ii)
las uniones pueden escapar antes de que el equilibrio térmico se establezca de
tal forma que los efectos de no-equilibrio dominan el proceso. Para estudiar
tales efectos es necesario conocer primero, la importancia del efecto barrera
finita de activaciéon de particulas a bajo amortiguamiento y tener en cuenta la
energia media de las uniones antes de cada evento de switching.

A continuacion resumiremos las dos teorias fundamentales que intenta in-
corporar los efectos de barrera finita:

Resultado exacto en el limite de amortiguamiento nulo y barrera
arbitraria

En 1990, con motivo del 50 aniversario del trabajo original de Kramers,
P. Hanggi, P. Talkner and M. Borkovec publicaron su célebre articulo de re-
vision [28] sobre el tema. En ese articulo encontramos una expresion que da
cuenta del valor de la tasa de escape, para cualquier barrera y valida en el
limite de amortiguamiento muy pequeno: r(y — 0) = 7,,,,, con

Tyrp = VBT

-1
J, J, E(J’
/de e—ﬂEw/ g ) )] : (6.19)

0 J 2 J/

donde Jj, es la accion en la barreray § = 1/kgT. E(J) y w(J) son la expresion
de la energfa y frecuencia como funcion de la acciéon J.

Es interesante senalar que estd misma expresién aparece en el marco del
intento de Carmeli y Nitzan de encontrar una teorfa valida en el régimen de
débil-moderado amortiguamiento [113]

La ecuacion mostrada es valida en lo que se conoce como energy-diffusion
limit del problema y para barrera arbitraria. En el limite de amortiguamiento
pequeno lo importante es el valor de la energia del sistema y la particula escapa
una vez que el tiene energia suficiente. La relajaciéon de esa energia es lenta y
no importa la posicion de la particula, si no la energia de la misma. Por ello el
escape se produce mediante un proceso de difusiéon en la variable energia.

Si en la ecuacion (6.19) se realiza la aproximacion de barrera alta, se recu-
pera el resultado de Kramers. Podriamos decir que se trata del equivalente al
resultado de Kramers para cociente AU/kgT arbitrario.
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Teoria de Melnikov para las correcciones de barrera finita

En un trabajo de 1993, Melnikov [108] refin6 la teoria MM para incluir
los efectos de barrera finita. En esta ocasion el prefactor k£ viene dado por la
siguiente expresion:

kT AU

v kgT AU
k =Al—,— | = AQd)— — —— |A1(A)In— + B1(A
wro =4 (2520 ) = a0(8) - 222 S0 a4 ()
(6.20)

con Ag(A) =kayar v A1(A) v B1(A) dos nuevas funciones a calcular.

El calculo de esos dos nuevos coeficientes es bastante laborioso pero para
A < 1 se obtiene:

Ag(A) ~ A — 0.82A3/2 (6.21)
A1(A) ~ A —1.63A%2 (6.22)
Bi(A)~A(Cy+2+In2-C) (6.23)

Ver que para la funcion Bj(A) solo se tiene el término dominante en el desa-
rrollo en A. En esta ultima ecuacion Cy es un coeficiente que depende del
potencial y C' el niimero de Euler C' =0.5772.

En el caso de un potencial cubico AU/wpS, = 5/36 y Cy = 31n6, asi
Cu+2+1In2—-C =7.49.

Si A <« 1 se obtiene las correcciones de barrera finita al resultado de
Kramers para amortiguamiento débil. Usando x = AU/kgT), se tiene

A
kLD]WFB =A-— m(lnx + 7-49) (6.24)
y
TLoMEB _ 72x —Inz — 7.49 o7 (6.25)
Y 2T
O
TLDMFB Inx 1.04
——=l—g5-—— 2
TLD 7.2x T (6.26)

Mas tarde Ferrando y colaboradores [109] presentaron un estudio numérico
del trabajo de Melnikov. En ese estudio puede encontrarse el célculo de los
coeficientes Ay y Bj.

Teoria de Drozdov y Hayashi

Entre los anos 1996 y 2000, Alexander N. Drozdov liderd una serie de traba-
jos sobre diversos aspectos de la teoria de Kramers. Algunos de sus resultados,
como veremos, son muy notables, pero sorprendentemente sin embargo no han
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tenido el impacto esperado en la comunidad cientifica. En su trabajo de 1999
junto a Hayashi [110], se presenta un resultado teoérico vélido para cualquier
valor de la barrera en el régimen de amortiguamiento desde muy pequeno a
moderado.

La expresion de Drozdov se construye de la siguiente manera: Como de
costumbre, la tasa de escape se expresa en funciéon del resultado de la llamada,
transition-statete-theory y un factor de transmision:

o = kp X ro8cte, (6.27)

donde se usa la siguiente definicién para la tasa de escape de la transition-
state-theory:3.

-1
reXact — {\/27% / de e~ @} (6.28)
x = 0 senala la posicion de la barrera, V(x = 0) = 0 y el escape ocurre de
valores negativos a valores positivos x.

Hemos usado el superindice “exacto” para distinguir esta expresion de la
utilizada anteriormente (ver ecuacion 6.5):

w
aprox _ *a —AU/kpT
= o © BE (6.29)
riR > puede derivarse de modo sencillo a partir del resultado para rexaCtO si se
realiza la aproximacion de “barrera paraboélica’
0 8V e B(—AU+Lmw? 2 27 SAU
/ dz e BV @) 2/ dx e PEAUFymeale—20)) - [_"2 (6.30)
—o0 —o0 ﬁmw

La figura 6.4 evalua la diferencia entre usar ambas expresioness (ecuacio-
nes 6.28 y 6.29).

Con respecto al factor multiplicativo k,,,, primero se da el valor del pre-
factor en el limite de amortiguamiento nulo, que resulta ser el apropiado para
obtener el resultado exacto

kDH (7 - 0) = kwe = T"urs /,rexacto (6.31)

TST
yasirp (v —0) =7,

A partir de este resultado se propone un prefactor valido para valores ma-
yores del amortiguamiento,
kpy = Alkwe) (6.32)

donde A(z) es la funcion introducida por Mel'nikov y Meshkov, ecuacion (6.11).

3Este resultado no es original de Drozdov, ya aparece en el trabajo seminal de Kramers [27]
o en la recopilaciéon de HTB [28]
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Figura 6.4: Izquierda: dibujamos la funciéon exp —3V (z) -normalizada- para el poten-
cial exacto y la aproximacion parabélica al mismo (rrgr se calcula integrando esta
funcion). Usamos Vy = 10, F = V;/2 y 5 =0.03, 0.03, 1; entonces x = AU/kpT =0.2,

2., 6.8 respectivamente. Derecha: r§&¢" /rii" como funcion de AU/kgT para dos

valores de T'. Vemos que el resultado es el mismo para los dos 7. La figura de la iz-
quierda permite entender la de la derecha para cualquier barrera: ver que la expresion
exacta integra de —oo a cero y la aproximacion de —oo a +00.), asi que el cociente es
cercano a uno para z grande, mayor que uno para r pequeio y menor que uno para
valores de = muy pequenos.

6.3. Tasa de escape: resultados numéricos

Nuestro objetivo es utilizar detalladas simulaciones de dindmica molecular
de la dindmica a bajo amortiguamiento para confrontar los resultados teodricos
disponibles. A este respecto, debemos senalar que, debido al gran tiempo de
computacion necesarios para obtener resultados cuando el amortiguamiento es
pequeno (los tiempos de escape son proporcionales al inverso del amortigua-
miento) no hemos encontrado en la literatura resultados concluyentes sobre el
problema enunciado.

En particular, vamos a mostrar que los pequenos efecto de barrera finita
son muy importantes en el caso de amortiguamiento bajo, la convergencia con
el resultado de barrera infinita es muy lento, y la teoria DH reproduce los
resultados numéricos a cualquier barrera y amortiguamiento.

Para ello hemos integrado numeéricamente la ecuacion de Langevin (6.1)
del sistema para diferentes valores de amortiguamiento y altura de la barrera.
En nuestras simulaciones hemos calculado el tiempo medio para que el sistema
alcance por vez primera la barrera de potencial, MFPT (mean-first-passage-
time). Para valores bajos del amortiguamiento, tal tiempo medio corresponde a
la inversa de la tasa de escape. De acuerdo con los marcos teéricos, las simula-
ciones se inician con las particulas situadas en el pozo de potencial metaestable
y velocidad cero. Més adelante discutiremos algunas cuestiones fundamentales
sobre el problema de las condiciones iniciales. Los valore medio mostrados han
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Figura 6.5: Tasa de escape dividida por el resultado de Kramers a bajo amortigua-
miento, ecuacion (6.7), como funcién de AU/kgT. Figura (a): Los puntos son los
resultados numéricos y las lineas en el color correspondiente la prediccion tedrica de
DH. La linea negra representa la férmula exacta de amortiguamiento tendiendo a
cero, ecuacion (6.19). La figura (b) y (c¢) compara los diferentes resultados teoricos.

sido calculados a partir 10* eventos de escape. Mostramos los resultados para
Vo =0.155, m =0.35 y diferentes valores de I, amortiguamiento y temperatura.

Los principales resultados estan resumidos en las figuras 6.5 and 6.6 donde
se muestra la tasa de activacion en funcion de la barrera y el amortiguamiento,
respectivamente, y se compara con algunas de las teorias existentes.

La figura 6.5 muestra la dependencia de la tasa de escape para diferentes
valores de amortiguamiento y temperatura. Con el objeto de poder observar las
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diferencias entre los distintos resultados, dividimos las tasas obtenidas por el
resultado de Kramers para amortiguamiento débil (6.7). Recordamos que (6.7)
se obtiene suponiendo amortiguamiento débil y barrera alta. Por comparacion,
también dibujamos el resultado exacto para la barrera arbitraria en el limite

de amortiguamiento tendiendo a cero [28], r(y — 0) = r Podemos ver

HTB"
que las simulaciones realizadas a amortignamiento v = 1074, muestran un
resultado muy cercano al exacto, r,,,. El amortiguamiento es muy pequeno
pero a valores tan bajos de v ain se aprecian diferencias respecto el resultado
el limite v — 0. En cualquier caso se aprecia una diferencia muy significativa
con respecto el resultado de Kramers. Esta diferencia muestra que los efectos
de tamano finito son muy importantes en el régimen de amortiguamiento débil
y prevalecen a valores de la barrera relativamente grandes como AU/kpT =
10. El acercamiento al limite de barrera infinita es muy lento. Por ejemplo,

Tyrs/Tkop =0.72 para AU/kBT =5y 705/ 7xp =0.85 para AU/kpT = 10.

En las paginas anteriores, hemos descrito los dos principales intentos de
incluir los efectos de barrera finita méas alld del limite de amortiguamiento
nulo. El primero de ellos es el de Melnikov [108]. Sin embargo, este resultado,
como puede apreciarse en las figura 6.5(b) falla a barreras pequenas aunque
funciona razonablemente bien a barreras moderadas.

El segundo método fue propuesto por Drozdov y Hayashi [110] y como
hemos visto, por construccion, recupera el resultado correcto en el limite v — 0
para barrera arbitraria. En nuestras simulaciones estudiamos la validez del
resultado de DH més all4 de este limite. Como puede verse en Las figuras. 6.5
and 6.6, la teorfa DH explica nuestros resultados numeéricos en toda la region
de amortiguamiento débil-moderado.

En las figuras 6.5 (b) y (c) también mostramos resultados de la teoria BHL
para a = 1. Vemos que la teorfa falla para v = 10~ pero funciona aprecia-
blemente bien si v = 1072 y AU/kgT > 6. Las otras teorias que extienden el
resultado de Kramers de bajo amortiguamiento al régimen de amortiguamiento
moderado a bajo (MM, PGH), dan resultados bastante similares a BHL.

La figura 6.6 muestra la dependencia de la tasa de escape dividida por el
amortiguamiento, r/v, para AU/kpT = 3 (figura superior) y AU/kgT = 10
figura inferior, para dos valores de la temperatura y en funcién del amortigua-
miento del sistema. Ademas de la concordancia con la teoria DH, comprobamos
la convergencia de los resultados al limite v — 0 dado por r,,, (linea hori-
zontal en ambas figuras). En el interior se dibujan los resultados de la teoria
BHL. La figura permite cuantificar el rango de validez de cada uno de los re-
sultados y en particular determinar el valor del amortiguamiento para el cual
se entra en el rango de amortiguamiento muy pequeno. Ademds vemos que
las correcciones de barrera finita se hacen menos importantes al aumentar el
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Figura 6.6: Dependencia de la tasa de escape con el amortiguamiento del sistema.
Dibujamos r/~. Los puntos son los resultados numéricos y las correspondientes lineas
solidas representan la teoria de DH. La linea negra horizontal es el limite de la ecuaciéon
con amortiguamiento tendiente a cero (6.19). Arriba: curvas de AU/kgT = 3. Abajo:

AU/kgT = 10. Las figuras interiores comparan los resultados de DH con la teoria
BHL (lineas verdes).

amortiguamiento, dado que el resultado BHL, que es un resultado de barrera
infinita, se aproxima al valor exacto para v ~ 1072,

Para completar nuestro andlisis nos damos cuenta que al disminuir el amor-
tiguamiento las curvas a diferentes temperaturas tienden a lo mismo, es decir,
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la tasa solo depende de la relacion AU/kpT. Esto se entiende al notar que la
mayor parte de la contribucion en las integrales en la ecuacion (6.19) provie-
nen del fondo del potencial. Si la accién dentro del pozo se aproxima por la
correspondiente a un potencial armoénico con la misma frecuencia en el fondo,
E = (wo/27)J, with wg = 02V (Zmin), la tasa (6.19) se puede escribir como,

AU/ksT AU/ksT eV
THA =" / dz e ™™ / dy —
0 x )

que claramente depende unicamente del cociente AU/kpgT. Resaltamos que,
ademas de su simplicidad, la ecuacién anterior es una excelente aproximacion
a (6.19). De hecho, si se dibuja el resultado (6.33) y el (6.19) en la figura 6.5,
no es posible distinguir ambas curvas.

: (6.33)

6.4. El problema de las condiciones iniciales

Nos planteamos ahora el estudio de la influencia de la condicién inicial para
la energia sobre los resultados de la tasa de escape. El escape térmico a bajo
amortiguamiento es un problema de difusion de la energia. El escape se produ-
ce tan pronto como las fluctuaciones térmicas proporcionan suficiente energia
a la particula para superar la barrera. Si el amortiguamiento es pequeno, a
determinados valores de la barrera este tiempo depende del valor inicial de la
energia de la particula.

Hasta ahora, para comparar nuestras simulaciones con la teoria, hemos
supuesto que las particulas comienzan en el fondo del pozo metaestable con
velocidad nula. Desde el punto de vista experimental esta suposiciéon puede
fallar. Las fluctuaciones térmicas no so6lo proporcionan energia suficiente para
superar la barrera sino también energia cinética en el fondo del pozo. Con
el fin de estudiar la importancia de este tema hemos calculado las tasas de
escape para dos nuevas condiciones iniciales diferentes, v = +£4/kpT/m y las
comparamos con una de velocidad inicial cero. Los resultados se muestran en
la figura 6.7. Como era de esperar, se observa que para barreras pequenas
la presencia de una energia cinética inicial disminuye el tiempo de escape y
por lo tanto incrementa la tasa de escape. La figura también muestra que para
ciertos valores de AU/kgT los resultados son independientes de las condiciones
iniciales utilizadas.

Para entender los resultados obtenidos usamos el siguiente razonamiento:
Hemos visto que cuando las particulas se colocan con velocidad cero en la parte
inferior del pozo, el tiempo de activacion es 7~!. Sin embargo, si las particu-
las tienen energia inicial extra FE;y,, el tiempo de escape serd menor y vendréi
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Figura 6.7: Tasa de activacién vs barrera para tres condiciones iniciales: Las par-
ticulas estan en el fondo del pozo metastable con velocidad cero (puntos azules),

v =+/kgT/m (puntos verdes) o v = —/kpT/m (puntos marrones). Las lineas repre-
sentan las predicciones teoricas de la ecuacion (6.34) para los casos con E;;, = 0.5kpT.

dado por r~! — 7 donde 7(FE;,,) da cuenta del tiempo de activaciéon hasta esta
energia extra, el cual se puede calcular en el limite de bajo amortiguamiento
usando la ecuacion (6.33) reemplazando AU by Ej, en ella. Juntando ambas
consideraciones, podemos generalizar las formulas de la tasa de escape:

Esta ecuacién muestra que tan pronto como 7(FE;,) ~ r~! el problema de
las condiciones iniciales afecta las tasas de escape. En La figura 6.7, donde
E;, = kpT/2, esta correccion se vuelve importante para AU/kgT < 2. Si
AU < FE;, el tiempo de paso es casi un proceso determinista que depende de
la posicion inicial y la velocidad del sistema. La figura 6.7 ilustra este efecto y
confirma nuestra prediccién tedrica.
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6.5. Resultados sobre la corriente de switching

En un tipico experimento de JJ la funciéon de distribuciéon de probabilidad
de la corriente de switching de la unién P(I) se mide realizando muchas cur-
vas corriente-voltaje donde la corriente se incrementa constantemente a una
velocidad dada. A partir de estos resultados la corriente de switching media
Iy y su desviacion estandar se pueden calcular trivialmente. Tal P(I) puede
ser facilmente calculada a partir de las tasas de escape r(I) como [25]

P(I) = r(I) <%>_1 <1 - /01 P(u)du> . (6.35)

Invirtiendo esta relacion,. también las tasas de escape pueden calcularse a
partir de las medidas de P([).

En la figura 6.8(a) mostramos los resultados numéricos para el calculo de
la corriente de switching media a diferentes valores del amortiguamiento y los
comparamos con las predicciones teéricas. Los resultados numéricos han sido
obtenidos integrando la ecuaciéon. (6.1) para un conjunto de uniones termali-
zadas a I = 0. A partir de entonces la corriente externa se incrementa con una
rampa dada y se registran los eventos de switching. Como es de esperar las pre-
dicciones basadas en BHL fallan en el régimen de amortiguamiento muy bajo.
Sin embargo, sorprendentemente, también DH es incapaz de explicar nuestros
resultados numéricos, que se encuentran en medio de ambas teorias. Esto se
debe a la competencia entre el tiempo de equilibrio del sistema, dado por v~ 1,
y el tiempo para el cambio de corriente, dado por la inversa de la rampa de
corriente. Asi, el switching en el régimen de muy bajo amortiguamiento es un
proceso de no equilibrio. El acoplamiento al bano externo es tan débil que el
conjunto de uniones no son capaces de alcanzar la energia de equilibrio térmica
antes del switching. Asi, el escape de las uniones se produce de manera similar
a lo que se llama evaporative cooling, donde las uniones méas energéticas son las
primeras en saltar, y el conjunto de uniones que quedan atrapadas tienen una
energia media inferior a la de equilibrio, estdn de modo efectivo enfriadas. Esta
imagen se confirma en la figura. 6.8(c) donde, para un valor determinado del
amortiguamiento, v = 1075 se muestra la energia media para las uniones atra-
pados en funciéon de la corriente y la fraccion de particulas que han escapado.
Se puede observar como el conjunto inicialmente esté termalizado, cociente 1,
pero conforme comienzan los eventos de switching (contabilizados por la curva
verde), la energia media de las uniones atrapadas disminuye.

También vemos en la figura 6.8(c) que el escape de particulas con un energia
inicial que va desde Ej, = KT a cero cuando se aumenta la corriente. La forma
més sencilla de introducir este hecho en la teoria es asumir un valor promedio
de Ei, = KgT/2 y utilizar nuestra ecuacion (6.34). La figura 6.8(a) muestra
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Figura 6.8: (a) Corriente de switching media a diferentes valores del amortiguamiento
para T =0.01 y rampa de corriente I =3.33x10~7 (rojo) y I =108 (azul). Los
simbolos s6lidos son para las simulaciones numéricas, las lineas a trazos para las
predicciones basadas en la teoria BHL, las lineas punteadas para la teoria DH y
las lineas solidas para nuestra teoria, ecuacion (6.34) con E;, = kpT/2. También
dibujamos (eje derecho) los valores de la barrera correspondiente a la corriente de
switching media. (b) Dibujamos la corriente normalizada por 0.155, su valor en el
limite determinista, frente al amortiguamiento normalizado dividido por la rampa.
(c¢) Energia media divida por kg7 de las particulas en el pozo (marrén) y fraccion
de particulas que ha escapado (verde) como una funcién de la corriente aplicada
(T =0.01,y = 1075 y [ =3.33x1077).

que de esta manera somos capaces de reproducir con bastante exactitud los
resultados numeéricos. Esta correcciéon resulta ser importante cuando la barrera
media para la corriente de switching es del orden de la energfa térmica. Véase
que en la figura también se dibujé el valor de la barrera para la corriente
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de switching media (simbolos abiertos). Si el amortiguamiento es pequeno, el
escape se produce en promedio para valores de AU/kgT también pequerios. En
ese caso los efectos de barrera finita y condiciones iniciales son especialmente
importantes.

Finalmente, mediante las ecuaciones Eqgs. (6.33), (6.34) and (6.35) se puede
ver que en esta region del espacio de parametros, los resultados dependen de
la razoén 'y/f, como se confirma en la figura 6.8(b). Por lo tanto nuestra teoria
permite estimar los valores de v/ I donde son necesarias correcciones de no-
equilibrio. En la figura hemos usado parametros normalizados. Para normalizar
la ecuacion (6.1) dividimos por Vg y el tiempo por w™! = /m/Vj. Entonces,

los parametros adimensionales son ¥ = v/w = 1.50~, T = kT /Vy = 6.45kT

y I =1/(wVy)=29.691 (recordamos que en nuestras simulaciones V =0.155 y
m =0.35). De este modo, la figura 6.8(b) permite una estimacion del valor ne-
cesario para el cociente entre el amortiguamiento normalizado y la rampa para
que los efectos de no equilibrio presentes en el articulo puedan ser observados.

6.6. Discusion

Los resultados obtenidos han estado motivados por el estudio de la dindmica
de redes de uniones Josephson. Intentando entender os resultados mostrados
en la figura 4.12, hemos acabado estudiando el problema del escape térmico a
valores pequenos del amortiguamiento. Obviamente, se trata de un problema
mucho més general, que ha suscitado enorme interés a lo largo de los dltimos
30 anos y cuyos resultados se aplican en muchas dreas cientificas, en particular
en todos aquellos sistemas que estan acoplados débilmente con el entorno [114,
115, 116].

Asi, aunque hemos presentado nuestros resultados en el marco de las me-
didas de la corriente de switching en JJ, los resultados tienen una validez
general y pueden aplicarse a cualquier experimento en el que se mide una tasa
de activacion en funciéon de una parametro externo que puede ser controlada a
voluntad.

En particular, los resultados obtenidos conducen de manera natural al es-
tudio del comportamiento de sistemas en el limite de amortiguamiento grande.
Es interesante conocer los efectos de barrera finita en ese limite y los efectos
de competencia entre escalas temporales (la natural del proceso de activacion
y la fijada por la velocidad de cambio de un pardmetro externo de control)
en los distintos procesos de activaciéon térmica. De este modo buscariamos
transferir los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento débil,
energy-diffusion regime, al de amortiguamiento fuerte, phase-diffusion regime.
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Este es el caso tipico de muchos de los experimentos actuales sobre friccion
atomica [117, 118, 119] o sobre la fisica de sistemas biologicos [120, 121].



Discusion y conclusiones

Motivados por trabajos experimentales recientes, en esta tesis doctoral se
ha abordado el estudio detallado de las principales propiedades de fluxones
atrapados en redes de uniones Josephson regulares y asimétricas. Nos hemos
centrado fundamentalmente en el estudio de las curvas I-V del sistema en pre-
sencia de fluctuaciones térmicas y en la identificacion y caracterizacion de los
principales regimenes dindmicos presentes y las transiciones entre los mismos.
En particular, se ha prestado una atenciéon especial al problema del desanclaje
térmico de fluxones en anillos regulares y ratchet de uniones Josephson y la
comparacion con los resultados basados en modelos monoparticulares. Asi mis-
mo, los resultados obtenidos en el régimen de amortiguamiento pequeno nos
han llevado a estudiar el problema del escape térmico de una particula en ese
régimen dindmico. Por tltimo, se ha identificado y estudiado por vez primera
un estado de bajo voltaje de difusion del fluxén, excitado térmicamente, en
redes subamortiguadas.

El sistema fisico de interés es una red de uniones Josephson en paralelo
dispuestas en geometria de anillo. Los métodos de fabricaciéon de anillos su-
perconductores con uniones Josephson permiten variar a voluntad el area de
las uniones empleadas y el tamano de las celdas entre uniones. Esta flexibili-
dad permite disenar distintas configuraciones donde el potencial efectivo de los
fluxones atrapados en la red sea el deseado. En particular destacamos el caso
de redes regulares (uniones y celdas iguales), donde dicho potencial es simé-
trico; y el de redes ratchet (con alternancia de dos tipos de uniones y celdas
distintas, o con celdas iguales y alternancia de uniones de tres tamanos diferen-
tes), con potencial efectivo asimétrico. En el capitulo 3 hemos caracterizado las
principales propiedades estaticas de fluxones en dichas configuraciones. Se han
obtenido los potenciales de Peierls-Nabarro del sistema, evaluados las barreras
de energia, corrientes de desanclaje, frecuencia y masas efectivas y validado
algunas cuestiones de la imagen fluxon-particula. Este conocimiento ha sido
importante para lograr una mejor comprensién de los fendémenos que se han
descrito en los capitulos 4, 5 y 6 de la tesis.
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La curva caracteristica de las redes de uniones Josephson es la llamada
curva I-V del sistema que muestra el valor del voltaje medio en funcién de
la corriente externa aplicada. En los capitulos 4 y 5 mostramos numerosos
ejemplos de tales curvas calculados para distintos tipos de redes y un amplio
abanico de pardmetros de las mismas. En grandes rasgos estas curvas estédn
caracterizadas por la presencia de una rama superconductora de voltaje nulo,
una rama de bajo voltaje asociada al movimiento del fluxén en el anillo (es-
ta4 rama no se presenta si el amortiguamiento es muy pequeno) y una rama
6hmica de alto voltaje. La transicion entre las diferentes ramas ocurre a las
llamadas corrientes de depinning y de switching del sistema y es discontinua en
el caso de redes de amortiguamiento moderado o bajo y continua para redes
sobreamortiguadas.

El primer objetivo de esta tesis doctoral es el estudio del depinning térmico
de fluxones en anillos pequenios de uniones Josephson en el régimen de amorti-
guamiento débil. En este régimen, a temperatura cero, cuando la corriente se
incrementa el sistema salta desde el estado de voltaje cero superconductor al
estado resistivo de v = 4. Dicho salto permite una clara caracterizacion de la
corriente de depinning del sistema igep,. Si i > igep €l sistema de ecuaciones del
arreglo no admite soluciones estaticas, y el fluxén comienza a moverse. Debido
al bajo valor del amortiguamiento, cuando el fluxén se mueve en el arreglo
causa que todas las uniones cambien al estado de alto voltaje. Entonces todas
las uniones rotan uniformemente pero con una diferencia de fase que tiene en
cuenta la presencia de los cuanto de flujo homogéneamente distribuidos a lo
largo del arreglo completo. Para amortiguamiento pequeno las curvas -V del
sistema, presentan una histéresis importante. Al disminuir la corriente el siste-
ma retorna al estado superconductor a valores de la corriente mucho menores
que igep. En nuestro trabajo nos hemos concentrado en el comportamiento del
sistema al aumentar la corriente desde cero.

Debido a las fluctuaciones térmicas, en un experimento el valor de la co-
rriente de desanclaje cambia desde una I-V a otra, es una variable aleatoria con
una distribucién de probabilidad determinada. Esta funcion estd usualmente
caracterizada por su valor medio y su desviaciéon estandar. El principal objetivo
de esta tesis fue estudiar numéricamente como se comportan estos observables
para diferentes parametros del sistema (acoplamiento A\, amortiguamiento I' y
temperatura 7°) [123]. Dichos resultados se presentan en los capitulos 4 y 5 de
la tesis.

Un punto importante del trabajo ha sido comparar nuestros resultados nu-
méricos con los resultados basados en la imagen fluxén-particula individual.
Asi, los resultados fueron estudiados en el marco tedrico del escape térmico
de una particula en un potencial sinusoidal inclinado. La conclusién principal
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de nuestro trabajo es que para la mayoria de los casos esta imagen da una
buena estimaciéon de la corriente de desanclaje del fluxon. En efecto, en un
caso experimental, donde los diferentes parametros (principalmente A\, I' y 1..)
son conocidos con alguna imprecision serd dificil identificar desviaciones del
comportamiento esperado. Sin embargo, también hemos visto algunos efectos
inesperados que los atribuimos a la discretitud. Asi, para el caso de acoplamien-
to pequeno (A =0.4 y méas pequeno) vemos un incremento en la desviacion del
comportamiento de desanclaje del fluxén desde lo que esperdbamos para la
imagen de una particula. Los arreglos con acoplamientos mayores son més cer-
canos al limite del continuo y los efectos de discretitud son mas pequenos; aqui
la imagen de una particula funciona mucho mejor.

Es evidente que nuestra aproximaciéon no tiene en cuenta un nimero im-
portante de aspectos dificiles de manejar: el potencial unidimensional efectivo
para el fluxén en el arreglo (potencial de Peierls-Nabarro) no es puramente
sinusoidal, y el valor de la masa del fluxén no es constante ya que depende
de la posicién del fluxén y el valor de la corriente. También estamos despre-
ciando todos los grados de libertad del sistema excepto uno. Ademas hemos
considerado la expresion para la tasa de escape en un caso unidimensional y
el nuestro es multidimensional. Los primeros aspectos dan pequenas correccio-
nes a los resultados obtenidos y el caso mutidimensional usualmente se aborda
con una redefiniciéon de la frecuencia de intento que depende de la frecuencia
de todos los modos estables en el minimo y la silla |28]. Dicha frecuencia se
calcula también en el capitulo 3 y se aproxima en gran medida a la frecuencia
de Peierls-Nabarro del fluxén. En todo caso este concepto produciria cambios
pequenos de los valores obtenidos con un error maximo menor del 7% (y ocurre
para A = 0,125). Por todo ello entendemos que es el papel relevante del resto
de modos de libertad del sistema el que produce las discrepancias obtenidas y
que este papel es importante para valores pequenos del acoplamiento A <0.4 y
despreciable por encima de este valor del mismo.

Nuestros resultados para una particula estan de acuerdo con las predic-
ciones de la teoria de Kramers para la tasa de escape excepto para algunos
limites. Se esperaba el desacuerdo a altas temperaturas ya que las expresiones
teoricas estan calculadas en el limite de barrera infinita del sistema (Ej, > kT).
Este limite no se satisface a altas temperaturas. También es cierto a pequenas
temperaturas, donde la mayoria de eventos de escape ocurre a corrientes muy
cercanas a iqep donde la barrera también es muy pequena. Hemos observado
que la razéon E,/kT también en este caso es pequena. Sin embargo fue una
notable sorpresa identificar un importante desacuerdo entre los resultados de
nuestras simulaciones y las predicciones tedricas para el escape de particulas
en el régimen de amortiguamiento muy pequeno. Dicho hallazgo condujo el
devenir del trabajo de tesis doctoral durante el dltimo ano y medio del mismo
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y es el origen de los resultados presentados en el capitulo 6 de la tesis y a los
cuales nos referiremos mas adelante.

Continuando con el estudio de la dindmica de fluxones, otro efecto ines-
perado observado a amortiguamiento pequeno es la emergencia de un estado
de bajo voltaje excitado térmicamente, que llamamos difusion del fluxén. Para
valores pequenos del amortiguamiento las curvas I-V a temperatura cero no
muestran ningtn estado de bajo voltaje y el sistema salta desde voltaje cero
al estado de alto voltaje. Sin embargo, a temperatura suficientemente alta se
observa la aparicién de una rama de bajo voltaje que hemos identificado con un
movimiento de difusién térmica del fluxén. El voltaje de la red cambia primero
desde cero a esta rama y a una corriente mayor al estado de alto voltaje. Una
parte importante del capitulo 4 se ha dedicado a la caracterizacién de este mo-
vimiento de difusion del fluxon y se observa por ejemplo que el rango de valores
de observacion del mismo depende de manera importante del amortiguamiento
y el tamano de la red.

En la imagen fluxén-particula, o el modelo RCSJ para una unién, general-
mente se acepta que la difusiéon no puede coexistir con la histéresis. Kautz y
Martinis [97] hacen alusion a esto a través de argumentos del espacio de fase:
si el valor de la corriente aplicada es suficiente para permitir que el estado
running estable coexista con los puntos fijos de voltaje cero, las cuencas de
atraccion para el estado running necesariamente se separan de las cuencas de
atraccion de cualquieras dos puntos fijos vecinos. De esta manera, los saltos
de fase entre dos puntos fijos estan prohibidos, ya que el sistema debe pasar
primero a través de la cuenca de atraccion del estado running. Mientras que
en las secciones previas hemos mostrado que el escape inicial del fluxén desde
su minimo se puede explicar por activacién térmica de una particula, el estado
de difusion del fluxon en las curvas I-V subamortiguadas no se puede explicar
de manera similar.

En los experimentos sobre difusiéon de fase en uniones Josephson indivi-
duales con amortiguamiento débil, la coexistencia de la difusion de fase y la
histéresis se explica por el efecto de la impedancia del circuito externo aco-
plado a la unién. Dicha impedancia introduce grados de libertad adicionales
en el sistema y conduce a un amortiguamiento efectivo que depende de la fre-
cuencia. En nuestro caso no existe tal circuito externo, pero el centro de masas
del fluxon estd acoplado al resto de grados de libertad del sistema total. Es la
interaccion entre el fluxon y el resto de modos del sistema, que han sido ex-
citados térmicamente, lo que posibilita la existencia de un estado de difusion
estable en el anillo a pesar del bajo valor del pardmetro de amortiguamiento.
El estudio de la estabilidad de la rama de difusion en redes de distinto tamano
a revelado que la estabilidad del mismo aumenta de manera importante con el
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tamano del sistema.

La existencia de estados de bajo voltaje en el anillo permite la definicion de
una nueva corriente critica, la corriente de switching que marca el salto a la ra-
ma O6hmica de alto voltaje. El estudio del valor medio y la desviacién estandar
de la distribucion de probabilidad asociada a esta corriente muestra que ambos
parametros dependen débilmente de la temperatura y la anchura de la distri-
bucién es pequena en comparaciéon con la anchura de las distribuciones para
la corriente de depinning a temperaturas similares. Las curvas de la desviacion
estandar frente a la temperatura muestran un maximo a una temperatura dada
que permite caracterizar la temperatura de apariciéon del estado de bajo vol-
taje en el sistema. Sin embargo, tal y como hemos mencionado anteriormente,
esta corriente si que depende de manera importante del tamano del sistema.
El estudio de esta dependencia se esta realizando en la actualidad.

Mencionaremos que hasta el desarrollo de esta tesis no existian resultados
experimentales o numéricos que estudien sisteméaticamente el escape térmico
de fluxones o solitones en arreglos discretos. Guiados por nuestros resultados
numéricos, en la actualidad el grupo del Dr. Kenneth Segall en la Colgate
University estd llevando a cabo una serie de experimentos al respecto. En ellos
se ha confirmado con claridad la presencia de la rama de difusién de bajo voltaje
descrita en esta memoria. Ademas, deseamos mencionar el trabajo hecho por
A. Wallraff et al sobre vortices en uniones Josephson largas [23], el analogo en el
continuo de nuestro sistema. Con respecto a los avances tedricos queremos citar
también el trabajo reciente [122] en donde se reporta la diferencia principal
entre el efecto tunel cudntico macroscopico en uniones Josephson del efecto
tunel de una particula cuéntica.

En el capitulo 5 hemos estudiado el caso de redes con potenciales asimé-
tricos. En este caso se trata de redes de 9 uniones Josephson con tres tipos de
corrientes criticas lo que al final, para valores del acoplamiento por encima de
un umbral induce un potencial simétrico extendido a lo largo de tres celdas de
la red y con un tnico minimo y méaximo por periodo. Los resultados muestran
la asimetria en la definicién de las corrientes de desanclaje y las curvas I-V del
sistema. Comprobamos como las curvas obtenidas pueden entenderse en un
marco comin y son aproximadas razonablemente por la teoria de activacion
térmica de particulas. En cualquier caso se observa que las corrientes de escape
de estas redes son mucho mayores que las corrientes criticas de redes regulares
con valores de A similares. La diferencia entre la corriente de escape en las
dos direcciones de la ratchet, para un valor especifico del acoplamiento (de los
simulados en este trabajo) se mantiene relativamente constante con la varia-
cion del amortiguamiento. Por otro lado, esta diferencia entre las corrientes de
escape tiene un méximo para el amortiguamiento A =0.4 comparado con los
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otros dos valores del acoplamiento, esto es, A =0.6 y A =0.8.

Es notable senalar que, en general, el sistema de nueva uniones con un
fluxén en configuracion ratchet, no presenta regiones de difusion, ain a tempe-
raturas altas, hasta que el amortiguamiento es significativo. Pensamos que esto
es debido al pequeno tamano del sistema que consideramos (potencial periodi-
co de tres pozos para el fluxén). Queda pendiente el estudio de este fenomeno
en redes mayores.

Nuestro trabajo sobre el comportamiento de fluxones en redes asimétricas
es un primer paso en un proyecto a largo plazo de diseno y mediciéon de las
propiedades de fluxones en ratchets cuanticas. Utilizando uniones mucho més
pequenas y temperaturas menores dicho estudio es en la actualidad factible
desde un punto de vista experimental.

Como dijimos anteriormente, uno de los resultados més relevantes encon-
trados es la incapacidad de las predicciones tedricas usuales para dar cuenta
de los resultados obtenidos a muy bajo amortiguamiento. Motivados por los
resultados mostrados en las figuras 4.11 y 4.12 el capitulo 6 se dedica al estudio
del problema de Kramers, el problema del escape térmico de un potencial me-
taestable, a valores del amortiguamiento muy pequenos. Nuestros resultados
indican que en este régimen los efectos de barrera finita son fundamentales y
la convergencia al resultado de barrera infinita muy lenta. Por ello las teorias
habituales no son capaces de estimar con precision las tasas de escape y en su
lugar hay que emplear otros resultados. En nuestro trabajo demostramos que,
entre las teorias existentes, la teorfa de Drozdov y Hayashi, una combinaciéon
de los resultados exactos en el limite I' — 0 y el desarrollo de Melnikov que
extiende los resultados de Kramers barrera infinita a valores moderados del
amortiguamiento, es capaz de reproducir los resultados numeéricos de las tasas
de escape en todo el rango de barreras y amortiguamiento.

Sin embargo, los resultados sobre el valor medio de la corriente de escape
aun no pueden ser entendidos satisfactoriamente, a pesar de emplear la teoria
correcta para las tasas de escape. Hemos detectado que ello es debido a que
para valores suficientemente pequenos del cociente entre el amortiguamiento
y la rampa de la corriente el proceso de escape es un proceso de no equilibrio
donde el escape “de las particulas mas calientes del sistema” provoca que la
energia promedio de las particulas atrapadas en el pozo sea menor que la
energfa térmica disponible. Basandonos en un estudio sobre el efecto de las
condiciones iniciales en los procesos de escape a barrera pequena hemos sido
capaces de desarrollar una teoria sencilla que permite una correcta prediccion
tedricas de los resultados encontrados en las simulaciones.
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