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摘  要: 通过改进基于 Power 图的区域划分, 提出一种收敛速度更快的圆 packing 算法. 首先固定容器面积, 将输入

圆缩小一定的倍数, 随机撒在容器中; 之后对圆心点进行三角化, 并根据相邻圆的半径比值对容器进行区域划分; 

再让所有圆在不超出自己区域边界的条件下尽量等比例增长至最大; 最后将划分区域-长大的过程迭代下去, 得到最

大增长倍数. 实验结果表明, 该算法能够使得圆 packing 的过程更快地达到收敛. 
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Abstract: This paper presents a circle packing algorithm which converges faster by improving the domain parti-

tions based on power diagram. By setting the area of the container fixed, we firstly shrank the input circles so that 

they wouldn’t overlap when scattered randomly in the container. Secondly, we triangulated the circle center points, 

and divided the container area into sub-regions according to the radius ratio of adjacent circles. And then all cir-

cles grew by the same ratio within their own regions. By repeating the “partition-and-grow” operations, we finally 

got the packing result. Experimental results show that our method can converge more quickly. 
 

Key words: circle packing; regular triangulation; largest inner circle 

圆 packing问题指的是将一组已知个数和大小

的圆不重叠地放进一个给定形状的容器中 , 求容

器面积的最小值. 这是一个 NP 难问题[1], 也就是

说不能在确定的多项式时间内求得它的解. 圆 packing

是一个经典的数学问题, 它最早是由 Thurston[2]于

1985年在一次会议上提出的. 经过近 30年的研究, 

该问题在理论上取得了很大的进展, 同时, 有关它

的应用也日益广泛. 在自然科学、工程设计甚至在

人们每天的日常生活中, 圆 packing都有很多应用[3]. 

例如, 它可以用来解决如何摆放一堆圆木, 使它们

所占空间最小的问题[4]. Yu 等[5]利用圆 packing 提

出一种拼图算法 , 将图片的重要性和圆的半径联

系起来, 根据圆 packing的结果得到一种对平面的划

分, 从而实现拼图的功能. Bai等[6]利用圆 packing来

解决自组织无线网络中关于极大独立集的相关问

题 . 此外 , 圆 packing 在布料裁剪、交通网络、    
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设施摆放和容器储物等工业领域都有很多应用[7].  

通常, 解决圆 packing 问题有 2 种思路: 一种

是先将所有输入圆不重叠地放进一个足够大的容

器中 , 然后通过不断地缩小容器来求得容器面积

最小值; 另一种是先固定容器的大小, 然后将输入

圆缩小一定比例后不重叠地放入容器 , 再让输入

圆在容器中不断长大 , 最后求得输入圆所能增长

的最大比例. 本文算法采用的是第 2种思路.  

1  相关工作和背景 

1.1  相关工作 
对于圆 packing 问题, 根据不同的分类标准有

不同的分类. 根据容器形状的不同, 可以分为在圆

形容器中的圆 packing、在正方形容器中圆 packing

和在矩形容器中圆 packing 等; 根据输入圆的半径

大小是否相等, 可以分为等圆 packing 和不等圆

packing.  
近年来, 人们提出了针对各种圆 packing 问题

的算法. Stoyan 等[8-9]研究了如何将不等圆放进一

个宽度固定的长条内, 使得长条长度最短; 其通过

结合分支定界法和梯度下降法 , 尝试从一个局部

最优解跳转到另一个局部最优解 , 以期望得到全

局最优解; 但是该算法把圆的半径作为一个变量, 

所以对等圆的 packing 并不适用. Hifi 等[10]利用模

拟退火算法来解决矩形容器中的圆 packing 问题, 

首先从一个非可行解出发 , 通过将不满足条件的

圆移出容器最后得到可行解. Huang 等[11-12]提出利

用贪心算法在矩形容器中和利用启发式算法在圆

形容器中进行圆 packing的算法. Graham等[13]提出

等边三角形容器中的等圆 packing 算法, 利用离散

仿真法得到了输入圆个数为 22~34 的紧密 packing 结

果 . 刘景发等 [14]结合模拟退火和二分搜索 , 也提

出了正三角形容器内的等圆 packing 算法, 其在模

拟退火算法中融入了启发式格局更新策略和基于

梯度法的局部搜索策略 , 是一种在三角形容器内

进行等圆 packing的有效算法. Akeb等[15-163]利用集

束搜索算法来解决在圆形容器中的圆 packing问题, 

提出一种它的自适应改进算法. Grosso 等[173]基于

种群进化提出在圆形容器中的等圆和不等圆

packing 算法. 何琨等[183]提出基于动作空间的拟物

求解算法 , 通过把圆形容器和内部的圆近似看做

矩形并结合若干拟人策略提高了连续优化的效率. 

Lu等[19]提出基于 Power图的圆 packing算法, 将重

心 Voronoi 剖分的概念进行了推广, 能够应用于不

同形状的容器, 而且对等圆和不等圆的 packing 都

适用 , 其中的局部算法称为局部 Power 图算法

(local power diagram, LPD). LPD是一种和 Lloyd迭

代[20]类似的迭代算法, 此前的各种圆 packing 算法

基本都只针对某种形状的容器或者只针对等圆或

不等圆 packing, 而 LPD算法是解决更加一般化圆

packing问题的算法. 本文算法是对 LPD算法的一

种改进.  

1.2  背景知识 
本文算法基于正则三角化. Delaunay三角化是

计算几何中的基础概念, 其满足性质“任何一个三

角形的外接圆内不再包含其他的种子点”的三角化

就是 Delaunay 三角化. 对 Delaunay 三角化后每个

三角形的每条边作垂直平分线 , 就得到了

Delaunay 三角化的对偶图, 称做 Voronoi 图. 给定

平面紧致区域 2Ω 和区域内的一组不重合的点
1{ }n

i ix  (又称种子点), 则种子点 ix 对应的 Voronoi

区域满足 

 
 ( ) | ( , ) ( , ),i i j i jV x x Ω d x x d x x x x   ≤ ;  

其中 , 
2

( , )i id x x x x  . 于是 ,   1
( )

n
i i

V x  就是对

区域Ω的 Voronoi剖分.  

Power图是一个和正则三角化相关的概念. 与

Voronoi图相似, Power图也是一种关于种子点对平

面区域的剖分, 是一种加权的 Voronoi 剖分. 给定

平面紧致区域 2Ω 和区域内的一组不重合带权
重的点   1

,
n

i i i
x w  , 则种子点  ,i ix w 对应的 Power

区域满足 

 w w w( ) | ( , ) ( , ),i i j i jV x x Ω d x x d x x x x   ≤ ; 

其中, 
2

w ( , )i i id x x x x w   . Power 图可以看做

是关于一组圆的对平面的剖分 , 这组圆的圆心在

  1

n
i i

x  , 半径为  
1

n

i i
w


. Power 图  w 1

( )
n

i i
V x  的对

偶图也就是正则三角化.  

2  本文算法 

2.1  Packing 问题数学表示 
原始的 packing 问题如下: 在平面紧致区域

2Ω 上, 给定容器形状和 n个已知半径为   1

n
i i

r 

的圆   1

n
i i

C  , 在满足“ n个圆在容器内且互不重叠”

的约束条件下 , 求容器面积 Ω 的最小值 . 设
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  1

n
i i

C  的圆心坐标为   1
( , )

n
i i i

x y  , 那么圆 packing

问题可以表述为  

min

s.t.
, 1

.
, 1 , ,

i

i j

Ω

C Ω i n

C C i j n i j


    

     

 

≤ ≤

≤ ≤

 

将满足约束条件下圆 iC 的圆心坐标 ( , )i ix y 的集合

    1 1= , , , ,n nX x y x y 称作格局.  

为了便于计算求解 , 可以换个角度看这个问

题 . 首先固定容器的面积 , 使 Ω m ( m为常数); 

然后引入一个缩放因子 k 作用于所有的圆   1

n
i i

C  , 

使得它们可以互不重叠地放进容器 . 那么圆

packing问题就变成  

max

s.t.

, 1

, 1 , , .
i

i j

k

kC Ω i n

kC kC i j n i j

Ω m

 
    




      

 

   

  

≤ ≤

≤ ≤
 

2.2  LPD 算法 
基于 Power图的 LPD算法步骤如下:  

输入 . n个半径分别为 1{ }n
i ir  的圆 1{ }n

i iC  , 容

器Ω , | |Ω m ( m为常数), 缩放因子 k的初始值. 

输出. k的终值和圆   1

n
i i

kC  最终格局分布.  

Step1. 将缩放因子 k 的初始值作用于圆   1

n
i i

C


, 

得到缩小后的圆  
1

n

i i
kC


 , 随机生成圆  

1

n

i i
kC


 的初始格

局分布     1 1= , , , ,n nX x y x y .  

Step2. 对圆心点   1
( , )

n
i i i

x y

作正则三角化 ,  根据 

三角化结果构建每个圆的 Power区域 iΩ , 得到   1

n
i i
Ω


. 

Step3. 对每个圆的 Power 区域 iΩ , 求它的最大内 

圆, 得到最大内圆的圆心位置 ( , )i ix y  和最大内圆半径 ir , 

并求最大内圆半径和原来圆半径的比值 /i i ik r r  .  

Step4. k k  , mini ik k .  

Step5. 如果 k k , 则获得终止 k 值和终止格局分

布 X, 算法结束; 否则, 更新当前圆圆心位置至 ( , )i ix y  , 

更新当前圆的半径为 ik r , 转 Step2. 

图 1 所示为 LPD 算法的过程示意图. 这个例

子中, 容器是正方形, 面积为 1, 输入圆半径分别

是 10, 12, 15, 18和 20, 初始 5E 8k   . 图 1a所示

为将输入圆缩小 k 倍之后随机撒在容器中所得格

局分布; 图 1b所示为图 1a中圆的圆心正则三角化

结果; 图 1c所示为三角化对应的 Power图, 即每个

圆得到自己的 Power 区域; 图 1d 所示为这组圆同

步增长一次的结果以及对应的 Power 图 , 得到

7.212E 3k   ; 图 1e 所示为第 2 次增长后的结果

及对应的 Power图, 得到 8.104E 3k   ; 图 1f所示

为迭代停止时的格局分布, 1.257E 2k   . 实现过

程中, 迭代停止的条件不是 k k' , 而是它们的比

值小于给定的阈值.   

LPD算法利用了 Power图的优良性质: 2个圆

之间的 Power分界线垂直于 2个圆圆心的连线; 如

果 2个圆相离, 则分界线位于 2个圆之间且与 2个

圆不相交; 如果 2个圆相切, 则分界线过 2个圆切

点; 如果 2 个圆相交, 则分界线过 2 个圆交点; 如

果一个圆包含另一个圆, 则分界线位于 2个圆之外. 

易知, LPD算法的圆 packing过程中只会出现 2个

圆相离或相切的情况. 另外, 从 Power图的定义可

知
1

n

i
i

Ω Ω


 , 即 LPD 算法能将容器划分成 n块不

重叠的区域.  

 

   

a. 随机撒点 b. 正则三角化 c. Power图 d. 第 1次增长  e. 第 2次增长 f. 最后结果 
 

图 1  LPD算法过程示意图 

 

然而 , 这种划分区域的方法也有一个缺点 : 

当迭代进行到后期 , 圆半径比圆之间的缝隙大得

多的时候, 迭代会变得很慢. 参考图 2, 具体分析

如下: 
 

2 22 2 2
1 1 2 2 1 1

2 2 2 2
1 2 2 2 1 1 1

2 1 1 2
2 2 2

2 2 1

( )

( ) 2

2
2

2

PO r PO r r t

r r t r r t t

r t t
r t t

r t t

     

     


  


 

(1)
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图 2  2个圆之间的 Power分界线 
 

根据 Power分界线的定义, P, O1, O2的关系如

式(1), 则当 r1, r2远远大于 t1, t2的时, 式(1)可以写

成 1 2 2 1/r r t t , 这表明 2个圆到 Power分界线的距

离会和圆的半径成反比. 可以想象, 如果一个大圆

周边都是小圆 , 那么大圆分得的可增长空间会比

周围小圆分得的小得多; 又因为所有圆必须等比

例同步增长 , 所以小圆的增长会受到大圆增长的

限制, 导致整体增长得比较慢、迭代次数比较多. 

本文算法就是针对这个问题进行了改进.  

2.3  本文算法 
本文算法主要是针对 LPD 算法的区域划分方

法进行改进. 算法步骤如下: 

输入 . n个半径分别为 1{ }n
i ir  的圆 1{ }n

i iC  , 容

器Ω , | |Ω m ( m为常数), 缩放因子 k的初始值.  

输出. k的终值和圆   1

n
i i

kC


 最终格局分布.  

Step1. 将缩放因子 k 的初始值作用于圆  
1

n

i i
C


, 得

到缩小后的圆  
1

n

i i
kC


 , 随机生成圆  

1

n

i i
kC


 的初始格局

分布     1 1= , , , ,n nX x y x y .  

Step2. 根据正则三角化的结果和圆的半径大小对

每个圆构建一个自己的区域 iΩ . 

Step3. 对每个圆的区域 iΩ 求它的最大内圆, 得到 

最大内圆的圆心位置 ( , )i ix y  和最大内圆半径 ir , 并求最

大内圆半径和原来半径的比值 /i i ik r r  .  

Step4. k k  , mini ik k .  

Step5. 如果 /k k ≥ , 更新当前圆的位置至

( , )i ix y  , 更新当前圆的半径为 ik r , 转 Step2; 否则, 得

到最大的增长倍数 k 和终止格局分布 X , 算法结束.  

本文算法和 LPD 算法的不同之处主要在于

Step2 中构建各个圆的增长区域的方法不一样. 图

3 所示为本文算法的过程示意图, 算法输入和图 1

中的输入相同. 

2.3.1  本文区域划分算法 

通过对输入圆的圆心进行正则三角化 , 在得

到点与点之间的邻接关系的基础上 , 根据圆的半

径值对每个圆和它的 1-邻域圆之间划分一条分界

线 l (简称为 1-邻域算法). 分界线 l满足 2条性质:  

(1) l垂直于 2个圆圆心的连线;  

(2) 2 个圆圆心到分界线之间的距离比值等于

2个圆的半径比值, 即 1 2 1 2/ /d d r r . 

图 4a 所示为 2 个圆之间分界线的示意图, 图

中 1 2l O O , 1 2 1 2/ /PO PO r r , 即 1 2 1 2/ /d d r r . 

图 4b 所示为单个圆的增长区域示意图, 其中, 虚

直线表示三角化, 实直线表示区域划分的分界线, 

阴影部分表示中心圆的可增长区域 , 黑色部分是

不属于任何一个圆的区域. 可以看出, 本文的区域

划分方法虽然能够保证给不同大小的圆分配对应

大小的可增长空间 , 但它是一种对平面的不完全

划分. 经过划分, 平面里存在 2 种区域: 一种是属

于圆的增长区域; 另一种是冗余的区域, 这部分就

是浪费掉的空间. 实验表明, 随着迭代的进行, 这

种浪费的空间所占的比重会越来越小.  
 

   

a. 随机撒点 b. 正则三角化 c. 区域划分 d. 第 1次增长  e. 第 2次增长 f. 最后结果 
 

图 3  本文算法过程示意图 
 

 
 

图 4  本文算法区域划分方法示意图 

另外, 本文在实现过程中发现, 1-邻域算法可

能会导致圆的可增长区域相交. 如图 5a 所示, 阴

影部分是 2个圆的可增长区域, 中间一小块黑色部

分就是这 2块区域的相交部分. 因为圆会在自己的

区域内尽量长大 , 所以这种情况可能会导致圆长

大后发生重叠. 但是在本文的实验中, 没有发现圆

长大后重叠的情况.  
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为了使算法更加严密, 本文对 1-邻域算法进

行改进: 除了进行 1-邻域的分界线划分外, 还对中

心圆和其 2-邻域圆也划分分界线. 对于图 5a 的格

局分布, 这种方法得到的划分结果如图 5b 所示. 

实验表明, 这种方法能够减少区域重叠的发生. 

虽然上述的 2-邻域改进是有效的, 但是会出

现新的问题: 当输入圆的个数很多时, 中心圆的 2-

邻域圆就会很多, 所以运行时间是 1-邻域算法的

2~3 倍. 因此本文做了一个折中, 当迭代次数小于

时, 进行 2-邻域划分, 此后的迭代就只进行 1-邻

域的划分(简称为 2-邻域算法), 其中 是个经验值.  

2.3.2  凸多边形的最大内圆算法 

由于本文算法中圆所属的区域是由若干个半

平面相交得到的 , 因此可以将它看成一个凸多边

形围成的区域. 算法的 Step3 主要是求这个凸多边

形的最大内圆. 本文采用郑梅生等[21]提出的算法, 

下面简要介绍这种算法.  

具体算法步骤如下:  

输入. 凸多边形和初始圆心位置 0 0( , )O x y . 

输出. 凸多边形内最大内圆的圆心坐标和半径.  

Step1. 计算圆心 0 0( , )O x y 到凸多边形各边的距离, 

得到其中 2 个最短的距离 1d 和 2d , 且垂足分别为

1 1( , )A x y 和 2 2( , )B x y , 即 1 2,OA d OB d  . 注意 : 垂足

必须落在多边形的边上而非延长线上才参与比较.  

Step2. 取一个参考点 c c( , )C x y , C 满足下列条件

/ /CA CB OA OB . 如果初定圆心 O与 ,A B共线, 则

取参考点为 A点. C的坐标计算公式为 

c 1 2 1 1 1 2

c 1 2 1 1 1 2

( ) ( )

) ( )

x x x x d d d

y y y y d d d

   


    （
. 

Step3. 在 CO延长线上取新圆心 0 0( , )O x y   , 新圆心

的坐标计算公式为 0 0 0 c

0 0 0 c

( )

( )

x x a x x

y y a y y

   
    

, 其中 , a 为步

长因子.  

Step4. 计算 0 0( , )O x y   到凸多边形各边的最短距离

d  . 若 1d d≥ , 则 O O , 转 Step1; 若 1d d  , 则调

整步长因子 0.5a a , 转 Step3, 重新计算新圆心坐标.  
 

 
 

图 5  容器区域划分示意图 

Step5. 重复 Step1~Step4, 直到 a 小于要求精度或

者迭代次数大于给定次数则停止计算, 得到凸多边形内

圆圆心坐标 0 0( , )O x y   和半径 d  . 

图 6 所示为文献[21]算法的简要示意图. 本文

算法实现过程中 , 初始圆心位置取的是凸多边形

的重心位置. 
 

 
 

图 6  凸多边形最大内圆算法示意图 

3  实验结果及分析 

本文算法通过 C++实现, 其中正则三角化的

实现使用 CGAL(computational geometry algorithms 

library). 所有的实验数据都是在 Intel的 Xeon处理

器, 3.30 GHz CPU, 12 GB内存的电脑上获得的.  

实验中的参数设置如下: 2-邻域算法中 0=5 ; 

本文算法步骤 Step5 中的停止迭代阈值 1.0001  . 

求凸多边形的最大内圆算法中 a的初始值为 0.1, 

终止条件为 1E 5a   或者迭代次数大于 500次. 关

于容器面积: 当容器为正方形, 正方形边长为 1, 即

1m  ; 当容器为圆形, 圆的半径为 10, 即 100m   . 

本文 2-邻域算法、1-邻域算法的实验结果与

LPD 算法的收敛速度对比如图 7 所示, 其中, 图

7a~图 7c容器为正方形, 图 7d容器为圆形. 输入圆

取自 Huang等[22]的 NR10-1*, NR30-1, NR60-1. 从

图 7a和图 7b可以看出, 2-邻域算法的收敛曲线与

1-邻域算法的基本重合, 且都比 LPD 算法收敛快

得多. 从图 7c可以看出, 在某些例子中, 本文算法

收敛速度和 LPD算法相近. 图 7d中, LPD算法迭

代到大约 41 次就停止了, 而本文算法一直运行至

收敛.  

图 8~图 9所示为NR60-1例子在正方形容器和

圆形容器中迭代增长的最终结果. 图 10 所示为其

他形状容器的 2-邻域算法结果图. 从图 8(对应的

收敛速度曲线为图 7c)可以看出, 2-邻域算法不仅

迭代收敛得快, 还能得到比 1-邻域算法和 LPD 算

法更优的结果. 从图 9及其对应的收敛速度对比曲

线图 7d可以看出, 本文算法比 LPD算法更不容易

陷入局部最优解. 
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图 7  3种算法收敛速度比较 
 

   

a. 2-邻域算法, k =1.00032 b. 1-邻域算法, k = 0.998107 c. LPD算法, k = 0.99517 
 

图 8  正方形容器结果比较图 
 

   

a. 2-邻域算法, k = 0.01786 b. 1-邻域算法, k = 0.01782 c. LPD算法, k = 0.01606 
 

图 9  圆形容器结果比较图 

   

a. 六边形容器 b. 八边形容器 c. 三角形容器 
 

图 10  输入圆为 NR40-1时 2-邻域算法不同形状容器结果展示 
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4  结  语 

本文从“大圆分得可增长空间大, 小圆分得可

增长空间小”的角度出发, 改进了 LPD 算法, 该算

法简单, 收敛速度快. 图 8~图 10所示例子中, 3种

算法的运行时间大致在 28 s~150 s, 运行时间会因

为输入圆的初始化位置不同而差异比较大 . 整体

上来说, 2-邻域划分会比 1-邻域划分稍慢, 1邻域划

分会比 LPD 算法稍慢, 算法最耗时的部分为计算

圆所属区域的多边形顶点的坐标. 另外, 本文采用

的求凸多边形最大内圆的算法也会随着输入圆的

个数增多耗时增加很明显 , 今后可以通过采用更

加高效的凸多边形最大内圆算法来加速计算.  

本文算法是一种局部算法 , 得到的可能只是

局部最优解 , 今后还可以在该算法的基础上进行

全局算法的改进. 例如, 给本文算法结果一个全局

扰动, 就可能使迭代继续下去, 有望得到更好的解. 
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