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摘  要: 为了生成不规则嵌片排列紧凑的马赛克图案, 提出一种基于圆组排列的平面马赛克模拟方法. 首先借助嵌

片多边形的直骨架得到一组逼近嵌片轮廓的圆; 然后以圆半径的平方为权值, 在平面上生成关于圆组的 Power 图, 

使每组圆各自对应一个 Power 区域; 最后采用松弛法, 将圆组在其对应 Power 区域内尽可能增长到最大. 通过不断迭

代生成 Power 图和放大圆组, 最后得到嵌片紧凑排列的结果. 实验结果表明, 该方法得到的马赛克图案有较高的覆

盖率, 能适应不同嵌片, 具有较强的鲁棒性和灵活性. 
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Abstract: To produce the mosaic patterns with compact arrangements of irregular tiles, this paper proposes a 

flexible method for mosaic synthesis, which is based on a circle group packing algorithm. First, we create a 

group of circles to approximate the contour of each tiles, resorting to its straight skeleton. Next, the power dia-

gram is generated by setting the weight of each site as each circle’s squared radius, and each circle group has 

its corresponding power region. Finally, all circle groups are magnified in their power regions by a relaxation 

method. By generating the power diagram and magnifying the circle groups iteratively, we get a compact 

packing of the tiles. The experiment results show that, our method is able to generate mosaic patterns with high 

coverages and arbitrary tile shapes, and it has good robustness and flexibility. 
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马赛克是一种广为人知的艺术形式 , 它将许

多片状材料拼在一起 , 创造出令人惊奇的作品 . 

Opus Palladianum[1]是用于生成马赛克的一种常见

技术, 这种技术将不规则的嵌片拼接在一起, 形成

碎石状的效果 . 不同于其他技术产生的规则马赛

克风格 , Opus Palladianum[1]形成的不规则风格  
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更具有现代感; 但因其不规则的特性, 想得到好的

结果往往需要耗费极大精力 , 尤其是当嵌片数量

较多时还要保证它们之间的相对位置合理. 

进行平面马赛克模拟时 , 首先应确保嵌片之

间不能有重叠部分 , 其次要考虑嵌片外部轮廓之

间是否适配以及模拟效果的美观性. Hu 等[2]用不

规则多边形拟合嵌片的外部轮廓, 在给定平面生成

关于这些多边形的 Voronoi 图; 原目标是提高全体

嵌片在平面上的覆盖率, 现只需提高每块嵌片在其

对应 Voronoi 区域的覆盖率, 即让每个多边形在其

Voronoi区域内独立增长, 由此将复杂问题简单化. 

为了进一步简化程序, 提高算法效率, 本文不

直接对多边形进行操作 , 而是用一组圆近似代替

多边形. 圆逼近多边形大体上有 2种思路: 一是在

多边形内部填充多个圆 , 规定圆不能超出多边形

边界, 且圆与圆之间不能发生重叠; 二是用多个圆

覆盖住多边形, 允许圆与圆之间发生重叠. 本文采

用了第 2种思路. 

基于 Hu 等[2]的算法中的连续优化部分, 本文

以圆的半径平方为权值形成平面的 Power图, 近似

代替多边形的每组圆各自独立地在对应的 Power

区域里增长. 相对于直接使用多边形, 使用圆组能

够更好地优化嵌片之间的相对位置 , 提高平面的

覆盖率. 由于形成 Power图使用的权值与圆的大小

相关, 本文算法在优化多边形的位置时更加灵活. 

相对于直接使用多边形 , 该算法能够更好地优化

嵌片的相对位置, 提高嵌片在平面上的覆盖率. 

1  相关工作 

1.1  不规则多边形填充 
不规则多边形填充问题是指在一个给定区域

内放置若干不规则多边形的问题 , 其目的是寻找

最紧凑的排列结构, 使得空间利用率最大. 不规则

多边形填充问题的研究历史很长 , 一些方法在工

业界也得到了广泛应用. 填充问题是 NP-hard 问 

题[3]. Dowsland等[4]和 Bennell等[5]在不同时期分别

论述了二维不规则多边形填充问题的进展 . 已有

的算法大多采用启发式算法; Lu等[6]将 Power图应

用到圆填充多边形问题; Hu 等[2]将填充区域划分

为与不规则多边形有关的 Voronoi 区域, 使得不规

则多边形填充问题成为不规则多边形包含问题 ; 

Reinert等[7]使用重心Voronoi镶嵌和GPU计算, 生

成能实时交互的艺术化填充排列布局. 

1.2  圆覆盖多边形 
圆覆盖多边形问题是一个经典的数学问题 . 

Macri 等[8]提出使用八叉树结构生成圆的算法, 虽

然这种算法可以适用于不规则的多边形 , 但生成

圆的个数也较多. Zhang 等[9]利用多边形的外部轮

廓生成圆, 能很好地覆盖多边形的外部轮廓, 也能

显著减少生成圆的个数. Rocha等[10]利用多边形的

中轴线和外部轮廓生成能够满足特定要求的圆 , 

并将生成结果应用到嵌套问题中 . 用圆覆盖多边

形本质上是为了利用圆的某些特性或避开多边形

的某些缺陷, 因此, 在实际应用中选择的算法应该

是为了满足问题的特定需求. 

1.3  计算模拟马赛克 
马赛克作为一种常见的艺术表现形式, 有悠久

的历史, 人们一直试图用计算机自动模拟出马赛克

效果. Liu 等[11]提出一种基于图片分割的自动生成

马赛克的算法. Kim等[12]通过区域划分和颜色匹配, 

将图片填充到指定区域内以产生马赛克效果. 在最

小化能量函数以得到更紧致的排列期间, 图片会发

生形变. 陈中贵等[13]基于测地距离下的 Voronoi 图

结构 , 提出一种保特征的自适应马赛克图像生成

方法. Zhang等[14]提出一种基于多边形镶嵌和颜色

匹配的算法 , 依赖预设的数据集生成与输入图片

相适应的马赛克效果. Lai 等[15]使用曼哈顿度量的

粒子优化算法 , 在三维网格表面生成由等尺寸的

矩形嵌片构成的马赛克效果. 慜律睿 等[16]通过对图

像局部细节层次进行三角剖分 , 实现了一种基于

模糊色彩集分类的马赛克图像渲染技术. Battiato

等 [17]基于方向引导线和图片切割, 生成能够紧密

贴合图片颜色变化明显部分的边界.本文实验中不

允许图片切割和扭曲, 只允许图片大小发生变化. 

2  问题描述 

马赛克模拟问题的输入包括平面 M 和一组不

规则源物件   1

m
i i

S S  , 其中, M 通常为平面待填

充区域 . 对于每一个源物件 iS , 用多个可重叠的

圆构成的圆组 iC 从内部逼近物件的外部轮廓. 由

此, 本文问题的输入变为平面待填充区域 M 、初

始位置点集   1

n
i i

O O  和近似代替不规则源物件

的圆组   1

n
i i

C C  , 其中, 初始位置点集   1

n
i i

O O 

为 M 上 n个位置点 , 位置由用户给定 , 与源物件

个数不一定相同; 每个圆组的重心与初始点 iO 重合. 
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本文的目标是寻找使得平面覆盖率尽可能高的多

边形分布 1{( , )}m
i j iP Θ  , 其中 , iP 是源物件 S   

1{ }m
i iS  的外部轮廓多边形 ; iΘ 是描述 iP 的一组结

构参数, 即它在平面上的位置坐标和方向角. 嵌片

在迭代变换状态的过程中与其他嵌片不重叠 , 因

此用圆组代替嵌片进行优化时也应该确保同一组

圆的相对位置不变, 不同组圆之间不能发生重叠.  

假设给定的嵌片数目为 n , 即位置点的个数. 

为了能与其他算法的结果作比较 , 平面的覆盖率

定义为多边形的面积之和与平面面积的比值 . 本

文算法中 , 初始嵌片参数会根据嵌片的数量和大

小进行调整, 防止在初始情况下发生重叠. 在优化

过程中, 本文不允许嵌片在迭代时缩小, 因此增长

因子最小为 1.0. 

3  算法概述 

本文采用松弛迭代算法调整嵌片的排列 , 包 

括位置、方向角和缩放比例, 使平面达到尽可能高

的覆盖率; 同时, 使用 Power 图划分平面, 由于权

值与圆组的半径相关, 能够比 Voronoi 图更灵活地

匹配大小发生变化的嵌片. 在优化过程中, Power

图会依据嵌片的相关参数更新 Power区域.  

算法 1. 马赛克模拟算法 

输入. 平面待填充区域 M , 决定算法停止的

临界值 α , 一组源物件 1 2{ , , , }mS S S S   

输出. M 上排列紧凑的嵌片. 

Step1. 执行圆组填充算法 , 生成初始圆组 C   

1, 2, ,{ , , , }j j m jC C C . 

Step2. 初始化圆, 使其不重叠地放置在 M 上. 

Step3. 生成 Power图. 

Step4. 初始化嵌片. 

Step5. do 
     更新 Power图. 

     执行嵌片排列算法. 

     while增长因子平均值 averages α  

图 1所示为算法 1流程及最终结果. 
 

     

a. 初始化 b. 初始松弛迭代 c. 算法迭代 5次 d. 算法迭代 10次 e. 迭代最终结果 
 

图 1  本文算法结果 
 

4  嵌片排列优化算法 

4.1  圆组填充算法 
已有的马赛克模拟算法用不规则多边形表示

嵌片外部轮廓, 或者用单个圆粗略地拟合嵌片. 相

对于用多边形近似物体的边界 , 以数目较少的圆

近似代替多边形, 能够更灵活地调整逼近的精度. 

本文提出的圆组填充算法的流程如下: 首先

对于给定的多边形 P , 将其边界向外扩张 τ个单

位, 记扩张边界后的多边形为 P . 然后求出 P的

直骨架[18], 并在每条直骨架上生成 k个与 P对应

边界相切的圆 . 最后判断所有圆两两之间的相互

关系: 若二者相离或外切, 不做处理; 若二者是包

含或内切关系, 删除半径较小的圆; 若二者相交, 

假设 2 个圆半径分别为 1r 和 2r , 圆心距为 d , 当 

  1
1 2max ,

d
U

r r
 或

 
 

1 2
2

1 2

min ,

max ,

d r r
U

r r


  

时, 删除半径较小的圆. 其中, τ是圆半径减去圆

心到多边形 P 上相应边界距离所得值 , 用于控制

圆逼近多边形的精度 ; k 与每条直骨架的长度有

关, 即每条直骨架对应的 k值各不相同; 1U 和 2U

为常数, 控制最终生成圆的个数. 这几个参数的值

均由用户来设定.  
 

    
a. 给定多边形 P      b. 多边形向外扩张 

   
c. 扩张后多边形的直骨架   d. 生成优化后的圆组 

图 2  圆组填充算法流程图 
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4.2  初始化嵌片位置 
为防止嵌片在初始情况下发生重叠 , 同时保

证嵌片在平面分布的多样性, 本文处理方式如下： 

Step1. 在基础表面 M 上随机生成 n 个位置点, 通

过文献[19]算法优化位置点的分布, 使得位置点分布适

度均匀, 保证位置点之间的距离适中, 防止 2 个位置点

距离过近, 且位置点的分布具有随机性.  

Step2. 如果源物件个数多于 n, 选取前 n个源物件; 

如果源物件个数少于 n, 循环读取源物件, 直到读取的

源物件个数达到 n.  

Step3. 根据输入的源物件大小和位置点个数 n 调

整嵌片在平面上的初始大小. 

假设嵌片输入时的面积为 1{ }n
i iA  , 平面面积为

MA , 按照    0
M 1

n
i i ii

A A n A n A


     调整

嵌片在平面的初始大小. 其中, 0
iA 是第 i个嵌片在

平面上的初始大小 ;  是系数常量 , 根据经验设

置为 0.3. 需要注意的是: 接下来的松弛步骤可能

会使最终的嵌片大小比输入时的元物件大 , 即本

文允许最终的嵌片与实际输入的大小不同. 

4.3  Power 图 

Power 图是 Voronoi 图的推广[20], 是顶点带权

的 Voronoi 图. 在 D维空间 D 中有一系列相互独

立的点 1{ , , }mV v v  , 对每个点 D
iv  赋予权值

0iw . D 上任意 2点 v和 iv 的 Power距离定义为
2

w ( , )i i id v v w     , 其中,  表示欧几里得距

离. 对于 D 上满足到点 iv 的 Power 距离小于等于

到 { }j iv V v  的点 v的集合 w
iv , 即 w {i

Dv v    

w w( , ) ( , ), }i j jd d V      , 可将 D 划分为若干

区域, 这些区域的集合即为V 在 D 上的 Power图. 

在二维空间 2 中, 将权值为 iw 的点 iv 看做圆

心为 iv 、半径为 iw 的圆. 对于 2 上的有界区域

Ω , Ω 上有限点集 1{ , , }mV v v  的权值分别为

1{ , , }mW w w  , 其 Power图表示为 w
Power PowerΩ v ∩ 

Ω . 可以看出 , Voronoi 图是权值相同的点集的

Power 图. 图 3 所示为 Voronoi 图和 Power 图的对

比示意图. 

在 Voronoi 图中, 不同顶点的 Voronoi 区域边

界是 2点之间的垂直平分线. 而在 Power图中, 顶

点带有权值, Power区域的边界为 2点之间的垂直

分割线, 权重值大的点离垂直分割线远, 权重值小

的点离分割线近, 点的权重值越大, 其 Power区域 

   
a. Voronoi图            b. Power图 

图 3  Voronoi图和 Power图对比示意图 

 

越大. 可以看出, 相对于 Voronoi图, Power图能够

适应不同权值的圆, 区域划分更灵活. 本文不允许

圆不在其 Power区域里, 即不允许 2个圆包含. 因

此能在平面M 上得到合适的 Power图. 

4.4  嵌片填充最优化 
要使嵌片在平面 M 上的覆盖率最大, 需要得

到达到最大覆盖率时每一块嵌片的位置和方向角. 

由于本文允许嵌片和实际输入时的大小不同 , 因

此还需要求出嵌片相对于实际输入的增长率 . 当

覆盖率最大时, 每一块嵌片在其对应 Power区域的

覆盖率一定是最大的, 因此, 解决所有嵌片在 M

上覆盖率最大的问题可以转化为圆组在其对应

Power 区域里的极限填充问题. 令 iP表示第 i块嵌

片外部轮廓的多边形 , iQ 为对应的待填充的

Power 区域 . 用圆组 ,1 ,{ , , ,1 }i i i jC C C j J   逼

近多边形 iP , 其中 J 是 iC 中圆的个数 . 计算圆组

iC 在 iQ 里的 Power 图, 令 1{ , , }le e 为 iQ 的边. 令

jE 为 iQ 上与圆 ,i jC 的 Power 图相交的边的集合, 

如图 4 所示. ,i jC 的位置、方向和大小会在迭代过

程中发生变化, 因此 ,i jC 的 Power 图和 jE 也会随

之更新. 
 

 
 

图 4  带约束的极限填充优化示意图 
 

本文方程依赖于 iC 的局部坐标系. iC 的变化

情况可以表示为位移 1 2( , )t tt 、相对于原始方向的

旋转角和增长因子 s . 当 iC 发生移动时, iC 的变

化后的情况 iC可由与 1 2( , , , )s t t 有关的函数表示为 

1 2( , , , ),1i iC C s t t i n    . 
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根据以上内容 , 可以将不规则多边形的极限

填充问题转化为一个带约束的非线性优化问题  

 
1 2

0
,

,

maximize ( , , , )

subject to 0

π π
1 ,1 , , .

6 6

i j k

i j
k

k j

f s t t s

o
r

i n j J E





 

 
 

    



    

e

e

e
 

其中, ,i jo 是变化后 ,i jC 的圆心; 0
ke 是有向边 ke 的

起始点; ,i jr 是变化后的 ,i jC 的半径. 可以看出, 对

目标函数进行优化就是要寻找合适的增长因子 s , 

使得 iC 的面积足够大; 同时, 只能在 iC 的 Power

图内与 Power图内切. 为了防止出现较大程度的旋

转, 本文限制旋转角的变化范围, 根据经验设定为

 6 , 6π π , 使得结果保持稳定. 

本文使用 Knitro 软件库[21]提供的内部点算法

解决上述的非线性优化问题. 1 2( , , , )s t t 的初始值

设定为  1,0,0,0 . 

算法 2. 嵌片排列算法 

输入 . 平面待填充区域 M , M 上初始圆组

1 2{ , , , }nC C C , 最大迭代次数 maxh . 

输出. M 上的嵌片排列. 

Step1. curr 0h  . 

Step2.  do 
      计算 Power区域 1( , , )nQ Q . 

        for 每个圆组 iC  do 

找到 iC 在 s里的最大副本, 得到对应

1, 2,( , , , )i i i is t t  

         end for 
      while curr maxh h  

Step3. 得到比初始更紧凑的嵌片排列. 

5  实验与结果分析 

本文使用 C++作为程序的编程语言, 所有的

结果都是在 Intel® Core™ 2.9 GHz CPU和 12 GB内

存台式机上得到的 . 在嵌片填充优化过程中使用

OpenMP自动并行运行代码. 程序运行时间主要与

嵌片的数量有关. 本文算法对于 100个嵌片生成最

终的马赛克拟合结果只需 5 s. 

为防止嵌片增长过快导致无法充分优化嵌片

结构, 本文为增长因子 s设置了一个限定值 bs , 当

bs s 时, 令 bs s . 通过减缓嵌片的增长速度, 使

得算法的执行更有效, 嵌片最终的分布更加合理. 

图 5 所示为设置限定值能够使增长因子增长过程

更稳定, 同时能显著提高嵌片在平面的覆盖率. 

 
 

图 5  设置限定值与不设置限定值的比较 

 

相对于通常算法在多边形外部轮廓上设置样

本点, 本文使用圆组近似代替多边形, 能够避免某

些情况下多边形之间相互阻碍增长. 从图 6可以看

出, 在优化过程中, 使用圆逼近多边形能够避免使

用不规则多边形时出现的边缘锯齿, 导致 2个多边

形过早贴近, 未能充分优化嵌片分布结构的情况. 

图 7 所示为本文算法和 Hu 等[2]算法中连续优化部

分的结果. 从 Fruits 图像可以看出, 本文算法能够

让嵌片之间贴合得更紧密. 如图 8所示, 本文算法

与 Hu 等[2]的算法中连续优化部分对比发现, 本文

算法在达到相同的覆盖率的情况下 , 所需时间比

Hu 等[2]的算法中连续优化部分更少. 需要注意的

是: 为了保证公平性, 本文为 Hu 等[2]的算法中连

续优化部分也设置了限定值 bs , 并未使用其算法

中的组合优化部分. 本文算法不仅所需时间更短, 

而且每次迭代的时间波动较少, 迭代更加稳定. 在

嵌片相互贴近时, Hu 等[2]的算法需要增加样本点 
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保证 Voronoi 图划分稳定, 因此迭代后期的时间会

增加; 而本文算法采用圆组逼近多边形, 2 个圆圆

心不可能互相贴近 , 能够很好地避免样本点靠得

太近导致 Voronoi 划分不稳定. 本文算法保留了灵

活性, 使用者可以选定不同的覆盖率, 以满足自己

的要求, 不同覆盖率下的结果如图 9所示. 
 

   
a．圆组在迭代过程中卡住 b. 迭代后脱离卡住状态 c. 再次卡住 d. 继续迭代, 脱离卡住状态 e. 达到稳定状态 

 

图 6  圆组避免卡住的过程图 
 

Green tiles Fruits Letters Black tiles 

  

a. 本文算法 

  
b. Hu等[2]的算法 

 

图 7  2种算法的结果比较 
 

 
 

图 8  2种算法在时间上的比较 
 

  

a. 覆盖率为 54.3% b. 覆盖率为 63.3% c. 覆盖率为 76.2% d. 覆盖率为 80.0% 
 

图 9  不同覆盖率的结果 
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图片是非常重要的展现信息的方式,如何将图

片合理地拼贴在一起已成为目前研究的热点. Au-

toCollage[22]将能量最小化算法应用到拼贴问题上, 

以突出图片的显著性区域. Yu 等[23]把拼贴问题视

为区域划分问题 , 通过启发式搜索算法测度图片

的显著性信息 , 将图片的显著性信息程度与圆的

半径相对应, 利用基于 Power图的圆填充算法将区

域划分为若干部分 , 每部分的大小与其对应的显

著性信息相关. Jing[24]在 Yu 等[23]的基础上直接利

用显著性区域的轮廓作为输入, 结合 Hu 等[2]的算

法, 将区域划分为更贴合显著性区域的若干部分. 

不同于 Jing[24]的算法, 本文在 Yu等[23]算法的

基础上 , 通过获得包含显著性区域的最小凸多边

形, 用圆组逼近凸多边形, 利用嵌片排列算法优化

圆组, 将区域划分为若干区域. 相对于 Yu 等[23]的

算法, 本文算法能更好地突出图片的显著性信息. 

相对于 Jing[24]的算法, 本文算法对图片的显著性信

息提取要求不高 , 同时由于圆组填充算法能很好

地覆盖多边形区域 , 图片的显著性信息能更好地

保留. 图 10所示为本文算法和上述算法的比较结果. 

 

 

a. Microsoft AutoCollage b. Yu等[23]的算法 c. Jing[24]的算法 d. 本文算法 
 

图 10  不同算法处理 Photo Collage的结果 

 

6  结  语 

本文采用 Hu 等[2]的算法中连续优化部分，并

对其进行了改进 , 将圆组填充算法应用于马赛克

模拟问题, 提出一种马赛克模拟算法. 本文利用圆

组代替不规则多边形 , 由原来样本点之间的连接

关系转变为圆之间的覆盖关系 . 为有效地减少逼

近多边形所用圆的个数以及提高逼近精度 , 本文

算法允许圆部分重叠, 但不允许圆发生包含; 同时, 

采用 Power图划分平面, 使得划分的区域能很好地

适应圆的大小. 相对于 Hu 等[2]的算法中连续优化

部分, 本文算法有效地优化了嵌片分布结构, 进一

步提高覆盖率; 同时, 也能灵活地调整覆盖率, 满

足使用者的不同要求. 

当然, 本文算法也存在不足之处: (1) 输入数

据的质量好坏对覆盖率有较大影响 , 且圆逼近多

边形的精度对覆盖率有一定影响；(2) 为获得更高

的覆盖率 , 本文结果的嵌片大小与输入的大小可

以不一致, 也就是说, 本文的结果同实际存在一定

差异, 但这并不影响该算法在实际中的应用. 另外, 

本文算法目前只考虑到二维平面的情况 , 希望未

来在三维情况下有更多的应用 . 对于马赛克拟合

问题, 本文目前仅探索如何提高覆盖率, 而马赛克

的其他特性, 如颜色分布, 也是值得探索的问题. 
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