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摘要 本文在加权射影线相关的范畴中讨论 tilting 对象与 cluster-tilting 对象之间的关系, 证明当亏

格为 1 时, 向量丛稳定范畴中的 tilting 对象与相应的 cluster 范畴中的 cluster-tilting 对象对应. 特别

地, cluster 范畴中的 cluster-tilting 对象由加权射影线上凝聚层范畴中的 tilting 对象诱导.
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1 引言

Cluster 理论兴起于 2000 年. 为了给量子群的典范基和代数群的全正性提供一套组合的研究框

架, Fomin 和 Zelevinsky [1] 引入了 cluster 代数. 这是一类由被称为 cluster 变量的生成元生成的交换

代数. Cluster 变量由初始变量经 mutation 变化得到, 它们递归地聚集在一起组成一些具有固定势的

集合—cluster. Cluster 代数具有丰富的组合结构, 它被发现与诸多数学分支相关联, 如 Poisson 几何、

可积系统、高维 Teichmüller 理论、motivic Donaldson-Thomas 不变量和有限维代数的表示理论等, 参

见文献 [2] 及其参考文献.

代数表示论与 cluster 代数的联系遵循着范畴化的思想: 希望找到某些合适的范畴使得它里面不

但有能与 cluster 变量和 cluster 对应的对象, 而且这些对象之间的关系能体现 cluster mutation 变换,

更进一步, 能通过这些范畴丰富的结构来探究 cluster 代数的性质. 2006 年, Buan 等 [3] 引入了 cluster

范畴为研究 cluster 代数提供了范畴模型. 设 H 是代数闭域 k 上的有限维遗传代数, 其有界导出范

畴 Db(H) 的 suspension 函子记为 [1], Auslander-Reiten 变换记为 τ , 记 G 为合成 τ−1[1]. H 对应的

http://doi.org/10.1360/N012017-00222
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:chenjianmin@xmu.edu.cn,~ynlin@xmu.edu.cn,~pinliu@swjtu.edu.cn,~sqruan@math.tsinghua.edu.cn


陈健敏等: 加权射影线上的 tilting 对象和 cluster-tilting 对象

cluster 范畴 CH 定义为导出范畴的 G- 轨道范畴 Db(H)/G. Keller [4] 证明了 CH 具有典范的三角结构
且其 Calabi-Yau维数为 2. 在 cluster范畴中,与 cluster对应的是 cluster-tilting对象,它的不可分解直

和项对应于 cluster变量. 特别地, Buan等 [3] 证明了 CH 上的任意 cluster-tilting对象一定由某个与 H

导出等价的代数 H ′ 的 tilting 模所诱导. 考虑到 Happel [5] 2001 年的著名结果: 任意具有 tilting 对象

的遗传范畴 H 要么导出等价于 modH, 要么导出等价于加权射影线 X 上的凝聚层范畴 cohX. 本文
将在与加权射影线相关的范畴中讨论 tilting 对象与 cluster-tilting 对象之间的关系.

加权射影线由 Geigle和 Lenzing于 1987年引入,他们的主要目的是为 Ringel的 canonical代数 [6]

提供了一种几何刻画. Geigle 和 Lenzing [7] 利用 tilting层证明了加权射影线 X上的凝聚层范畴 cohX
导出等价于有限维 canonical 代数的有限生成模范畴. 其中, 亏格 gX = 1 的加权射影线上的凝聚层范

畴 cohX 与 tubular 型的 canonical 代数的有限生成模范畴导出等价. 向量丛范畴 vectX 是凝聚层范
畴 cohX 的满子范畴. 最近, Kussin 等 [8] 在 vectX 上发现了 Frobenius 范畴结构. 由 Happel [9] 的经

典结果可知其稳定范畴 vectX 是三角范畴, Kussin 等 [8] 利用它系统研究了相应的奇异范畴, 其间发

挥重要作用的是 vectX 上的 tilting 对象. 进一步, 由文献 [8] 知, 亏格为 1 时, vectX 与有界导出范畴
Db(cohX) 作为三角范畴是等价的. 仍然记 suspension 函子为 [1], τ 为 Auslander-Reiten 变换, G 为合

成 τ−1[1]. 受 Barot 等 [10] 启发, 我们将轨道范畴 vectX/G 视为相应的 cluster 范畴. 本文的主要目的

是刻画三角范畴 vectX 中的 tilting 对象与 cluster 范畴 vectX/G 中的 cluster-tilting 对象之间的关系,

证明 cluster 范畴中的 cluster-tilting 对象由凝聚层范畴 cohX 中的 tilting 层诱导. 利用此结果, 我们

将在文献 [11] 中刻画 (2, 2, 2, 2) 权型的凝聚层范畴 cohX 中的 tilting 层的自同态代数, 并对其导出范

畴 Db(cohX) 中的 tilting 对象的自同态代数进行分类.

2 向量丛范畴的稳定范畴

为简便, 本文中同构记作相等. 本节回顾加权射影线上的凝聚层范畴和向量丛范畴的稳定范畴的

相关结论.

2.1 加权射影线上的凝聚层范畴

设 k 是代数闭域. 记 X = X(p, λ) 为 k 上的加权射影线, 其中 λ = (λ1, λ2, . . . , λt) 是域 k 上的射

影线 P1(k) 上不同的点, 不妨设 λ1 = ∞, λ2 = 0, λ3 = 1, 正整数向量 p = (p1, p2, . . . , pt) 为权序列. L
是由生成元 x⃗1, x⃗2, . . . , x⃗t 和关系

p1x⃗1 = p2x⃗2 = · · · = ptx⃗t =: c⃗ (2.1)

生成的 Abel 群. 元素 c⃗ 称为群 L 中的典范元素. 任意 x⃗ ∈ L 都可唯一地写为

x⃗ =
t∑
i=1

lix⃗i + lc⃗, 其中 0 6 li < pi, l ∈ Z. (2.2)

对任意 x⃗ ∈ L, 如果 (2.2) 中的 l > 0, 则称 x⃗ > 0. 亦即, 在群 L 上定义了偏序, 容易证明, 任意 x⃗ ∈ L,
要么满足 x⃗ > 0, 要么满足 x⃗ 6 ω⃗ + c⃗, 其中

ω⃗ = (t− 2)c⃗−
t∑
i=1

x⃗i (2.3)
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称为 L 中的对偶元. 记 p̄ 为数 p1, p2, . . . , pt 的最小公倍数, 定义群同态 δ : L→ Z, δ(x⃗i) = p̄
pi
. 加权射

影线 X 的亏格定义为
gX = 1 +

1

2
δ(ω⃗). (2.4)

下面记 S = k[X1, X2, . . . , Xt]/I := k[x1, x2, . . . , xt], 其中 I = (f3, . . . , ft) 是由 fi = Xpi
i − X

p2
2

+λiX
p1
1 (i = 3, . . . , t) 生成的理想. 令 deg(xi) = x⃗i (i = 1, 2, . . . , t), 则 S 成为 L- 分次代数:

S =
⊕
x⃗∈L

Sx⃗.

记 modL(S) 为有限生成 L- 分次 S- 模范畴, modL0 (S) 为它的由有限长度 L- 分次 S- 模构成的

Serre 子范畴. 加权射影线 X 上的凝聚层范畴 cohX 定义为商范畴 cohX := modL(S)/modL0 (S). 自由

模 S 在商范畴 modL(S)/modL0 (S) 中的像是 cohX 中的结构层 O, 线丛由 x⃗- 平移 O(x⃗) 给出, 并且存

在自然同构 Hom(O(x⃗),O(y⃗)) = Sy⃗−x⃗. 由定义, 向量丛是局部自由层, 记 vectX 为 cohX 中向量丛构
成的满子范畴.

本文总是将 HomcohX(X,Y ) 简记为 Hom(X,Y ), 将 Ext1cohX(X,Y ) 简记为 Ext1(X,Y ). 由文献 [7]

知, cohX 是遗传范畴. 并且, 对任意 X 和 Y , 有如下 k- 线性同构 (Serre 对偶公式):

DExt1(X,Y ) = Hom(Y,X(ω⃗)), (2.5)

其中 D = Homk(−, k). 进而, cohX 上存在几乎可裂序列, Auslander-Reiten 变换 τ 由 ω⃗- 平移给出.

按照文献 [7], 记 cohX 的 Grothendieck 群为 K0(X), 其基由 O(x⃗) (0 6 x⃗ 6 c⃗) 的同构类给出. 对

任意 X ∈ cohX, 将它的同构类在 K0(X) 中的像仍记为 X. K0(X) 上的 Euler 型是整双线性型: 对

X,Y ∈ K0(X), 有
⟨X,Y ⟩ = dimk Hom(X,Y )− dimk Ext

1(X,Y ). (2.6)

此外, K0(X) 上的两个 Z- 线性映射也非常重要. 首先是次数函数 deg : K0(X)→ Z, 在基上定义为

deg(O(x⃗)) = δ(x⃗). (2.7)

其次是秩函数 rk : K0(X)→ Z, 在基上定义为

rk(O(x⃗)) = 1. (2.8)

秩函数在非零向量丛上取值为正数; 次数函数在结构层上取值为零, 在单层上取值为正数. 对任意非

零对象 X ∈ cohX, 定义斜率如下:

µX =
deg(X)

rk(X)
∈ Q ∪∞. (2.9)

2.2 向量丛范畴的稳定范畴

一个 k- 线性范畴称为 Frobenius 范畴, 如果其上存在正合结构使得范畴里有足够多的 (相对) 投

射对象和足够多的 (相对)入射对象,并且投射对象与入射对象一致.由文献 [8]知, 向量丛范畴 vectX
上具有如下正合结构: 序列 0→ X ′ → X → X ′′ → 0 称为标准正合列, 如果任意线丛 L 都诱导出如下

的短正合列:

0→ Hom(L,X ′)→ Hom(L,X)→ Hom(L,X ′′)→ 0.
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Kussin等 [8] 证明了此正合结构使得 vectX成为 Frobenius范畴,其不可分解投射 -入射对象由线丛集

合 L给出,因此,由文献 [9]知,相应的稳定范畴 vectX = vectX/[L]是三角范畴,其 suspension函子 [1]

由余 syzygy 函子给出. 以下将三角范畴 vectX 简记为 D , 其上从 X 到 Y 的态射集记为 D(X,Y ).

称三角范畴 T 是同调有限的, 如果对任意对象 X 和 Y , 当 |n| ≫ 0 时, T (X,Y [n]) = 0.

引理 2.1 (参见文献 [8,定理 3.7]) 三角范畴 D 是 Hom-有限、同调有限的 Krull-Remak-Schmidt

范畴. 对任意 X 和 Y , 有如下 Serre 对偶公式:

D(X,Y [1]) = DD(Y,X(ω⃗)). (2.10)

特别地, D 上有 Auslander-Reiten 三角, Auslander-Reiten 变换由 ω⃗- 平移给出.

本文限定在亏格为 1, 即 tubular 权型的加权射影线上讨论. 首先我们有下面的引理:

引理 2.2 [7] (1) 对任意不可分解对象 X,Y ∈ cohX, 若 Hom(X,Y ) ̸= 0, 则 µX 6 µY ;

(2) 对任意非零向量丛 E, 有 µE(ω⃗) = µE.

我们还会用到如下两个结论.

引理 2.3 (参见文献 [8, 引理 5.3]) D 上的 suspension 函子诱导出定义在斜率上的双射 α : Q
→ Q, α(µ(X)) = µ(X[1]). 映射 α 单调递增, 并且对任意 q ∈ Q, 有 α(q) > q.

引理 2.4 (参见文献 [8, 定理 A.4]) 设 vectX 中不可分解对象 X 和 Y 的斜率分别为 µ(X) = q

和 µ(Y ) = q′. 若 q′ > α(q), 则 D(X,Y ) = 0.

我们可以看到斜率在此起着非常重要的作用. 由此, 对任意有理数 q ∈ Q, 记 Dq 为 D 中包含所

有斜率大于 q 且小于等于 α(q) 的不可分解对象的最小的直和封闭满子范畴, 称为斜率范畴. 亦即, 若

不可分解向量丛 X ∈ Dq, 则 q < µ(X) 6 α(q).

引理 2.5 [8] 斜率范畴 Dq 是 Abel 范畴, 并且存在 Abel 范畴间的等价 Φq : Dq → cohX.
回顾 cohX 中的对象 T 称为 tilting 层, 如果

(1) T 是 rigid 对象, 即 Ext1(T, T ) = 0;

(2) 若对任意 X ∈ cohX 和 i = 0, 1 有 Exti(T,X) = 0, 则 X = 0.

类似地, 在三角范畴 D 中, 如果对任意非零整数 n都有 D(T, T [n]) = 0, 则称 T 是三角范畴 D 上的自

扩张自由对象. 记 ⟨T ⟩ 是 D 中包含 T 的有厚度的最小三角子范畴, ⟨T ⟩⊥ 是其右垂范畴, 即

⟨T ⟩⊥ = {X ∈ D | D(C,X[n]) = 0,∀n ∈ Z, C ∈ ⟨T ⟩}.

定义 2.1 D 中对象 T 称为 tilting 对象, 如果

(1) T 是自扩张自由对象;

(2) ⟨T ⟩ = D .

注 2.1 文献 [8] 指出, 在本文所考虑的 tubular 权型的情形中, 如果 T 是 D 中的自扩张自由对

象, 则三角范畴 D 由 ⟨T ⟩ 和 ⟨T ⟩⊥ 生成. 因此, 上面定义中的第二条可换为如下条件:

(2′) 对任意 X ∈ D , 存在 ⟨T ⟩ 中对象 C 和整数 n 使得

D(C,X[n]) ̸= 0. (2.11)

引理 2.6 设 X 和 Y 是 Dq 中不可分解对象,则对于任意 n ̸= 0, 1,有 D(X,Y [n]) = 0.特别地, T

是 Dq 中自扩张自由对象的充分必要条件是 D(T, T [1]) = 0.
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证明 若 n 6 −1, 由引理 2.3 知, µ(Y [n]) 6 q < µ(X). 由稳定范畴的定义知,

D(X,Y [n]) = 0. (2.12)

当 n > 2 时, µ(Y [n]) > µ(Y [2]) > α(µ(X)). 由引理 2.4 知 (2.12) 成立.

特别地, 取 X 和 Y 为 T 的不可分解直和项 Ti 和 Tj , 则引理第二部分由第一部分得证.

更多地, 我们有下面的结论:

命题 2.1 设 T 是 Dq 中对象,则 T 是 D 中 tilting对象的充分必要条件是 Φq(T )是 cohX上的
tilting 层.

证明 由文献 [8],当 X是 tubular权型的加权射影线时,有界导出范畴 Db(cohX)与三角范畴 D

等价. 因此, 当 Φq(T ) 是 cohX 上的 tilting 层时, T 是 D 中的 tilting 对象.

反过来, 若 T 是 D 中的 tilting 对象, 则 Ext1(Φq(T ),Φq(T )) = Ext1Dq
(T, T ) = D(T, T [1]) = 0. 亦

即 Φq(T ) 是 cohX 上的 rigid 对象. 进一步, 设 X ∈ cohX 满足 Ext1(Φq(T ), X) = 0 = Hom(Φq(T ), X),

我们有 D(T,Φ−1
q (X)⊕ Φ−1

q (X)[1]) = 0, 于是, 由引理 2.6, 有

D

(
T,
⊕
n∈Z

Φ−1
q (X)[n]

)
= 0.

由 T 是 D 中的 tilting 对象知 Φ−1
q (X) = 0, 亦即 X = 0, 从而, Φq(T ) 是 cohX 上的 tilting 层.

3 主要结果

如上所述, 当 X 是 tubular 权型的加权射影线时, 有界导出范畴 Db(cohX) 与三角范畴 D 等价.

记 τ 是 D 上的 Auslander-Reiten 变换 (由 ω⃗- 平移给出), [1] 是 D 的 suspension 函子, 令 G = τ−1[1].

与文献 [10] 类似, 我们将轨道范畴 D/G 称为 cluster 范畴, 记为 C . 具体地, C 中对象与 D 中对象一

致, 对任意 X 和 Y , 定义

C (X,Y ) =
⊕
n∈Z

D(X,GnY ).

由文献 [4] 知, C 是 Calabi-Yau 维数为 2 的三角范畴, 典范函子 π : D → C 是三角函子. C 上的

suspension 函子由 D 上的 suspension 函子诱导, 仍记为 [1].

定义 3.1 C 中对象 T 称为 cluster-tilting 对象, 如果

(1) T 是 rigid 对象;

(2) 若 Ext1C (T,X) = 0, 则 X ∈ add(T ).

以下, 对任意有理数 q ∈ Q, 仍记 Dq 为斜率范畴. 特别地, 设 T 是 Dq 中的 basic 对象, 由轨道范

畴的定义, 我们仍用 T 记它在典范函子 π : D → C 下的像.

引理 3.1 设 X 和 Y 是 Dq 中不可分解对象, 则

Ext1C (X,Y ) = D(X,Y [1])⊕D(X,Y (ω⃗)). (3.1)

特别地, T 是 C 中 rigid 对象的充分必要条件是 T 是 D 中自扩张自由对象.

证明 由定义和引理 2.6 知,

Ext1C (X,Y ) = C (X,Y [1]) =
⊕
i∈Z

D(X,GiY [1]) = D(X,Y (ω⃗))⊕D(X,Y [1]).
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又由引理 2.1 知, D(T, T [1]) = DD(T, T (ω⃗)). 故 Ext1C (T, T ) = 0 当且仅当 D(T, T [1]) = 0. 由引理 2.6,

命题得证.

本文的主要目的是刻画三角范畴 vectX 中的 tilting 对象与 cluster 范畴 vectX/G 中的 cluster-

tilting 对象之间的关系.

定理 3.1 设 T 是 Dq 中对象,其在典范函子 π : D → C 下的像仍记为 T ,则 T 是 D 中的 tilting

对象当且仅当 T 是 C 中的 cluster-tilting 对象.

证明 先证充分性. 由引理 3.1 知, T 是 D 中自扩张自由对象. 对任意不可分解对象 X ∈ D ,

总存在整数 n 使得 GnX ∈ Dq. 不失一般性, 假设 X ∈ Dq. 由引理 2.6 和注 2.1 知, 只需证明存在

n ∈ {0, 1} 使得 D(T,X[n]) ̸= 0. 若 X ∈ addT , 结论显然成立, 因此以下假设 X ̸∈ addT . 由 T 是 C

中的 cluster-tilting 对象知存在 C 中的逼近三角

TX1
g−→ TX0

f−→ X → TX1 [1], (3.2)

其中 f 为极小右 addT - 逼近, 并且 g 不是可裂单. 若 f = 0, 则 X ∈ addT [1] ⊂ C . 利用引理 2.2 和

2-Calabi-Yau性质,由 X,T ∈ Dq 可知, X ∈ addT (ω⃗) ⊂ D . 此时, D(T,X[1]) = DD(X,T (ω⃗)) ̸= 0.下面

考虑 f ̸= 0. 由 C 的定义知, 存在 f0 ∈ D(TX0 , X), f1 ∈ D(TX0 , X(−ω⃗)[1]) 使得 f = f0 + f1. 若 f0 ̸= 0,

则 D(T,X) ̸= 0. 下面设 f0 = 0, f1 ̸= 0. 在 D 中, 考虑 f1 诱导的三角

X(−ω⃗)→ Y → TX0
f1−→ X(−ω⃗)[1], (3.3)

其中 Y ∈ Dq. 显然,逼近三角 (3.2)是三角 (3.3)在 C 中的像.因此, Y = TX1 .对三角 (3.3)作用函子 τ ,

可得

X → TX1 (ω⃗)
g(ω⃗)−−−→ TX0 (ω⃗)→ X[1]. (3.4)

由 T 自扩张自由知, D(T, T (ω⃗)) = DD(T, T [1]) = 0. 另一方面, T,X ∈ Dq 可推出 D(T,X[2]) = 0. 于

是, 对三角 (3.4) 作用函子 HomD(TX1 ,−) 可得短正合列

0 // D(TX1 , X[1]) // D(TX1 , T
X
1 (ω⃗)[1]) // D(TX1 , T

X
0 (ω⃗)[1]) // 0

DD(TX1 (ω⃗), TX1 (ω⃗))
g(ω⃗)∗ // DD(TX0 (ω⃗), TX1 (ω⃗)).

若 D(T1, X[1]) = 0, 则 g(ω⃗)∗ 为同构, 从而 g 是可裂单, 矛盾. 故此时有 D(T,X[1]) ̸= 0, 充分性得证.

下面证明必要性. 由引理 3.1知, T 是 C 中的 rigid对象.下面只需对不属于 addT 的不可分解对

象 X 证明 Ext1C (T,X) ̸= 0. 同上, 不失一般性, 假设 X ∈ Dq. 由 (3.1), 有

Ext1C (T,X) = D(T,X(ω⃗))⊕D(T,X[1]).

故只需证明当 D(T,X[1]) = 0 时,

D(T,X(ω⃗)) ̸= 0. (3.5)

利用注 2.1 和引理 2.6, 由 D(T,X[1]) = 0 可知, D(T,X) ̸= 0. 令 θ : TX → X 是右 addT - 逼近, 且有

诱导三角

TX
θ−→ X

β−→ Y → TX [1]. (3.6)
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用函子 HomD(T [n],−) 作用 (3.6) 可得正合列

D(T [n], TX)
D(T [n],θ)−−−−−−→ D(T [n], X)→ D(T [n], Y )→ D(T [n], TX [1]).

进而, 由 X,T ∈ Dq 知, 对任意整数 n ̸= 0, 1 有 D(T [n], Y ) = 0. 另一方面, 由逼近的定义可知,

D(T, Y ) = 0. 从而, 对 Y 的任意不可分解直和项 Yi, 有 D(T [1], Yi) ̸= 0. 故

α(q) < µ(Yi) 6 α2(q). (3.7)

同上, 令

TY [1]
δ−→ Y → Z → TY [2] (3.8)

为极小右 add(T [1])- 逼近 δ : TY [1]→ Y 诱导的三角. 重复上面的过程可知,

µ(Zj) > α2(q). (3.9)

由引理 2.4 知, D(X,Z) = 0. 于是存在 γ : X → TY [1], 使得 β 通过 γ 分解:

TY [1]

δ

��
TX

θ // X
β //

γ
<<z

z
z

z
Y

��

// TX [1]

Z

��
TY [2].

由 β ̸= 0 可知 γ ̸= 0. 从而, D(TY , X(ω⃗)) = DD(X,TY [1]) ̸= 0, 即 (3.5) 成立, 定理得证.

结合命题 2.1, 我们立即得到与文献 [3, 定理 3.3] 类似的结果 (参见文献 [10, 命题 2.3]).

推论 3.1 Cluster 范畴 C 中的 cluster-tilting 对象由 cohX 上的 tilting 层诱导.

致谢 感谢匿名审稿人认真细致地审稿, 他们富有建设性的意见和建议使得本文更易阅读.
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Abstract In this paper, we investigate tilting objects and cluster-tilting objects in the categories associated
with weighted projective lines. For the case of genus one, tilting objects in the stable category of vector bundles
are proved to be precisely cluster-tilting objects in the associated cluster category. Particularly, cluster-tilting
objects in the associated cluster category are induced by tilting sheaves in the category of coherent sheaves.

Keywords tilting object, cluster tilting object, weighted projective line, vector bundle

MSC(2010) 14A22, 14F05, 16G70, 16S99, 18E30

doi: 10.1360/N012017-00222

1672

https://doi.org/10.1090/S0002-9947-10-04998-6
https://arxiv.org/abs/1303.1323

