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卷积等价分布簇的推广及其分布卷积根的封闭性
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摘 要：在文献［1］的基础上，研究推广的卷积等价分布的卷积根的封闭性.
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11 引言与介绍引言与介绍

文献［1］给出了卷积等价分布簇的一种推广，并研究了其卷积的封闭性，文献［2］指出这种推广是该分布

簇的真包含推广. 本文在文献［1］的基础上研究推广的卷积等价分布的卷积根的封闭性. 对于卷积根的封闭

性研究的早期文献见［3-5］，近期文献见［6-8］.
以下若无特别声明，均假设分布F的支撑为[ )0,∞ ，且是适正的，即F ( ∞ ) = 1.所有的极限均指 x→ +∞的

情形.F的尾函数 F̄ ( x ) = 1- F ( x ).对于2 ≤ n ∈ Z+，F∗n表示F的n重卷积（记F∗1 = F），----F∗n表示F∗n的尾函数.

记a ( x ) ≈ b ( x )，如果 lim sup
x→ ∞

a ( x ) /b ( x ) < ∞且 lim sup
x→ ∞

b ( x ) /a ( x ) < ∞.
对于γ ≥ 0，分布F的γ指数矩为φF ( )γ = ∫0∞ eγyF ( )dx ∈ [1, +∞ ].
注1 易知，若γ > 0,φF ( )γ < ∞,则 F̄ ( )x = ο ( )e-γx ,x→ ∞.
在概率测度为P的概率空间上，两个非负的适正分布F与G分别为相互独立的随机变量 ξ与η的分布，

则对任意x > 0，分布F与G的卷积的尾函数为

- -----
F∗G ( )x = P ( )ξ + η > x = ∫0∞ F̄ ( )x - y G ( )dy = ∫0x F̄ ( )x - y G ( )dy + ∫

x

∞ 1G ( )dy
= ∫0x F̄ ( )x - y G ( )dy + Ḡ ( )x . （1.1）

注2 由（1.1）知- -----
F∗G ( )x ≥ Ḡ ( )x , - -----

F∗G ( )x ≥ F̄ ( )x .
定义A 称分布F属于L ( γ )簇，γ ≥ 0，如果对任意y ∈ ℝ，当x→ ∞时，有

F̄ ( )x - y ~eγxF̄ ( )x . （1.2）

由定义A，可选择一个函数 h ( )x → ∞ ( )x→ ∞ ，有 x-1h ( )x → 0 且当 |y| ≤ h ( )x 时（1.2）一致成立.设

γ ≥ 0，记
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H ( )F,γ = { }h:[ )0,∞ → [ )0,∞ :h ( )x → ∞,x-1h ( )x → 0,当x→ ∞,
有F̄ ( )x - y ~eγyF̄ ( )x 在 || y ≤ h ( )x 上一致成立.

定义B 称分布F属于卷积等价分布簇S ( )γ ,γ ≥ 0，如果满足以下条件：

（i）φF ( )γ < ∞；（ii）F ∈ L ( )γ ；（iii）
----
F*2 ( )x ~2φF ( )γ F̄ ( )x .

定义C 对于γ ≥ 0，称分布G属于Se ( γ )簇，如果G满足以下条件：

（i）存在分布F ∈ S ( )γ ，使得 Ḡ ( x ) ≈ F̄ ( x )；（ii）
----
G*2 ( x ) ~2φG ( )γ Ḡ ( x ),x→ ∞.

定义D 对于γ ≥ 0，称分布F属于Le ( )γ ，如果F满足以下条件：

（i）存在一个分布G ∈ L ( )γ ，使得 F̄ ( )x ≈ Ḡ ( )x ；

（ii）存在函数h，当x→ ∞时，h ( )x → 0，x-1h ( )x → 0，使得

1
F̄ ( )x ∫0h ( x )

F̄ ( x - y )F ( dx ) → φF ( )γ .

命题A［1］ 对 0 ≤ γ < ∞，如果F ∈ Le ( )γ ，则存在函数 h ( )x → ∞,x-1h ( )x → ∞ ( )x→ ∞ 使对任意 n ≥ 2，
有

lim inf
x→ ∞

1
F̄ ( x ) ∫0x - h ( x )

F̄ ( x - y )F* ( n - 1) ( dy ) ≥ φn - 1
F ( γ ) > 0.

命题B［1］ 若F ∈ Le ( )γ ，γ ≥ 0，则对任意整数n ≥ 2，有
lim inf
x→ ∞

----
F*n ( x )
F̄ ( x ) ≥ n ( )φF ( )γ

n - 1 > 0.
命题C［1］ 若对0 ≤ γ < ∞，F ∈ Se ( )γ ，G ∈ Le ( )γ 且 F̄ ( )x ≈ Ḡ ( )x ，则G ∈ Se ( )γ .

22 主要结果的证明主要结果的证明

命题1 若F∗n ∈ Se ( )γ ,且F ∈ Le ( )γ ,φF ( )γ < ∞, 0 ≤ γ < ∞,n ≥ 2,则F ∈ Se ( )γ .（卷积根的封闭性）

证明：由命题C，我们只需证明 F̄ ( )x ≈ ----
F∗n ( )x 即可. 由命题B可知

lim sup
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

≤ 1
nφn - 1

F ( )γ
< ∞,

故我们只需证明 lim sup
x→ ∞

----
F∗n ( )x /F̄ ( )x < ∞即可.

取h ( )x ∈ H ( )F,γ ⋂ H ( )F∗n,γ ,由命题A及命题B知

lim sup
x→ ∞

∫0x - h ( )x F̄ ( )x - y
F̄ ( )x

F∗( )n - 1 ( dy ) > 0，lim sup
x→ ∞

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x
F̄ ( )x

> 0. （2.1）

由分部积分、注2、定义C、定义B、定义A及注1，当x充分大时，我们有

----
F∗n ( )x = ∫0h ( )x - -- ----- --

F∗( )n - 1 ( )x - y F ( )dy + ∫h ( )x

x - -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - y F ( )dy + ∫

x

∞ 1F ( )dy
=∫0h ( )x - -- ----- --

F∗( )n - 1 ( )x - y F ( )dy + ∫0x - h ( )x

F̄ ( )x - y F∗( )n - 1 ( )dy + - -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - h ( )x F̄ ( )h ( )x

≤∫0h ( )x - -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - y F ( )dy + ∫0x - h ( )x

F̄ ( )x - y F∗( )n - 1 ( )dy + ----
F∗n ( )x - h ( )x F̄ ( )h ( )x

=∫0h ( )x - -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - y F ( )dy + ∫0x - h ( )x

F̄ ( )x - y F∗( )n - 1 ( )dy + o ( )- -- ---
F∗ ( n ) ( )x ,

故由上式及定义D得
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1≤ lim inf
x→ ∞ ∫0h ( )x

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - y

----
F*n ( )x

F ( )dy + lim inf
x→ ∞ ∫0x - h ( x ) F̄ ( )x - y

----
F∗n ( )x

F∗( )n - 1 ( )dy

=lim inf
x→ ∞ ∫0h ( )x

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x - y

----
F∗n ( )x

F̄ ( )x - y F̄ ( )x
F̄ ( )x - y F̄ ( )x

F ( )dy + lim inf
x→ ∞ ∫0x - h ( )x F̄ ( )x - y

----
F∗n ( )x

F̄ ( )x
F̄ ( )x

F∗( )n - 1 ( )dy

≤ lim inf
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

lim sup
x→ ∞

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x
F̄ ( )x

lim sup
x→ ∞

∫0h ( )x F̄ ( )x - y
F̄ ( )x

F ( )dy

+ lim inf
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

lim sup
x→ ∞

∫0x - h ( )x F̄ ( )x - y
F̄ ( )x

F∗( )n - 1 ( )dy

= lim inf
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

lim sup
x→ ∞

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x
F̄ ( )x

φF ( )γ + lim inf
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

lim sup
x→ ∞

∫0x - h ( )x F̄ ( )x - y
F̄ ( )x

F∗( )n - 1 ( )dy ，

于是由（2.1）得

lim inf
x→ ∞

F̄ ( )x
----
F∗n ( )x

≥ 1
lim sup

x→ ∞

- -- ----- --
F∗( )n - 1 ( )x
F̄ ( )x

φF ( )γ + lim sup
x→ ∞

∫0x - h ( )x F̄ ( )x - y
F̄ ( )x

F∗( )n - 1 ( )dy
> 0.

因此 lim sup
x→ ∞

----
F∗n ( )x /F̄ ( )x < ∞，这样就完成了命题1的证明.
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An Extension of the Convolution Equivalent Class and Closure of Their Convlution RootsAn Extension of the Convolution Equivalent Class and Closure of Their Convlution Roots
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Abstract:Abstract: Based on the reference [1], we research the closure of convolution roots in the extensive convolution
equivalent distribution class.
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