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摘要: 设 X 为有限集合，E 为 X 上的等价关系，令 SOPIE* ( X) 为 X 上的所有保 E* 关系且方向保序严格部分一

一变换构成的半群． 为了讨论此变换半群的秩，引入了新的等价关系从而得到新的等价类． 通过对等价类的分

析得到了半群 SOPIE* ( X) 的秩．
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Abstract: Let E be an equivalence relation on a finite set X． The semigroup denoted by SOPIE* ( X)

consisting of all preserving E* relation and orientation strictly partial one－one transformations． In order
to discuss the rank of this transformation semigroup，this paper introduces some new equivalence rela-
tions to get new equivalence classes． The rank of semigroup SOPIE* ( X) is obtained by analyzing the
equivalence classes．
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0 引言

变换半群的秩一直是变换半群研究的一个重要课题，国内外许多学者对此进行了深入广泛的研

究［1－9］． 设 X 为有限集合，E 为 X 上的等价关系且 IX 为 X 上的对称逆半群． 令 IE* ( X) = { f∈ IX : 对任意 x，

y∈dom f，( x，y) ∈ E 当且仅当( f( x) ，f( y) ) ∈ E} ． 则 IE* ( X) 为 IX 的逆半子群，称为保 E* 关系部分一

一变换半群．文献［4］讨论了它的 Green 关系与秩．
令 X 为有限集合，E 为 X 上的等价关系且 IE* ( X) 为 X 上的保 E* 关系部分一一变换半群． 设 f ∈

IE* ( X) 且 dom( f) = { a1，a2，…，ar} ，其中 a1 ＜ a2 ＜ … ＜ ar ． 若最多存在一个 i∈ { 0，1，…，r － 1} ，使

得 f( ai ) ＞ f( ai+1 ) ，则称 f 为( X 上的) 保 E* 关系且方向保序部分一一变换．
设 X( X = n) 为有限集合，E 为 X 上的等价关系，IX 是 X 上的对称逆半群且 Sn 是 X 上的 n 次对称群，

令 SOPIE* ( X) 为 X 上的所有保 E* 关系且方向保序严格部分一一变换之集，即 SOPIE* ( X) = { f∈ IX \Sn : f
为保 E* 关系且方向保序部分一一变换} ． 则易验证 SOPIE* ( X) 是 IE* ( X) ( IX ) 的逆子半群，称为保 E* 关

系且方向保序严格部分一一变换半群．
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任取 x，y∈ X，若 x≤ y，定义［x，y］= { z∈ X: x≤ z≤ y} ． 对于一般情形，即对任意的有限全序集

X 和 X 上的任意等价关系，很难描述半群 SOPIE* ( X) 的秩． 因此，先考虑一种特殊情形． 本研究总是假设

X = { 1，2，…，nm} { n≥ 3，m≥ 2} 为全序集，E 为X 上的等价关系，满足E = ( A1 × A1) ∪ ( A2 × A2) ∪…
∪ ( Am × Am ) ，其中: Ai = ［( i － 1) n + 1，in］，i = 1，2，…，m． 本研究在上述全集与等价关系下，讨论了

SOPIE* ( X) 的秩．

1 预备知识

设 f∈ SOPIE* ( X) ，用 dom( f) 表示 f 的 原 象 集，im( f) 表 示 f 的 象 集． 为 了 叙 述 方 便 本 研 究 在

SOPIE* ( X) 上引入下面的二元关系，对任意的 f，g∈ SOPIE* ( X) ，定义

( f，g) ∈ LΔ 当且仅当 im( f) = im( g)

( f，g) ∈ ＲΔ 当且仅当 dom( f) = dom( g)

( f，g) ∈ JΔ 当且仅当 im( f) = im( g)

则 LΔ，ＲΔ，JΔ 都是 SOPIE* ( X) 上的等价关系，易见 LΔ  JΔ，ＲΔ  JΔ ． 对 0≤ r≤ nm － 1，记

Kr = { f∈: SOPIE* ( X) im( f) = r}
Vr = { f∈: SOPIE* ( X) im( f) ≤ r}

则 K0，K1，…，Knm－1 恰好是 SOPIE* ( X) 的 nm 个 K 类，其中 K0 是由空变换组成，而 V0，V1，…，Vnm－1 是

由 SOPIE* ( X) 的 nm 个理想构成的理想链，并且 SOPIE* ( X) = Vnm－1 ．
下面说明本研究用到的符号与概念．任取 f∈ SOPIE* ( X) ，Ai ∈ X /E，若 Ai ∩ dom( f) ≠( i∈ { 1，

2，…，m} ) ，为了方便记 f( Ai ) = f( Ai∩ dom( f) ) ．任取 f∈ SOPIE* ( X) ，Ai∈ X /E，若 Ai∩ dom( f) ≠，

不妨设 Ai ∩ dom( f) = { a1，a2，…，ar} 且 a1 ＜ a2 ＜ … ＜ ar( 1 ＜ r ＜ n) ． 由于 f 为 X 上的保 E* 关系且

方向保序严格部分一一变换，则 f( a1 ) ＜ … ＜ f( ar ) ． 从而把 f 的定义域限制在 Ai 上构成一个保序变换．注
意到 Ai 的任意性，进而SOPIE* ( X) 中的变换 f 在定义域相交非空的 E 上保序．

本研究未说明的符号与概念请参见文献［10］．

2 主要结果与证明

定理 1 Kr  Kr+1Kr+1( r≤ nm － 2) ．

证明 设 θ 为空变换，则 K0 = { θ} ． 令 η =
a
a[ ] ，ξ =

b
b[ ] ，其中 a≠ b． 易知 η，ξ∈ K1，且 θ = ηξ． 因

此 K0  K1K1 ．
任取 f∈ Kr，其中 0 ＜ r≤ nm － 2，易知存在 AP，Aq ∈ X /E( 1≤ p，q≤ m) ，使得 Ap ∩ dom( f) ≤

n － 1 且 f( Ap )  Aq． 若把 f 的定义域限制在 Ap 上，则构成了 Ap 到 Aq 的保序部分一一变换，记为 f | Ap ．
情形 1 Ap ∩ dom( f) = n － 1
不妨设

f Ap
=

a1 a2 … an－1

f( a1 ) f( a2 ) … f( an－1 )[ ]
其中: a1 ＜ a2 ＜ … ＜ an－1 ． 由 r≤ nm － 2，知存在 a，b，c∈ X，使得 a dom( f) ，b，c im( f) 且 a∈ Ap，

b∈ Aq，c Aq． 注意到 f 的有序性，不失一般性设

a1 ＜ a2 ＜ … ＜ ai ＜ a ＜ ai+1 ＜ … ＜ an－1

f( a1 ) ＜ f( a2 ) ＜ … ＜ f( aj ) ＜ b ＜ f( aj+1 ) ＜ … ＜ f( an－1 )

以下分三种情况讨论．
1) i = j． 令

ξ( x) =
f( x) ( x∈ dom( f) )

b ( x = a){
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则

ξ Ap
=

a1 … ai a ai+1 … an－1

f( a1 ) … f( ai ) b f( ai+1 ) … f( an－1 )[ ]
令 η( x) = x，x∈ im( f) ∪ c{ } ． 显然 η，ξ∈ Kr+1，ηξ = f． 从而 f∈ Kr+1Kr+1 ．

2) i ＜ j． 令

 =
a1 … ai a ai+1 … aj－1 aj aj+1 … an－1

f( a1 ) … f( ai ) f( ai+1 ) f( ai+2 ) … f( aj ) b f( aj+1 ) … f( an－1 )[ ]
ξ( x) = ( x) ( x∈ dom( ) )

f( x) ( x∈ dom( f) \Ap ){
由 ξ 的定义，显然 ξ∈ Kr+1 ． 令

φ =
f( a1 ) … f( ai ) f( ai+2 ) … f( aj ) b f( aj+1 ) … f( an－1 )

f( a1 ) … f( ai ) f( ai+1 ) … f( aj－1 ) f( aj ) f( aj+1 ) … f( an－1 )[ ]
η( x) = φ( x) ( x∈ dom( φ) )

x ( x∈ { im( f) ∪ { c} } \Aq ){
根据 η 的定义，显然 η∈ Kr+1 ．
下证 ηξ = f． 由 η，ξ 的定义，易验证 dom( ηξ) = dom( f) 且

f Ap
=φ = η Aqξ Ap

=
a1 a2 … an－1

f( a1 ) f( a2 ) … f( an－1 )[ ]
此外考虑当 x∈ dom( f) \Ap 时，ηξ( x) = η( f( x) ) = f( x) ． 故 ηξ = f．

综上所述，f∈ Kr+1Kr+1 ．
3) i ＞ j． 证明类似于 2) 的证明．
情形 2 Ap ∩ dom( f) ≤ n － 2
设

f Ap
=

a1 a2 … at

f( a1 ) f( a2 ) … f( at )[ ]
其中: a1 ＜ a2 ＜ … ＜ at( 1≤ t≤ n － 2) ． 由 Ap ∩ dom( f) ≤ n － 2，知存在 a∈ X，使得 a dom( f) 且

a∈ Ap． 不失一般性设 a1 ＜ a2 ＜ …ai ＜ a ＜ ai+1 ＜ … ＜ at( 1≤ i≤ t) ． 令

θ =
a1 … ai a ai+1 … at

qn + 1 … qn + i qn + i + 1 qn + i + 2 … qn + t + 1[ ]
ξ( x) = θ( x) ( x∈ dom( θ) )

f( x) ( x∈ dom( f) \Ap ){
由 ξ 的定义，显然 ξ∈ Kr+1 ．

设 s 是在 1，2，…，t 中使得 f( as ) ≠ qn + s 的最小整数，则 f( as ) ≥ qn + s + 1． 下面分三种情况一一

讨论．
Ⅰ) s ＜ i + 1． 令

μ =
qn + 1 … qn + s － 1 qn + s qn + s + 1 … qn + t + 1
qn + 1 … qn + s － 1 qn + s + 1 qn + s + 2 … qn + t + 2[ ]

η1( x) = μ( x) ( x∈ dom( μ) )

x ( x∈ dom( f) \Aq ){
根据 η1 的定义，显然 η1 ∈ Kr+1 ． 令

ν =
qn + 1 … qn + s － 1 qn + s qn + s + 1 … qn + i + 1 qn + i + 3 … qn + t + 2
qn + 1 … qn + s － 1 qn + s f( as ) … f( ai ) f( ai+1 ) … f( at )[ ]
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η2( x) =
v( x) ( x∈ dom( ν) )

x ( x∈ dom( f) \Aq ){
按 η2 的定义，显然 η2 ∈ Kr+1

下证 η2η1ξ = f． 由 ξ，η1，η2 的定义，易验证 dom( η2η1ξ) = dom( f) 且

f Ap
= νμθ = η2 Aqη1 Aqξ Ap

=
a1 … at

f( a1 ) … f( at )[ ]
此外考虑当 x∈ dom( f) \Ap 时，η2η1ξ( x) = η2η1( f( x) ) = f( x) ． 从而 η2η1ξ = f，f∈ Kr+1Kr+1 ．

Ⅱ) s = i + 1． 令

ρ =
qn + 1 … qn + i qn + i + 1 qn + i + 2 … qn + t + 1
qn + 1 … qn + i qn + i + 2 qn + i + 3 … qn + t + 2[ ]

η1( x) = ρ( x) ( x∈ dom( ρ) )

x ( x∈ dom( f) \Aq ){
根据 η1 的定义，显然 η1 ∈ Kr+1 ． 令

σ =
qn + 1 … qn + i qn + i + 1 qn + i + 3 … qn + t + 2
qn + 1 … qn + i qn + i + 1 f( ai+1 ) … f( at )[ ]

η2( x) = σ( x) ( x∈ dom( σ) )

x ( x∈ dom( f) \Aq ){
由 η2 的定义，显然 η2 ∈ Kr+1 ．
下证 η2η1ξ = f． 由 ξ，η1，η2 的定义，易验证 dom( η2η1ξ) = dom( f) 且

f Ap
= σρθ = η2 Aqη1 Aqξ Ap

=
a1 … at

f( a1 ) … f( at )[ ]
此外考虑当 x∈ dom( f) \Ap 时，η2η1ξ( x) = η2η1( f( x) ) = f( x) ．从而 η2η1ξ = f，f∈ Kr+1Kr+1 ．

Ⅲ) s ＞ i + 1，证明类似于Ⅱ) 的证明．
综上所述 Kr  Kr+1Kr+1 ．
定理 2 V0 V1… Vnm－1 = SOPIE* ( X) 为理想链，每个 Vr( r = 0，1，…，nm － 1) 都是SOPIE* ( X)

的逆子群，且 Vr =〈Kr〉( r≤ nm － 1) ．
证明 由定理 1，可得 Vr =〈Kr〉( r≤ nm － 1) ．
在 Knm－1 中考虑元素 g0，g1，…，gnm－1，定义如下:

1) g0 : X \ 1{ }→ X{ nm}

g0 =
x － n ( x∈ Ai( 2≤ i≤ m) )

n( m － 1) + x － 1 ( x∈ A1 \ { 1} ){
2) gi : X \ { nm － i + 1} → X{ nm － i} ( i∈ { 1，2，…，nm － 1} ) ．
若存在整数 k( 1≤ k≤ m) ，使得 nm － i + 1，nm － i∈ Ak，则不妨设 nm － i = n( k － 1) + s( 1≤ s≤

n － 1) ． 于是

gi =
x ( x Ak )

x ( ( k － 1) n + 1≤ x≤ ( k － 1) n + s － 1 或( k － 1) n + s + 2≤ x≤ kn)

n( k － 1) + s + 1 ( x = n( k － 1) + s){
若存在整数 k( 1≤ k≤m) ，使得 nm － i∈ Ak，nm － i + 1∈ Ak+1，则不妨设 nm － i = nk，nm － i + 1 =

nk + 1． 于是

gi =
x + ( m － 1) n ( x∈ A1 )

x － n ( x∈ Ai( 2≤ i≤或 + 2≤ i≤ m) )

x － n － 1 ( x∈ Ak+1 \ { nm － i + 1} )
{

由 g0，g1，…，gnm－1 的定义，易验证 im( gi ) = dom( gi+1 ) ( i = { 0，1，…，nm － 1} ) ，im( gnm－1 ) = dom( g0 ) ．
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定理 3 令 A = { g0，g1，…，gnm－1} ，则 A 是SOPIE* ( X) 的生成集．
证明 任取 s∈ Vnm－1 ．注意到 dom( g0 ) ，dom( g1 ) ，…，dom( gnm－1 ) 是集合{ 1，2，…，nm} 的所有势

为 nm － 1 的子集，则存在 i，j∈ { 0，1，…，n － 1} ，使得 dom( s) = dom( gi ) ，im( s) = dom( gj ) ． 若 i ＜ j，
易验证 s = gj－1…gi－1gi ． 若 i≥ j，易验证 s = gj－1…gn－1g0…gi－1gi ． 从而 A 是 Knm－1 的生成集，再证定理 2，知

A 是 Vnm－1 的生成集．注意到 Vnm－1 = SOPIE* ( X) ，则 A 是SOPIE* ( X) 的生成集．
定理 4 rank SOPIE* ( X) = mn．
证明 设 B 是SOPIE* ( X) 的生成集．注意到定理 3 中的 A 也是SOPIE* ( X) 的生成集且 A = nm，则要

证 rank SOPIE* ( X) = mn，只要证 B ≥ nm，即证明对任意 i ∈ { 0，1，…，nm － 1} ，存在 t ∈ B，使得

dom( t) = dom( gi ) ． 由 gi∈ SOPIE* ( X) 且B为生成集，知存在 t1，t2，…，tk∈B( k∈N) ，使得 gi = t1 t2…tk ．
注意到 gi ≠ 1，则 t1，t2，…，tk 不全为恒等映射，于是存在 j∈ { 1，2，…，k} ，使得 tk = 1( 1≤ k≤ j － 1)

且 tj ≠ 1 ． 从而 dom( gi ) = dom( tj ) ． 因此 B ≥ nm，rank SOPIE* ( X) = mn．
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