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摘  要：几何非线性是土木工程结构在强震作用下动力时程分析过程中必要的考虑因素。该文基于数值子结构方

法，结合平面 Euler-Bernoulli 梁柱单元的几何大变形理论，将平面框架结构的非线性分析转化为线弹性主结构的

弹性分析，并提出材料和几何非线性修正力项，作为等效为外荷载项施加于主结构以考虑结构的双非线性。 后，

对一平面钢框架结构进行地震动力时程分析，分析结果表明考虑了双非线性的数值子结构方法具有良好的精确性

与高效性；同时，几何非线性对结构动力响应具有重要影响。 
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Abstract:  Geometric nonlinearity is the essential problem of seismic analysis for civil engineering structures under 

strong earthquakes. In this paper, based on the numerical substructure method and the geometric nonlinearity theory 

of the plane Euler-Bernoulli beam-column element, nonlinear analyses for plane frame structures are equivalent to 

elastic analyses of linear elastic master structures, whose nonlinear properties are considered by two material and 

geometric nonlinear force correctors applied to the structures. At last, a seismic nonlinear analysis for a plane steel 

frame structure is performed to verify the accuracy and efficiency of the numerical substructure method 

considering the material and geometric nonlinearities; in addition, the geometric nonlinearity has a deep influence 

on the structural seismic response.  
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大型复杂土木工程结构在整个社会经济命脉

中扮演重要角色，进行非线性弹塑性动力时程计算

对于该类结构的安全性设计和分析至关重要。而对

于大体量结构的非线性分析往往受制于计算效率

和计算精度，二者相互矛盾，无法均达到 优。如

何平衡计算效率和精度一直是工程界比较棘手的

问题。 

为了解决这个矛盾，早在 20 世纪有研究学者

作了大量研究工作。根据实际震害资料反映[1]，土

木工程结构在地震等荷载用下失效破坏具有局部

非线性的特性。针对这一特性，1979 年 Clough 等[2]

提出传统子结构方法，对于弹性部分通过静力凝聚

方法降低总体刚度矩阵的维数，塑性区域精细化网

格划分以提高计算精度。该方法可以有效平衡计算

精度和计算效率，并在实际工程中有广泛运用。

1999 年 Wong 等[3]提出拟力法，将可能出现塑性的

区域用附加塑性铰模型来反应其非线性，整体结构

以初始弹性刚度进行迭代分析，有效提高计算效率。

2006 年 Zhao 和 Wong[4]基于拟力法，分析考虑

P-Delta 效应的平面非弹性框架结构。2008 年陆新

征等[5]对一框架结构进行多尺度建模分析，节点处

采用精细化的实体单元模拟，其余部分采用粗糙的

梁柱单元模拟。2012 年王景玄等[6]基于多尺度建模

方法对钢管混凝土组合框架进行耐火性能数值模

拟。2016 年陈宇等[7]提出了钢筋混凝土柱多尺度模

型界面连接，采用多尺度建模方法对一钢筋混凝土

柱进行地震破坏分析。2015 年 Sun 和 Li[8]提出一种

三级模型的自适应并发多尺度方法，模拟大型混凝

土结构的跨尺度损伤过程，从材料中微观损伤到局

部部件的损坏和失效， 终导致结构水平的破坏。

2015年孙宝印等[9]提出替换子结构的混合建模方法，

结构初始以弹性单元建模分析，随着地震动强度增

大，将进入弹塑性状态的结构构件替换成非线性单

元，避免结构采用非线性模型进行全过程分析，有

效提高计算效率；在此工作基础上进一步提出数值

子结构分析方法[10－11]，将结构的大规模非线性分析

转化为主结构的弹性分析和局部非线性构件的精

细化子结构分析，既可以提高计算效率，又保证模

拟精确。 

由于几何非线性是土木工程结构在强震作用

下动力时程分析过程中必要的考虑因素，本文在文

献[10－11]中的工作基础上作了进一步深入研究。

首先推导了平面 Euler-Bernoulli 梁柱 P-效应；然

后给出考虑材料和几何非线性的数值子结构分析

方法； 后通过算例验证其精确性和高效性，并研

究几何非线性对结构动力响应的影响。 

1  梁柱 P-效应 

本节主要研究二维梁柱单元的 P-效应，梁柱

单元满足以下基本假定：1) 依据 Euler- Bernoulli

梁柱理论；2) 梁柱单元为线弹性；3) 考虑大位移

小应变；4) 采用总体拉格朗日(Total Langrage，

TL)描述。 

图 1 仅给出梁柱单元在受到轴力作用下对应的

P-效应变形图及变分图[12]。其中，图 1(a)给出梁

柱单元在外力作用下的变形图以及对应的变分图，

x 和 y 分别为局部坐标系，梁柱节点位移
T

1 1 1 2 2 2[ ]u v u v u 以 及 节 点 外 力
T

1 2 3 4 5 6[ ]q q q q q qq ；延梁柱单元长度

方向任一微元 dx 的变形图和变分图如图 1(b)所示，

( )P x 为微元所受轴力， dv 和 d( )v 为微元横向位

移及其变分， d( )e 表示微元应变变分。 

 
(a)                 (b) 

图 1  考虑 P-效应的二维梁柱单元变形图及变分图 

Fig.1  Deformation and variation of 2D beam-column element 

considering P- effect 

根据位移插值形函数，横向位移可以表示为： 

v( )v x  N u  

其中，Nv 为横向位移插值形函数。 

由图 1(b)所示，根据基本假定 3)，满足小应变

理论，微元应变变分可表示为： 

d d d
d( ) d( ) d

d d d

v v ve v x
x x x

       
 

 

则微元应变能的变分为： 

d d
d( ) ( ) d

d d

v vU P x x
x x

     
 

 



 工    程    力    学 155 

微元应变能变分沿着单元长度积分可得到梁

柱单元应变能变分，即： 

 T T T
v v

d d
( ) d ( ) d

d dL L

v vU P x x P x x
x x

       
  u N N u  

外力虚功变分为： 
TW  u q  

根据 小势能原理： 

0U W      

在局部坐标下，仅考虑 P-效应时，满足如下

平衡方程式： 
 g k u q  (1) 

式中：q仅为考虑重力 P-效应时的单元节点外力；

gk 为几何刚度矩阵，可表示为： 

 T T
g v v0

( ) d
L

P x x  k N N  (2) 

当轴力 ( )P x 沿着单元长度方向保持不变，则

gk 为： 

g
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k  

由平衡方程式(1)以及上述刚度矩阵 kg 表达式

可以看出，局部坐标系下，梁柱单元受轴向压力作

用时会有附加剪力和弯矩作用，考虑了单元弯矩

(q3,q6)和剪力(q2,q5)分别对横向平动自由度(v1,v2)和

转动自由度(1,2)之间的非线性。 

根据假定 4)，采用 TL 描述，以初始构型为参

考系，则局部坐标系和总体坐标系之间的转换矩阵

T保持不变[13]，并且当梁柱单元轴力保持不变时，

总体坐标系下的几何刚度矩阵 T
g gK T k T 为常刚

度矩阵。 

更具一般性，考虑结构阻尼和材料非线性，总

体坐标下平面框架结构系统满足运动方程： 

 g   MU CU R K U F   (3) 

其中：M、 R和F 分别为结构质量矩阵、抗力向

量和外力列向量；C 表示为瑞丽阻尼矩阵： 

1 2 ma a C M K  

式中，a1 和 a2 分别表示质量矩阵和刚度矩阵相关 

系数。 

2  数值子结构方法(NSM) 

根据文献[7－8]中介绍的数值子结构方法，式

(3)可以改写为： 

 m g    MU CU K U F F F    (4) 

其中，F 为材料非线性修正力项，如： 

 m F K U R  (5) 

并定义几何非线性修正力项 Fg 为： 
 g g F K U  (6) 

对式(4)进行时间和空间离散，以 Newmark-
法为例，式(4)可以改写为： 

 dyn 1
1 1 1 g

n
n n n


    K U P F F  (7) 

式中： dynK 为等效动力刚度； 1nP 为等效外荷载项；

1n
F 和 1

g
nF 分别为材料和几何非线性修正力项。 

对于式(7)的求解，本文给出隐式、显式两种算法。 

2.1  隐式数值子结构方法(INSM) 

较文献[10－11]描述有所不同，当考虑 P-效应

时，需要计算整体结构系统的几何非线性修正 

力项。 

具体迭代过程如下： 
i) 令 i=0， 1,n i n U U ，主结构对所有单元进行

弹塑性判断，将进入弹塑性状态单元的节点位移传

递给该单元对应的隔离子结构系统； 

ii) 子结构系统根据式(5)和式(6)，计算得到材

料和几何非线性修正力项，即 1, m 1,n i n i  F K U

1,( )n iR U 和 1, 1,
g g 1,
n i n i

n i
 

 F K U ，并返回给主结构； 

iii) 主结构系统计算 1,n iP ，并计算当前迭代步

位移 dyn 1 1,
1, 1 1, 1, g[ ] ( )n i

n i n i n i
 

     U K P F F ； 

iv) 主 结 构 系 统 进 行 收 敛 性 判 断 ， 即

1, 1 1, Toln i n i  U U ≤ ( Tol 为收敛误差)。若是，则

当前荷载步收敛，令 1 1, 1n n i  U U ， 1n n  ，进

行下一荷载步分析；若否，令 1i i  ，重复 ii)~iv)。 

2.2  显式数值子结构方法(ENSM) 

显式数值子结构方法中，较隐式算法，每一荷

载步无需迭代计算。 

具体分析过程如下： 
i) 令当前荷载步尝试位移 1,tn n U U ，主结构

对所有单元进行弹塑性判断，将进入弹塑性状态单

元的节点位移传递给该单元对应的隔离子结构系统； 
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ii) 子结构系统根据式(5)，计算得到材料非线

性修正力项 1,t m 1,t 1,t( )n n n   F K U R U 和几何非

线性修正力项 1,t 1,t
g g 1,t
n n

n
 

 F K U ，并返回给主  

结构； 
iii) 主结构系统计算 1,tnP ，并计算得到当前荷

载步位移 dyn 1
1 1,t[ ] (n n


  U K P 1,tn F 1,t

g )nF ； 

iv) 令 1n n  ，重复 i)~iv)进行下一荷载分析。 

以上隐式、显式算法中单元弹塑性状态判断参

考文献[9]。 

3  算例分析 

为验证本文介绍的考虑几何非线性数值子结

构方法的精确性和高效性，并研究几何非线性对结

构动力响应的影响。本文以文献[14]中 15 层 3 跨的

平面钢框架结构为研究对象，该结构共计 105 个构

件，依据我国《钢结构设计规范》GB 50017-2003[15]

中 8 度设防，II 类场地设计，据此选取合适的

El-Centrol 地震波，并将地震动峰值调整为 400 gal，

对应 8 度大震水平，地震动持时为 20 s，时间步长

为 0.02 s。结构有限元模型中每根梁柱建立 5 个基

于纤维模型的位移法单元，共计 525 个单元，每个

单元采用 5 点 Gauss-Legendre 积分方案，积分点处

截面材料采用 Giuffre-Menegotto-Pinto 模型[16]，屈

服强度为 345 MPa，弹性模量为 206 GPa，后屈服

硬化比为 0.01。 

3.1  结构计算精度与效率分析 

当考虑几何非线性时，分别对上述模型采用隐

式、显式数值子结构方法和常规 Newton-Raphson 

(NR)方法进行动力时程分析，结构顶点位移时程曲

线如图 2 所示。从图 2 可以看出，当地震动峰值强

度为 8 度设防大震水平(400 gal)时，采用隐式、显

式数值子结构方法和常规 NR 方法计算结果基本一

致。根据式(9)进行误差量化，与 NR 算法对比，隐

式、显式算法计算误差分别为 0.13%和 0.53%，均

不足 1%。 

进一步增加地震动峰值强度，同样采用式(9)

中的均方根进行误差量化，得到不同地震动强度下

的误差，如表 1 所示。从表 1 可以看出，隐式算法

与 NR 算法计算结果之间误差基本保持不变，误差

不足 0.2%；而显式算法与 NR 算法之间误差随地震

动强度增加而变大。尽管本算例中地震动峰值强度

增加到 1000 gal，计算误差仍只有 7.04%，满足工

程计算误差要求。 

 
图 2  不同分析方法结构顶点位移时程曲线(400 gal) 

Fig.2  Top displacement time histories using various methods 

(400 gal) 

表 1  不同地震动强度不同算法计算结果误差统计表 

Table 1  Table of computational errors between using different 

methods under various earthquake intensions 

地震动峰值/gal RMS INSM/NR / (%)e  RMS ENSM/NR / (%)e 隔离率/(%)

400 0.13 0.53 4.2 

600 0.08 2.17 5.7 

1000 0.05 7.04 8.8 

2
RMS

1

1
( ) max( ) 100%

N

i i
i

e X Y X
N 

      (9) 

其中：i 表示数据序列；N 表示总的数据量； iX 和 iY
表示第 i 时刻采用隐式(或显式)数值子结构方法和

Newton-Raphson 方法分析过程中结构的响应值。 

不同算法分析过程中的迭代信息如表 2 所示，

从表中可以看出，较 NR 算法相比，INSM 需要较

多迭代次数，ENSM 需要较少迭代次数；隐式、显

式数值子结构方法仅仅需要一次刚度矩阵 LU 三角

分解，而 NR 需要较多次整体结构刚度矩阵 LU 三

角分解。根据文献[10－11]所述，当结构规模增大，

结构刚度矩阵 LU 三角分解将占据主要计算耗费。

所以，隐式、显式数值子结构方法具有较高计算效

率。这里，隐式、显式数值子结构方法在计算几何

非线性修正力项时，需对几何刚度矩阵进行集成，

因此额外消耗一部分计算时间。然而，随着结构规

模的增大，其计算耗时占总体耗时比例可忽略不计。 

表 2  计算信息统计表(400 gal) 

Table 2  Table of computational information (400 gal) 

算法 迭代次数 
刚度矩阵 LU 

三角分解次数 

几何刚度矩阵 

集成次数 

NR 4699 4699 0 

INSM 6293 1 6293 

ENSM 1000 1 1000 

综上所述，本文所述数值子结构方法在考虑几

何非线性时与常规 NR 算法相比，计算结果基本一
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致，其中，显式算法误差较隐式算法大，但仍满足

工程计算误差要求；通过对计算信息的比较分析，

可以看出数值子结构方法具有较高的计算效率。 

3.2  几何非线性对结构响应的影响 

研究几何非线性对结构动力响应的影响，调整

地震动峰值为 400 gal，对应 8 度大震水平，将考虑

几何非线性与几何线性时结构的顶点位移时程曲

线和 大层间位移角进行对比，如图 3 和图 4 所示。

从图中可以看出，考虑几何非线性时结构 大顶点

位移绝对值为 0.288 m，较不考虑几何非线性时

大顶点位移(0.253 m)增大 13.8%。 大层间位移角

出现在第四楼，并且考虑几何非线性时 大层间位

移角(1.12%)较考虑几何线性(1.075%)增大 6.2%。 

进一步增加地震动峰值强度，分别得到地震动

峰值强度为 600 gal 和 1000 gal 时的结构响应，考

虑几何非线性和几何线性时结构响应误差如表 3 所

示。从表 3 可以看出，结构顶点位移均方根误差随

着地震动强度的增加而增大；而结构顶点 大位移

响应值以及 大层间位移角误差值并非随地震动

强度的增大而增大。 

0 5 10 15 20
0.4

0.2

0

0.2

0.4

时间/s

几何线性
几何非线性

 

图 3  几何非线性对结构顶点位移时程曲线的影响(400 gal) 

Fig.3  Effect of geometric nonlinearity on top displacement 

time-history curves (400 gal) 

楼
层

 
图 4  结构层间位移角对比图 

Fig.4  Comparison of structural drift ratio 

 

表 3  不同地震动峰值作用下考虑几何线性和 

几何非线结构响应间的误差 

Table 3  Structural response errors between considering 

geometric nonlinearity and geometric linearity under various 

ground motion intensities 

地震动峰值/gal
顶点位移均方根

误差/(%) 

大顶点位移 

误差/(%) 

大层间位移角

误差/(%) 

400 7.0 13.7 6.2

600 7.4 12.6 17.8

1000 11.1 7.9 11.5

图 5 和图 6 给出三种地震动强度下考虑几何线

性和几何线性时结构单元的隔离率时程曲线图和

底层梁截面弯矩曲率图。从图 5 可以看出，同等荷

载水平输入情况下，考虑几何非线性和几何线性时 

 
图 5  不同地震动强度作用下考虑几何线性和 

几何非线性单元隔离率时程图 

Fig.5  Isolation rate time histories of structural elements 

considering geometric linear and geometric nonlinear under 

various ground motion intensities 

 
(a) 400 gal                (b) 600 gal 

 
(c) 1000 gal 

图 6  不同地震动强度作用下考虑几何线性和 

几何非线性底层梁截面弯矩曲率图 

Fig.6  Moment-curvature for beam section of bottom story 

considering geometric linear and geometric nonlinear under 

various ground motion intensities 
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结构构件的屈服路径以及数量不尽相同；随着地震

动强度增加，考虑几何非线性与几何线性时结构

终的替换率差异愈明显。从图 6 中梁截面弯矩曲率

关系可以看出考虑几何非线性时截面 大曲率较

大，构件偏于危险状态。且本算例中梁构件截面弯

矩曲率智慧行为随着地震动强度的增大受几何非

线性影响增大。 

通过以上分析可以看出，考虑几何非线性后，

结构分析结果趋于合理，使其安全性得到保障，因

此在强震作用下几何非线性是结构动力分析过程

中必要的考虑因素。 

4  结论 

几何非线性是结构在强震作用下动力分析过

程中必要的考虑因素。本文首先推导了平面 Euler- 

Bernoulli 梁柱 P-效应，并研究了考虑几何非线性

的二维平面框架结构数值子结构分析方法， 后对

一榀钢框架结构进行地震动力时程分析，得到以下

结论。 

(1) 根据 Euler-Bernoulli 梁柱基本假定，推导了

考虑 P-效应的平面梁柱理论。结合数值子结构方

法，将结构非线性分析转化为主结构的弹性分析，

提出材料和几何非线性修正力项，并将其等效为外

荷载项作用于主结构以考虑结构的双非线性效应。 

(2) 将考虑几何非线性的数值子结构分析方法

与传统 Newton-Raphson 方法进行对比，其中隐式

数值子结构方法与 NR 算法计算结果基本一致，并

且随着地震动强度的增大，结构非线性程度的升

高，计算误差不足 0.2%。而显式算法与 NR 算法计

算结果之间误差随着地震动强度的增大有明显变

大，但是，本文算例中误差均可满足工程计算误差

要求(误差低于 10%)。隐式、显式数值子结构方法

和 NR 算法计算迭代信息表明，数值子结构方法仅

进行一次刚度矩阵集成以及 LU 三角分解，理论上

验证该方法具有高效性。由于本算例规模较小，尚

无法从计算耗时直接验证，若结构规模变大，该方

法将具有较高计算效率。 

(3) 考虑几何非线性与几何线性时结构的动力

响应误差较大，结构屈服失效路径以及数量不尽相

同；随着地震动强度增加，考虑几何非线性与几何

线性时结构的隔离率差异愈明显；考虑几何非线性

时，本文算例中梁构件截面 大曲率较大，构件偏

于危险状态。在强震作用下，考虑几何非线性后，

结构分析结果趋于合理。 

综上所述可知，本文所述的考虑几何非线性平

面框架结构弹塑性数值子结构分析方法是高效、精

确的，同时几何非线性是结构在强震作用下动力时

程分析必要的考虑因素。不过本文研究工作尚有不

足，由于文中算例规模偏小，有待进一步研究三维

结构以及更大规模结构，以验证其高效性。 
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