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飞机结构疲劳可靠度贝叶斯组合预测*

袁修开，刘文杰
( 厦门大学 航空航天学院，福建 厦门 361005)

摘 要:在实际工程中，常常需要利用模型去描述和分析问题。然而模型亦存在不确定性，即可能存在
多个描述同一现象的模型，例如多个疲劳分析的模型。针对飞机结构的疲劳可靠性问题，提出在考虑三种裂
纹扩展模型下基于贝叶斯公式的疲劳可靠度组合预测方法。针对不同应力水平下飞机结构试件的裂纹扩展
数据建立了三种随机裂纹扩展模型; 在考虑模型参数不确定性条件下，采用贝叶斯模型平均方法对三种模型

进行组合; 基于组合模型分析结构的可靠度。所提方法在分析飞机结构疲劳可靠度上，采用了组合模型，能
够最大限度保障结果的稳定性。此外，考虑了模型参数的不确定性，能够得到更为合理的裂纹扩展预测分布
和可靠度预测值。给出的实例及分析结果表明所提方法可行。
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Bayesian combination forecasting for fatigue reliability of
aircraft structures

YUAN Xiukai，LIU Wenjie
( School of Aerospace Engineering，Xiamen University，Xiamen 361005，China)

Abstract: In practical engineering，it is often necessary to use models to describe and analyze problems． However，uncertainty exists in the

models． There are many models that can describe the same phenomenon，such as the multiple fatigue analysis models． In order to solve the problem

of fatigue reliability of aircraft structures，a combination forecasting method based on Bayesian model averaging was proposed by considering three

kinds of crack propagation models． Three random crack propagation models were established by using the crack propagation data of aircraft

structures under three stress levels． Considering the uncertainty of the model parameters，the Bayesian model averaging method was used to combine

the three models． The reliability of the structure was analyzed based on the combined model． The combined model was used to analyze the fatigue

reliability of aircraft structure，which can improve the robustness of the results． In addition，considering the uncertainty of the model parameters，

more reasonable predictive distribution of crack propagation as well as the reliability can be obtained． Examples and analysis results are given to

show the feasibility of this method．
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在飞机的服役阶段，需要充分保证其结构的

安全性。评价结构安全性的有效方法是对结构的
可靠度进行预测，进而得到每个时刻下结构的可

靠度。已有不少研究人员对于结构或系统的可靠
度预测进行了研究，文献［1］采用贝叶斯动态线
性模型对桥梁结构的可靠度进行了预测，文

献［2］提出了一种在小样本数据下的基于设备状
态信息的实时可靠度算法，文献［3］提出了一种
基于退化数据的特定系统或元件的实时可靠性评

估方法。文献［4］提出了基于贝叶斯更新的飞机
结构腐蚀可靠性模型，文献［5 － 8］提出了当载荷
谱确定时只考虑结构特性分散的结构寿命分析方

法，贺小帆等［9］对此做了进一步分析提出了综合

考虑载荷谱分散和结构特性分散的断裂力学方

法，建立了考虑载荷谱分散的裂纹扩展对数正态

随机变量模型。
要分析飞机结构的疲劳可靠度，需要建立疲

劳可靠度模型，但广泛存在的不确定性给可靠度

预测带来了困难。首先，飞机结构所承受的载荷
具有分散性，这就导致裂纹扩展速率参数具有分

散性［9］，且服从对数正态分布［10 － 11］。其次，飞机
结构使用期裂纹扩展模型［9］在文献［12 － 16］等
中都作为指数型模型进行分析，而只考虑一种模

型往往会忽略其他更优的模型［17］。因此，有必要
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综合考虑不同模型以及模型参数的不确定性对分

析结构的影响，即考虑模型形式和模型参数的不

确定性［17］。此外，模型的预测结果和系统真实的
响应值之间往往存在误差，而这种误差也具有不

确定性，可以称之为模型预测误差不确定性［17］。
为此，本文提出了基于裂纹扩展数据点的随

机裂纹扩展模型，采用飞机的常用结构材 7075 －
T7351 铝合金板件的疲劳裂纹扩展数据建立了 3
个随机裂纹扩展模型和 3 个结构疲劳可靠度预测
模型，再基于所建立的 2 组模型建立了贝叶斯组
合模型，最后基于结构失效模式利用贝叶斯组合

模型分析了结构的可靠度。

1 飞机结构疲劳可靠度多模型预测

模型不确定性在实际工程中普遍存在，模型

不确定性包括模型形式不确定性、参数不确定性
和预测误差不确定性［17］。在飞机结构疲劳可靠
度分析中，只考虑一种模型得出的结果的准确性

往往存在较大的偏差，所以综合考虑多个模型的

分析结果可以提高其准确性。由于裂纹扩展速率
参数具有分散性［10 － 11］，因此结构疲劳可靠度模型

需要考虑参数不确定性。假设对于结构的疲劳可
靠度预测存在 K 个模型，则第 i 个模型的预测值
fi 与系统真实响应 yi 之间通常会存在误差 εi，它

们之间的关系为:

yi = fi ( θi，Xi ) + εi，i = 1，2，…，K ( 1)
式中: θi 和 Xi 分别表示模型 Mi 的不确定性参数

和输入量; εi 为模型误差，一般将模型预测误差

视为服从均值为 0、方差为某个参数 σi 的正态分

布，即 εi ～ N( 0，σ
2
i )
［17］。

1． 1 飞机结构使用期随机裂纹扩展多模型

文献［6 － 8］提出的飞机结构使用期确定性
裂纹扩展模型为:

da( t)
dt = Qab ( t) ( 2)

式中: Q为确定性裂纹扩展速率参数，a( t) 为结构
使用时间为 t时的裂纹尺寸，b为疲劳裂纹扩展速
率关系式中的指数，与载荷谱和应力水平无关。
需要指出的是，式( 2) 中 b 的取值不同，积分

得到的裂纹扩展模型的预测准确度就会不同。文
献［12 － 16］仅凭对实验数据的直观判断就得出
指数型模型的拟合效果较好，此时将 b = b1 = 1。
但在没有对比分析数据支撑的情况下，b1 = 1 时
得到的指数型模型不一定是最优的选择。为了充
分考虑不确定性，且综合不同的 b 取值下的模型
信息，本文选取不同 b取值获得多个扩展模型，以

期提高对飞机结构裂纹扩展的预测能力。另取两
个不同的 b值为 b2 = 0. 9、b3 = 1. 1，可得到对应 3
个随机裂纹扩展模型。

aM1
( t) = at0 exp［Q1 ( t － t0 ) ］ ( 3)

aM2，3
( t) =［( at0)

－ ( b2，3 －1) － ( b2，3 －1) Q2，3( t － t0) ］
－ 1
b2，3 －1

( 4)
其中，t ＞ t0，Q1、Q2 和 Q3 为各模型裂纹扩展速率

参数，at0表示在结构使用时间为 t0 时的裂纹尺
寸，实际分析时通过最小二乘法拟合得到。一般
飞机结构裂纹扩展速率参数 Q 具有分散性，也需
考虑其不确定性。将 Q1、Q2 和 Q3 作为对数正态

变量进行分析［10 － 11］。

1． 2 飞机结构使用期疲劳可靠度预测多模型

基于 1． 1 节建立的随机裂纹扩展多模型，可
以对应地建立飞机结构疲劳可靠度预测多模型。
结构某一时刻的可靠度定义为该时刻下结构的裂

纹尺寸小于裂纹极限尺寸的概率［12］。
Ｒ( t) = Pr{ a( t) ＜ alim} ( 5)

式中，Ｒ( t) 为在使用时间为 t 时的结构的疲劳可
靠度，alim为裂纹极限尺寸，a( t) 为在使用时间为 t
时的结构裂纹尺寸。
从而，结合式( 5) 可以在式( 3) ～ ( 4) 的基础上对

应建立三个飞机结构使用期疲劳可靠度预测模型。

2 贝叶斯组合预测方法

贝叶斯组合预测是基于贝叶斯定理的一种综

合多模型信息的预测方法，该方法在考虑模型形

式不确定性的基础上，同时也充分考虑了模型中

参数的不确定性。

2． 1 模型概率

给出一个模型集合且假设集合中存在一个正

确的模型，则在数学上模型概率定义为模型集合

中的某个模型正确的可信度。正确的模型定义为
可以完全反映实际系统响应的模型［17］，模型概率

越大则模型越能反映实际的物理过程。

2． 2 模型先验概率

在模型先验信息( 如专家经验、已有的相关
数据储备等) 足够充分的情况下，模型先验概率

可以取特定值; 在信息不充足的情况下，则可将模

型的先验概率视为相等的。［17］

假设对于结构可靠度预测存在 K 个模型，且
模型的先验概率都相等，则可以得到每个模型的

先验概率:

P( Mi ) = 1 /K，i = 1，2，…，K ( 6)
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2． 3 模型预测分布

考虑模型 Mi 与系统响应 y 之间存在的误差
εi，由式( 1) 有 εi ～ N( 0，σ

2
i ) ，则模型 Mi 的响应预

测分布 y可以表示为:

g( y Mi ) = ∫
θi
g( θi Mi ) g( y Mi，θi，Xi ) dθi

( 7)
g( y Mi，θi，Xi ) = N［fi ( θi，Xi ) ，( σi )

2
θi］ ( 8)

其中: g( y Mi，θi，Xi ) 表示确定模型参数 θi 和 Xi

的值后模型 Mi 的响应预测分布; fi ( θi，Xi ) 和

( σi )
2
θi分别为 g( y Mi，θi，Xi ) 的均值和方差。
采用蒙特卡洛抽样法对模型 Mi 中的不确定

参数在其所服从的分布内抽取 L组样本 S = { θi1，
θi2，…，θiL} ，文献［17］给出了近似求解式( 7) 的计
算公式。

g( y Mi ) ≈
1
L∑

L

l = 1
N［fi ( θil，Xi ) ，( σi )

2
θil
］( 9)

式中，θil表示第 l组样本点，( σi )
2
θil
为参数 θil时对

应的模型方差。

2． 4 模型似然

模型似然的大小表示为模型预测结果与实验

数据 D 的接近程度，文献［17］将模型 Mi ( i = 1，
2，…，K) 的似然函数表达形式写为:

P( D Mi ) = ∫
θi
g( θi Mi ) g( D Mi，θi，Xi ) dθi

( 10)
式中，D = { d1，d2，…，dN } 表 示实验数据，

g( θi Mi ) 表示模型参数的联合分布函数。
假设实验数据 d1，d2，…，dN 相互独立，则

g( D Mi，θi，Xi ) 可以表示为:

g( D Mi，θi，Xi ) = ∏
N

j = 1
N［dj ; fi ( θi，Xij ) ，( σi )

2
θi］

( 11)
式中，fi ( θi，Xij ) ( j = 1，2，…，N) 和( σi )

2
θi分别表

示模型 Mi 预测分布的均值和方差。
采用蒙特卡洛抽样法对模型 Mi 中的不确定

参数在其所服从的分布内抽取 L组样本 S = { θi1，
θi2，…，θiL} ，则当 L 足够大时，样本 S 可以近似反
映模型参数的不确定性。给出样本点 θij ( j = 1，
2，…，L) ，式( 11) 可以表示为:
g( D Mi，θi，Xi ) =

∏
N

j = 1

1
2π( σi )

2
θi槡 l

exp －
［dj － fi ( θil，Xij) ］

2

2( σi )
2
θi

( )
l

( 12)

式( 12) 中参数( σi )
2
θil
的极大似然估计值最能

够反映模型和实验数据之间的偏差关系。对

式( 12) 两边取对数，再对( σi ) θil求导，使之等于

0，即可得到方差的极大似然估计值。

( σ̂i )
2
θil

=
∑

n

j = 1
［dj － fi ( θil，Xij) ］

2

N ( 13)

将式( 13) 代入式( 12) ，从而可以得出模型似
然的估计值为:

P( D Mi ) ≈
1
L∑

L

l = 1

1
2π( σ̂i )

2
θi

( )
l

N /2

exp( － N /2)

( 14)

2． 5 模型后验概率

图 1为贝叶斯定理更新模型先验概率的过程。

图 1 贝叶斯定理更新模型先验概率过程
Fig． 1 Process of updating the model prior

probability using Bayes' theorem

利用贝叶斯定理将模型先验概率进行更新得

到模型的后验概率。

P( Mi D) =
P( Mi ) P( D Mi )

∑
K

i = 1
P( Mi ) P( D Mi )

( 15)

根据对模型先验概率的讨论可以将模型后验

概率简化为:

P( Mi D) =
P( D Mi )

∑
K

i = 1
P( D Mi )

( 16)

式中，P( Mi D) 为模型 Mi 的后验概率。

2． 6 贝叶斯组合模型

贝叶斯组合模型是基于模型后验概率得到

的，即以模型的后验概率为权重对模型进行加权

平均就可以得到贝叶斯组合模型。贝叶斯组合模
型的表达式为:

珋yBMA = ∑
K

i = 1
P( Mi D) yMi

( 17)

式中，珋yBMA表示贝叶斯组合模型的表达式，yMi表示

模型 Mi 的表达式，P ( Mi D) 表示在已知一组实
验数据 D的情况下得到的模型 Mi 的后验概率。

3 算例

3． 1 疲劳裂纹扩展数据

航空材料 7075 － T7351 铝合金板件的 30 个
试件分别在 3 种应力水平进行疲劳试验，最大应

·201·
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力分别为 130 MPa、150 MPa 和 170 MPa 的应力
谱，应力比 Ｒ 均为 0. 6，每个应力水平下 10 个试
件( 标记: 1 ～ 10 ) 。测得的疲劳裂纹扩展数据如
图 2 所示。每个试件断裂后根据试件断口分析采
集 n = 7 个裂纹扩展数据点。

( a) σmax = 130 MPa

( b) σmax = 150 MPa

( c) σmax = 170 MPa

图 2 3 种应力水平下测得的断口的裂纹扩展数据
Fig． 2 Data of crack growth of fractures in 3 stress level

3． 2 模型参数不确定性量化

首先将 3 种应力水平下裂纹扩展速率参数的
分布进行分析，采用最小二乘法拟合可得到裂纹

扩展速率参数。再对 10 个试件的参数值拟合得
到裂纹扩展速率参数的分布。模型参数概率分布
函数 ( Probability Distribution Function，PDF ) 如
图 3所示。通过分析图 3 可以得出，模型形式和
应力状况都能影响裂纹扩展速率参数的分布。

3． 3 贝叶斯定理更新模型概率

依据上述步骤，基于裂纹扩展数据，利用

( a) σmax = 130 MPa ( b) σmax = 150 MPa ( c) σmax = 170 MPa

图 3 模型 1、模型 2 和模型 3 中参数 Q的概率分布
Fig． 3 Probability distribution functions of parameters Q in model 1，moldel 2 and model 3

式( 6) 、式( 14) 和式( 16 ) 可计算得到模型的后验
概率。针对部分试件的计算分析结果见表 1。模
型对于 3 个试件裂纹扩展数据的拟合效果可以从
后验概率反映出来，后验概率越大表明模型对于

试件裂纹扩展数据的拟合效果越好。模型 1 的后
验概率值不总是最大的，这表明常规使用的指数

型裂纹扩展模型( b = 1) 不一定总是最优的选择。

3． 4 贝叶斯组合模型的建立
求得模型后验概率后，由式( 16) 建立随机裂

纹扩展贝叶斯组合模型和疲劳可靠度贝叶斯组合
模型。

珔aBayes ( t) = ∑
3

i = 1
P( Mi D) aMi

( t) ( 18)

珔ＲBayes ( t) = ∑
3

i = 1
P( Mi D) Ｒi ( t) ( 19)
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Ｒi ( t) = Pr( aMi
( t) ＜ alim ) ，i = 1，2，3 ( 20)

其中: P ( Mi D ) 表示模型 aMi
( t ) 的后验概率，

Ｒi ( t) 表示依据结构失效模式得到的疲劳可靠度
模型，飞机结构裂纹极限长度［12］设定为 alim =
10 mm。

表 1 模型先验概率、模型似然和模型后验概率
Tab． 1 Model prior probability，model likelihood and

model posterior probability

应力水平，

试件序号
模型 先验概率 模型似然 后验概率

130 MPa，2

1 0． 333 82． 856 0． 338

2 0． 333 80． 836 0． 329

3 0． 333 81． 799 0． 333

150 MPa，7

1 0． 333 292． 293 0． 147

2 0． 333 1565． 042 0． 788

3 0． 333 129． 013 0． 065

170MPa，6

1 0． 333 495． 833 0． 269

2 0． 333 1214． 370 0． 658

3 0． 333 135． 975 0． 074

3． 5 裂纹扩展预测分布及结构疲劳可靠度

选取在 σmax =130 MPa应力水平下的 2号试件

为例来进行分析。基于试件断口裂纹扩展实验数据
的前 6个数据( tj，aj ) ( j =1，2，…，6) ，首先由式( 3)、
式( 4) 确定3种裂纹扩展模型，再通过式( 18) 得到贝
叶斯组合模型，最后依据式( 9 ) 计算得到单模型
和贝叶斯组合模型在数据点( tj，aj ) ( j = 7) 对应时
间 t7 处的裂纹扩展预测分布，如图 4 所示。
由式( 19) ～ ( 20 ) 可以计算得到结构的疲劳

可靠度，表 2 中列出了所取 2 号试件在 t7 处的裂
纹扩展实验数据的信息，单模型和贝叶斯组合模

型( 包括裂纹扩展模型和疲劳可靠度模型) 在该

时刻下预测得到的裂纹扩展分布的均值和方差以

及疲劳可靠度数据。
由表 1 及表 2 可以看出，单模型预测能力往

往存在很大的差异，在实际分析中模型的选择往

图 4 模型 1、模型 2、模型 3 及贝叶斯
组合模型裂纹扩展预测分布

Fig． 4 Crack propagation predictive distributions in model 1，
model 2，model 3 and Bayesian combined model

往对结果产生很大的影响。而贝叶斯组合预测结
果是 3 个单模型预测结果的加权平均，贝叶斯组
合模型能够综合多模型的信息，其预测分布相对

于单模型更能反映实际结构裂纹尺寸可能出现的

状态，其预测结果能够减小由于模型选择带来的

预测误差，其预测结果具有较好的鲁棒性。

4 结论

本文将贝叶斯组合预测方法应用在飞机结构

的疲劳可靠度预测上，克服了传统只考虑指数型

模型对飞机结构裂纹进行预测以及对结构疲劳可

靠度进行分析的缺陷。另外，从文中的实例分析
中，可以得出结论:

1) 模型形式和应力状况都能影响裂纹扩展
速率参数分布的计算结果，在实际工程分析中需

要综合考虑不同的模型形式和应力状况。
2) 实例中所得的模型的后验概率可知，飞机
使用期裂纹扩展模型的 b值取 1 得到的指数型模
型不一定是最优的选择，分析时可以按照本文方

法综合考虑多个不同 b值来建立多模型，然后再

表 2 裂纹扩展及可靠度预测分析结果
Tab． 2 Ｒesults of crack propagation and fatigue reliability

应力水平，

试件序号

实验数据

循环次数 裂纹长度 / mm
模型

裂纹长度预测均值 /
mm

裂纹长度预测方差 /

mm2

疲劳可靠度

Pr( a ＜ 10 mm)

130 MPa，2 57 297 4． 652 7

模型 1 4． 177 5 1． 424 6 0． 999 9

模型 2 4． 490 7 1． 740 8 0． 998 5

模型 3 4． 637 9 3． 619 8 0． 974 0

组合模型 4． 286 6 2． 186 1 0． 988 5
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获得组合模型进行预测。
3) 贝叶斯组合预测方法综合了多模型的信
息，即考虑了模型形式的不确定性，可以在分析过

程中降低由于不恰当的模型选择而带来不准确预

测结果的风险，其预测的结果较为稳定和可靠。
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