
第３８卷第５期
２０１８年１０月

振动、测试与诊断

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ　＆Ｄｉａｇｎｏｓｉｓ

Ｖｏｌ．３８Ｎｏ．５
Ｏｃｔ．２０１８

ｄｏｉ：１０．１６４５０／ｊ．ｃｎｋｉ．ｉｓｓｎ．１００４－６８０１．２０１８．０５．０１５

使用应变模态和遗传算法的有限元模型修正方法
＊

展　铭１，　郭勤涛１，　岳　林１，　张保强２
（１．南京航空航天大学机电学院　南京，２１００１６）　（２．厦门大学航空航天学院　厦门，３６１００５）

摘要　提出了采用应变模态置信度为待修正响应特征的有限元模型修正方法。应变模态置信度是评价有限元仿

真与试验测试结果相关性的方法，可以为模型修正提供全局的频率误差信息和局部的应变相关性信息。首先，介

绍了应变模态和有限元模型修正的相关理论方法；然后，以某航空加筋壁板结构为对象，通过仿真分析和“仿真试

验”获得结构的应变模态频率以及对应的应变振型，进一步计算频率误差和应变模态置信度误差；最后，基于两种

误差构造模型修正的目标函数，采用遗传算法对目标函数进行优化，修正结构中的待修正参数，并将修正后参数代

入模型，验证所提方法的正确性和有效性。结果表明：所采用的方法获得的修正后有限元模型具有复现修正响应

特征的能力，并且对于未修正频段内的响应也具有较好的预测能力。
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引　言

在机械、土木、航空航天以及武器装备等领域的
结构设计和研发过程中，建模和仿真分析已经成为
了一种重要的手段［１］。随着结构设计对仿真分析的
重视，仿真模型的精度越来越受到人们的关注。在
建立结构有限元模型时，模型中的参数大多是建模
者根据相关手册或是自身的经验设定，这必然会导
致所建模型与真实模型的响应存在一定的误差，从
而使得基于模型的结构响应预测偏离结构的真实响

应。模型修正是根据结构试验信息对仿真模型中的
参数进行校准，从而达到缩小仿真分析和试验测试
之间误差的目的的过程。
有限元模型修正可以分为矩阵型和参数型两大

类。矩阵型方法［２］直接对结构的质量矩阵和刚度矩
阵进行修改，修正后的矩阵往往不具备带状稀疏性，
使得其物理意义不明确，因此该方法的应用较少。
参数型方法将模型中的几何、材料属性、连接刚度等
参数作为待修正变量，通过构造优化问题并采用灵
敏度分析方法或优化设计方法，获得使仿真分析和
试验测试误差最小的参数组合，从而达到修正的目
的［３］。近年来，有限元模型修正吸引了众多学者的
关注。在修正参数选择方面，姜东等［４］从结构固有

频率的能量法出发，研究了模型修正中参数选择的
方法。Ｃａｌｖｅｌｌｏ等［５］采用逆分析方法选择模型修正
中误差的敏感参数。在修正的响应量选取方面，张
保强等［６］用模态频率和有效模态质量误差的残差，
基于遗传算法实现了梁结构的修正。Ｓａｎａｙｅｉ等［７］

采用静态和模态试验数据修正桥梁结构的质量和刚

度。Ｇｕｏ等［８］基于应变频响函数的相关性实现了有
限元模型修正。在修正策略方面，针对复杂连接结
构，朱跃等［９］采用分层思想将复杂结构分成多个子
结构，分别对子结构进行修正，并将修正后子结构参
数带入到整体结构中，实现了整体结构的修正。基
于约束子结构思想，杨秋伟等［１０］实现了基于局部子
结构静态响应修正的约束子结构法。Ｘｉａｏ等［１１］提
出了Ｂａｙｅｓ－Ｋｒｉｇｉｎｇ的修正方法。大型复杂工程结
构的模型修正过程往往计算成本较大，Ｒｅｎ等［１２］用
响应面代替有限元模型，实现了基于静态响应的模
型修正。方剑光等［１３］基于代理模型，实现了汽车悬
架的多体动力学模型修正。Ｌｉ等［１４］结合模型降阶
技术提出了一种新的模型修正迭代方法。关于模型
修正更好的理解可以参阅文献［１５］。
上述文献多数是使用振动响应，如模态频率、加

速度、位移等进行修正。在工程实践中会出现响应
对局部状态参数不敏感的情况，从而导致修正过程
无法得到合理的应力分布准确模型。此外，在多数
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情况下修正后的模型用于强度分析或结构优化设

计，选择一种能够同时反映结构全局特征和局部状
态的响应对于有限元模型修正至关重要。应变模态
包含结构全局的频率信息和能够表征结构局部状态

的应变振型信息，可以将其作为有限元模型修正的
目标响应。
笔者以应变模态为目标响应量，采用仿真和

“试验模型”的应变模态频率误差及模态置信度误
差，构造待修正的目标函数。采用遗传算法，搜索目
标函数的最小值，获得稳定收敛的待修正参数组合，
并对修正结果进行了验证。

１　应变模态

１．１　应变模态推导

　　在有限元中，单元节点的位移向量和单元内任
一点的位移向量存在如下关系

φｎ ＝Ｎφｅｎ （１）
其中：φｎ为单元ｎ所有节点的位移向量；φｅｎ为单元
ｎ内任一点的位移向量；Ｎ 表示形函数。
根据应变是位移的一阶导数关系可知，单元ｎ

内任意一点的应变εｎ 可表示为

εｎ ＝Ｂｎφｅｎ （２）
其中：Ｂｎ 为单元应变矩阵，描述位移与应变之间的
变换关系。
对于结构整体而言，式（２）可写为

ε＝Ｂφｅ （３）
其中：ε为结构中所有点的应变值；Ｂ 为结构整体
应变矩阵；φｅ为结构所有单元的节点位移。
记总体坐标中节点位移向量为φｓ，局部坐标

和总体坐标系之间的转换矩阵为Ｔ，则存在如下的
转换关系

φｅ＝Ｔφｓ （４）

　　将式（４）代入式（３）中可得

ε＝Ｂ　Ｔφｓ （５）

　　多自由度系统的振动方程为

Ｍ̈φｓ＋Ｃφｓ＋Ｋφｓ＝ｆ （６）
其中：Ｍ，Ｃ，Ｋ 分别为结构的质量、阻尼和刚度矩
阵；ｆ为外载荷。
令ｆ＝Ｆｅｊωｔ ，则φｓ＝Ｕｓｅｊωｔ ，代入到式（６）中

可得

－ω２　Ｍ ＋ｊωＣ＋Ｋ（ ）Ｕｓ＝Ｆ （７）

　　由模态叠加法可知，式（７）的解为

Ｕｓ＝φＹφＴＦ＝∑
ｋ

ｉ＝１
ＹｉφｉφＴ

ｉＦ （８）

其中：φ＝ｄｉａｇφ１，φ２，…，φｋ（ ）为结构的位移模态

振型；Ｙ＝ｄｉａｇ（Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｋ），且Ｙｉ＝（－ω２　ｍｉ＋
ｊωｃｉ＋ｋｉ）－１。

将式（８）结合φｓ＝Ｕｓｅｊωｔ 代入式（５）中可得

ε＝Ｂ　ＴφＹφＴＦｅｊωｔ＝ψεＹφＴＦｅｊωｔ＝

∑
ｋ

ｉ＝１

ψεｉφ
Ｔ
ｉＦ

－ω２＋ｊωｃｉ＋ｋｉ
（９）

其中：ψε＝Ｂ　Ｔφ为应变模态振型；ψεｉ为第ｉ阶应变
模态振型。

１．２　应变模态置信度

根据结构动力学可知，结构的位移模态振型以
及应变模态振型均具有正交性。但是，由于仿真分
析中的参数设置以及试验测试中的传感器配置、噪
声干扰等因素的存在，导致仿真分析的应变模态和
试验测试的应变模态振型之间可能存在差异。Ａｌ－
ｌｅｍａｎｇ［１６］等提出了一种评价位移模态相关性的方
法，即位移模态置信度（ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｍｏｄａｌ　ａｓｓｕｒ－
ａｎｃｅ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，简称ＤＭＡＣ），借鉴该方法笔者采用
应变模态置信度（ｓｔｒａｉｎ　ｍｏｄａｌ　ａｓｓｕｒａｎｃｅ　ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ，
简称ＳＭＡＣ）评价仿真分析和试验应变模态振型的
相关性，其计算方法如下

Ｃｏｒｉｊｓｍａｃ＝ ψεａｉ（ ）Ｔψεｅｊ ２

ψεａｉ（ ）Ｔψεａｉ（ ） ψεｅｊ（ ）Ｔψεｅｊ（ ）
（１０）

其中：ψεａｉ 为第ｉ阶仿真分析的应变模态振型；ψεｅｊ
为第ｊ阶试验测试的应变模态振型；Ｃｏｒｉｊｓｍａｃ表示上
述两阶应变模态振型之间的相关性。
模态置信度矩阵的对角线元素越接近于１且非

对角线元素越接近于０，表明仿真分析和试验测试
的应变模态振型相关性越高。在工程实践中，要求
模态置信度矩阵对角线元素大于０．７，且非对角线元
素小于０．２。

２　结构动力学模型修正基本理论

２．１　模型修正方法

　　有限元模型修正属于典型的动力学反问题，可
以归结为如下的优化形式

ｍｉｎ　Ｒ（ｘ）

ｓ．ｔ．　ｌ　ｂ≤ｘ≤ｕ　ｂ｛ （１１）

其中：ｘ为待修正参数；ｌ　ｂ和ｕｂ分别为ｘ的下限和
上限；Ｒ（ｘ）代表待修正的目标，常为仿真模型和试
验测试对应的特征量残差的函数。
结构前ｍ 阶应变模态的频率相对误差为
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Ｅω＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ
ωａｉ－ωｅｉ
ωｅｉ

（１２）

其中：Ｅω 表示应变模态频率的加权累积相对误差；

ωａｉ 和ωｅｉ 分别代表仿真分析和试验测试的第ｉ阶应
变模态频率值；ｐｉ 为对应于第ｉ阶模态频率相对误
差的权重。
结构前ｎ阶应变模态置信度相对误差为

Ｅｓｍａｃ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｑｊ Ｃｏｒｊｓｍａｃ－１ （１３）

其中：Ｅｓｍａｃ表示应变模态置信度的加权累积误差；

Ｃｏｒｊｓｍａｃ为应变模态置信度矩阵的第ｊ阶对角线元
素；ｑｊ 为对应于第ｊ阶应变模态置信度相对误差的
权重。

２．２　遗传算法

随着学科交叉融合，研究者受自然规律等的启
发，设计了多种智能优化算法。遗传算法是根据生
物进化论和遗传规律提出，其实现过程不需要求解
目标函数的导数信息，具有搜索目标函数全局最优
解的能力，基本实现步骤如下：

１）数码转换，即在优化前将可行域按照一定的
原则转换到遗传算法能够识别和计算的数码形式，
完成优化后再将其转换成十进制编码的可行解；

２）适应度评价，即根据适应度函数判断变量更
新时种群中某一个体相对于其他个体的优劣程度；

３）遗传操作，指模仿生物进化过程对变量个体
基因进行的变换，包含选择、交叉和变异３种方式。

图１　加筋壁板有限元模型

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｓｔｉｆｆｅｎｅｄ　ｗａｌｌ　ｐｌａｔｅ

３　算　例

加筋壁板结构广泛应用于航空航天、机械工程
等领域，主要包括底板、夹持边以及加强筋三部分，
夹持边和加强筋通过机械连接与底板相连。在

Ｎａｓｔｒａｎ中建立某加筋壁板结构的有限元模型，如
图１所示。模型中底板、夹持边以及加强筋采用二
维四边形单元描述，连接部分采用ｂｕｓｈ单元描述，
且夹持边、加强筋与底板的连接刚度分别设为两组

不同的参数。
将加筋壁板有限元模型中的材料弹性模量、夹

持边与底板连接的法向和切向刚度、以及加强筋与
底板连接的法向和切向刚度作为待修正参数。本研
究使用应变模态作为响应的模型修正方法，通过改
变模型中待修正参数值并在对应模型计算的应变模

态振型中加入５％的高斯白噪声模拟试验测试及模
态识别过程中的误差，构造用于修正的“试验模型”。
采用结构的前６阶模态作为修正的目标响应，根据
第２节中应变模态频率误差及应变模态置信度误差
的定义，采用两种误差的加权和作为待修正的目标
函数，即

ｆ（ｘ）＝Ｗ１Ｅω＋Ｗ２Ｅｓｍａｃ （１４）

其中：ｆ（ｘ）为用于修正的目标函数；Ｅω，Ｅｓｍａｃ分别
为应变模态频率误差和应变模态置信度误差；Ｗ１，

Ｗ２ 分别为应变模态频率误差和应变模态置信度误

差的权重，在文中两权重值均取为１。
模型修正最基本的要求是复现用于修正的响应

特征，更重要的是对于其他响应特征量的预测。将
修正后的待修正参数值代入加筋壁板有限元模型

中，并采用结构的第７～１０阶应变模态验证修正后
模型的精度。有限元模型修正前后，加筋壁板的前

１０阶频率及误差如表１所示。

表１　修正前后结构频率及误差

Ｔａｂ．１　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ａｎｄ　ｅｒｒｏｒ　ｂｅｆｏｒｅ　ａｎｄ　ａｆｔｅｒ　ｕｐｄａｔｉｎｇ

阶
次
修正前
频率／Ｈｚ

“试验”
频率／Ｈｚ

初始误
差／％

修正后
误差／％

１　 ２２５．７０　 ２０６．６４　 ６．２５　 １．１８×１０－２

２　 ２５３．４１　 ２２４．３６　 １１．２７　 ７．２５×１０－２

３　 ３３４．６６　 ３０６．９８　 ５．７０　 ６．８５×１０－３

４　 ３６８．１０　 ３３６．４３　 ７．０８　 １．２９×１０－２

５　 ４０４．９４　 ３４５．９７　 １５．７８　 ９．２９×１０－２

６　 ４８８．９５　 ４５６．１７　 ４．０１ －８．５１×１０－３

７　 ４９６．２１　 ４７０．９２　 ３．４３ －１．６２×１０－２

８　 ５２３．０３　 ４７４．３３　 ８．９３　 ２．９６×１０－２

９　 ５２８．０８　 ４９４．４０　 ４．０９ －１．５８×１０－２

１０　 ５９５．９６　 ５７７．４０　 １．４６ －１．２４×１０－２

从表１所示的频率误差可以看出，经过有限元
模型修正，在修正频段内应变模态频率最大误差从

１５．７８％降为９．２９×１０－２％，频率绝对平均误差从８．
３５％减小到３．４２×１０－２％。在修正频段外，结构预
测的频率最大误差从８．９３％降为２．９６×１０－２％，预
测频率的绝对平均误差从４．４８％减小到１．８５×
１０－２％。表明修正过程有效降低了有限元模型仿真
频率误差，修正后有限元模型不仅能够复现修正频
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段内的应变模态，同时也具有一定的外推预测能力。
有限元模型修正前后，加筋壁板的前１０阶位移

模态置信度ＤＭＡＣ以及应变模态置信度ＳＭＡＣ矩
阵对角线值如表２所示。

表２　修正前后结构模态置信度

Ｔａｂ．２　ＭＡＣ　ｂｅｆｏｒｅ　ａｎｄ　ａｆｔｅｒ　ｕｐｄａｔｉｎｇ

阶
次
修正前
ＤＭＡＣ

修正前
ＳＭＡＣ

修正后
ＤＭＡＣ误差

修正后
ＳＭＡＣ误差

１　 ０．９９７　 ０．９５９　 ７．７３×１０－５　 ７．３３×１０－３

２　 ０．９８７　 ０．８８９　 ２．９７×１０－４　 ５．０４×１０－３

３　 ０．９８１　 ０．９５５　 ２．１８×１０－４　 ３．６９×１０－３

４　 ０．９６８　 ０．９２０　 ４．４６×１０－４　 ４．３７×１０－３

５　 ０．８９６　 ０．８３６　 ６．９８×１０－４　 ４．２８×１０－３

６　 ０．９４５　 ０．９５４　 ８．６８×１０－５　 ４．０２×１０－３

７　 ０．８８８　 ０．８４３　 ４．３０×１０－４　 ４．９５×１０－３

８　 ０．９３９　 ０．８８９　 ３．６３×１０－４　 ３．７９×１０－３

９　 ０．９８０　 ０．９５３　 ８．９６×１０－５　 ７．４０×１０－３

１０　 ０．９９３　 ０．９８８　 ９．９１×１０－５　 ４．７０×１０－３

从表２所示的应变模态 ＭＡＣ值可知，经过修
正后仿真分析和“试验模型”之间的位移振型和应变
振型置信度均有显著提高，修正后的模型接近“试验
模型”。此外，表２中的模态置信度显示，用于修正
的６阶模态中有４阶位移模态置信度大于０．９５，而
应变模态置信度相对于位移模态整体偏低。上述数
据表明，待修正参数改变会引起应变模态置信度值
发生更大的改变，即应变模态置信度相对于位移模
态置信度对结构参数改变更为敏感。

４　结束语

笔者将应变模态置信度作为有限元模型修正的

目标响应量，采用应变模态频率和应变模态振型相
关性误差构造目标函数，基于遗传算法实现了一种
有限元模型修正方法。以某加筋壁板结构为研究对
象，对结构中的参数进行了修正，验证了所提方法在
复杂结构有限元模型修正的正确性和可行性，并得
到如下结论：ａ．模态置信度不仅可以用于评价两个
模型对应模态振型的相关性，同时也是有限元模型
修正中的实用性很强的一类综合响应特征，并且应
变模态置信度比位移模态置信度对结构参数的改变

更为敏感；ｂ．在修正频段内，所提方法降低了初始模
型和“试验模型”之间的误差，有效复现了修正频段
内的应变响应；ｃ．修正后的有限元模型具有一定的
外推预测能力，能够较准确地预测修正频段外的结
构应变响应。
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