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摘要：端部质量块对悬臂梁型挠曲电俘能器的性能具有显著的影响．以电吉布斯自由能为基础，基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁

模型，利用挠曲电材料的变分方法，推导带端部 质 量 块 的 挠 曲 电 俘 能 器 结 构 的 机 电 耦 合 动 力 学 控 制 方 程 和 相 应 的 力 电

边界条件；利用分离变量法推导结构在短路条件 下 的 振 型 正 交 条 件 和 归 一 化 振 型 参 数；结 合 模 态 叠 加 法 推 导 出 挠 曲 电

俘能器在外加简谐激励条件下位移和电势响应的解析形式．数值分析结果表明，端部质量块质量的增加和尺寸的减小可

以提高俘能器输出功率并降低其共振频率，并且具有调节挠曲电俘能器最优外加电阻 负 载 的 功 能．此 外，当 端 部 质 量 块

尺寸一定时，端部质量块的质量越大，采用质点模型分析所带来的误差越明显．
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　　随着纳米技术的迅速发展，无线传感器网络和小

型电子元器 件 的 能 源 供 给 引 起 了 研 究 人 员 的 广 泛 关

注．在微纳机电系统中，从环境中收集振动能量的方式

有［１］：压电式［２］、静电式［３］以及磁电式［４］．其中，压电式

能量收集方式因具有直接的力电转换特性，能够实现

对环境的快 速 响 应 以 及 高 效 的 能 量 转 换 和 方 便 的 应

用，获得研究人员的重点关注．
结构振动 使 得 压 电 式 俘 能 器 内 部 电 荷 发 生 定 向

移动产生电流而输出电势［５］，从而把机械能转换为电

能．随着电子器件的微型化，俘能器的应用尺寸不断减

小，这便需要更软的材料来降低结构的自振频率以匹

配周围环境的振动频率，但柔性压电材料的机电转换

效率远远低于陶瓷类的压电材料，这使得压电式俘能

器在微纳米尺度的应用上存在一定局限性．近年来，基
于应变梯度 与 极 化 强 度 的 挠 曲 电 俘 能 器 逐 渐 受 到 研

究者的重视．Ｋｏｇａｎ［６］和Ｉｎｄｅｎｂｏｍ［７］报道了应变梯度

与电场强度之间的耦合关系，并提出了“挠曲电效应”
的概念．相比于压电式俘能器，挠曲电俘能器具有更加

广泛的材料选择范围［８］，并且具有明显的尺寸效应 ［９］．
同时，挠 曲 电 材 料 不 需 要 进 行 预 极 化 处 理，不 依 赖 于

剩余极化强 度 和 温 度，也 不 存 在 极 化 衰 退［１０］．对 于 俘

能器 结 构，挠 曲 电 俘 能 器 可 仅 为 单 层 的 梁 板 结 构，不

依赖于弹性基础层，不会存在机械或热膨胀引起的错

配、脱层等失效问题［１１］．
国内外学 者 已 经 对 挠 曲 电 效 应 进 行 了 大 量 的 实

验和理论研究［１２－１５］．Ｚｕｂｋｏ等［１６］对固体电介质中的挠

曲电效应进行了系统而详细地评述和分析．Ｓｈｅｎ等［１７］

通过变分原理建立了介电材料考虑表面效应、挠曲电

效应和静电力的力电耦合理论框架．Ｍａｊｄｏｕｂ等［１８］研

究了压电纳 米 悬 臂 梁 在 非 均 匀 应 变 下 的 力 学 和 电 学

行为，结果显示挠曲电效应显著影响梁的弹性行为和

等效压电性能．Ｌｉａｎｇ等［１９］基于欧拉梁模型，讨论了外

加电 压 对 挠 曲 电 压 电 梁 振 动 和 屈 曲 行 为 的 影 响．
Ｚｈａｎｇ等［２０］分 析 了 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ介 电 梁 的 挠 曲 电 效

应，讨论了 不 同 机 械 边 界 条 件 对 挠 度 和 转 角 的 影 响．
Ｚｈｏｕ等［２１］基于电 吉 布 斯 自 由 能，采 用 变 分 方 法 统 一

求解了３种 电 学 边 界 条 件 下 挠 曲 电 悬 臂 梁 力 电 耦 合

响应的解析表达式，首次阐明了电学开路条件下诱导

电势与挠 曲 电 系 数 和 结 构 尺 寸 的 相 互 关 系．杨 昌 平

等［２２］讨论了挠曲电效应 对 简 支 梁 式 压 电 传 感 器 的 力

电耦合响应的影响．Ｌｉ等［２３］在应变梯度弹性理论的基

础上分析了挠曲电致动器在不同外加电载荷下的振动
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行为．目前，对挠曲电俘能器性能的研究也有了一些进

展．Ｄｅｎｇ等［２４］基于内能理论，根据Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁 模

型和变分原理，采用假设模态法数值分析了挠曲电悬

臂梁 俘 能 器 的 力 学 和 电 学 响 应．Ｌｉａｎｇ等［２５］基 于

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ复合梁 理 论，研 究 了 挠 曲 电 效 应 对 串 联

和并联电路条件的压电双晶型俘能器性能的影响，发

现在并联电路中压电效应的作用消失，而在串联电路

中挠曲电效 应 则 可 以 显 著 地 增 强 系 统 的 能 量 转 换 效

率．Ｙａｎ［２６］讨论了压电／压磁复合梁俘能器中挠曲电效

应的影响，分析了机械－电－磁之间的相互转换．上述研

究均没有考 虑 端 部 质 量 块 的 影 响，而Ｅｒｔｕｒｋ等［２７］对

压电俘能器的研究发现，结构端部质量块的尺寸和重量

变化会改变结构的振动频率和模态，从而影响系统整体

的性能和效率．Ｔａｎｇ等［２８］以压电俘能器为研究对象，讨
论了端部质量块质量和偏心距对压电式俘能器机电耦

合性能的影响，发现端部质量块可以显著调节压电式俘

能器的力学和电学响应．挠曲电俘能器相比于压电俘能

器具有很显著的尺寸效应，而端部质量块对挠曲电俘能

器的尺寸效应是否有影响目前还不清楚，端部 质 量 块

质量和尺寸 的 偏 心 距 如 何 影 响 挠 曲 电 俘 能 器 的 性 能

和效率目前也鲜见报道．
本研究以 带 端 部 质 量 块 的 悬 臂 梁 型 挠 曲 电 俘 能

器为 模 型，并 以 电 吉 布 斯 自 由 能 为 基 础，推 导 挠 曲 电

俘能器的机 电 耦 合 动 力 学 控 制 方 程 和 相 应 的 力 电 边

界条件；结合模态叠加法推导挠曲电俘能器在简谐激

励条件下的机电响应解析形式；最后通过数值算例进

一步讨论端 部 质 量 块 的 质 量 和 偏 心 距 对 挠 曲 电 俘 能

器功率输出性能的影响．

１　挠曲电俘能器的动力学控制方程

本研究以 带 端 部 质 量 块 的 悬 臂 梁 型 挠 曲 电 俘 能

器为研究对象．结构如图１所示，悬臂梁（简称梁）的长

度为Ｌ，宽度为Ｂ，厚度为ｈ，梁的端部带有质量为Ｍｔ

的质量块，质量块为边长ｄ＝２　ｙ 的立方 体，其 中ｙ
为端部质量块体心相对梁自由端的纵向距离（即偏心

距），并规定如图中所示的偏心距为负值［２８］，同时保持

梁的长宽厚比（Ｌ∶Ｂ∶ｈ）为１００∶１０∶１．图１中灰色

部分为梁的上下表面完好覆盖的电极层，且电极的厚

度和刚度相对于梁可以忽略．上下表面电 极 通 过 导 线

和外加电阻负载Ｒ 进行 连 结，忽 略 梁 本 身 的 电 阻，其

可以视为与外加电阻负载Ｒ 串联的电阻．建立相应的

笛卡 尔 坐 标 系，梁 被 固 定 在 可 沿ｘ３方 向 移 动 的 基 座

上，基座位移为ｗｂ（ｔ）．梁受到基座的振动激励产生相

应的振动响应，动态弯曲变形的梁内产生动态的应变

梯度，由于挠曲电效应使得在梁的上下电极表面产生

动态的自由电荷，形成输出电势．

图１　末端激励条件下带端部质量块的挠曲电俘能器模型
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基于梁的长、宽、厚的比例，该梁可以视为薄梁结

构，结合Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁 模 型 的 小 变 形 假 设，得 出

应变梯度中的非零项为：

ε１１，１＝－ｘ３
３　ｗ
ｘ３１

，

ε１１，３＝－
２　ｗ
ｘ２１

，
烅

烄

烆

（１）

其中，ｗ＝ｗ（ｘ１，ｔ）为梁的中性层在ｘ１处沿ｘ３方向的

位移，即梁的挠度．从式（１）中可以看出，ε１１，３与梁的曲

率相关，而ε１１，１与 曲 率 的 梯 度 相 关．在Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ
梁模型中，ε１１，１相 对 于ε１１，３足 够 小 以 至 于 可 以 被 忽 略．
本研究也仅考虑沿ｘ３方向的电 场 强 度Ｅ３而 忽 略 沿 着

ｘ１方向的电场强度Ｅ１．
对于挠曲电材料，其广义的哈密尔顿变分为［２９］：

δ∫
Ｔ

０
Ｋ－Ｇ＋Ｗ［ ］ｄｔ＝０， （２）

其中，Ｋ 为系统的动能，Ｇ 为系统的电吉布斯自由能，

Ｗ 为外加载荷对系统所做的功．考虑端部质量块尺寸

的影响，则式（２）中的Ｋ、Ｇ 和Ｗ 可以分别表示为：

Ｋ＝∫Ｖ １２ρ ｗ
·ｍ　 ２ｄＶ＋

　［１２Ｍｔ
（ｗ＋ｙ　ｗ′）

ｔ ＋
ｗｂ

ｔ

２

＋

　
１
２
Ｉｔ
ｗ

·ｍ

ｘ１

２］
ｘ１＝Ｌ

，

Ｇ＝∫Ｖ
αｄＶ，

Ｗ ＝∮Ａ
ψｄＳ，

烅

烄

烆

（３）

其中，ρ为材料的密度，ｗｍ（ｘ１，ｔ）＝ｗｂ（ｔ）＋ｗ（ｘ１，ｔ）
为梁的绝对位移，ｗ

· ｍ 表示ｗｍ 对时间的一次偏导，ｗ′
表示ｗ 对空间坐标ｘ１ 的一次偏导，Ｍｔ 为端部质量块

·９８·
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的质量，Ｉｔ 为端部质量块的转动惯量，α为梁的电吉

布斯自由能密度，（ｘ１，ｔ）为梁表面电极上的电荷密

度，ψ＝ψ（ｘ１，ｔ）为梁表面电势，Ｖ 为梁的体积，Ａ 为

梁的上下表面．
设梁内电势分布为Φ（ｘ１，ｘ３，ｔ），结合挠曲电 悬

臂梁的本构方程［２１－２２］，并设定梁上下表面电极上的电

学边 界 条 件 为：Φ（ｘ１，ｘ３ ＝ｈ／２，ｔ）＝ψ１（ｘ１，ｔ），

Φ（ｘ１，ｘ３＝ －ｈ／２，ｔ）＝ψ２（ｘ１，ｔ）．若考虑梁内部没有

自由 电 荷，则 梁 内 部 电 位 移 Ｄ３ 应 满 足 高 斯 定 律

Ｄ３，３＝０，经过求解可以获得梁内部的电势Φ 和 电 场

Ｅ３ 分别为：

Φ（ｘ１，ｘ３，ｔ）＝
ｅ３１
２　ａ３３

２　ｗ
ｘ２１

ｈ２

４－
ｘ２３（ ）＋

　 １／２＋ｘ３／ｈ（ ）ψ＋Ｃ（ｘ１，ｔ），

Ｅ３＝－ｅ３１ε１１／ａ３３－ψ／ｈ，

烅

烄

烆

（４）

其中，ｅ３１是材 料 的 压 电 系 数，ａ３３是 材 料 的 介 电 系 数，

ψ（ｘ１，ｔ）＝ψ１（ｘ１，ｔ）－ψ２（ｘ１，ｔ）为上下电极之间的电

势差，即 由 挠 曲 电 效 应 产 生 的 输 出 电 势 或 电 压，

Ｃ（ｘ１，ｔ）为与ｘ１和ｔ相关的未知函数．
将挠曲电 悬 臂 梁 的 本 构 方 程 代 入 电 吉 布 斯 自 由

能密度的表达式中［２１］，结合式（２）和（４），通 过 变 分 运

算可以推导 出 带 端 部 质 量 块 的 悬 臂 梁 型 挠 曲 电 俘 能

器的广义哈密尔顿变分方程为：

∫
Ｔ
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［∫Ｖ
ρ（ｗ

··＋ｗ··ｂ）δｗｄＶ＋Ｍｔｗ··ｂδ（ｘ１－Ｌ）δｗ－
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Ｔ
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Ｌ

０
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Ｂ
ｈ ）·
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０
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ｘ１ｔ　２

＋Ｍｔｙ
２　ｗ
ｔ２］δ

ｗ
ｘ１（ ） ｘ１＝Ｌ

ｄ

ｔ－

∫
Ｔ

０
（Ｇｐ３　ｗｘ３１－Ｍｔ

２　ｗ
ｔ２

－Ｍｔｙ
３　ｗ
ｘ１ｔ２）δｗ ｘ１＝Ｌ

ｄ

ｔ－

∫
Ｔ

０
ｄｔ∫Ａ

２

δψｄＳｄｔ＝０． （５）

其中，Ｔ 为时间区间的上限，ｗ··和ｗ··ｂ分别表示ｗ 和ｗｂ

对时 间 的 二 次 偏 导，δ（ｘ１）为 狄 拉 克δ 函 数，Ｇｐ＝
Ｂ　ｈ３　ｃ１１＋ｅ２３１／ａ３３（ ）／１２为挠曲电悬臂梁的等效 抗 弯

刚度［２１－２２］，表示梁的抗弯能力，ｃ１１为材料的弹性模量，

μ３，１１３是材 料 的 挠 曲 电 系 数．当 端 部 质 量 块 为 立 方 体

时，其Ｉｔ可以根据平行轴定理得到：

Ｉｔ＝Ｍｔｄ２／６＋Ｍｔ ｄ＋ｈ／２（ ）２／４． （６）
同时，在推导式（５）时采用了如下运算：

δ∫
Ｔ

０

１
２
Ｍｔ
（ｗ＋ｙ　ｗ′）

ｔ ＋
ｗｂ

ｔ

２

ｄｔ
ｘ１＝Ｌ

＝

　－Ｍｔ［∫
Ｔ

０
（２　ｗｔ　２δｗ＋ｙ

３　ｗ
ｘ１ｔ　２

δｗ＋

　ｙ
２　ｗ
ｔ２
δ
ｗ
ｘ１
＋ｙ２

３　ｗ
ｘ１ｔ２

δ
ｗ
ｘ１）ｄｔ ｘ１＝Ｌ

］－
　Ｍｔδ（ｘ１－Ｌ）

２　ｗｂ

ｔ　２
δｗ＋

　Ｍｔｙ
ｄδ（ｘ１－Ｌ）
ｄｘ１

２　ｗｂ

ｔ　２
δｗ，

δ∫
Ｔ

０

１
２
Ｉｔ
ｗ

·ｍ

ｘ１

２（ ）ｄｔ ｘ１＝Ｌ
＝

　－∫
Ｔ

０
Ｉｔ

３　ｗ
ｘ１ｔ　２

δ 
ｗ
ｘ１（ ）ｄｔ ｘ１＝Ｌ

．

烅

烄

烆
（７）

式（５）中的δｗ 可以任意选择，因此可以得到挠曲

电俘能器的无阻尼机电耦合动力学控制方程为：

Ｇｐ
４　ｗ
ｘ４１

＋ ｍ＋Ｍｔδ（ｘ１－Ｌ）［ ］
２　ｗｂ

ｔ　２
＋ｍ

２　ｗ
ｔ　２

－

　Ｍｔｙ
ｄδ（ｘ１－Ｌ）
ｄｘ１

２　ｗｂ

ｔ　２
－μ３，１１３Ｂ

２ψ
ｘ２１

＝０，

（８）
其中，ｍ＝ρＢｈ为梁单位长度的质量．然而，真实的结构

中阻尼不仅是系统的重要组成部分，也是一个较为复杂

的问题．为了抓住研究的重点，本文中只考虑黏性空气

阻尼（外部阻尼）和应变率阻尼（内部阻尼）［２４，２７－２８］，并且

不考虑端部质量块变化对阻尼的影响［２８］．因此系统带阻

尼的机电耦合动力学控制方程可以表示为：

Ｇｐ
４　ｗ
ｘ４１

＋ ｍ＋Ｍｔδ（ｘ１－Ｌ）［ ］
２　ｗｂ

ｔ　２
＋ｍ

２　ｗ
ｔ　２

－

　Ｍｔｙ
ｄδ（ｘ１－Ｌ）
ｄｘ１

２　ｗｂ
ｔ２

－μ３，１１３Ｂ
２ψ
ｘ２１
＋ｃｓ

５　ｗ
ｘ４１ｔ

＋

　ｃａ
ｗ
ｔ＝

０， （９）

其中，ｃａ是黏性空气阻尼系数，ｃｓ是应变率阻尼系数．
同样，式（５）中 的δψ 也 可 以 任 意 选 择，因 此 系 统

还存在如下关系：

∫
Ｌ

０
－ μ３，１１３

２　ｗ
ｘ２１

＋ａ３３ψｈ（ ）ｄ　ｘ１＝
∫

Ｌ

０
（－Ｄ３）ｄ　ｘ１＝０． （１０）

式（１０）表明，挠曲电悬臂梁表面的平均自由电荷密度

与 平 均 电 位 移Ｄ３相 等．当 俘 能 器 外 接 负 载 电 阻Ｒ
时，电路中的电流ψ／Ｒ 必须等于单位时间内平均正电

·０９·
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荷的变 化 量 －
１
ｈ∫Ｖ

·
ｄＶ．利 用 式（１０）并 结 合 高 斯 定

律［２４，２７］，可以得到系统的力电耦合电路方程为：

∫
Ｌ

０
ａ３３Ｂψ

·

ｈｄｘ１＋
ψ
Ｒ ＝－∫

Ｌ

０
μ３，１１３Ｂ

３　ｗ
ｘ２１ｔ

ｄｘ１，

（１１）

其中，ψ
·

表示ψ 对 时 间 求 一 次 偏 导．同 理，可 以 得 到 悬

臂梁型挠曲电俘能器系统的力电耦合边界条件：

ｗ（０）＝０，

ｗ
ｘ１ ｘ１＝０

＝０，

［Ｇｐ２　ｗｘ２１ －μ３，１１３Ｂψ＋Ｍｔｙ
２　ｗ
ｔ　２

＋

　 （Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）
３　ｗ
ｘ１ｔ　２］ｘ１＝Ｌ

＝０，

Ｇｐ
３　ｗ
ｘ３１

－Ｍｔ
２　ｗ
ｔ２
－Ｍｔｙ

３　ｗ
ｘ１ｔ２（ ） ｘ１＝Ｌ

＝０．

烅

烄

烆
（１２）

从式（９）和（１２）可以看出，端部质量块的质量大小Ｍｔ和

偏心距ｙ对系统的控制方程以及边界条件均有影响．

２　模态分析与机电耦合响应

２．１　自由振动模态

对于自由振动模态分析，一般可以采用分离变量法

求解带端部质量块的悬臂梁型挠曲电俘能器的频率特

征方程和质量归一化振型．当梁的上下表面直接通过导

线连接，即电学短路条件，则上下表面由于挠曲电效应

产生的诱导电势为零，此时其自由振动模态类似于一般

弹性梁．基于分离变量法，考 虑 到 控 制 方 程 的 形 式，系

统的位移动力学响应可以设为［２７］：

ｗ（ｘ１，ｔ）＝（ｘ１）η（ｔ）， （１３）

（ｘ１）＝Ｃ１ｃｏｓβｘ１Ｌ－１（ ）＋Ｃ２ｓｉｎβｘ１Ｌ－１（ ）＋

　Ｃ３ｃｏｓｈβｘ１Ｌ－１（ ）＋Ｃ４ｓｉｎｈβｘ１Ｌ－１（ ），

η（ｔ）＝Ｃ５ｅ
ｉλｔ，

烅

烄

烆
（１４）

其中，（ｘ１）为 质 量 归 一 化 振 型，η（ｔ）为 广 义 坐 标 变

量，Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３、Ｃ４和Ｃ５均为与ｘ１和ｔ无关的参数，ｉ为

虚数单位，β为振动的特征值，λ是振动的圆频率．将η
（ｔ）代入式（８）和（１２），可得到如下形式的控制方程和

边界条件：

ｄ４（ｘ１）
ｄ　ｘ４１

－λ２
ｍ
Ｇｐ
（ｘ１）＝０， （１５）

（０）＝０，

ｄ（ｘ１）
ｄ　ｘ１ ｘ１＝０（ ）＝０，
Ｇ［ ｐ
ｄ２（ｘ１）
ｄ　ｘ２１

－λ２（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）
ｄ（ｘ１）
ｄｘ１

－

　λ２　Ｍｔｙ（ｘ１）］｜ｘ１＝Ｌ ＝０，

［Ｇｐｄ３（ｘ１）ｄｘ３１
＋λ２　Ｍｔ（ｘ１）＋

　λ２　Ｍｔｙ
ｄ（ｘ１）
ｄｘ１ ］

ｘ１＝Ｌ
＝０．

烅

烄

烆

（１６）

将式（１４）的第一式代入式（１６）后可以得到：

Ｃ１Ａ１＋Ｃ２Ａ２＝０，

Ｃ１Ａ３＋Ｃ２Ａ４＝０，
烅
烄

烆
（１７）

其中：

　　

Ａ１＝－［Ｇｐβ
２　Ｌ－２（ｃｏｓβ＋ｃｏｓｈβ）－

　λ２（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）βＬ－１（ｓｉｎβ＋ｓｉｎｈβ）－
　λ２　Ｍｔｙ（ｃｏｓｈβ－ｃｏｓβ）］，

Ａ２＝－Ｇｐβ
２　Ｌ－２（ｓｉｎβ＋ｓｉｎｈβ）－

　λ２（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）βＬ－１（ｃｏｓβ－ｃｏｓｈβ）－
　λ２　Ｍｔｙ（ｓｉｎβ－ｓｉｎｈβ），

Ａ３＝Ｇｐβ
３　Ｌ－３（ｓｉｎβ－ｓｉｎｈβ）＋

　λ２　Ｍｔ（ｃｏｓβ－ｃｏｓｈβ）－
　λ２　ＭｔｙβＬ－１（ｓｉｎβ＋ｓｉｎｈβ），

Ａ４＝－Ｇｐβ
３　Ｌ－３（ｃｏｓβ＋ｃｏｓｈβ）＋

　λ２　Ｍｔ（ｓｉｎβ－ｓｉｎｈβ）＋
　λ２　ＭｔｙβＬ－１（ｃｏｓβ－ｃｏｓｈβ）．

烅

烄

烆

（１８）

　　要使得式（１７）有非零解，其系数矩阵的行列式必

须等于零，同时由式（１５）可得λ＝β
２　Ｇｐ

１
２ｍ－

１
２Ｌ－２，将

其代入系数矩阵行列式后，经化简可得系统自由振动

的特征方程：
（１＋ｃｏｓβｃｏｓｈβ）＋βＬ－１　Ｍｔｍ－１（ｓｉｎｈβｃｏｓβ－
ｓｉｎβｃｏｓｈβ）－β

３　Ｌ－３　ｍ－１（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）·
（ｓｉｎβｃｏｓｈβ＋ｃｏｓβｓｉｎｈβ）－
２β

２　Ｌ－２　Ｍｔｙｍ－１ｓｉｎβｓｉｎｈβ＋

β
４　Ｌ－４　Ｍｔｍ－２　Ｉｔ（１－ｃｏｓβｃｏｓｈβ）＝０． （１９）

上述方程 有 无 穷 多 个 解，因 此 系 统 自 由 振 动 的 特 征

值、对应的振型以及广义坐标变量也有无穷多个．设第

ｒ阶振动的特征值为βｒ，其对应阶的振型和广义坐标

变量分别为：

　　

ｒ（ｘ１）＝Ｘｒ｛［ｃｏｓ（βｒｘ１Ｌ－１）－

　ｃｏｓｈ（βｒｘ１Ｌ－１）］＋ｒ［ｓｉｎ（βｒｘ１Ｌ－１）－

　ｓｉｎｈ（βｒｘ１Ｌ－１）］｝＝Ｘｒ
－
ｒ（ｘ１），

ηｒ（ｔ）＝Ｚｒｅ
ｉλｔ，

烅

烄

烆

（２０）

·１９·
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其中，ｒ＝－Ａ３Ａ４－１，Ｚｒ 为与时间ｔ无关的参数，Ｘｒ
为待求的未知参量．

２．２　振型正交条件与归一化振型参数

考虑到分布参数系统具有无穷多个振动模态，因

而系统的位 移 响 应 可 以 写 成 所 有 振 动 模 态 的 线 性 组

合形式，即：

ｗ（ｘ１，ｔ）＝∑
∞

ｒ＝１ｗｒ（ｘ１，ｔ）＝

　∑
∞

ｒ＝１ｒ（ｘ１）ηｒ（ｔ）． （２１）

将系统的第ｒ阶和第ｓ阶振动模态分别代入式（１５），

再分别左乘ｓ（ｘ１），右乘ｒ（ｘ１），并沿梁的长度方向

进行积分，结合边界条件式（１６）可得挠曲电悬臂梁系

统振型的正交条件为：

∫
Ｌ

０
ｓ（ｘ１）ｍｒ（ｘ１）ｄｘ１＋［ｓ（ｘ１）Ｍｔｒ（ｘ１）＋

ｓ（ｘ１）Ｍｔｙ
ｄｒ（ｘ１）
ｄｘ１ ］

ｘ１＝Ｌ
＋

［ｄｓ（ｘ１）ｄｘ１
（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）

ｄｒ（ｘ１）
ｄ　ｘ１

＋

ｄｓ（ｘ１）
ｄｘ１

Ｍｔｙｒ（ｘ１）］
ｘ１＝Ｌ

＝δｒｓ， （２２）

∫
Ｌ

０

ｄ２ｓ（ｘ１）
ｄ　ｘ２１

Ｇｐ
ｄ２ｒ（ｘ１）
ｄ　ｘ２１

ｄ　ｘ１＝λ２ｒδｒｓ． （２３）

进一步地令ｓ＝ｒ，可以解得系统质量归一化振 型 参

数为：

Ｘｒ＝｛∫
Ｌ

０
－２ｒ（ｘ１）ｍｄｘ１＋

［２－ｒ（Ｌ）Ｍｔｙ
ｄ－ｒ（ｘ１）
ｄｘ１ ｘ１＝Ｌ

＋

（Ｉｔ＋Ｍｔｙ２）
ｄ－ｒ（ｘ１）
ｄｘ１（ ）２ ｘ１＝Ｌ

＋

－２ｒ（Ｌ）Ｍｔ］｝－
１
２
． （２４）

２．３　挠曲电俘能器响应的封闭式解

在挠曲电 俘 能 器 模 型 中 考 虑 到 阻 尼 均 满 足 比 例

阻尼假设，则模型的机械动力学响应同样可以设成式

（２１）的形式．由于挠曲电俘能器上下表面覆盖电极，因
此上下表面为等势体，即电势差ψ（ｘ１，ｔ）与ｘ１ 无关，
仅为ｔ的函数，因而对式（９）进行微分时将会消失，需

要对电 势ψ 进 行 特 殊 处 理．Ｅｒｔｕｒｋ等［２７］通 过 设ψ＝

ψ（ｘ１，ｔ）＝Ｖ（ｔ）［Ｈ（ｘ１）－Ｈ（ｘ１－Ｌ）］来避免上述问

题，其 中Ｖ（ｔ）为 俘 能 器 的 输 出 电 压，Ｈ（ｘ１）为

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数．将式（２４）代入式（２０）的第一式后得到

电学短 路 条 件 下 的 振 型，再 将 此 振 型 代 入 式（９）和

（１１）中，最 后 结 合 式（２２）和（２３）的 正 交 条 件，系 统 的

动力学 控 制 方 程 和 电 学 方 程 可 以 在 模 态 坐 标 下 表

示为：

ｄ２ηｓ（ｔ）
ｄｔ　２

－∫
Ｌ

０
μ３，１１３ＢＶ（ｔ）ｓ（ｘ１）

ｄδ（ｘ１）
ｄｘ１［ －

　
ｄδ（ｘ１－Ｌ）
ｄｘ１ ］ｄｘ１＋λ２ｓηｓ（ｔ）＋

　２ξｓλｓ
ｄηｓ（ｔ）
ｄｔ ＝ｆｓ， （２５）

ａ３３ＢＬ
ｈ

ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ＋

Ｖ（ｔ）
Ｒ ＝－∑

∞

ｓ＝１
Ｕｓ
ｄηｓ（ｔ）
ｄｔ ． （２６）

其中，ｆｓ＝－Ｍｔｙ
ｄｓ（ｘ１）
ｄｘ１ ｘ１＝Ｌ

ｄ２　ｗｂ（ｔ）
ｄｔ　２

－

ｍ∫
Ｌ

０
ｓ（ｘ１）ｄ　ｘ１

ｄ２　ｗｂ（ｔ）
ｄｔ　２

－Ｍｔｓ（Ｌ）
ｄ２　ｗｂ（ｔ）
ｄｔ　２

，

Ｕｓ＝μ３，１１３Ｂ
ｄｓ（ｘ１）
ｄｘ１ ｘ１＝Ｌ

，ξｓ 为模态阻尼比，由ｓ模

态的黏性空气阻尼系数和应变率阻尼系 数 构 成．通 常

来说，模态阻尼比可通过模态分析实验从测量频率响

应直接识别出，可避免直接求解两个阻尼系数［２７］．
悬臂梁式 挠 曲 电 俘 能 器 固 定 端 的 位 移 可 以 分 解

为小角度的转动位移与横向的平动位移，而本研究中

仅考虑横向的平动位移激励．假设激励的 形 式 为 简 谐

形式，即ｗｂ（ｔ）＝Ｗ０ｅｉωｔ，其 中Ｗ０ 为 激 励 的 振 幅，

ω＝２π／ｆ为激励的圆频率，ｆ为激励的频率．根据线性

理论，俘能 器 的 力 学 与 电 学 响 应 应 为 同 频 率 的 简 谐

量，因此可以设电压响应Ｖ（ｔ）＝ｖｅｉωｔ，而广义坐标变

量ηｓ（ｔ）＝Ｈｓｅｉωｔ，其中ｖ和Ｈｓ均为复数．将它们代入

式（２５）和（２６）中可得：
（λ２ｓ －ω２）＋２ξｓλｓｉω［ ］Ｈｓ－ｖ　Ｕｓ＝Ｆｓ，

ａ３３ＢＬｈ－１ｉω＋Ｒ－１（ ）ｖ＋ｉω∑
∞

ｓ＝１ＵｓＨｓ＝０．
烅
烄

烆
（２７）

其中，Ｆｓ＝Ｗ０ω２［ｍ∫
Ｌ

０
ｓ（ｘ１）ｄ　ｘ１＋Ｍｔｓ（Ｌ）＋Ｍｔｙ

ｄｓ（ｘ１）
ｄ　ｘ１ ｘ１＝Ｌ

］．进一步求解式（２７）可得：

Ｖ（ｔ）＝ ［－ｉω∑
∞

ｓ＝１ＵｓＦｓ（λ
２
ｓ－ω２＋２ｉωξｓλｓ）－

１］·

ｅｉωｔ［（Ｒ－１＋ｉωａ３３ＢＬｈ－１）＋∑
∞

ｓ＝１ｉωＵ
２
ｓ（λ２ｓ －

ω２＋２ｉωξｓλｓ）］－
１． （２８）

ηｓ（ｔ）＝
熿

燀

Ｆｓ
（λ２ｓ －ω２）＋２ｉωξｓλｓ

－

　Ｖ（ｔ）
Ｕｓ

（λ２ｓ －ω２）＋２ｉωξｓλｓ

燄

燅
ｅｉωｔ． （２９）

式（２９）给出 了 模 态 空 间 中 机 械 位 移 和 输 出 电 势 相 应

的解析形式．

·２９·
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３　数值分析与讨论

本研究以聚偏氟乙烯（ＰＶＤＦ）材料制成的微纳米

悬臂梁式挠曲电俘能器为算例，其材料参数选择如下：
密度ρ＝１．７８×１０

３　ｋｇ／ｍ３，弹性模量ｃ１１＝３．７ＧＰａ，压

电系数ｅ３１＝－０．０１Ｎ／（Ｖ·ｍ），介电系数ａ３３＝８．１５×
１０－１１　Ｃ２／（Ｎ·ｍ２）［３０］．一 般ＰＶＤＦ的 挠 曲 电 系 数 在

１０－１ ～１０－３μＣ／ｍ之间［３１－３２］，本文中选取挠曲电系数

为２．３×１０－２μＣ／ｍ．梁的厚度取ｈ＝０．３μｍ；端部质量

块的质量大小按照占整个梁质量的比例选取，即Ｍｔ＝
ｍ×Ｌ×Ｋｎ，其中Ｋｎ＝０．０５ｎ（ｎ＝１，２，…，４）；端部质

量块的 尺 寸ｄ 按 照 占 整 个 梁 长 度 的 比 例 选 取，即

ｄ＝２　ｙ ＝２Ｌ× ｙｎ ，同 时 选 取 的 端 部 质 量 块 的 边

长不超过梁的宽度，因此ｙｎ＝（ｎ－１）×１０－２（ｎ＝１，２，
…，５），其中ｙ１＝０代表将端部质量块视为质点．算例

中选取前两阶的阻尼比ξ１＝ξ２＝０．０２８　５，则其他阶的

阻尼比也将随之确定［２７］．为了方便讨论，所有的数值结

果将通过频率响应函数（ＦＲＦｓ）的形式给出，即所有的

结果均根据激励加速度ｗ··ｂ＝ －ω２　Ｗ０ｅｉωｔ 进行归一化

处理．同时，频率响应函数图中的激励加速度已经根据

重力加速度ｇ＝９．８１ｍ／ｓ２ 做了归一化处理，故下文图

中的｜Ｓｍａｘ｜与｜Ｓ｜均为实际的功率密度最大值与功率密

度除以９．８１２ 得到．因此，挠曲电俘能器系统的输出功率

密度频率响应函数Ｓ可以表示为如下形式：

Ｓ＝Ｒ－１　Ｖ－１［－ｉω∑
∞

ｓ＝１ＵｓＯｓ（λ
２
ｓ －ω２＋

２ｉωξｓλｓ）－
１］２·［（Ｒ－１＋ｉ　ａ３３ＢＬｈ－１ω）＋

∑
∞

ｓ＝１ｉωＵ
２
ｓ（λ２ｓ －ω２＋２ｉωξｓλｓ）］－

２， （３０）

其中，Ｏｓ＝－［ｍ∫
Ｌ

０
ｓ（ｘ１）ｄｘ１＋Ｍｔｓ（Ｌ）＋

Ｍｔｙ
ｄｓ（ｘ１）
ｄｘ１ ｘ１＝Ｌ

］．需要说明的是，后续所有的频率

响应函数将均以模 数 的 形 式 给 出．结 构 振 动 过 程 中，
其 第 一阶振动行为往往是最受关注的，因此本节将只

讨论端部质 量 块 对 挠 曲 电 俘 能 器 第 一 阶 共 振 频 率 点

对应的功率密度的影响．

３．１　端部质量块的质量对挠 曲 电 俘 能 器 最 大

输出性能的影响

　　俘能器 的 输 出 功 率 密 度 是 评 价 俘 能 器 性 能 优 劣

的一个重要指标［２４］．本小节将端部质量块的偏心距 固

定为ｙ６＝ －０．０５，讨论不同质量对挠曲电俘能器全

频域最大输出性能的影响．从 图２（ａ）可 以 发 现，随 着

负载电阻的 增 大，挠 曲 电 俘 能 器 的 最 大 输 出 功 率 密

度先增加后减小，存在一 个 较 宽 大 的 平 台 区，即 在 较

大的负载电 阻 范 围 内，最 大 输 出 功 率 密 度 可 以 达 到

最优值．而在 此 平 台 区，所 对 应 的 外 加 激 励 频 率 随 负

载电阻的增加而增大（图２（ｂ））．结合图２（ａ）和（ｂ）可

以发现，随着端部质 量 块 质 量 的 增 加，挠 曲 电 俘 能 器

的最大输出功率密度对应的激励频率相应地降低，而

最大输出功率密度的数值却升高．这表明，可以通过适

当地增加端 部 质 量 块 的 质 量 来 提 高 挠 曲 电 俘 能 器 功

率输出能力，同时降低挠曲电俘能器的共振频率来匹

配环境频率．这为挠曲电俘能器的性能优 化 提 供 了 一

个方向，类似的现象在压电俘能器中也有发现［２８］．

图２　带有不同质量端部质量块的挠曲电俘能器最大输出功率密度｜Ｓｍａｘ｜（ａ）和相应外加激励频率ｆ（ｂ）随外加负载电阻的变化

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ　ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｐｏｗｅｒ　ｄｅｎｓｉｔｙ｜Ｓｍａｘ｜（ａ）ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｆ （ｂ）ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｅｎｅｒｇｙ　ｈａｒｖｅｓｔｅｒ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｍａｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｉｐ　ｍａｓｓ　ｖｓ　ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｓ
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３．２　端部质量块对挠曲电俘 能 器 最 优 负 载 的

影响

　　图３给 出 了 在 不 同 质 量 和 尺 寸 组 合 的 端 部 质 量

块下，挠曲电俘能器具有最大输出功率密度所对应的

最优负载电阻值（纵坐标表示的参量）．从图３中 可 以

看出，随 着 端 部 质 量 块 质 量 的 增 加，挠 曲 电 俘 能 器 的

最优负载值整体增加；而随着端部质量块偏心距绝对

值的减小（即尺寸的减小），挠曲电俘能器的最优负载

值逐 渐 增 大，并 随 着 端 部 质 量 块 质 量 的 增 加，这 种 趋

势更加明显．同时也可以发现，端部质量块的尺寸对挠

曲电俘能器 最 优 负 载 的 影 响 不 如 端 部 质 量 块 的 质 量

对其的影响大．在实际工况中，挠曲电俘能器作为供电

体，当挠曲电俘能器的梁身尺寸以及外加负载电阻确

定以后，可以通过适当地调节端部质量块的质量与尺

寸使得供电体更匹配实际的工况，从而精细化地提高

挠曲电俘能器的使用效能．

图３　挠曲电俘能器所对应的最优负载电阻

随端部质量块质量与尺寸的变化

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍａｌ　ｒｅｓｉｓｔａｎｃｅ　ｏｆ　ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｅｎｅｒｇｙ
ｈａｒｖｅｓｔｅｒ　ｖｓ　ｔｈｅ　ｓｉｚｅ　ａｎｄ　ｍａｓｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｉｐ　ｍａｓｓ

３．３　端部质量块的尺寸对挠 曲 电 俘 能 器 输 出

功率密度的影响

　　许多关于带端部质量块俘能器的数 值 模 拟 分 析

一般将端部质量块视为质点模型来处理［２７，３３］，这也给

结果 带 来 了 一 定 的 误 差．因 此，考 虑 端 部 质 量 块 的 尺

寸，讨论其偏心距对输 出 功 率 密 度｜Ｓ｜的 影 响 很 有 必

要．本节中的所有输出功率密度结果均在 俘 能 器 的 最

优外加负载电阻情况下得到，即不同端部质量块的质

量和尺寸的 组 合 所 对 应 挠 曲 电 俘 能 器 的 最 优 负 载 电

阻按照图３中的数据选取．图４给出了一 阶 共 振 点 附

近，在不同端部质量块质量和尺寸下输出功率密度的

变化曲线．
由图４可知：一 方 面，端 部 质 量 块 尺 寸 的 减 小 和

质量的增加可以提高挠曲电俘能器的输出功率密度，
同时也可以降低所对应的外加激励频率，并且质量对

俘能器输出响应和频率的影响比尺寸更 加 明 显．另 一

方面，从端部质量块的尺寸对质点模型带来的误差可

以看 出，当 端 部 质 量 块 的 质 量 较 大 时，其 被 视 为 质 点

模型所带来的误差也较大．这可为在建模 时 是 否 能 够

将端部质量 块 视 为 质 点 模 型 来 简 化 计 算 提 供 一 定 的

理论参考依据．

图４　挠曲电俘能器的一阶输出功率密度随外加激励频率和偏心距的变化

Ｆｉｇ．４ Ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｏｒｄｅｒ　ｏｆ　Ｓｏｆ　ｔｈｅ　ｆｌｅｘｏｅｌｅｃｔｒｉｃ　ｅｎｅｒｇｙ　ｈａｒｖｅｓｔｅｒ　ｖｓ　ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ａｎｄ　ｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ
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４　结　论

针对带端 部 质 量 块 的 悬 臂 梁 型 挠 曲 电 俘 能 器 结

构，本研究基于Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型和电吉布斯自

由能 理 论，利 用 挠 曲 电 材 料 的 变 分 方 法，推 导 了 带 端

部质量块的 悬 臂 梁 型 挠 曲 电 俘 能 器 的 机 电 耦 合 动 力

学控制方程和相应的力电边界条件．利用 分 离 变 量 法

推导了模型 在 短 路 电 学 条 件 下 的 振 型 正 交 条 件 和 归

一化振型参数；并结合模态叠加法推导出了挠曲电俘

能器在简谐激励条件时，模态坐标系下动力学响应的

解析形式．通过数值算例分析，进一步讨论了端部质量

块的质量和尺寸对挠曲电俘能器的输出功率密度、对

应的外加激励频率以及最优负载电阻的 影 响．结 果 表

明，端部质量块质量的增加可以显著提高挠曲电俘能

器的输出功 率 密 度 并 且 降 低 俘 能 器 所 需 的 外 加 激 励

频率．而最优负载电阻随着端部质量块质量的增加、尺
寸的减小而增加．通过对端部质量块偏心 距 的 分 析 发

现，当 端 部 质 量 块 质 量 不 太 大 时，将 其 视 为 质 点 不 会

出现很大误差．本研究结果可以为挠曲电 俘 能 器 端 部

质量块质量和尺寸的选择提供一定的理论依据．
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