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摘要 

I 

摘要 

三角网格相比于四边形网格、Voronoi 图等平面表达方式具有高自由度、简

单数据结构等特点，在计算机图形学、动画和游戏等方面都得到普遍应用。同构

三角网格是计算机动画、形状插值等应用的核心，目前在两个平面形状的三角剖

分之间寻找一种好的同构映射关系仍然是一个研究热点。 

已有的同构三角剖分算法有很多不足，如生成的三角网格质量不佳、三角网

格应用比较局限等问题。为了改善三角网格质量，我们使用尽可能刚性的局部单

射匹配的方法获得同构三角网格，并加入基于目标三角网格初步映射的预处理优

化方法和基于源形状和目标形状三角网格对应三角形面积尽量相等的优化方法。 

我们的方法分为两个部分：第一，获得同构三角网格。先提取源形状和目标

形状的特征顶点，之后手动匹配特征顶点。利用带约束边的 Delaunay 三角剖分

生成源形状的三角网格。把源形状三角网格的边界顶点映射到目标形状边界，然

后利用尽可能刚性的局部单射匹配的方法将源形状三角网格内部的顶点映射到

目标形状内部，这样就获得了同构三角网格。 

第二，优化目标形状三角网格。我们的方法获得的同构三角网格是将源形状

三角网格的内部顶点通过尽可能刚性的局部单射映射到目标形状内，可以看成是

三角网格变形后，计算内部顶点坐标，实际上是变形问题。对于一些特殊例子，

如源形状“S”和目标形状“U”的例子中，“S”的三角剖分网格不能平滑过渡

到“U”的三角剖分网格，利用基于目标三角网格初步映射的预处理优化方法可

以解决这个问题。最后，利用源形状三角网格和目标形状三角网格对应三角形面

积尽量相等的优化方法，就能获得高质量的同构三角网格。 

与已有的同构三角剖分算法比较，我们的方法提高了三角网格的质量，减少

了狭长三角形的数量、三角形的扭曲和退化等问题，使得生成的同构三角剖分网

格在插值应用中，变形过程更加平滑连续。 

关键词：平面形状；同构三角剖分；插值
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Abstract 

II 

Abstract 

Compared with quadrilateral meshes, Voronoi diagrams and other planar 

expressions, the triangular meshes have high degree of freedom, simple data structure, 

and so on. The triangular meshes are widely used in computer graphics, animation, 

computer games, and other fields. The compatible triangular meshes are the core of 

computer animation, shape interpolation and other applications, and it is still a 

research hotspot to find a good compatible mapping relationship between two planar 

shapes.  

The previous compatible triangulations algorithms have many disadvantages, 

such as the generated triangular meshes have poor quality and the application of the 

triangular meshes are very limited. In order to improve the quality of the triangular 

meshes, we use a method of generating compatible triangulations based on locally 

injective mappings, and use the preprocessing optimization based on the initial 

mapping of the target triangular meshes and the optimization based on the areas of the 

corresponding triangle of the source triangular meshes and the target triangular 

meshes are as equal as possible.  

Our method is divided into two parts. First, the formation of compatible 

triangulation. We select feature points of the source shape and the target shape and 

manually match the feature points on the source shape and the target shape. We use 

constrained Delaunay triangulation to generate the triangular meshes of the source 

shape polygon. The boundary vertices of triangular meshes of the source shape are 

mapped onto the boundary of the target shape, then the vertices inside the triangular 

meshes of the source shape are mapped to the inside of the target shape polygon by 

using the locally injective mappings, thus we will get the compatible triangulations of 

the source polygon and the target polygon. 

Second, the optimization of triangular meshes of the target shape polygon. Our 

approach is to map the vertices inside the source shape polygon to the inside of the 

target shape polygon by the locally injective mappings. It can be seen as a question of 

finding the new vertices coordinates of the triangular meshes after the triangular 

meshes are deformed, and it is actually a deformation problem. However, for some 

special examples, the triangular meshes of the source shape ‘S’ can not smoothly 

transition to the triangular meshes of the target shape ‘U’. This problem can be solved 

by using the preprocessing optimization based on the initial mapping of the target 

triangular meshes. Finally, high quality compatible triangulations are obtained by 

using the optimization based on the areas of the corresponding triangle of the source 

triangular meshes and the target triangular meshes are as equal as possible. 

Compared with the previous compatible triangulations algorithms, our algorithm 

improves the quality of the triangular meshes, and reduces the number of narrow 

triangles and the distortion and degeneration of triangles, and makes the compatible 

triangulations more widely used in interpolation. It also makes the deformation 

process more smooth and continuous. 

Key words: planar shapes; compatible triangulations; interpolation 
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第一章 绪论 

1 

第一章 绪论 

1.1 同构三角剖分概述 

在计算机辅助工程（CAE，Computer Aided Engineering）里，三角网格是平

面图形或者三维曲面离散化的表达形式之一，采用三角面片组合对平面或者曲面

进行拟合，使其满足计算机处理和有限元分析的需要。三角网格相比于四边形网

格、Voronoi 图等平面表达方式具有高自由度、简单数据结构等特点，由于三角

网格具有这些优势而被广泛应用于计算机图形学、计算机视觉、CAD、动画和

游戏等领域。 

现有的三角剖分算法已经非常成熟了，目前在两个平面形状的三角剖分网格

之间寻找一种好的同构映射关系还是一个研究热点。同构三角网格含有同一种拓

扑结构和三个共同特点：第一个是源和目标三角网格的所有顶点逐一匹配；第二

个是源和目标三角网格的边逐一匹配，边连接的两个顶点也是逐一匹配；第三个

是源和目标三角网格边界顶点的分布顺序相同。例如图 1-1 中，多边形（a）和

（b）的映射关系是对应的字母顺序，多边形（a）中的三角形（a,b,c）与多边形

（b）中的三角形（a’,b’,c’）匹配，多边形（b）中找不到与三角形（a,c,d）匹配

的三角形，所以多边形（a）和（b）的三角网格不是同构。为了使两个三角网格

是同构的，我们必须改变顶点映射关系或者重新三角剖分，如图 1-2 所示，多边

形（a）和（b）中的每个三角形相互匹配。 

然而，已有的三角剖分算法[1]已经不能满足质量好的同构三角网格的需求。

高质量的同构三角网格有以下四个特点：第一，源形状和目标形状三角网格均匀

分布；第二，源形状和目标形状三角网格中三角形的形状相似；第三，根据源形

状和目标形状的局部扭曲程度适当增加或者减少三角网格的数量；第四，狭长三

角形数量尽量少。质量好的同构三角剖分网格可以减少在形状插值过程中产生三

角形扭曲、退化和翻转等问题，从而获得更好的三角网格插值序列。 

目前，同构三角剖分常见的处理方法有添加内部辅助点（Steiner 点）、改变

三角形的数量、改变顶点的连接关系等。本文将使用已有的三角剖分算法生成源

形状三角网格，然后使用尽可能刚性的局部单射匹配的方法生成目标形状三角网
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格，最后优化目标形状三角网格，从而获得高质量同构三角剖分网格。 

 

 

(a)                    (b) 

图 1-1 非同构的三角网格 

 

(a)                    (b) 

图 1-2 同构的三角网格 

1.2 同构三角剖分应用 

同构三角网格已经普遍运用在计算机图形学、CAD、动画和游戏等方面。

CG（Computer Graphics）动画使用计算机图形学知识，运用软件生成动态物体

画面。在影视领域，CG 动画技术不断提高，现在的三维动画、三维计算机游戏

和电影特效已经成为朝阳的经济产业。从上世纪九十年代的《终结者 2》上映到

前几年的《阿凡达》引起的巨大社会反响，我们深刻地感受到 CG 动画质的飞跃。

电影《玩具总动员》是完全意义上用计算机动画制作出来的第一部电影，其突破

了数字技术在电影行业里的使用壁垒，为动画电影开启了一个全新的发展方向。
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2005 年发布的游戏《魔兽世界》凭借着壮观的场面、绚丽多彩的背景、高精度

仿真的环境得到了无数游戏玩家的好评，让无数玩家领会到了 CG 的无限魅力。

CG 技术利用先进的科技已经推翻了过去单一的二维世界，开启了绚丽多彩的全

新三维图形世界。 

 

  

(a)                   (b)                    (c) 

图 1-3 CG 动画技术应用（图片来自网络），（a）CG 技术应用于计算机游

戏，(b) CG 技术应用于动画电影，(c) CG 技术应用于建筑制图 

 

现在 CG 技术在建筑上也普遍使用。纵观整个建筑发展史，从文艺复兴时期

建筑师手绘油画和制作建筑模型，到 20世纪80年代利用计算机制作建筑平面图、

立体图、切面图，再到 90 年代的静态渲染技术，最后到现在建筑动画与 VR 技

术开始走上建筑史的舞台，并且扮演着重要角色。 

Morphing（变形）作为计算机动画的重要基础之一，逐渐受到重视。变形通

常称作形状融合（Shape Blending）或者形状插值（Shape Interpolation），在给定

两个多边形的情况下，为了生成中间连续平滑的多边形的过程
[6]
。Morphing（变

形）使用计算机图形学和数字几何处理等知识来实现动画。图 1-4 是一个变形的

例子，自由女神像变形到基督雕像。 

 

 

(a)              (b)               (c)              (d) 

图 1-4 自由女神像逐渐变形到基督雕像[7]，(a)是自由女神像，(d)是基督雕像 

 

变形技术研究的主要内容是求出源形状和目标形状的顶点匹配关系和顶点
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位移过程中的新位置，也就是生成中间逐渐变化的形状，同时要使这些中间形状

连续平滑。类似的在计算机动画中给出两个关键帧，利用渐变方法生成中间帧，

最后将所有帧连续播放就实现了动画的效果。变形质量的评价往往和个人的审美

标准有关，对于同一个变形过程可能会产生截然不同的评价，现在学术界认为一

个好的变形过程往往具有以下三个特点：第一个是变形过程中形状的轮廓应该尽

可能平滑；第二个是源形状和目标形状共有的某些特点应该尽量保留；第三个是

变形过程中形状的角度和边尽量光滑变化。同构三角网格是变形的重要基础，因

此是我们讨论的重点。 

变形问题最快速的求解方式是线性插值源形状和目标形状，使得源形状的变

化路径是一条直线，同时源形状顶点插值到目标形状顶点的过程保持着匀速直线

变化。虽然我们提供的源形状和目标形状是一对简单的形状，但是变形过程中多

边形会出现退化的情况，一些顶点退化成一个顶点，甚至会出现边自交的情况，

导致特征误差较大、变形不合理，最终得到的结果不够理想。图 1-5 是线性变形

的例子，(a)中大象变化到长颈鹿，轮廓融合出现了顶点退化的情况[7]，（b)中出

现边自交[5]。 

 

(a) 

 

(b) 

图 1-5 利用线性方法插值轮廓顶点 

 

现在关于变形的顶点路径问题研究大部分都集中在如何消除边自交和保持

中间形状的几何特征上。现在很多方法对于不同的例子都能得到不错的效果，例

如 Sederberg
[8]
和 Shapira

[9]
提出的方法。然而只有使用同构三角剖分网格进行变形

才能尽量保留变形中间形状的所有特征，本文将重点研究如何生成高质量的同构
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三角剖分网格。 

1.3 国内外研究现状 

1.3.1 同构三角剖分 

以前的同构三角剖分方法分成两种：第一种是将源形状和目标形状都转化到

另一个空间[3]，第二种是迭代地分割源形状和目标形状直到两个形状都分解成一

系列三角片[10]。Aronov
[2]等人使用一个辅助凸多边形构造同构三角网格。通过在

两个三角网格内部加入大量的 Steiner 点也可以构造一个线性分段同构体。为了

减少引入 Steiner 点，Alexa
[7]等人使用了 Delaunay 三角剖分。Kranakis 和 Urrutia

[3]

提出源形状多边形和目标形状多边形发生变形处的顶点数量可以影响 Steiner 点

的数量，也就是多边形中凹点数量影响加入 Steiner 点的数量。虽然他们提出的

这些方法能够很大程度上减少 Steiner点的数量，但是这些算法可能会导致 Steiner

点出现在多边形的边上，扩大了多边形的边界，最终可能使得算法不收敛。此外，

这些方法在概念上虽然很简单，它们却需要很高的计算时间开销，这些方法并不

适用于实时处理。 

Gupta和Wenger
[4]使用分而治之的方法迭代的把源形状多边形和目标形状多

边形分割成多个子多边形，使用链接路径的方法引入很少量的 Steiner 点，然而

他们的算法不适用于顶点很少的多边形。在 Suri
[10]方法的基础上 Surazhsky 和

Gotsman
[5]进行了算法融合，简化了 Gupta 和 Wenger

[4]的方法，并且改善了算法

和大量数据结构，这种新的重新三角剖分方法只需要引入少量的 Steiner 点就能

够大幅度提高三角剖分网格的质量。2009 年 Baxter 等人[11]在寻找同构链接路径

新方法的基础上，使用类似 Surazhsky 和 Gotsman
[5]的算法同构分割源形状和目

标形状。尽管他们计算链接路径方法的速度比 Surazhsky 和 Gotsman
[5]
的快，但

是狭长三角形的数量过多。Liu 等人[19]提出一种新方法构造同构三角剖分网格，

先将源形状和目标形状同构凸分割成一系列小凸多边形，然后对源形状和形状目

标进行 Delaunay 三角剖分，接着使用 Floater 均值坐标来计算重心坐标，并利用

重心坐标将源形状三角网格的顶点映射到目标形状，最后对同构三角剖分网格进

行优化，就能获得较好的同构三角网格。但是对于一些源形状和目标形状差异较

大的特殊例子，该方法得到的结果会出现一些三角形扭曲、退化等问题。 
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为了提高三角网格质量，减少狭长三角形数目、扭曲和退化，使得生成的同

构三角剖分网格在插值中变形过程中更加平滑连续。我们使用尽可能刚性的局部

单射匹配的方法[20]求出源形状和目标形状的同构三角剖分网格，并加入基于目标

三角网格初步映射的预处理优化方法和基于源形状和目标形状对应三角形面积

尽量相等的优化方法，最后获得高质量同构三角网格。我们的算法需要四个步骤：

第一，选取源形状和目标形状的特征顶点；第二，获得源形状三角网格；第三，

把源形状的三角网格的边界顶点映射到目标形状上，然后利用基于尽可能刚性的

局部单射匹配的方法将源形状三角网格内部的顶点映射到目标形状内部；第四，

优化目标形状三角网格。 

1.3.2 平面形状变形 

平面形状变形通常包含两部分:顶点匹配与顶点位移路径计算[8]。目前大部

分工作是关于两个形状的变形插值。2000 年，Alexa 等人[7]提出了尽可能保持三

角形刚性形变的方法，分开插值仿射矩阵的旋转与放缩分量，这使得变形过程更

加平滑。关于旋转分量的问题 Fu
[22]和 Baxter

[13]等人也进行了相关讨论。2006 年，

Dong Xu 等人[12]提出了基于泊松方程的 3D 变形方法，这种方法能够产生满足视

觉审美的形状变形。由于使用了刚性插值方法，所以也存在该方法的缺陷。由于

旋转分量不固定，这就使得插值结果出现错误。为了弥补这些不足，2008 年 Baxter

等人[13]提出了固定分配旋转分量的方法。Sumner 和 Popovic 提出了将源 3D 三角

网格变形为目标 3D 三角网格的方法，然而他们的算法只适用于相近的源模型和

目标模型。Li 等人[14]为 Hermite 插值[15]提出了能够应用于形状变形的 Cubic 均值

坐标。Surazhsky 等人[1]为了避免变形过程中出现相交的情况，提出了一种新的

方法，但是算法对输入的源形状多边形和目标形状多边形的要求必须是凸多边

形，这种情况并不是所有例子都能满足。2D形状变形还有一些方法，例如Chao
[63]、

Bao
[65]和 Hu

[64]等人的关于物理的插值方法。Chen 等人[62]提出的变形方法保留了

形状的光滑、扭曲等性质。Lipman
[24]、Sheffer

[21]和 Xu
[12]等人提出了基于微分坐

标的插值方法，由于这些插值方法是在元素集基础上利用最小二乘法求解一个全

局最优问题，所以不能控制中间形状的局部扭曲。 

边界线的插值是形状插值的另一个研究主题。2002 年，Jiang 等人
[16]
通过标

识顶点的序列来表示曲线。Srivastava 等人[17]为曲线变形分析引入了平方根速度，
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