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中中中文文文摘摘摘要要要

本文研究了无割边无环的连通图G = (V,E)的Tutte多项式和Jones多项式的极端

项系数。

设 ti,j为图G的Tutte多项式T (G; x, y)中xiyj项的系数。我们通过色多项式的圈

格和流多项式的键格的第 0层至第 3层元素，修正了已知结果 t0,m−n−1及 t1,m−n−1的

值，并且得到了 t0,m−n−2和 tn−4,0。

利用Jones多项式与Tutte多项式的关系，将Tutte多项式极端项的系数特殊化

到Jones多项式，验证了已知结果，并进一步给出了Jones多项式中 t|E|−3 , t2和 t3项的

系数。

关键词：Jones多项式，Tutte多项式，系数，Möbius函数，色多项式，流多项式。
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Abstract

In this paper, we study expressions of several extreme coefficients of the Tutte and
Jones polynomials of a graph G , which is bridgeless, loopless and connected.

Let ti,j be the coefficient of xiyj in the Tutte polynomial T (x, y) of G . With the aid
of bond lattice and circuit lattice, we first revise the expressions of t0,m−n−1 and t1,m−n−1

obtained by Gong and Jin, and then obtain t0,m−n−2 and tn−4,0 .

Using the relation between the Jones polynomial and the Tutte polynomial, we check
some known results on the extreme coefficients of Jones polynomials and further obtain
coefficients of t|E|−3 , t2 and t3 .

Key Words: Jones polynomial; Tutte polynomial; extreme coefficients; Möbius function;
chromatic polynomial; flow polynomials.
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第第第一一一章章章 预预预备备备知知知识识识

1.1 基基基本本本符符符号号号

本文中我们所讨论的图均为有限图，允许平行边和环的存在。设G = (V,E)是

顶点集为V ，边集为E的图，分别将图G的顶点数、边数和分支数记为n =

n(G)、m = m(G) 和 c = c(G) 。对于A ⊆ E，G[A] 表示由边子集A诱导出

的子图。G/A表示G收缩A中所有的边得到的图。从G中删除A中所有的边，

我们得到G − A，从G 中删除E中A外所有的边得到的子图我们记为G|A，
即G|A = G − (E \ A)。用 ρ(G|A) 表示图G|A 的秩n − c(G|A)， γ(G|A) 表示
图G|A的零度 |A| − n + c(G|A) 。顶点数为n的空图、完全图、路以及圈分别记

为En、Kn、Pn和Cn。

1.2 图图图的的的序序序列列列类类类与与与平平平行行行类类类

图G = (V,E)的边集E中所有具有共同顶点的极大边子集称为G的一个平行

类。如果一个平行类只含有一条边，我们称这个平行类是平凡的平行类。我们

用 p(G)和 p∗(G)分别表示图G的平行类及非平凡的平行类的数目。显然所有平行类

是一种G的边划分。

序列类是图G的一个极大边子集，满足去掉这个边子集中的任意两条边都会

增加图的连通分支数。设G是无割边的连通图，C ⊆ E，C是图G的一个序列类

的充要条件是 c(G − C) = |C| 且G − C无割边。只含有一条边的序列类是平凡序

列类。序列类和非平凡序列类的数目记为 s(G)和 s∗(G)。所有序列类也是一种边划

分[1]。

序列类S = {e1, e2, ..., ek}可以表示为下图所示结构，G−S = G1∪G2∪...∪Gk并

且每个Gi(i = 1, 2, ..., k)连通无割边[1]。

1.3 偏偏偏序序序集集集、、、格格格与与与Möbius函函函数数数

对于偏序集 (P,≤)，若P 中存在最小元和最大元，则分别将其记为 0̂ 和 1̂。闭

区间 [x, y] = {z|x ≤ z ≤ y}。任意两个元素都可进行比较的子偏序集称作链。对于
任意 x ∈ P 若所有将 x作为最大元的极长链都有相同的长度 l，那么我们说P 是一

个分次偏序集， l是x的秩，记作 rk(x)。若P 中任意两个元素都有最小上界和最大

下界，我们称P 是关于偏序≤作成一个格。如果P 中的每一个区间都是有限的则

说P 是局部有限的。
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第一章预备知识

图图图 1.1 序序序列列列类类类结结结构构构

定义在局部有限的偏序集P 上的Möbius函数为：

µ(x, y) = 1, 如果 x = y,

µ(x, y) = 0, 如果 x � y,

Σ
x≤z≤y

µ(x, z) = 0, 如果 x < y.

1.4 Tutte多多多项项项式式式与与与Jones多多多项项项式式式

1.内内内活活活动动动度度度与与与外外外活活活动动动度度度

用 1, 2, · · ·,m对G的边进行标号。设T 是G的生成树，对于 e ∈ T ， e是其所

确定的图G的键中标号最小的边，称 e相对于T 是内活动的，T 上内活动边的条

数是T 的内活动度。对于 e /∈ T ， e是与T 所确定的圈中标号最小的边，称 e相对

于T 是外活动的，T 上外活动边的条数是T 的外活动度。

2. Tutte多多多项项项式式式

图G = (V,E)的Tutte多项式T (G;x, y)是一个双变量的多项式[2]，定义如下：

T (G; x, y) =



1 如果 E = ∅

xT (G/e;x, y) 如果e是割边

yT (G− e; x, y) 如果e是环

T (G/e;x, y) + T (G− e; x, y) 如果e非割边非环。

在对图G进行删缩边直至空图的过程中，边的选取顺序不影响Tutte多项式的表
达式。
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第一章预备知识

Tutte多项式也可以通过用图的秩与零度来定义

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

(x− 1)ρ(E)−ρ(G|A)(y − 1)γ(G|A).

连通图G的Tutte多项式还可以利用该图的生成树来计算：

T (G; x, y) =
∑
i,j

tijx
iyj,

这里 tij是图G的内活动度为 i外活动度为 j的生成数的数目。当边数大于

0时， t00 = 0。当边数大于 1时， t01 = t10，被称为 β不变量。 β不变量不为 0，则
该图是无环并且2-连通[3][4]。

同时，Tutte多项式还可以用卷积公式表示如下[5]：

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

T (G/A;x, 0)T (G|A; 0, y). (1.1)

当图G为平图时，我们有Tutte多项式的对偶公式

T (G;x, y) = T (G∗; y, x),

这里G∗是G的对偶图。

3. Jones多多多项项项式式式

图G的Jones多项式 JG(t)可以表示为Tutte多项式的一种特殊形式[1]：

JG(t) = (−1)n−ctm−n+cT (−t,−t−1). (1.2)

1.5 色色色多多多项项项式式式与与与流流流多多多项项项式式式

1.色色色多多多项项项式式式、、、流流流多多多项项项式式式与与与Tutte多多多项项项式式式的的的关关关系系系

图G 的色多项式C(G;λ)用来计算图G 的正常λ着色的数目，流多项

式F (G;λ)给出了G的处处非零A流的数目，其中A 是有限Abelian 群，该群的

单位元是 0， |A| = λ。色多项式和流多项式与Tutte多项式的关系如下：

C(G;λ) = (−1)ρ(E)λcT (G; 1− λ, 0), (1.3)

F (G;λ) = (−1)γ(E)T (G; 0, 1− λ). (1.4)

2.色色色多多多项项项式式式、、、流流流多多多项项项式式式用用用Möbius函函函数数数表表表示示示

(1)与色多项式有关的图G = (V,E)的键格构造：若图G = (V,E)是一个无环

的图。图G的一个键H为G的一个生成子图，H ⊆ G，其中H的每个连通分支
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第一章预备知识

都是G 的一个点导出子图，偏序集L(G) = {H : H 是一个键 }构成了一个格，
偏序关系是顶点细分的程度，即：L(G)中的两个元素K 和H，K ≤ H 表示K

的顶点划分 {V (K1), ..., V (Ks)} 比H 的顶点划分 {V (H1), ..., V (Ht)}更为精细，其
中K1, ..., Ks均为K的连通分支，H1, ..., Ht 为H 的连通分支。格L(G) 为分次格，

元素的秩为 rk(H) = ρ(H)。

定理 1.1 ( Gian-Carlo Rota [6])如果G是一个无环图，那么

C(G;λ) =
∑

H∈L(G)

µ(En, H)λc(H). (1.5)

当G出现重边时，我们只需把G中的重边替换为单边，则定理依然成立。

(2)与流多项式有关的图G = (V,E)的圈格构造：若图G = (V,E)无割边，存在

一个格L′(G) = {H:H是G的无割边的生成子图}，如果H1,H2是L′(G)中的两个元

素且E(H1) ⊇ E(H2)，那么H1 ≤ H2。这个格中元素的秩 rk(H) = γ(G)− γ(H)。

定理 1.2 ( Gian-Carlo Rota [6])如果图G无割边，则

F (G;λ) =
∑

H∈L′(G)

µ(G,H)λγ(H). (1.6)
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第第第二二二章章章 Tutte多多多项项项式式式极极极端端端项项项系系系数数数结结结果果果的的的修修修正正正与与与推推推广广广

2.1 已已已知知知结结结果果果

Helin Gong和Xian’an Jin在文章[7]中关于Tutte多项式的极端项系数得到如下结
论：

定理 2.1 设G = (V,E)是一个无割边无环的连通图，则：

(1)t0,m−n+1 = 1.

(2)t0,m−n = n+ s(G)−m− 1.

(3)t0,m−n−1 =
(
m−n+1

2

)
− (m − n)s(G) +

∑
C∈CG

[s(G;C) − 1],s(G;C)是包含在边

集C中的G的序列类的数目。

(4)t1,m−n = s∗(G).

(5)t1,m−n−1 = −s∗(G)(m− n) +
∑
A⊆E

E\A是非平凡的序列类

s(G|A) + |C ∗
G|.

CG表示集合{C ⊆ E : c(G−C) = |C| − 1, G−C无割边}，C ∗
G表示集合{C ⊆ E :

c(G− C) = |C| − 1, G− C无割边且G/(E − C)无环}。

定理中的(5)存在一些小问题，下文中将说到对这项的修改，同时我们对(3)进行
了改写，另外还表示出了 ym−n−2的系数 t0,m−n−2，也将在下文中进行说明。

文[7]中，作者还得到：

定理 2.2 设G = (V,E)是一个无割边无环的连通图，则：

(1)tn−1,0 = 1.

(2)tn−2,0 = p(G)− n+ 1.

(3)tn−3,0 =
(
n−1
2

)
− (n− 2)p(G) +

(
p(G)
2

)
−∆(G̃)，这里图G̃是将图G中的每一个

平行类都用单边替代得到的图，∆(G̃)是图 G̃中三角形的数目。

(4)tn−2,1 = p∗(G).

(5)tn−3,1 = −p∗(G)(n− 2) +
∑
A⊆E

A是非平凡的平行类

p(G/A) + ∆(G̃).

我们在下一节中进一步得到了tn−4,0的表达式。
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第二章 Tutte多项式极端项系数结果的修正与推广

2.2 修修修正正正与与与推推推广广广

1.符符符号号号介介介绍绍绍

总假设G是连通、无割边、无环的图。

两个顶点之间由三条不交的长为 k1, k2, k3 ≥ 1路连接形成的图为Θ图(图2.1)，
记为Θ(k1, k2, k3)。S ⊆ E(G)，称S为SΘ类型的边子集，若S = S1∪S2∪S3，Si ⊆
E(i = 1, 2, 3)， k1, k2, k3 ≥ 1 且G的结构如图2.2所示，还需满足G− S = G1 ∪G2 ∪
...∪Gk1+k2+k3−1，每个Gi(i = 1, 2, ..., k1 + k2 + k3 − 1) 连通且无割边。(S1, S2, S3 的

边分别用红色、黑色、绿色表示。)用Θ(G)表示图G中边集为SΘ类型的边子集数

目。

图图图 2.1 Θ(k1, k2, k3) 图图图 2.2 SΘ类类类型型型的的的边边边子子子集集集

两个不交的长为 k1, k2 ≥ 1的圈在某一顶点进行顶点粘接形成的图

为∞图(图2.3)，记为∞(k1, k2)。S 为S∞ 类型的边子集，若S = S1 ∪ S2，Si ⊆
E(i = 1, 2) ， k1, k2 ≥ 1且G的结构如图2.4所示，还满足G − S = G1 ∪ G2 ∪ ... ∪
Gk1+k2−1，每个Gi(i = 1, 2, ..., k1+k2−1) 连通且无割边。(S1, S2的边分别用红色、

黑色表示。)用∞(G)表示图G中边子集为S∞ 类型的数目。

图图图 2.3 ∞(k1, k2) 图图图 2.4 S∞类类类型型型的的的边边边子子子集集集

DG = {C ⊆ E : c(G− C) = |C| − 2, G− C无割边}
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第二章 Tutte多项式极端项系数结果的修正与推广

Θ(G;C)是包含在边集C中的SΘ类型的边子集的数目，类似地，∞(G;C)是包

含在边集C中的S∞类型的边子集的数目， s(G;C)为包含在边集C中的G的序列

类的数目。

FG̃ = {C ⊆ Ẽ : c(G̃|C) = n− 3}，图G将非平凡的平行类替换为简单边后得到

图 G̃， G̃的边集为 Ẽ。

r1(C), r2(C), r3(C)为边集C中包含P3，P2 ∪ P2，C3的数目， p(G̃;C)是包含

在C中的 G̃ 的平行类的数目。

2.主主主要要要结结结论论论

定理 2.3 设G = (V,E)是一个无割边无环的连通图，则：

(1)t0,m−n−1 =
(
m−n+1

2

)
− (m− n)s(G) +

(
s(G)
2

)
−Θ(G)

=
(
s(G)−m+n

2

)
−Θ(G),

(2)t0,m−n−2 = −
(
m−n+1

3

)
+
(
m−n
2

)
s(G)− (m− n− 1)

((
s(G)
2

)
−Θ(G)

)
+

∑
C∈DG

[2Θ(G;C) +∞(G;C)− s(G;C) + 1],

(3)t1,m−n−1 = −s∗(G)(m− n) +
∑
A⊆E

E\A是非平凡的序列类

s(G|A) + Θ(G).

令ω1 = 1− x ,ω2 = 1− y利用等式(1.1)(1.3)和(1.4)，我们得到，

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

T (G/A;x, 0)T (G|A; 0, y)

=
∑
A⊆E

[
(−1)n(G/A)−c(G/A)+|A|−n+c(G|A)ω

−c(G/A)
1 C(G/A;ω1)F (G|A;ω2)

]
.

(2.1)

定理证明中我们要求G/A是无环的，G|A无割边，否则会有C(G/A;ω1) = 0或

者F (G|A;ω2) = 0。

证证证明明明：：： (1) 对A的边数进行讨论，我们发现 ym−n−1及 ym−n−2仅出现在 |A| =
m情况中。
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第二章 Tutte多项式极端项系数结果的修正与推广

当 |A| = m时，G/A = K1，G|A = G，这种情况下对2.1式的贡献为：

(−1)m−n+1[ωm−n+1
2 +

∑
H∈L′(G)
rk(H)=1

µ(0̂, H)ωm−n
2 +

∑
H∈L′(G)
rk(H)=2

µ(0̂, H)ωm−n−1
2

+
∑

H∈L′(G)
rk(H)=3

µ(0̂, H)ωm−n−2
2 + · · ·]

= ym−n+1 + (−1)[(m− n+ 1) +
∑

H∈L′(G)
rk(H)=1

µ(0̂, H)]ym−n

+ [

(
m− n+ 1

2

)
+ (m− n)

∑
H∈L′(G)
rk(H)=1

µ(0̂, H) +
∑

H∈L′(G)
rk(H)=2

µ(0̂, H)]ym−n−1

+ (−1)[

(
m− n+ 1

3

)
+

(
m− n

2

) ∑
H∈L′(G)
rk(H)=1

µ(0̂, H)

+ (m− n− 1)
∑

H∈L′(G)
rk(H)=2

µ(0̂, H) +
∑

H∈L′(G)
rk(H)=3

µ(0̂, H)]ym−n−2 + · · ·.

(2.2)

i)令H = G−A ∈ L′(G)， rk(H) = 1可得 γ(H) = m−n，即 |A| = c(G−A) ,也
就是： ∑

H∈L′(G)
rk(H)=1

µ(0̂, H) =
∑

A⊆E,|A|=c(G−A)
G−A无割边

(−1) =
∑

A是序列类

(−1) = −s(G).

ii)当H ′ = G − A′ ∈ L′(G) , rk(H ′) = 2时，A′ − A也为G − A的一个序列类。

若一个不连通图的每一个分支都是无割边的，则它的序列类定义为各个分支序

列类的并。可表示为下图A = {e11, e12, ..., e1k}, A′ − A = {e21, e22, ..., e2k2}，H ′ =

G1∪G2∪ ...∪Gk1+k2−1,每个Gi(i = 1, 2, ..., k1+k2−1) 连通且无割边。(A与A′−A分

别用红色和黑色表示。)

不失一般性，设A′中 e11与 e1k1连接相同的连通分支Gi(i = k1, ..., k1 + k2 − 1)，

我们得到A′是上文所说的S∞ 类边，否则A′ 为SΘ 类边。

SΘ类边包含图G的三个序列类，Möbius函数值为 2，此类边的数目
为Θ(G)。S∞类边包含图G的两个序列类，Möbius函数值为 1，此类边的数目
为∞(G) =

(
s(G)
2

)
− 3Θ(G)。

我们可以得到：
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