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基于局部单射的平面形状插值形变 
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摘  要: 在只给出用简单多边形表示的两输入形状的情况下, 实现一种简单易用、自然高效的形状插值方法. 首先利

用基于形状感知的特征匹配算法生成源形状和目标形状之间的匹配; 之后在源形状上构造三角剖分, 并通过求解映

射到目标形状上的尽量刚体的局部单射得到同构三角剖分; 最后利用扭曲有界的插值方法得到中间序列. 实验结果

表明, 该方法构造的形变结果能较好地体现源形状和目标形状的特征对应信息, 形变过程自然, 扭曲较小. 
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Abstract: This paper presents an efficient and easy-to-use planar shape interpolation method, given two input 

shapes represented by simple polygons. We firstly used a perception-based feature matching algorithm to match 

the feature points in the source shape with the target shape, then built compatible triangulations by constructing a 

locally injective mapping between the source and target shapes. Finally, an interpolation method with bounded 

distortion was adopted to get intermediate frames. Experimental results show that the interpolation results by our 

method can well reflect the feature correspondences between the source and the target shapes, and the resultant 

deformation is visually pleasing with less distortion. 
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形状插值在 CAD 中扮演着重要的角色, 如何

设计并实现一个高效准确的形状插值序列一直是

被广泛研究的热点问题[1-2]. 形状插值最简单的应

用便是通过输入的 2个不同形状来生成计算机动画

序列的中间帧 . 在不同的应用下对形状插值的要

求也不同 , 所以对形状插值的方法好坏也没有一

个统一的标准. 大多数情况下, 能够尽可能地保持

图形的基本几何特征是极其重要的, 因为输入的形

状各异, 扭曲肯定是无法避免的, 所以只能尽可能

地减少扭曲与误差.  

通常, 形状插值形变可以分为 2个子问题: 一

是输入形状之间特征值匹配问题 , 二是对插值方

法的设计和使用 . 现有的方法要么着眼于对输入

多边形之间的特征匹配或是生成输入多边形之间

的同构剖分 , 要么是对已知同构剖分的输入进行

处理生成形变序列[3-5], 因此这些方法都只完成了

平面形状插值序列生成的部分工作 , 并且对用户

输入有较高的要求 . 本文提出一种用户只需要输

入 2个形状, 就能得到从一个形状形变到另外一个

形状的中间过程序列的方法 . 首先采用基于感知
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的方法对 2个形状进行特征点匹配, 并对源图形进

行采点和构造 Delaunay 三角剖分; 之后利用用于

形变的局部单射方法将源图形变形为目标图形 , 

从而生成同构的网格剖分; 最后采用高效的扭曲

有界的插值方法得到插值的中间形状序列.  

1  相关工作 

在研究形变问题中, 首要的问题是在 2个形状

之间建立合适的匹配. 在 2幅图中找到特征点的对

应关系是计算机图形学与计算机视觉领域中的一

个重要问题. 在找到匹配的基础上, 便可以将其用

于形状或模型之间的形变 . 如何识别出图片之间

点与点的关系无疑是困难的 , 因为同一个形状在

不同图片中的形态是可变的, 因此应对不同姿态的

同一个形状进行比较; 更复杂的, 还可以去对同一

类的不同目标进行处理. 在这些情况下, 待匹配特

征点的出现与它周围的环境都有着显著差异 . 近

年来出现了很多针对图形中特征点匹配的算法[3-4], 

这些方法都是在每张图片中识别出兴趣点 , 并且

利用它们自身局部的一些形状特征来描述生成之

后的候选匹配点. 与正确的匹配相比, 这些方法都

容易产生一定数量错误的匹配 , 如 SIFT 算法 [6]. 

还有一些基于优化的自动特征点匹配算法通过物

理方法来最小化目标函数去检测匹配[7], 通过点之

间最大化相似函数的模糊点匹配 , 以及通过找到

形状中合理的骨架匹配来建立点之间的匹配[8]. 此

外, 对于弯曲形状的形变, 已有的方法大都是采取在

形状上生成均匀分布的点集来表示形状; Sederberg

等[9]扩展了在 B 样条曲线间使用基于物理方法寻

找匹配对的算法, Cohen等[10]使用在 2条曲线上的

离散点及点上切向量场的动态规划算法求得近似

解. 最近, Lipman 等[11]提出一种限制失真的特征

匹配算法 . 本文方法采用基于感知的形状特征匹

配 [12], 不需要骨架的建立与手动操作 , 通过检测

特征点与利用协方差计算出特征点的几何特性来

自动完成匹配.  

多边形的同构三角剖分在形变中有着重要的

应用. 2 个多边形同构剖分质量的好坏将直接影响

形变最后结果的好坏, 因此, 如何得到高质量的同

构三角剖分也是需要研究的问题. Aronov等[13]最先

提出同构三角剖分的问题 , 并且证明在允许加入

内部控制点的条件下 , 两多边形是存在同构三角

剖分的. Surazhsky等[14]利用重新网格化和网格光顺

的方法, 提出一种高质量同构三角剖分生成算法. 

由于在形变过程中对同构三角剖分质量要求较高, 

因此本文希望使用一种完全避免三角形在同构剖

分中有反转情况的方法 , 把求解同构剖分问题看

作是已知一网格剖分后 , 根据另一个多边形形状

求内部同构映射的问题 , 并采用构造局部单映射

方法[15]来求得这个同构映射.  

对插值形状的生成也有很多方法 , 一般形状

插值方法可以分为 3步: 首先使用某种几何特征量

去描述输入的源形状, 之后对这些量进行插值, 最

后通过这些插值量来重建出需要的中间形状 . 不

同的方法有着不同插值量的计算方法 . 最直接的

方法是用控制点的位置来表示这些几何结构 , 这

种全局的方法对于输入形状的形变并不是一致的, 

并且会因为发生自交而导致结果错误 . 为了保证

中间结果是无交错的, Surazhsky等[16-17]设计了一种

特殊的方法 , 但是必须要求输入形状的边界多边

形是凸的 , 这一点在实际场景中是很难得到保证

的. Alexa等[5]从源形状到目标形状的映射中, 使用

每个几何元素(可以是控制点也可以是面) 的雅克

比矩阵表示每个目标的几何特性 , 通过对雅克比

矩阵中旋转与错切的部分进行插值来求得中间序

列 . 但是这些方法在旋转比较剧烈或源图形到目

标图形是非对称变换的情况下 , 生成是连续序列

往往是不理想的 [18-19]. 基于微分坐标表示的插值

方法[20-22]都有一个缺点: 它们都是基于元素集的, 

最后都是去解决一个全局最优的问题 . 因为这些

方法都是通过最小二乘求解的 , 所以无法控制生

成形状的最大局部扭曲; 同样在 Hu等[23]、Bao等[24]

和 Chao等[25]提出的根据连续力学与弹性能量等基

于物理角度的插值方法也有类似的缺点. Poranne

等[26]提出的基于控制点的双射形变是扭曲可控的, 

但是却需要用户手动的操作与控制。本文采用一种

扭曲有界插值的方法 [27], 在得到源形状的三角剖

分后求出目标形状的局部单射映射 , 从而避免了

三角网格的翻转; 之后利用扭曲有界的插值方法, 

生成一个对称的、光滑的形变序列.  

2  本文方法 

2.1  概述 
本文方法主要包含特征点匹配、构造同构三角

剖分和生成中间插值形状三部分, 具体步骤如下: 

Step1. 输入 2 个形状 S 和 T, 对它们的边缘进行  
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重新点采样, 用得到的边缘计算出边缘上的候选特征点, 

利用基于感知的方法对两个形状的候选特征点进行特

征匹配[12].  

Step2. 对其中一个形状 S, 进行 Delaunay 三角剖分,

这里将 S 的特征点都设为三角剖分的顶点; 得到三角剖

分后, 通过 S与 T中的匹配特征点对来构造局部单射[15], 

将 S 中的剖分映射到形状 T 的轮廓中, 从而得到 S 和 T

的同构三角剖分.  

Step3. 将 S和 T的同构剖分作为输入, 采用扭曲有

界的插值方法[27], 得到从 S形变到 T中的任意时刻的中

间形状.  

本文方法的流程图如图 1所示.  
 

 
 

图 1  本文方法流程图 
 

2.2  基于感知的形状特征匹配 
本文采用基于感知的形状特征匹配方法 [12], 

建立 2个输入多边形之间的特征点对应关系. 该方

法简述如下:  

给定由多边形表示的形状 P, 在多边形的轮廓

上重新采样, 并保证多边形的顶点在采样点集中, 

将采样点集记为 { | 0, 1 , , }iP i n  . 在点集中自动

提取出特征点, 特征点一般为曲率极值点、尖点和

拐点 . 对每个特征点定义一个支撑域作为它的局

部邻域, 记为 ( ) { | , , , , }i jR P P j i h i i h     , 其

中 h是某个整数, 表示邻域的范围. 计算所有特征

点在它邻域的协方差矩阵 , 并得到这个二阶矩阵

的特征向量和特征值 . 本文把和 iP 切方向接近的

特征向量对应的特征值记为 T , 垂直方向对应的

特征值记为 N . 再把两特征点中的所有采样点定

义为一个特征元素 , 一个特征点左右两边的特征

元素分别记作 L ( )iR P 和 R ( )iR P .  

对于每个特征点, 定义 3个几何特征量:  
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其中 , 若 iP 点局部是凸的 , 1ξ  , 反之 1ξ   ; 
L ( )iP 和 R ( )iP 分别表示特征点 iP 两侧的特征元

素占整个形状长度的比例 . 令点集 { |iS S i    

0,1, , }m 作为源形状的特征点集 , { |iT T i    

0,1, , }n 为形变后目标形状的特征点集 . 若两特

征点相似, 则它们的几何特征量也应该是相近的. 

形状 S中的特征点 iS 与形状 T中特征点 iT 的相似性 
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可以把形状 S中特征点到 T中特征点的匹配看

作一个映射 :{ } { }i iJ S T , 这个相似性函数定义为 

 

1

sim sim ( )
0

( , , ) ( , ).
m

i J i
i

C S T J C S T



 

 
 

当此函数的值为最小值时 , 表示 ( , )i jS T 是一

个比较好的匹配. 所以本文需要求解一个优化问题  

 
simmin ( , , ).
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该优化问题可以通过动态规划算法有效求解 , 详

细求解过程见文献[12]. 图 2 所示为本文采用方法

对输入的源形状和目标形状的特征匹配结果.  

2.3  基于局部单射的同构三角剖分生成 
第 2.2节描述的特征匹配方法只是将 2个输入

形状的边界对应起来 , 形状内部的区域映射关系

的建立对最终的形变效果有重要的影响. 对于输入 
 

 
 

图 2  特征匹配结果 

T, S 
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的 2个任意形状的区域, 通常很难获得解析的光滑

映射, 对 2个区域构造同构三角剖分是建立 2个区

域分片光滑映射的常用方法 . 之前的方法构造同

构三角剖分时 , 通常需要在源形状和目标形状的

内部插入 Steiner 点[13-14]. 与此不同, 本文采用一种

基于构造局部单射的方法[15]来生成同构三角剖分, 

使得在形变比较剧烈的情况下也能保证三角形不

发生翻转. 

基于构造局部单射的方法首先对源形状 S进行

Delaunay三角剖分, 将表示形状 S的多边形的每一

条边都设定为三角剖分的约束边 , 之后根据这些

约束边求得带约束 Delaunay三角剖分. 当然, S中

的所有特征点都是得到的三角网格结构中的顶点. 

在得到 S的三角网格结构之后, 将 S的边界根据之

前匹配好的特征点对均匀地映射到形状 T上, S的

两特征点之间的顶点数与映射到 T 上的对应特征

点之间的顶点数是相同的.  

本文采用局部单射映射的方法[15]得到 S 与 T

中的内部同构剖分结构. 将 S到 T的同构映射看作

是由 S的剖分变形到形状 T, 而边界点正好就是约

束顶点 . 因此这个问题就变成了求解网格形变后

新的网格内部顶点位置的问题 , 可以看作求一个

平面映射的过程. 设目标形状 T上的所有网格顶点

为 v, 利用网格尽量刚体[28-29]的形变能量函数 ( )E v , 

并引入一个边界点位置约束 v dC , 其中, C 为边
界点对应的系数矩阵, d 为边界点的约束位置, 则

目标函数可以写成 

 

2arg min ( ) || || ,
v

E v v d C
 

 

其中 0  是指定的约束权参数. 将这个问题看作

网格求形变后的位置后 , 为了防止在形变中网格

中的元素发生翻转 , 可以在上述目标函数上引入

一个惩罚项. 考虑网格中第 j个三角形的有向面积, 

显然它是关于顶点坐标的函数, 记为 ( )j v . 则将

约束函数定义为 ( ) ( )j jc v v   , 其中  作为计算

误差, 把它设为一个很小的常量. 只要让 ( ) 0jc v  , 

便能保证所有三角形没有翻转 . 所以本文定义惩

罚函数 ( )x , 让其满足
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在 [0, ]js 有个光滑的过渡. 考虑所有这些因素, 定
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于是，这个优化问题变成如下形式 

 

2arg min ( ) || || ( ( )),j j
v j

E v Cv d c v     
 

 

其中 0  是惩罚强度的权. 只要最小化这个目标

函数便能保证没有一个三角形会发生翻转 , 得到

与源形状上三角剖分尽量相似的同构三角剖分.  

图 3所示为在形状的轮廓特征匹配基础上, 通

过构造优化目标函数得到的同构三角剖分 . 可以

看出, 2 个输入形状区别较大, 局部三角形发生剧

烈的扭曲 , 但本文方法不需要在网格上添加额外

的顶点 , 并保证得到的同构三角剖分没有翻转的

三角形. 

 
a. 源形状 S        b. 目标形状 T 

 

图 3  两形状的同构三角剖分 
 

2.4  扭曲有界的形状插值 
本文采用扭曲有界的插值方法[27]得到中间插

值序列. 该方法假设输入的源形状和目标形状之间

的映射关系是已知的, 第 2.3节的方法求出的同构三

角剖分提供了 2个区域间的映射关系, 为该方法的使

用提供了前提条件. 下面简述扭曲有界的插值方法[27].  

    对于输入的 2 个简单连通域 2,S T   , 以及

从 S到 T的映射φ和时间参数 [0,1]t . 此时, 求中

间插值序列的过程就变成了求插值映射 ˆ : 2S  
与 S 的对应映射域 ˆ ˆ ( )t tS S 的问题 , 其中 , S   

0 1ˆ ˆ( ), ( ).S T S   

引入度量张量 g  TJ J 来描述由映射φ引起
的形状扭曲, 其中 J是φ的雅克比矩阵. 对于中间

映射 ̂ , 可以先通过线性插值得到中间度量张量

(1 )t t t  g I g , 其中, I是 S上的欧拉度量张量, g
是映射φ的度量张量, 再求出中间映射 ̂ .  

根据第 2.3 节描述的同构三角剖分, 把问题 
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离散化到三角网格 , 并计算源网格中的每个三角

面上的度量张量 , 再通过线性插值得到中间度量

张量 . 根据中间度量张量计算中间三角形每条边

的边长, 最终可以简化为 

 
2 2

0 1|| || (1 ) || || || ||e t e t e  
,  

其中, 0e 和 1e 源网格和目标网格上对应边. 由此, 

已知中间插值网格每条边的边长 , 只要再限定网

格的位置和旋转自由度, 就可以唯一确定该网格. 

图 4所示为得到的插值结果.  
 

 
 

a. t=0    b. t=0.25    c. t=0.5   d. t=0.75    e. t=1 
 

图 4  插值结果 

3  实验结果及分析 

本节展示采用本文方法得到的形变结果 . 本

文中, 所有方法都是通过C++与Matlab实现的, 实

验的电脑配置是 Intel 酷睿 i5 处理器, 主频 2.8 GHz, 

内存 14 GB. 实验结果表明, 本文的算法效率是比较

高的, 其中特征比配花费的时间不到 1 s, 而同构

剖分的生成结果也可以时实得到 , 中间插值序列

生成一帧的时间如表 1所示.  
 

表 1  文中例子运行时间比较 

运行时间/ms   

Laplacian  Dirichlet 本文方法

鸭子 700 23.79 45.75 40.24 

“横杠”变到“S” 641 16.25 33.97 42.05 

“横杠”变到“U” 1 243 16.20 79.43 54.37 

青蛙 919 24.43 73.80 40.69 

马变到象 1 264 29.43 136.78 55.84 

马变到狼 736 21.37 41.49 38.38 

跳舞小人 1 397 36.85 200.05 55.91 
 

本文实验中参数设置如下: 在形状匹配时, 设置

式(1)中 1/ 3q  , 以及一次最多忽略的顶点数为 2; 

在构造同构剖分时, 最大迭代次数为 1 000次, 并设

置式(2)中 0.01  ; 在生成中间插值形状时, 指定

生成 100帧的序列. 在生成同构网格的过程中, 本

文方法只要得到匹配正确的特征点对 , 便能保证

生成的同构剖分网格是局部无自交的; 而扭曲有

界的方法只能保证生成的中间插值序列网格中的

三角面片是无翻转的, 对于不同的输入, 得到的中

间插值网格可能会出现重叠.  

本文方法的实验结果与线性插值、Laplacian

能量[30]、Dirichlet能量[31]方法对比结果如图 5~6所

示，是将 “横杠 ”形变为 “ S ”和 “ U ”的结果对比 .  
 

 

 

图 5  3种方法生成的形变序列 1 
 

 
 

图 6  3种方法生成的形变序列 2 

输入模型 顶点数
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可以看出, 虽然线性插值方法是光滑的, 但是生成

的插值序列中图形的某些部分明显发生了缩小现象, 

导致生成的中间序列不自然; 另外 2 种方法的插值

过程则不是光滑的 , 形变初期模型的变换很剧烈 , 

到了最后几帧发生的变化又是很小的, 这样的插值

序列也明显不能让人满意; 而本文采用扭曲有界的

方法生成每一帧的形变都较为均匀的, 因此形变看

起来是一个更加自然的过程. 图 7 所示本文方法的

更多实验结果. 表 1 所示为不同插值方法生成一帧

所需的计算时间. 

 

 
 

图 7  本文方法更多实验结果展示 
 

4  结  语 

本文考虑从输入形状到插值中间序列生成的

全过程 , 首先通过形状的几何特征量利用基于感

知的方法来对两输入形状的特征进行匹配; 之后

利用局部单射的方法将源形状的三角剖分映射到

目标形状多边形上 , 得到两输入形状之间的同构

剖分; 最后使用扭曲有界的插值方法生成自然的

插值形状序列.  

但是 , 本文方法存在以下一些问题 : 在特征

匹配上, 准确率和速度都比较理想, 但是结果依赖

于两形状特征点的选取 . 如果输入两形状特征点

数目差异太大, 最后的匹配结果往往太不理想, 从

而影响同构剖分的生成. 而在生成同构剖分时, 由

于严格限制三角形翻转, 在生成同构剖分过程中, 

需要对形变路径进行启发式指导; 否则在很多极

端情况下, 无法得到正常的形变后的同构剖分.  

今后 , 我们希望在特征点的检测和匹配上采

用一种鲁棒性更高的方法 , 并且在同构剖分的问

题上, 加入合理启发路径, 从而优化剖分质量. 将

本文方法拓展到曲面或三维体上 , 也是我们未来

研究工作的重点.  
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