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摘 要: 本文根据给定的期望极化方向，定义了扫描波束的期望主极化和交叉极化方向，并进一步给出了主极

化方向性系数的定义，它可以更为准确的表征天线集中辐射主极化分量的程度．在没有副瓣约束和交叉极化约束的条
件下，给出了任意阵列主极化方向性系数最优解的解析表达式．并且，在含副瓣约束、零陷约束以及交叉极化约束的条
件下，我们发展了一种基于凸优化的高效数值综合方法，实现多约束条件下的主极化方向性系数的优化．数值阵列综
合结果表明了本文所提出的最优主极化方向性系数解析解的正确性，以及这种可以综合考虑副瓣约束、零陷约束和交
叉极化约束的数值方向性优化方法的有效性．
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Optimal Directivity Synthesis of an Arbitrary Array Subject to
Sidelobe and Cross-Polarization Constraints
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Abstract: Definitions of the desired co-polarization and cross-polarization directions are given for a scanned beampat-
tern according to a desired polarization direction． Furthermore，the co-polarization directivity is defined to more accurately re-
presents the degree of the concentration of co-polarization field over the total radiated power． With this definition，the co-po-
larization directivity can be optimized． Its analytical expression can be derived when no more pattern constraints exist． In
more general cases in which the constraints on the sidelobe level，nulling points and cross-polarization level exist，an efficient
numerical algorithm based on convex optimization is proposed． Some numerical synthesis experiments are conducted，and the
results show the effectiveness and robustness of the proposed synthesis techniques．
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1 引言
在许多雷达及通信系统中，具有强方向性的阵列

天线具有广泛的应用． 方向性系数表示的是天线向某
一个方向集中辐射电磁波的程度，是描述天线辐射特

性的重要参数．目前，有许多文献讨论最优方向性系数
的阵列综合问题［1 ～ 4］． 然而，这些研究大多把阵列单元
看作是全向辐射的理想点源，因而不能考虑阵列中相

邻单元的互耦效应以及安装平台的影响．文献［5］中在

讨论方向性系数最优问题时，虽然有考虑天线阵列的

极化，但是仅限于副瓣电平的约束，并未提出对交叉极

化进行抑制的方法．然而，在许多应用系统中，天线辐射
或接收的极化纯度也是重点考虑的技术指标［6，7］． 因
此，关于如何压制交叉极化、提高信号辐射或接收的极
化纯度也是阵列天线布局和综合的重要研究问题． 近
年来，已有部分学者对该问题进行了较多研究［8 ～ 14］．例
如，文献［9 ～ 11］提出了几种聚焦波束矢量方向图综合
的方法，在对主极化分量聚焦的同时实现了对交叉极
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化的抑制;文献［12 ～ 13］研究了同时实现赋形波束以
及交叉极化抑制的综合方法; 而文献［14］则针对全数
字阵列研究了交叉极化约束的宽带阵列非频变波束综

合问题．尽管这些研究取得了较为丰富的成果，关于极
化方向图综合的研究尚有如下问题值得进一步研究:

( 1) 已有的极化综合方法中，往往针对某些特殊剖面上
的某些固定波束方向图进行交叉极化抑制，而对任意

指向的扫描波束讨论不足．特别是，当波束偏离阵面法
向时，如何定义最大辐射方向上的主极化和交叉极化

方向，在已有的文献中并没有明确给出; ( 2 ) 对某些阵
列而言，同时优化方向性系数和控制交叉极化具有重

要意义．然而，目前考虑阵列方向性优化的方法并没有
考虑交叉极化的抑制，而抑制交叉极化的方法则没有

考虑方向性系数的优化．因此，研究能够同时考虑交叉
极化抑制和方向性优化的综合方法可以弥补现有文献

方法的不足，具有重要的应用价值．
针对以上问题，本文研究了在给定期望极化方向

时，扫描波束的期望主极化和交叉极化的定义． 基于
此，我们也提出了一种关于主极化方向性系数的定

义．与传统的方向性系数的定义相比，主极化方向性
系数可以更为准确的表征天线集中辐射主极化分量

的程度．在没有副瓣约束和交叉极化约束的条件下，
给出了任意阵列的最优主极化方向性系数的解析解

表达式．而对含副瓣约束、零陷约束以及交叉极化约
束条件下的最优主极化方向性系数的阵列综合问题，

我们给出了一种基于凸优化技术的高效数值综合方

法．在数值结果部分，我们给出了若干阵列综合例子．
结果表明了本文所提出的最优主极化方向性系数解

析解的正确性，以及这种可以综合考虑副瓣约束、零
陷约束和交叉极化约束的数值方向性优化方法的有

效性．

2 阵列数学模型
对于一个 N 元的任意阵列天线，其远区辐射总场

可以表示为:

Etol ( θ，φ) = ∑
N

i = 1
wi Eiθ ( θ，φ) θ + Eiφ ( θ，φ)[ ]φ e － jβr i·a( θ，φ)

( 1)

其中， 槡j = － 1，β = 2π /λ，λ 是天线工作的波长; wi 为

第 i个阵元的激励; Eiθ ( θ，φ) 、Eiφ ( θ，φ) 分别是第 i 个阵
元辐射方向图的 θ分量和 φ 分量; ri =［xi，yi，zi］为第 i
个阵元的位置向量． a ( θ，φ) 是辐射方向 ( θ，φ) 的单位
向量，a( θ，φ) =［sinθcosφ，sinθsinφ，cosθ］．
尽管，国内外的许多教材都有对平面电磁波的主

极化和交叉极化的明确定义［15］，然而这些定义大多是

针对已知电磁场具体表达形式的情况，判断电磁场的

极化状态．在本文研究的阵列波束综合问题中，阵列各
个单元的激励是未知的，尚不能获得具体的远场表达．
通常，在雷达或通信应用中，期望的极化方向 pd 是事先

已知的．假定 pd 是期望的电场主极化方向，该方向根据

具体的天线应用需求确定．然而，由于天线在远区辐射
的电场方向总是与传播方向垂直，且随着传播方向变

化而变化．因此，一般情况下，辐射电场实际的极化方向
与期望的主极化方向并不相同．在此，我们根据期望的
电场极化方向，定义不同辐射方向上期望的主极化 pco

和交叉极化方向 pX ．如图 1 所示，对于在( θ，φ) 方向上
辐射的电磁波而言，其电场极化方向必然是在与传播

方向 a( θ，φ) 垂直的平面上，其期望的主极化方向定义
为 pd 在该垂直平面的投影．即

pco ( θ，φ) = －
pd －［pd·a( θ，φ) ］a( θ，φ)
| pd －［pd·a( θ，φ) ］a( θ，φ) |

( 2)

一旦确定期望的主极化方向，则同时垂直于期望

的主极化方向 pco ( θ，φ) 及传播方向 a( θ，φ) 的方向即是
交叉极化方向．也就是，

pX ( θ，φ) = pco ( θ，φ) × a( θ，φ) ( 3)
那么，在不同传播方向上，辐射电场的主极化分量和交

叉极化分量可以表示为下述形式:

Eco ( θ，φ) =［Etol ( θ，φ) ·pco ( θ，φ) ］pco ( θ，φ) ( 4)
EX ( θ，φ) =［Etol ( θ，φ) ·pX ( θ，φ) ］pX ( θ，φ) ( 5)

3 任意阵列主极化方向性系数的定义与优化
3． 1 主极化方向性系数的定义
传统的方向性系数定义为最大辐射方向上的功率

密度与天线辐射的总功率平均分摊到所有方向的功率

密度之比［15］，即

D =
Etol ( θ0，φ0 )

2

1
4π∫

2π

0 ∫
π

0
Etol ( θ，φ)

2 sinθdθdφ
( 6)

式中，Etol ( θ0，φ0 )
2 为最大辐射方向上总场的幅度平

方，其包含主极化和交叉极化分量．在对于许多天线应
用场合中，由于仅有主极化分量的辐射是可以有效利

用的，通常需要压制交叉极化分量的辐射．基于此，我们
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修改方向性系数的定义如下

Dco =
Eco ( θ0，φ0 )

2

1
4π∫

2π

0 ∫
π

0
Etol ( θ，φ)

2 sinθdθdφ
( 7)

即定义为最大辐射方向上主极化场分量的功率密度与天

线辐射的总功率平均分摊到所有方向的功率密度之比，

并将之称为主极化方向性系数．根据式( 1) ～ ( 5) ，令
w =［w1，w2，…，wN］

T ( 8)
vθ =［E1θe

－ jβr1·a( θ，φ) ，E2θe
－ jβr2·a( θ，φ) ，…，ENθe

－ jβrN·a( θ，φ)］H

( 9)
vφ =［E1φe

－ jβr1·a( θ，φ) ，E2φe
－ jβr2·a( θ，φ) ，…，ENφe

－ jβrN·a( θ，φ)］H

( 10)
vco ( θ，φ) = ( aθ·pco ) vθ + ( aφ·pco ) vφ ( 11)

则式( 7) 可以表示为

Dco =
wHvco ( θ0，φ0 )

2

wHQw
( 12)

其中，Q =
∫
2π

0 ∫
π

0
( vθv

H
θ + vφv

H
φ ) sinθdθdφ

4π
．

3． 2 无约束时最优主极化方向性系数的解析解
在仅有波束指向约束时，最优主极化方向性系数

可以由以下优化问题给出

min
w

wHQw

wHvco ( θ0，φ0 )
{ = 1

( 13)

上述问题可以采用拉格朗日乘数法求解．令 wHvco ( θ0，
φ0 ) = 1，并定义如下目标函数

g( w，wH ) = wHQw + 2λ［wHvco ( θ0，φ0 ) － 1］ ( 14)
对上式求关于 wH 的梯度，则可以得到

wHg w，w( )H = Qw + λvco ( θ0，φ0 ) ( 15)

令
wHvco ( θ0，φ0 ) = 1
Qw + λvco ( θ0，φ0 ){ = 0

，可以得到无约束时最优

主极化方向性系数的解析解为:

wopt =
Q － 1vco ( θ0，φ0 )

vco ( θ0，φ0 )
HQ － 1vco ( θ0，φ0 )

( 16)

值得一提的是，上式表达式适用于任意形式的天线阵

列．利用有源单元方向图的概念，上述表达可以包含阵
元电磁耦合及平台影响．然而，使用式( 16) 的解析解只
能求得无约束时的激励权值，尚不能处理带副瓣约束

以及交叉极化约束的情况．
3． 3 副瓣及交叉极化约束条件下主极化方向性系
数的优化

在实际工程应用中，除了最大化天线阵列的方向

性系数，还往往需要考虑阵列副瓣、零陷区域及交叉极
化的约束．在副瓣、零陷及交叉极化约束的条件下，主极
化方向性系数的优化问题可以表示如下:

min
w

wHQw

s． t．

Ｒe［Eco ( θ0，φ0) ］= 1
lm［Eco ( θ0，φ0) ］= 0

|EX ( θ，φ) |
2≤ΓX， ( θ，φ) ∈ΩX

|Etol ( θ，φ) |
2≤ΓSLL， ( θ，φ) ∈ΩSLL

|Etol ( θ，φ) |
2≤ΓNull， ( θ，φ) ∈Ω













Null

( 17)

其中，在( θ0，φ0 ) 方向上方向性最大; ΩX、ΩSLL、ΩNull分别

为对应的交叉极化、副瓣电平、零陷约束的区域; 相应
的，ΓX、ΓSLL、ΓNull为对应区域约束的电场值．显然，在副
瓣及交叉极化约束条件的情况下，主极化方向性系数

的最优解问题，并不能解析获得．
考虑到 Q是对称正定矩阵，可以对 Q进行 Cholesky

分解，得到

Q = LLT ( 18)
其中，L是下三角矩阵．因此，我们有

wHQw = ( LTw) HLTw = LTw 2
2 ( 19)

那么，最小化目标函数 LTw 2
2 就等价于最小化 LTw 2 ．

我们在优化过程中引入一个辅助变量 γ，替代此目标函
数，可以将式( 17) 的优化问题可以重新表述为

min
w

γ

s． t．

LTw 2≤γ
Ｒe［Eco ( θ0，φ0) ］= 1
lm［Eco ( θ0，φ0) ］= 0

EX ( θ，φ)
2≤ΓX， ( θ，φ) ∈ΩX

Etol ( θ，φ)
2≤ΓSLL， ( θ，φ) ∈ΩSLL

Etol ( θ，φ)
2≤ΓNull， ( θ，φ) ∈Ω















Null

( 20)

上述问题可以表述为二阶锥优化问题． 我们知道，
二阶锥优化的标准形式如下［16］:

max bTy
s． t． c － ATy∈κ ( 21)

其中二阶锥的定义形式为:

Qcone: = { ( x1，x2 ) ∈Ｒ × ＲN － 1 | x1≥ x2 } ( 22)
对于式( 20 ) 的优化目标函数，我们可定义如下

向量

y =［γ，Ｒe( w1 ) ，Ｒe( w2 ) ，…，Ｒe( wN ) ，

lm( w1 ) ，lm( w2 ) ，…，lm( wN) ］
T ( 23)

b =［－ 1，01 × 2N］
T ( 24)

其中，b为常系数向量． 而式( 20 ) 的各个约束条件也可
转为式( 21) 的约束条件形式．下面，以交叉极化约束条
件为例来说明如何转化． 假设对某个方向 ( θ，φ) ，满足
|EX ( θ，φ) |

2≤ΓX 的约束条件． 由于 EX = vHXw，其中 vX
= ( θ·pX ) vθ + ( φ·pX ) vφ ．我们可以定义如下矩阵
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AX =

0 01 × 2N 01 × 2N

0 Ｒe( vTX ) － Im( vTX )

0 Im( vTX ) Ｒe( vTX









)

T

( 25)

cX =［ΓX，0，0］
T ( 26)

由此便可以转化为式 ( 21 ) 的约束条件形式． 其他约束
条件也可以类似转化．另外，值得指出的是，二阶锥优化
属于典型的凸优化问题，该问题的局部最优解即是全

局唯一最优解［17］．

4 仿真结果
4． 1 平面阵列综合
考虑某 8 × 8 元等间隔平面阵列，放置于 xoy 平面，

此天线阵列工作于 2． 4GHz 频率，间距 dx = dy =
62. 5mm( 在 2． 4GHz频率时，为 0． 5 个波长) ．单元天线
采用文献［18］的 E 型贴片天线结构，其结构和尺寸参
数及 8 × 8 元平面阵列模型如图 2 所示．我们假定期望
的主极化方向为 Y 轴方向，期望的最大波束指向为
( 30°，30°) ．若假定无副瓣及交叉极化约束，仅对期望
的主极化分量的方向性系数进行优化，该问题可同时

由解析式( 16) 及凸优化数值解( 20) 获得．图 3 给出了
这两种方法得到的阵元激励的幅度及相位分布．可见，
解析解和数值优化解的结果是相互吻合的． 图 4 ( a) 与
( b) 分别给出了对应的主极化方向图和交叉极化方向
图．此时，最大副瓣电平为 － 12． 2dB，而最大交叉极化
电平为 － 19． 5dB，得到的最大方向性系数为 22． 72dB．

进一步地，我们考虑在副瓣及交叉极化约束条件

下对该阵列进行最优方向性综合．假定波束指向不变，
即最大方向仍指向( 30°，30°) 方向．设 u = sinθcosφ，且 v
= sinθsinφ．在( u，v) ∈{ ( u － u0 )

2 + ( v － v0 )
2≥0． 1} 区

域上，设置副瓣约束条件 | Etol ( θ，φ) |
2≤ － 22dB; 在全

空间区域，设置交叉极化约束条件 | EX ( θ，φ ) |
2≤

－ 22dB．此时，仅能采用式 ( 20 ) 的数值优化方法求解．
优化结果满足所设的约束条件，即副瓣和交叉极化均

控制在 － 22dB 以下，而此时得到的方向性系数为

21. 27dB．相对于没有约束副瓣和交叉极化的情况而
言，尽管方向性系数下降了 1． 45dB，但副瓣和交叉极化
得到了明显的压制效果．
值得说明的是，如采用文献［1］给出的方向性优化

方法，则仅能考虑理想点源或标量的单元方向图的情

况，因此无法考虑本例中单元辐射的矢量特性和交叉

极化的影响．而若采用文献［5］的方法，并结合本文关
于主极化和交叉极化的定义，尽管可以考虑交叉极化

成分对方向性系数优化的影响，但这个方法需要利用

拉格朗日乘数法，不断地迭代来确定拉格朗日乘子式
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的系数，并不能在理论上保证所得到的方向性系数是

全局最优的．并且，文献［5］在优化方向性系数的同时
仅考虑了对副瓣电平的压制，但没有考虑对交叉极化

电平分布的精确控制． 在本例中，若采用文献［5］的方
法，在 － 22dB副瓣电平要求下，我们得到的方向性系数
为 22． 1dB，但是此时的交叉电平恶化为 － 18． 6dB，不能
满足 － 22dB的交叉极化电平要求．
4． 2 柱面共形阵列综合
考虑对某 12 × 6 元柱面共形阵列进行带约束的最

优方向性综合．如图 6 所示，该阵列是由 6 个弧形阵列
组成的圆柱面阵，轴线为 Y 轴，上下相邻的弧形阵列相
距 62． 5mm．每个弧形阵由 12 个单元构成，分布在半径
为 380． 69mm的圆环上，相邻单元间隔 10 度．假定期望
的最大波束指向为阵面法向 Z 轴，并设置如下方向图
约束条件:在( u，v) ∈{ u2 + v2≥0． 1} 区域上，设置副瓣
约束条件 | Etol ( θ，φ ) |

2≤ － 20dB; 在 ( u，v ) ∈ { ( u －
0. 4) 2 + ( v － 0． 4) 2≤0． 04}区域上，设置零陷约束条件 |
Etol ( θ，φ) |

2≤ － 50dB．在这些约束条件下，使用式( 20)
进行最优方向性波束综合．图 7( a) 、( b) 、( c) 分别给出
了得到的总场、主极化和交叉极化的方向图．所得到的
方向图满足副瓣和零陷约束条件，方向性系数为

22. 5dB，而此时全空域的最大交叉极化电平为 － 17dB．
为考察本文方法对共形阵列交叉极化约束的有效性，

增加交叉极化约束，使得在全空域满足 | EX ( θ，φ) |
2≤

－ 20dB的条件．仍然采用式( 20) 求解，得到的波束满足
副瓣、零陷和交叉极化约束．即此时的交叉极化比不约
束时下降了 3dB．总场、主极化和交叉极化场方向图如
图 8( a) 、( b) 、( c) 所示． 由于增加了交叉极化约束，得
到的最优方向性系数略有下降，为 21． 6dB． 可见，本文
方法对共形阵列也可以实现带副瓣、零陷和交叉极化
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约束的最优方向性波束综合．
4． 3 锥形阵列综合
为验证本文方法对不同阵列结构的适应性，考虑

对某 45 元锥形阵列进行带约束的最优方向性综合． 如
图 9 所示，整个阵列在锥体的三个斜面上布阵，每个斜
面与 xoz 平面夹角为 45°，且每个斜面在垂直于 Y 轴的
平面内对应 45°圆心角． 每个斜面上具有 4 排线阵，共
分布 15 个阵元，其中第 1、3、4 排线阵内阵元的间距为
0． 5 个波长，第 2 排线阵的阵元间距为 0． 63 个波长．单
元天线采用矩形贴片天线，工作于 2． 4GHz 频率． 假定
期望的主极化方向为 Y轴方向，期望的最大波束指向为
( 30°，90°) ．并设置如下约束条件: 在 ( u，v ) ∈ { ( u －
u0 )

2 + ( v － v0 )
2 ≥ 0． 1 } 区域上，设置副瓣约束

|Etol ( θ，φ) |
2≤ － 50dB; 在( u，v) ∈{ ( u － 0． 5 ) 2 + ( v +

0． 5 ) 2≤0． 03 } 区域上，设置零陷约 | Etol ( θ，φ ) |
2≤

－ 50dB，并且在全空域设置约束条件 | EX ( θ，φ ) |
2≤

－ 15dB．在这些约束条件下，使用式( 20) 进行最优主极
化方向性波束综合．得到的波束可以同时满足副瓣、零
陷和交叉极化约束．总场、主极化和交叉极化场方向图
如图 10 所示．得到的最优方向性系数为 17． 86dB．综上
可见，本文方法对不同种类的阵列都可以实现带副瓣、
零陷和交叉极化约束的最优方向性波束综合．
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5 结论
本文定义了阵列天线扫描波束的主极化和交叉极

化方向，引入了主极化方向性系数的概念．推导了无约
束条件下最大方向性波束综合的解析解，并给出了具

有副瓣、零陷和交叉极化约束条件下进行最大方向性
波束综合的数值优化方法．通过对平面阵列、柱面共形
阵列以及锥形阵列综合的实例，验证了本文所提出的

解析解及数值优化方法的有效性．值得强调的是，本文
方法可以针对任意阵列，在考虑单元耦合和平台效应

情况下，对副瓣、零陷和交叉极化进行约束或无约束的
条件下，均可以进行最优方向性波束综合．因而，本文方
法具有较强的普适性和较为广泛的应用价值．
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