
第 31 卷 第 12 期
Vol． 31 No． 12

重 庆 理 工 大 学 学 报( 自然科学)

Journal of Chongqing University of Technology( Natural Science)

2017 年 12 月


Dec． 2017

收稿日期: 2017 － 09 － 20
基金项目:疾病防控的数学技术与大数据分析山西省重点实验室资助项目( 201705D111006) ; 山西省动物群发病科

技数据服务共享平台项目( 201605D121014)
作者简介:王瑜( 1992—) ，女，硕士研究生，主要从事传染病传播动力学研究，E-mail: 18834810643@ 163． com; 尹智勇

( 1992—) ，男，博士研究生，主要从事癌细胞的信号网络动力学研究，E-mail: yinzhiyong1992@ 163． com。
引用格式:王 瑜，尹智勇． 基于血脑屏障药物渗透机制的建模与分析［J］． 重庆理工大学学报 ( 自然科学) ，2017

( 12) : 122 － 129．
Citation format:WANG Yu，YIN Zhiyong． Modeling and Analysis of Drug Permeation Mechanism Based on Blood － Brain

Barrier［J］． Journal of Chongqing University of Technology( Natural Science) ，2017( 12) : 122 － 129．

doi: 10． 3969 / j． issn． 1674－8425( z) ． 2017． 12． 021

基于血脑屏障药物渗透机制的建模与分析
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摘 要:由于血脑屏障结构的特殊性，脑内疾病的治疗仍然是临床诊疗的一个难点。一般

情况下，病人只能通过口服或注射药物来治疗这类疾病。采用理论分析和数值模拟相结合的方

法，在控制药物毒性最小的前提下，研究血管和脑组织中游离药物浓度随时间的变化情况。在

比较分析未加入超声和加入超声的两个模型后发现:未加入超声时，毛细血管和脑组织中的游

离药物浓度在 140 min左右达到平衡状态，且平衡点处的药物浓度很低，达不到治疗效果; 而加

入超声后，在 60 ～ 70 s就达到了稳定，同时达到稳态时药物浓度也明显增加。由此可见:加入超

声大大减少了服药后大脑组织中药物达到治疗浓度所需的时间，且增加了进入脑组织的药

物量。
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Abstract: Treatment for the intracerebral diseases has been a challenging issue in clinical diagnosis
and treatment． Because of the special brain barrier structure，patients generally treat these diseases



only through oral or injection drugs． In order to make it clear，this paper theoretically and numerically
studies the variation laws of free drug concentration in the vascular and brain tissue given minimizing
the toxicity of drugs． After comparing two models without and with ultrasound treatments，we find that
at the absence of ultrasound treatment it takes about 140 minutes that the concentration of free drugs
in capillary and brain tissue reaches the balance state． In this case，drug concentration is greatly low，
which does not achieve an ideal therapeutic effect． Otherwise，it only takes approximately 60 to 70
minutes to reach the balance state with ultrasound treatments and drug concentration significantly
increases． That greatly reduces the time taken for drugs to reach therapeutic concentration in brain
tissue and increases the amount of drugs entering the brain tissue．
Key words: vein; capillary; liposome; focused ultrasound; mathematical model

血脑屏障( blood-brain barrier，BBB) 主要由 3

部分组成:最内层是脑毛细血管内皮细胞及其之

间的紧密连接物，中间是细胞基质和周细胞，最外

层是星形胶质细胞及其分泌的细胞外基质［1］，如

图 1 所示。决定 BBB特殊性的主要是脑毛细血管

内皮细胞，其膜上无孔，细胞间有紧密连接的闭锁

小带［2］，导致药物难以通过屏障入脑。研究表明:

脂溶性药物且相对分子质量小于 400 ～ 500 才能

通过 BBB，而几乎所有的大分子药物诸如重组蛋

白、基因片段等都不能通过 BBB［1］。此外，周细胞

是具有免疫功能的细胞，与血管内皮细胞共同构

成血管内壁并分泌一些免疫调节物质。外层的星

形胶质细胞是组成 BBB 结构的基础细胞，紧密贴

附在 BBB内皮组织外表面，与毛细血管互相影响，

共同调节 BBB的结构和功能［3］。

图 1 血脑屏障结构示意图

针对 BBB结构的复杂性，医学家们研制出载

药脂质体，这种脂质体毒副作用小，没有免疫性，

可以提高药物的治疗指数和疗效［4］，还可以连接

某种特异性的识别分子，通过与靶细胞的特异性

识别来实现专一靶向功能。此外，聚焦超声的应

用在临床治疗脑内疾病的过程中也成为一个关

键，聚焦超声可以重复地引起 BBB 的破坏且不会

明显地引起其他组织的坏死和组织损伤［5］，它的

使用不仅大大减少了产生一般生物效应所需要的

时间和效果，还能靶向开放 BBB，为中枢神经系统

疾病的治疗提供一种无创伤的具有靶向性的药物

转运方法［6］。
1987 年 Janzer 等［7］研究了星形胶质细胞对

BBB的诱导作用。2005 年 Hawkins 等［8］讨论了
BBB在人体健康和疾病方面的重要作用。2006 年
Abbott等［9］研究了星形胶质细胞与内皮细胞相互

作用、共同影响和调节 BBB 的结构和功能。2014

年 Peter等［10］利用数学模型证实了可以采用低频

聚焦超声测量脑内药物浓度，研究了血浆蛋白和

游离药物在毛细血管和脑组织之间的相互作用，

并呈现了单一药物在 BBB 中的传递机制，他们利

用普通的微分方程描述了毛细血管内血液流动的

网络形态，考虑了药物后续的运输和清除。同一年
Peppa［11］指出，数学模型长期被用在医疗卫生组织

方面，特别是在与药物运输、传递相关的研究。

2017 年 Anna等［12］利用星形胶质细胞的独特作用

去识别脑部神经炎症。

本文基于 Peter等的研究，构造了未加入超声

和加入超声时药物靶向治疗脑部疾病的两种模型

来研究血管和脑组织中游离药物浓度的变化情
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况，并对未加入超声时的模型进行了定性理论分

析，主要讨论了模型正平衡点的存在性和唯一性，

并通过 Dulac 函数证明了正平衡点的全局渐近稳

定性。在此基础上引入超声和载药脂质体，再以

脂质体靶向大脑给药系统为主体，通过脂质体入

脑的机制来建模。该模型解释了一种生物学现

象，即在聚焦超声的作用下，BBB 能暂时张开，同

时脂质体发生破裂释放出游离药物，游离药物通

过毛细血管进入脑组织治疗脑内疾病。最后，分

别对两种模型进行了数值模拟，并比较了两种模

型下游离药物浓度的变化情况以及加入超声后的

模型中脂质体的浓度变化情况。

1 模型的建立与分析

1． 1 模型的建立

基于 2014 年 Peter 等［10］的工作，为了数学上

的分析方便，降低了模型的复杂度，仅考虑大脑中

某一个毛细血管内药物传输到大脑的动力学过

程，忽略周边其余毛细血管可能存在的影响。为

了使系统便于分析和计算，进一步做出如下假设:

脂质体的半衰期与血浆的半衰期同步发生; 患者

只在口服或注射的条件下摄入药物; 大脑组织中

游离药物会产生新陈代谢。先考虑不加入超声时

的系统，系统流程如图 2 所示。

图 2 未加超声的系统流程

图 2 中: v表示毛细血管中游离药物的浓度;

w表示脑组织中游离药物的浓度。将图 2 所示的

毛细血管中游离药物和脑组织中游离药物相互作

用的流程转换成微分方程组后得到以下模型:

dv
dt = γ( v1 － v) － k1v － k2 ( v － w) －

k3
K + vv

dw
dt = k2 ( v － w) · 1

V +
k3

K + vv·
1
V － βw

( 1)

模型中参数解释和取值见表 1。由表 1 可知 K ＞

1，V ＞ 1。

在模型( 1) 的基础上进一步考虑加入超声并

引入脂质体模型，为了确保注入的脂质体可以充

分地在超声作用下发生破坏并释放出游离药物，

做出如下假设:在加入超声 1 min后周期性地注射

脂质体，且脂质体在超声作用下并没有完全发生

破裂。因此，在分析脂质体破裂和超声强度的关

系时考虑饱和发生率，根据这一机理得到如下

模型:

du
dt = γ u0

( )－ u － as
1 + bsu( t － τ)

dv
dt = α as

1 + bsu( t － τ) － γv － k1v －

k2 ( v － w) －
k3

K + vv

dw
dt = k2 ( v － w) · 1

V +
k3

K + vv·
1
V － βw

( 2)

其中: u表示毛细血管中脂质体的浓度; a、b 为饱

和发生率系数。

1． 2 模型分析
1． 2． 1 符号说明与研究方法介绍

由于药物只有进入脑组织后才能对疾病产生

治疗的效果，因此本文主要以 w 作为指标变量分

析其动力学过程。首先证明了模型( 1 ) 存在唯一

的正平衡点，然后通过构造 Dulac函数分析正平衡

点的全局稳定性。数值模拟主要是在 Matlab 软件

下执行。Matlab软件主要是模拟游离药物浓度 v、

w的时间序列变化以及 v、w 之间的关系。本文所

涉及的参数如表 1 所述。
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表 1 模型中所涉及的参数标准值列表

参数 含 义 默认值 备注及参考来源

V 脑组织的体积与毛细血管体积的比值 65 文献［14］

v1 血液中游离药物的浓度 / ( pmol·L －1 ) 420 估测

u0 血液中初始脂质体的浓度 / ( pmol·L －1 ) 420 文献［10］

K 半饱和常数 / ( μmol·L －1 ) 34． 2 文献［15］

k1 游离药物与血浆蛋白结合的速率 / s － 1 0． 6 文献［10］

k2 毛细血管与脑组织之间被动运输的速率 / s － 1 20 文献［10］

k3 毛细血管进入脑组织时主动运输的速率 / ( μmol·L －1·s － 1 ) 0． 35 文献［15］

γ 单位时间内脂质体渗入到毛细血管的量 / s － 1 2 文献［16］

α 每个脂质体承载药物的量 1． 3 × 105 文献［10］

β 整个过程中新陈代谢的代谢率 / s － 1 5 × 10 －4 估测

s 超声信号 /MPa 1． 5 估测

a 饱和传染率系数 2． 03 估测

b 饱和传染率系数 0． 001 估测

注:半饱和常数 K指的是主动运输速率达到最大速率的一半时毛细血管中游离药物的浓度。

1． 2． 2 理论分析
以下针对本文所述的机理进行分析，包括定

性理论分析和数值模拟。定性分析主要是正解的

存在性和唯一性分析以及正平衡点全局稳定性的

证明，数值模拟主要是对游离药物浓度时间序列

的模拟。由于模型中的参数都是具有生物学意义

的，为了确保研究合乎情理，本文各模型中参数都

为正值，根据这一条件，我们做出以下分析。

定 理 1 系 统 ( 1 ) 有 正 不 变 集

Ω = ( v，w) ∈Ｒ2
+ 0≤v + Vw≤

γv1 }{ β
。

证明 若T0 ＞ 0，s． t． 首次出现 T0 时 T0 =

inf t≥0，v( t) = 0 或 w( t) }{ = 0 ，对 t∈［0，T0 ) ，

v( t) ＞ 0，w( t) ＞ 0，不失一般性，设对于所有的 t∈

［0，T0］，v( T0 ) = 0，w( t) ≥0，则有: v' ( t) t = T0 =

γv1 + k2w( T0 ) ＞ 0，因此 v( t) 不会变成负的。

如果 w ( T0 ) = 0，v ( t ) ≥0，t∈ 0，T[ ]0 ，则有

w'( t) t = T0 =
1
V ( k2 +

k3
K + v( T0 )

) v ( T0 ) ＞ 0，因

此 w ( t ) 也 不 会 变 成 负 的，故 有 Ω =

( v，w) v≥0，w≥ }{ 0 为正不变集。

进而由系统( 1) 可得: ( v + Vw) ' = γv1 － ( γ +

k1 ) v － βVw≤γv1 － β( v + Vw) ，从而有: lim
t→∞

sup( v +

Vw) ≤
γv1
β
综上，系 统 ( 1 ) 的 正 不 变 集 为 Ω =

( v，w) ∈Ｒ2
+ 0≤v + Vw≤

γv1 }{ β
，以下仅在正不变

集 Ω 内讨论。

定理 2 系统( 1) 存在唯一的正平衡点。

证明 令系统( 1) 的右端等于 0，则有:

γ( v1 － v) － k1v － k2( v － w) －
k3

K + vv = 0

k2( v － w) +
k3

K + vv － Vβw ={ 0

( 3)

方程组( 3) 两式相加可得:

w =
γ( v1 － v) － k1v

βV
( 4)

将 w 的表达式代入方程组 ( 3 ) 整理可得:
av2 + bv + c = 0，其中:

a = ( k1 + k2 + γ) βV + k1k2 + k2γ ＞ 0

b = ( Kk2 + k3 + Kk1 + Kγ － γv1 ) βV +

Kk1k2 － k2γv1 + Kk2γ

c = － ( Kk2γv1 + Kγv1βV) ＜ 0

( 5)

因为关于变量 v 的方程其判别式 Δ =
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b2 － 4槡 ac ＞ 0 恒成立，所以有: v = － b ± b2 － 4槡 ac
2a 。

这里，若 b ＞ 0，则 － b + b2 － 4槡 ac ＞ 0 恒成立，而

－ b － b2 －4槡 ac ＜0，舍去; 若 b ＜0，则 － b + b2 －4槡 ac

＞0恒成立，而 － b － b2 －4槡 ac ＜ 0，舍去。所以，v =

－ b － b2 － 4槡 ac
2a ＜ 0，舍去。因此系统( 1) 只存在唯

一的正平衡点，记为 E( v* ，w* ) 。

定理 3 系统 ( 1 ) 的正平衡点是全局渐近稳

定的。

证明 系统( 1 ) 在正平衡点 E ( v* ，w* ) 处的

雅可比矩阵为:

J =
－ γ － k1 － k2 －

Kk3
( K + v* ) 2

k2

k2 +
Kk3
( K + v* ) 2

－ k2 － β











V

( 6)

因此，雅可比矩阵 ( 6 ) 的特征方程为 λ2 + mλ +

n = 0，其中:

m = γ + k1 + k2 +
Kk3
( K + v* ) 2

+ k2 + βV

n = ( γ + k1 ) k2 + γ + k1 + k2 +
Kk3
( K + v* )( )2

利用 Hurwitz判据［17］判断:

H1 = m ＞ 0，H2 =
m 0
1 n

＞ 0 ( 7)

故系统( 1) 的雅可比矩阵的所有特征值都具有负

实部，系统( 1) 的正平衡点局部渐近稳定。

以下用 Dulac 函数来判断系统 ( 1 ) 的全局稳

定性。

记:

dv
dt = γ( v1 － v) － k1v － k2 ( v － w) －

k3
K + vv P( v，w)

dw
dt = k2 ( v － w) · 1

V +
k3

K + vv·

1
V － βw Q( v，w)

( 8)

取 H( v，w) = v － 1w － 1，则有:

H( v，w) P( v，w) = γv1v
－1w－1 －

γ + k1 + k2 +
k3( )K + v

w－1 + k2v
－1

H( v，w) Q( v，w) = 1
V k2 +

k3( )K + v
w－1 －

k2
V +( )β v－1

( 9)

从而有:

Δ = HP
v

+ HQ
w

= － γv1v
－ 2w － 1 +

k3
K +( )v 2w

－

k2v
－ 2 － 1

V k2 +
k3

K +( )v w － 2 =

－ γv1v
－ 2w － 1 － k2v

－ 2 － 1
V k2w

－ 2 +

k3
K +( )v 2w

－ 1
V

k3
K + vw

－ 2 ＜ 0 ( 10)

综上，根据 Δ ＜ 0 和 Dulac函数理论［17］可知系

统( 1) 不存在极限环，又因系统是局部稳定的，故

整个系统全局渐近稳定。

注意到本研究是利用 Dulac 函数的一般性来

分析模型的动力学行为，这里主要分析游离药物

到达脑组织后呈现的稳定状态。到目前为止，所

有的理论分析都集中在数学模型和其动力学行为

上，例如正平衡点的存在性、唯一性和全局渐近稳

定性。接下来通过对加入超声和未加入超声时药

物靶向治疗脑部疾病的两种模型进行数值模拟，

以此具体、直观地描绘药物靶向治疗脑部疾病的

过程中游离药物浓度随时间的变化。

2 数值模拟

在药物从毛细血管通过血脑屏障进入脑组织

这一动力学过程中，血脑屏障的完好与否以及药

物通过血脑屏障的量直接决定了疾病的治疗效

果。为了验证前面的相关分析所得到的理论性结

果以及两种模型的准确性，以下利用表 1 中的参

数值进行数值模拟。

首先，依据模型 ( 1 ) 中求解出的正平衡点的

值，分别取正平衡点附近的值作为游离药物浓度

的初值进行模拟。选择 v、w的初值分别为 v = w =
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0． 000 318，v = w = 0． 000 32，在这两组参数下，模
拟了游离药物浓度 v、w 随时间变化的时间序列
( 如图 3 所示 ) 。其中: b、d 分别表示 w 初值取
0. 000 32 和 0． 000 318 时游离药物浓度随时间的

变化; a、c 分别表示 v 的初值取 0． 000 32 和
0． 000 318时游离药物浓度随时间的变化; 游离药

物 v、w的浓度都达到了全局渐近稳定。

图 4 模拟了游离药物浓度 v、w的相图，即 v、w

在变化过程中产生的向量场中的矢量线逐渐趋于

全局渐近稳定的关系。其中黑色虚线、蓝色实线
分别表示脑组织和毛细血管中游离药物浓度 w、v

的零斜率线，其交点即为系统的正平衡点，向量场

中的矢量线都将先向 v 的零斜率线逼近，然后顺

着零斜率线逼近系统的正平衡点。

图 5 在固定时滞 τ = 1 的前提下，选取: a =

2. 03，b = 0． 001，s = 0． 85; a = 2． 03，b = 0． 001，s =
1. 45; a = 2． 03，b = 0． 001，s = 1． 5; a = 2． 03，b =

0. 001，s = 1． 6。在这 4 组参数下以 s 为指标变量

模拟了加入超声后超声对游离药物进入脑组织的

量的影响。从图 5 ( a) 可以看出:脂质体在周期性

的注射过程中，经历了从刚开始的阻尼振荡到振

荡再到最后反向阻尼振荡的过程。从图 5 ( b) 可

以看出:毛细血管中的游离药物浓度在 62 s 左右
开始达到稳定的状态，而脑组织中的游离药物浓

度在 72 s 左右开始达到稳定的状态。整个过程

中，在饱和率系数不变的情况下，随着超声强度的

增大，饱和率系数也在不断地增大，系统会保持一

定时间的稳定性，保证 u、v 的正性，出现阻尼振
荡。当超声强度达到人体能够承受的最大超声强

度时，u、v的浓度达到最大，系统产生周期性的振
荡。再加大超声强度时，超出人体能够承受的范

围，u、v的正性和周期系统的稳定性被破坏，不再
呈现原有的状态，出现反向阻尼振荡的现象。与

前面所述未加入超声时得到的结果相比，加入超

声可以增加游离药物进入脑组织的量，使得疗效

更佳，也说明引入超声对脑部疾病进行治疗具有

很重要的作用。

就生物学意义而言，未加入超声时，游离药物

浓度 v、w在正平衡点 E( v* ，w* ) 处达到了全局稳

定，这也描述了一种生物扩散现象，即大部分游离

药物在毛细血管中会与血浆蛋白结合而留在血管

内，少部分的药物会扩散到脑组织，当脑组织内外

浓度达到平衡态时不再发生扩散现象。而加入超

声可以降低血管中游离药物与血浆蛋白的结合速

率，同时加快游离药物通过血脑屏障进入脑组织

的速率，增加药物进入脑组织的量，对疾病产生更

为理想的治疗效果。

图 3 系统( 1) 中游离药物 v、w的时间序列

图 4 系统( 1) 中游离药物 v、w的关系

3 结束语

本文通过构造 Dulac函数，对游离药物进入脑

组织靶向治疗脑部疾病的动力学模型进行了理论

分析，主要包括正平衡点的存在性、唯一性分析和

全局渐近稳定性的证明以及相应的数值模拟，最

终得出结论:正平衡点存在且唯一，并且该模型的

正平衡点是全局渐近稳定的。
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在上述模型的基础上引入超声和脂质体，用

数学模型描述药物在静脉血管、毛细血管以及脑
组织中的传递与吸收效果，从模拟结果 ( 图 5 ) 可

以看出，加入超声大大增加了药物进入脑组织的

量，且脂质体和游离药物的浓度最终也达到了稳

定状态。

图 5 模拟结果

对比以上两种模型，其数值模拟结果都给出

了较为合理的解释和推测。针对未加入超声的模

型所得结果展开了讨论和分析。模型( 1 ) 的结果

反映出全局渐近稳定性，模型( 2) 的结果反映出游

离药物在脑组织中浓度达到最大值的时间以及游

离药物最大量与注入脂质体浓度的关系。通过模

拟得到:加入超声大大减少了服药后大脑组织中

药物达到治疗浓度所需的时间，且增加了药物进

入脑组织的量，可以对治疗提供参考依据。

本文的建模也存在一些不足:针对模型( 1) 的

建模仅局限于大脑中某一个毛细血管内药物传输

到大脑的动力学过程，忽略周边其余毛细血管可

能存在的影响。之后可以接着讨论脑部所有毛细

血管( 一个整体) 与脑组织之间的相互作用以及对

加入超声后的模型进行一定的理论分析和后续的

模拟，也可以分析加入超声后时滞变化对模拟结

果的影响。我们期待将来的研究对脑部给药系统

有更深刻的阐述和认识，为这些人类相关疾病如

脑瘤的调控和治疗提供思路和参考。
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