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同阶双轨道连通图的超圈边连通性

姜海宁
(厦门大学 数学科学学院, 福建 厦门 361005)

摘摘摘要要要: 对于图 G, 如果 G−F 是不连通的且至少有两个分支含有圈, 则称 F 为图 G 的圈边割.

如果图 G 有圈边割, 则称其为圈可分的. 最小圈边割的基数叫作圈边连通度. 如果去除任何一

个最小圈边割, 总存在一分支为最小圈, 则图 G 为超圈边连通的. 设 G = (G1, G2, (V1, V2))

为双轨道图, 最小度 δ(G) > 4, 围长 g(G) > 6 且 |V1| = |V2|. 假设 Gi 是 ki-正则的, k1 6 k2

且 G1 包含一个长度为 g 的圈, 则 G 是超圈边连通的.
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Super cyclically edge connected graphs with

two orbits of the same size
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Abstract: For a graph G, an edge set F is a cyclic edge-cut if (G−F ) is disconnected and

at least two of its components contain cycles. If G has a cyclic edge-cut, it is said to be

cyclically separable. The cyclic edge-connectivity is cardinality of a minimum cyclic edge-

cut of G. A graph is super cyclically edge-connected if removal of any minimum cyclic

edge-cut makes a component a shortest cycle. Let G = (G1, G2, (V1, V2)) be a double-

orbit graph with minimum degree δ(G) > 4, girth g > 6 and |V1| = |V2|. Suppose Gi is

ki-regular, k1 6 k2 and G1 contains a cycle of length g, then G is super cyclically edge

connected.
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本工作中, 规定所有的图都是无环和无重边的无向连通图.
互连网络拓扑通常以无向图为数学模型, 而图的连通度则是网络容错的一个重要指标. 近

年来, 由于传统的连通度的局限性, 人们对连通度的概念进行了推广, 如限制性边连通度和圈

边连通度等[1-5].
对于无向图 G, 如果 G − F 可以使两个圈分离, 则称边集 F 为图 G 的圈边割. 含有圈边

割的图称为圈可分图. 文献 [6-7] 刻画了所有不含分离圈的多重图, 因此本工作考虑到研究圈
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可分图的性质. Plummer[8]定义了图 G 的圈边连通度, 并且记为 λc(G), λc(G) 是 G 中最小圈

边割的基数.

圈边连通度在图论的染色、容错及整数流等[9-15] 经典领域中起着重要作用. 作为网络可
靠性的一个重要指标, 圈边连通度 λc(G) 比典型的边连通度具有更高的实用性.

对任意的圈可分图均有 λc(G) 6 ς(G)(*), 其中 ς(G) = min{ω(X)}, X 在 G 中导出最小
圈[16]. 如果 λc(G) = ς(G), 则称圈可分图为圈最优的, 并记为 λc-最优. ω(X) 是满足这一条件

的所有边的个数, 这些边的顶点需要一端在 X 中, 另一端在 V (G)\X 中.

对于任意点集 X, G[X] 是指 X 在 G 中的导出子图. X 为 X 的补集. 对于点集 X, Y ⊆ V ,
[X, Y ]G 为边集, 它的每一条边一端在 X 中, 另一端在 Y 中. 如果 [X, X] 是最小的圈边割, 则
G[X] 和 G[X] 都是连通的. 如果 [X, X] 是最小的圈边割, 则称点集 X 为圈边片段. 对于基数
最小的圈边片段, 则称为圈边原子. 如果去掉图 G 中任何一个基数最小的圈边割都会导致其

中一个分支是最小圈, 则称连通图 G 是超圈边连通的, 记为超-λ[16]
c .

设 X 是一个圈边片段, 如果 X 和 X 都导不出最小圈, 则称 X 为超圈边片段. 基数最小的
超圈边片段为超圈边原子[17]. 在本工作中, 用超片段和超原子分别代替超圈边片段和超圈边

原子. 如果圈边片段可以导出一个圈, 则称它是平凡的, 否则称为非平凡的. 如果X 是超片段,
则 X 也是超片段, 且 G[X] 和 G[X] 都是连通的.

如果 Aut(G) 可以在 V (G)(E(G)) 上作用传递, 则称图 G 是点(边)传递的. 设 x ∈ V (G),
则称集合 {xg| g ∈ Aut(G)} 为 Aut(G) 的一个轨道. 显然, Aut(G) 分别在每个轨道上作用
传递. 设图 G = (G1, G2, (V1, V2)) 为连通图, 如果 Aut(G) 分别在 V1 和 V2 上作用传递且

|V1| = |V2|, 则称图 G 为同阶双轨道连通图. 传递图具有高容错性、传递延迟等[18-21]属性, 因

此在刻画网络拓扑结构时起着重要作用.

Zhou[22]刻画了圈边连通度条件下图的原子. Wang等[16]指出对于任意的最小度 δ(G) > 4
且 |V | > 6 的边传递图是圈最优的. 在图的围长 g >5 的条件下, k(> 4)-正则点传递图是 λc-最
优的. Wang等[16]和Zhang等[17]指出最小度δ(G) > 4 且 |V | > 6 的边传递图是λc-最优的. 本工
作将证明围长> 6的条件下阶数相同的双轨道连通图是超圈边连通的.

1 引 理

引理 1[17] 一个圈最优图不是超圈边连通的充要条件是它有超原子.

如果 X 是超原子, X ′ 是 X 中的一个真子集, [X ′, X ′] 是一个圈边割, G[X ′] 不是最小圈,
则 ω(X ′) � ω(X).

引理 2[23] 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 是一个双轨道图, δ(G) > 3, 围长为 g, 且 |V1| = |V2|.
设 Gi 是 ki-正则的, k1 6 k2 且 G1 包含一个长度为 g 的圈. 对于每一个点集 X ⊆ G 且 |X| > g,
如果 G[X] 是一个森林, 则 ω(x) > ς(G) + 2.

引理 3 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 是一个双轨道图, δ(G) > 3, 围长为 g, 且 |V1| = |V2|.
设 Gi 是 ki-正则的, k1 6 k2. 假设 G 是 λc-最优的, 但不是超-λc 的, 且 G1 包含一个长度为 g

的圈. 如果 X, Y 是两个不同的超原子且 X ∩ Y 6= ∅, 则 |X ∩ Y | 6 g 且 |X| = |Y | 6 2g.

证明 反证, 假设 |X ∩ Y | > g + 1. 由原子的最小性, 有 |X| = |Y | 6 |V (G)|/2. 因此,
|X ∪ Y | = |V (G)| − |X| − |Y |+ |X ∩ Y | > g + 1. 首先说明 ω(X ∩ Y ) � λc(G). 实际上, 如果
G[X ∩ Y ] 包含有圈, 注意到 G[X ∩ Y ] ⊇ G[Y ] 也包含有圈, [X ∩ Y, X ∩ Y ] 是一个圈边割. 因

为 |X ∩ Y | > g +1, 可知 G[X ∩Y ] 不是最小圈. 由引理 1 可得 ω(X ∩Y ) � ω(X) = λc(G). 如

果 G[X ∩Y ] 是无圈的, 则由引理 2 和 λc(G) = ς(G) 可得 ω(X ∩Y ) > ς(G) + 2 � λc(G). 同理
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可得 ω(X ∪ Y ) = ω(X ∪ Y ) � λc(G). 由子模不等式可得 2λc(G) ≺ ω(X ∩ Y ) + ω(X ∪ Y ) 6

ω(X) + ω(Y ) = 2λc(G), 矛盾. 因此 |X| = |Y | 6 g.
假设 |X| = |Y | � 2g, 则 |X ∩ Y | = |X ∩ Y | > g + 1, 类似前面的证明, 同样矛盾. 因此,

|X| = |Y | 6 2g.
引理 4[17] 设 G 是一个连通正则或 (p, q)-半正则图, δ(G) > 3 且围长 g(G) > 5, X 是超

碎片, 则有
(Ⅰ) δ(G[X]) > 2 且 |X| > g(G) + 2.
(Ⅱ) 如果 δ(G) > 4, X 是一个超原子 , 则 δ(G[X]) > 3, 且对于任何 v ∈ X 都有

dX(v) � dX(v).
引理 5[23] 设 G 是一个连通图, δ(G) > 3 且 g(G) > 5, 则 G 为圈可分的.
引理 6 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 是一个双轨道图, δ(G) > 4, 且围长 g(G) > 5, |V1| =

|V2|. 设 Gi 是 ki-正则的, k1 6 k2. G 是 λc-最优的但不是超-λc 的, 且 G1 包含一个长度为 g 的
圈, 则任意两个不同的超原子 X 和 Y 满足 X ∩ Y = ∅.

证明 假设 X ∩ Y 6= ∅. 由引理 3 可得, |X| 6 2g 且 |X ∩ Y | 6 g. 因为 k1 > 4, 由
引理 4(Ⅱ) 可得, δ(G[X]) > 3. 由引理 5 可得, G[X] 和 G[Y ] 包含两个不相交圈, 因此有
|X| = |Y | > 2g. 矛盾.

如果对于 V (G) 中的一个非空真子集 A, 任何在 Aut(G) 中的自同构 ϕ, 都有 ϕ(A) = A 或
ϕ(A) = ∅, 则称 ϕ 为 G 的非本原块.

引理 7[24] 设 G = (V,E) 且 Y 是 G 的本原块 A 导出的子图, 如果 G 是点传递的, 则 Y

也是点传递的. 如果 G 是边传递的, 则 A 是 G 的独立集.

2 同阶双轨道图的超-λc性

引理 8 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 是一个双轨道图, δ(G) > 4, 围长 g(G) > 6 且 |V1| =
|V2|. 假设 X 为 G 的超原子, G 是 λc-最优的但不是超-λc 的.

(1) 如果 X ⊆ V1(V2), 则 V1(V2) 是不相交的超原子的并, 且 G[X] 是 t-正则点传递图,
t > 3.

(2) 如果 X1 = X ∩ V1 6= ∅, X2 = X ∩ V2 6= ∅, 则 V (G) 是不相交的超原子的并, 且 G[X]
是双轨道图, |X1| = |X2|.

证明 显然, 由引理 6 可知 X 是 G 的本原块.
(1) 如果 X ⊆ V1(V2), 则由引理 7 可知, V1 是不相交的超原子的并. 由引理 4, G[X] 是

t-正则点传递图, t > 3.
(2) 假设 X1 = X ∩ V1, X2 = X ∩ V2. 由引理 6 可知, X1, X2 分别为 V1 和 V2 的本原块.

由引理 7 可知, X1 和 X2 为 X 的两个轨道. 由本原块的性质可知, V (G) 是不相交的超原子的
并. 因为 V1 = V2, 故 |X1| = |X2|.

定理 1[23] 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 为双轨道图, δ(G) > 4, 围长 g(G) > 5 且 |V1| = |V2|.
假设 Gi 是 ki-正则, k1 6 k2 且 G1 包含一个长度为 g 的圈, 则 G 是圈最优的.

定理 2 设 G = (G1, G2, (V1, V2)) 为双轨道图, δ(G) > 4, 围长 g(G) > 6 且 |V1| = |V2|.
假设 Gi 是 ki-正则的, k1 6 k2 且 G1 包含一个长度为 g 的圈, 则 G 是超-λc 的.

证明 由定理 1 可知 G 是圈最优的. 反证, 假设 G 不是超圈边连通的. 由引理 1 可知, G

有一个超原子. 由引理 4(Ⅱ) 和引理 5 可知, G[X] 含有两个不相交圈且 [V (C), X − V (C)] 是
圈边割. 因为 C 中没有两个点在 X − V (C) 中有公共的邻点, 故 ωG[X](V (C)) 6 |X − V (C)|.
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如果 X ⊆ V1, 设 t 是 G[X] 的正则度, 则有

ωG(C) = ωG[X](C) + (d + k1 − t)|V (G)|,

ωG[X](C) + (d + k1 − t)|V (C)| 6 |X − V (C)|+ (d + k1 − t)|V (C)|

6 (d + k1 − t)|X − V (C)|+ (d + k1 − t)|V (C)| = (d + k1 − t)|V (X)| = ω(X).

这说明 ωG(C) 是 G 的圈边割且 ωG(C) 6 ω(X). 这与 X 是超原子矛盾.
X ⊆ V2 的情况也可以类似证明.
设 X1 = X ∩ V1 6= ∅, X2 = X ∩ V2 6= ∅, V1(C) = V1 ∩ V (C) 且 V2(C) = V2 ∩ V (C). 由

引理 8 可得, 所有在 X1(X2) 的点在 G[X] 有相同的度数, 设为 t1(t2). 由于 G[V1] 和 G[V2] 是
连通的, 可以很容易看出 ti ≺ ki, i = 1, 2. 因为

ω(X) =(d + k1 − t1)|X1|+ (d + k2 − t2)|X2|

=(d + k1 − t1)|X1 − V1(C)|+ (d + k2 − t2)|X2 − V2(C)|

+ (d + k1 − t1)|V1(C)|+ (d + k2 − t2)|V2(C)|,

所以, 有

ω(X) > |X1 − V1(C)|+ |X2 − V2(C)|+ (d + k1 − t1)|V1(C)|+ (d + k2 − t2)|V2(C)|

= |X − V (C)|+ (d + k1 − t1)|V1(C)|+ (d + k2 − t2)|V2(C)|,

因此, 有

ω(X) > ωG[X](C) + (d + k1 − t1)|V1(C)|+ (d + k2 − t2)|V2(C)| = ω(C) > ς(G),

即 ωG(G) 是 G 的圈边割且 ωG(C) 6 ω(X), 矛盾. 定理得证.
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