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使用有限元模型仿真可变形物体的研究进展 
黄绍辉，王博亮 

（厦门大学计算机科学系，福建 厦门 361005） 

摘  要：可变形物体的建模与仿真是当今计算机图形学领域的难点和热点之一。对于手术模拟等需

要精确计算的场合，最佳的建模工具仍然是有限元模型。惟一限制有限元模型广泛应用的瓶颈，在

于有限元的大计算量。为了克服这个困难，目前出现了很多新颖的技术方法。对这些有限元新技术

做一个比较全面的综述，对其进行分类和概括，并总结这些最新成果的解决思路以及具体的解决

方法，对有意以有限元为工具开发仿真系统的研究者们具有很大的启发和参考价值。 
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Research Progress on Simulation of Deformable Objects 
 Using Finite Elements Model 
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Abstract: Nowadays the simulation of deformable objects is a hotspot in the field of computer graphics. In the simulation of 
operation, for the request of precision, Finite Elements Models (FEM) is the best model. The disadvantage of FEM is the 
mass quantity of the calculation. To solve this, many new techniques has come out recently. To summarize these new FEM 
techniques, including their thoughts and the solutions, it will be helpful to the researchers who want to use FEM to do some 
simulation work. 
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引  言1 

随着计算机三维技术在游戏、影视、虚拟现实方面的应

用日益广泛，单纯的刚体模型已经不能满足实际的需要，因

此可变形物体的仿真已经成为现代计算机图形学中重要的

研究课题之一。目前公认的对可变形模型进行模拟仿真的

好的方法依然是具有深厚物理背景的有限元方法(Finite 
Element Method, FEM)。虽然还有其它的方法用于仿真可变

形模型，例如 J.Teran 等人提出的 Finite Volume Methods 方
法[1]，Neil Molino 等人提出的 Virtual Node Algorithm 算法[2]，

Balaniuk,R.等人提出的 Radial Elements Method 方法[3]和

Long Elements 方法[4]，Gibson,S.等人提出的 3D ChainMail

方法 [5-6] ，Cotin,S. 等人提出的 Tensor-Mass 模型 [7-8] ，

Debunne,G.等人提出的 Adaptive sampling 方法[9]，以及已经

在布料模拟等场合取得广泛应用的 Mass Spring Models[10-11]

等等。然而这些方法其实都可以看做是有限元方法的某种程

度的简化。对于一些并不需要精确计算的场合，例如计算机
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三维变形动画、布料的模拟等等，利用上述模型已经足够了；

然而对于复杂、精确的可变形模型的计算，例如手术仿真，

软组织的物理建模等等，就不得不考虑使用有限元模型了。

可以这么说，只要能解决速度问题，有限元方法是可变形模

型仿真的 合适的候选。 
但是有限元计算的复杂性还是大大阻碍了它的应用，因

而目前国内的有限元应用还仅仅局限于刚体模型，例如足部

的生物力学模拟[12]，人体步态研究与仿真[13]，汽车碰撞的有

限元仿真[14]等等；而对于可变形物体的模拟，由于计算量太

大，尤其是在需要在计算的同时进行碰撞检测的虚拟手术仿

真，或者是生物软组织的变形模拟当中，大都没有采用有限

元模型，而是选择了相对计算量小很多的 Mass Spring 

Models[15]。 

1  有限元模型的一般形式 

FEM 起源于工程设计和分析，它以连续介质力学、弹

性力学为基础。虽然 FEM 也把问题离散化，但是它连续地

离散为若干个单元（不是点），各个单元通过其边界互连。

对于每个单元，用一个近似函数分片地近似表示未知变量

场，该近似函数由未知场函数在单元各个节点的值和与其对

应的插值函数（基函数）表达，这样把一个无穷自由度问题

转化为有限自由度问题。通过求解一个有限问题来确定问题

的无限解。 
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1.1 有限元建模的一般步骤 

有限元建模的一般步骤是： 
1、建立三维物体的面模型，如图 1(a)所示； 

2、对建立好的面模型进行剖分，生成体模型，如图 1(b)
所示； 

3、利用 FEM 技术进行仿真。 

           
(a)  三维物体的面模型  (b)  利用四面体模型将其剖分成有限元模型 

图 1  有限元建模的一般步骤 

对于前面两个步骤，有很多的方法和工具可以使用，例

如使用 AutoCAD、3DS MAX 等工具均可生成效果相当不错

的面模型，而借助一些工具则可以将这些面模型剖分成体模

型，例如 ANSYS 等。在体模型中， 常用的是四面体模型

（tetrahedral mesh）。步骤 3 是实时模拟中的难点，下面我们

就此展开讨论。 

1.2 有限元模型的一般形式 

根据有限元理论，一个用有限元离散化之后的物理系

统，总可以用如下的一般形式来表示： 
( ) ( , ) ( )+ + =d d d d fΚ C M                     (1) 

这里 d 是一个表示节点位移的矢量，d 上的点表示对时

间的微分，K 和 C 都是非线性的函数，分别表示该节点在此

位移下的反作用力和该节点的速度，M 表示该节点的加速

度，而 f 表示其它的力（譬如外力）。通常情况下，K 可以

用内在的弹力来代替，而 C 可以用阻力来代替。 

1.3 有限元模型的难点及解决思路 

实际的物体是相当复杂的，因而使得 FEM 方程(1)的求

解变得十分困难。要使得计算机能够仿真这些物体，首先必

须考虑的几个难题是： 
1、非线性的压力和应力的关系的模拟，此时力和位移

并不是简单的比例关系； 
2、大变形的模拟，此时物体的外形的变化是非线性的； 

3、黏弹性的模拟，此时物体的黏弹性是时间的函数； 
4、非均匀物体的模拟，此时物体的各部分可能具有不

同的属性，例如密度分布不均匀； 
5、各向异性的模拟，为了描述物体，可能需要很复杂

的函数关系； 
为此，根据实际需要模拟的物体，建立一个适当的求解

模型是非常重要的。目前比较有代表性的做法有： 
(1) 借鉴正弦波分解的思想，利用数学手段将 FEM 方

程(1)分解成容易求解的小方程，从而获取较快的求解速度，

满足实时系统的变形要求。这方面的研究工作很多。1999
年，James F.O’Brain 等人将有限元方程离散成一系列的微分

方程，然后使用数值方法求解这些方程，并将此方法成功用

于脆性物体的断裂模拟[16]；2002 年，James F.O’Brain 又将

此方法用于柔软物体的撕裂模拟[17]；2003 年，Kris K.Hauser
将此法发展成模态分析法，用于对刚体和可变形物体的碰撞

变形进行混合模拟，取得了很好的效果[18]； 
(2) 采用一些软件加速技术或者借助硬件并行计算技

术来加快求解进程，从而达到实时模拟的目的，这方面的

代表工作有 Cotin,S.等人的预计算技术和基于重叠原理的

加速算法[19]，以及 Frank 等人提出的用于实时触觉反馈的

并行算法[20]； 

(3) 采用多尺度算法，James,D.等人用其来实现大的黏

弹性物体的变形仿真[21]； 

(4) 浓缩技术，这方面工作比较有代表性的是

Bro-Nielsen等人做的手术仿真系统[22]和 Jeffery Berkley等人

开发的虚拟手术缝合系统[23]； 
(5) 近似计算技术，例如 Yoshitaka Masutani 等人利用中

心差分的方法来近似求解有限元方程，配合较好的硬件条

件，开发了一套手术仿真系统[24]； 

(6) 采用一些混合的方法，Wen Wu 等人采用了一个混

合的浓缩算法实现了软组织的切割和变形[25]； 

(7) 采用一些更加彻底抛开 FEM 方程的做法，例如质

点弹簧模型(Mass Spring Models, MSMs)[10-11]，Wu,X 等人提

出的自适应的网格技术[26]，边界元模型(Boundary Element 
Models, BEMs)[27]，基于能量 小化的变形模型[28]，基于粒

子系统的变形模型[29]等等。严格说来这类方法已经不属于有

限元的范畴，因此本文不予讨论。 

下面就以上几个做法逐一探讨。 

2  典型的有限元模拟方法 
2.1 模态分析(Modal Analysis)[16-18] 

模态分析是一个已经在机械加工、航空航天、土木建筑

等领域得到广泛应用的数学工具。 早将其引入计算机图形

领域是在 1989 年，Pentland 和 Williams 将其用于快速变形

算法的近似[30]。当时他们采用的是混合模型。但是将模态分

析直接应用到可变形物体的模拟还是有一些困难的，例如快

速振荡响应和复杂的约束条件。为了能够将其应用在计算机

模拟中，必须采取一定的近似处理。 

如前所述，在一般情况下，有限元方程(1)是非线性的，

但是我们可以假定物体的位移很小，因此系统能够满足线性

的假设，于是得到： 
+ + =Kd Cd Md f                              (2) 

这里 K，C 和 M 都是矩阵，分别表示系统的刚度、阻

力和质量。对于刚体物理模型而言，这三个矩阵都是实的而

且是对称的。K 和 C 都是半正定的，而 M 是正定的。线性
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化的假设特别适合用来模拟一些小振幅而高频率的运动，例

如声音的振动，但是不适合模拟刚体的转动。 

线性化系统之后，模态分析的第二个步骤是将公式(2)
对角化。为此，先假定 1 2α α= +C K M ，这里 1α 和 2α 是系

数。实际上这是将阻力的矩阵表成一个线性的刚度矩阵和质

量矩阵之和，这个就是瑞利阻尼(Raleigh damping)。这个假

定大大简化了系统，而且效果还相当不错。 
将 C 代入公式(2)，可以得到： 

1 2( ) ( )α α+ + + =K a a M a a f                     (3) 

由于 M 是对称的并且是正定的，所以可以将 M 做一个

Cholesky分解，得到 = TM LL 。引入变量 y，使得 = Ty L d ，

重新代入公式(3)，并在方程两边同乘 -1L ，整理得到： 
-1 -1

1 2( ) ( )α α+ + + =-TL KL y y y y L f                 (4) 

实对称矩阵 -1 -TL KL 可以被分解为 -1 -T TL KL = VΛV ，这

里 V 是一个正交的矩阵，它的每一列都是 -1 -TL KL 的一个特

征向量， Λ是特征值的对角矩阵。引入变量 = Tz V y ，代入

方程(4)整理得到： 
1 2( )α α+ + =Λz Λ I z z g+                        (5) 

这里 = -1Tg V L f  
至此线性系统方程(3)已经被对角化。方程(5)的第 i 行的

是一个二次微分方程： 
1 2( )i i i i i iz z z gλ α λ α+ + + =                     (6) 

这里 iλ 是矩阵 Λ的对角线的第 i 个系数。方程(6)可以

通过数值积分的方法求解，也可以通过解析的方法求解：  

1 2
iit t

iz c e c eω ω+ −= +                          (7) 
这里 C1和 C2是任意的复常量， iω 是复频率，且有： 

2
1 2 1 2( ) ( ) 4

2
i i i

i
α λ α α λ α λ

ω ± − + ± + −
=        (8) 

其中 iω 的虚部的绝对值表示模态的频率，实部表示衰减率。

从(8)可以看出，这时各个 iω 已经互不相关了，我们成功去

掉了它们之间的相互耦合关系。于是一个大的系统就被分解

成一系列的小的独立的子系统。这个与调和分析中将一个复

杂的波形分解为一系列正弦波的叠加，从而简化对波形的分

析的思想是十分类似的。注意方程(5)的解就是线性化后的方

程(2)的解，在分解过程中，除了前述的线性化的假定之外，

后续的步骤都是有严密的推理，因此我们实际上可以直接使

用公式(7)(8)来直接求解复杂的 FEM 方程(2)。 
在上述的推理过程中，矩阵 -1L V 的每一列分别表示物

体的不同模态。模态的含义如图 2 所示。 
模态分析除了能够加快求解速度之外，另一个明显的好

处是大模型的简化。例如，有一个特征值 iλ ，它对应的模

态比较大，这表明该模态需要一个比较大的外力才能够对其

造成影响（这些影响可以包括位移、转动、形变等等），因

此在一些不可能产生大的外力的情况下（例如手术模拟），

可以利用域值人为地丢弃一些模态不再计算，在迭代过程中

保持这些模态不变，这样可以节约很大的计算量。 

 

图 2  碗的变形模拟 

图 2 中的每一行分别表示同一只碗不同角度的视图。右

边的三列是选取的三个不同的非刚体模态（非零的特征值生

成的模态），当受到同样的作用在碗边缘的冲击力之后，所

表现出来的不同的变形样式[18]。 

Kris K. Hauser 利用模态分析技术，在 Sony PS2 上模拟

了复杂物体的交互式变形（如图 3 所示），其响应速度还是

令人满意的；另外他还将该技术用于刚体和可变形物体的混

合碰撞模拟，效果也很不错（如图 4 所示）。当然，由于模

态分析技术是基于一个线性变形的前提，因此它并非适用于

任何一个场合。例如在模拟细长的变形物体时，由于此时发

生的形变是非线性的形变占主导，因此它的结果会出现严重

失真（如图 5 所示）。 

 
图 3  在 Sony PS2 上模拟弹性物体在外力作用下的形变 

(图中的圆圈是光标，表示外力的作用点[18]) 

 
图 4  一对鸭子在相互碰撞过程中的变形模拟 

(这是一个包含了刚体和可变形物体的混合模型)[18] 

 

图 5  利用线性模型来模拟细长杆的形变 

图 5 随着外力的逐渐加大，形变的过程逐步由线性形变

占主导变成非线性形变占主导，因而模拟的失真程度也逐步

加大[18]。 

2.2 预计算技术、软件或者硬件加速技术[19-20] 

1998 年，S. Cotin 为了实现虚拟手术系统的实时触觉反
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馈，利用了预计算技术来提高求解速度。他仍然利用了线性

的有限元模型来构造器官，由于 FEM 方程(1)的规模和四面

体的个数是直接相关的，因此对于复杂的变形物体而言，实

时求解这个以大型矩阵为系数的方程几乎是不可能的。为

此，他利用线性的假设以及重叠原理，在模拟之前预先计算

好了基本的变形结果，然后在实时的模拟过程中直接利用这

些结果。 
这些预计算的过程是十分耗时的。依四面体数量的规模

不同，耗时可能从几分钟到数十个小时。S. Cotin 计算了两

个例子来说明这个事实。一个有 193 个顶点和 725 个四面体

的 FEM 模型，耗时大约 30 分钟；另一个有 1735 个顶点和

8124 个四面体的 FEM 模型，则要耗时 36 个小时！预计算

的优点是显而易见的，如表 1 所示，在实时模拟过程中，如

果能直接利用预计算的结果，其加速比是相当惊人的。 

表 1  对于线性和非线性变形的模拟， 
CPU 在有否预计算过程的耗时对比[15] 

 normal accelerated 
linear elasticity 20 000 msec. 10 msec. 
non-linear elast. > 100 000 msec. 12 msec. 

从上表可以看出，预计算技术对于线性和非线性的变形

都是可资借鉴的加速手段；不过 S. Cotin 在文中并没有详细

给出他的预计算过程的算法，所以对于具体的预计算内容我

们就不得而知了。 

与 S. Cotin 相比，2001 年，Andreas O.Frank 采用了另外

一个思路，借助于多分辨率的思想和 FPGA 的并行计算能

力，实现了软组织模型的实时触觉反馈的仿真。 
Andreas O.Frank 等人首先将软组织模型简化为线性模

型，然后将 FEM 方程(1)的求解简化为线性方程组的求解。

为了求解这个方程，他们设计了几个方法：(1) 直接求解法，

利用高斯消去法、LU 分解和 Cholesky分解等传统数值计算

方法求解方程组，这个算法的时间复杂度是 O(n3)；(2)迭代

求解法，采用 Jacobi 迭代和 Gause-Siedel 迭代求解方程组，

这个算法的时间复杂度是 O(n2)；(3)采用大矩阵预分解技术，

加快解法(2)的求解速度，Andreas O.Frank 设计了两种预分

解技术：Jacobi 预分解和 SSOR 预分解。同时，为了尽可能

加快求解速度，Andreas O.Frank 借助于 FPGA 实现了一个

简单的 Jacobi 共轭梯度预分解法。借助于 FPGA，求解的速

度大约提高了 100 倍之多!具体结果如表 2 所示。 

表 2  运行结果对照表 

h-method (linear tetrahedral) 
Model 1 (375 dof) Model 2 (2187 dof) 

SOLUTION 
METHODS 

speed its. force speed its. force
Direct 

Cholesky 
 

9.1 
 

-- 
 

61.0 
 

0.021 
 

-- 
 

77.2
Iterative 
Conjugate Gradient 

Pre-Jacobi 
Pre-SSOR 

 
> 500 
> 500 
66.7 

 
27 
25 
27 

 
61.0 
61.0 
61.0 

 
2.56 
3.20 
0.67 

 
55
43
44

 
77.2
77.2
77.2

从表 2 可以看出，对以上两个模型来说，迭代法的速度均

比直接法快，其中 快的是用 FPGA实现的 Jacobi 共轭梯度预

分解法。因此对于实时模拟而言，借助于 FPGA的编程和计算

能力来实现大运算量的并行计算，不失为一种很好的选择。 

第一行是直接 Cholesky 求解法；第二行是三种不同的

迭代法[20]。 

2.3 多尺度算法[21] 

2002 年，Doug l. James 设计了一个多尺度的算法，用

以实现大规模物体的线弹性交互式变形模拟。当然，严格说

来他的设计思路还不能算是正宗的有限元方法，虽然他也对

物体进行了有限元的剖分，但是他并没有去求解有限元方程

(1)，而是转而求助于格林函数（Green’s functions, GFs）来

描述变形物体。不管怎样，他的关于多尺度算法的设计思想

对我们还是很有启发性的。 
Doug l. James 采用线弹性的格林函数模型（Linear 

Elastostatic Green’s function Models，LEGFMs）来描述变形

物体。这个模型是有物理基础的，它是在力平衡的状态下描

述物体的小弹性形变的相当准确的近似。该模型特别适合描

述一些弹性很好，不易变形的物体（例如很硬的橡胶圈）在

外力作用下发生形变的过程。格林函数之所以适合描述变形

物体，是因为它能够生成一组基，而这一组基恰恰就是变形

物体在特性的边界条件下能够产生的所有可能的变形。对线

性系统而言，无论是 Dirichlet 边值问题，还是 Neumann 边

值问题，抑或 Robin 边值问题，这些问题的解都是格林函数

的基的线性组合。有鉴于此，为了提高计算的速度，Doug l. 

James 采用了预先的格林函数的办法，然后将计算结果预先

存储以备调用。不过格林函数的基的规模和模型的复杂程度

是密切相关的。一个有 100 个顶点的简单模型，它生成的基

只需要 360KB 即可存储；然而一个 10000 个顶点的复杂模

型（例如图 6 的龙的模型），它生成的基却需要 3.6GB!为此，

建立一个多尺度模型是非常必要的。 

 

(a)  按照 level 0 恢复的结果      (b)  按照 level 1 恢复的结果 

图 6  多尺度格林函数及其约束示意图(原始的模型被压缩到 level 3[21]) 

Doug l. James 的多尺度思想来源于 Zorin的表面剖分[31]

的思想。这里的多尺度涉及到两方面。一个是模型本身的多

尺度，利用表面剖分的技术，模型本身可以有不同层次的剖

分；令一个多尺度是格林函数的基和相应的边界约束条件。

为了能够存储容量巨大的基，Doug l. James 利用小波技术压
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缩了基和约束条件，然后根据尺度的不同，有意识地选择需

要恢复的层次，由于小波的压缩和恢复的快速算法已经成

熟，所以在实时模拟的时候，这些计算不是问题。图 6 很好

地说明了多尺度的思路。 

注意图 6 的这两个模型的网格是完全相同的，因此它们

绘制出来的精细程度是一样的。它们的区别仅仅在于格林函

数的基的数目和约束条件的层次，右图的层次更精细一些，

求解的规模相对比较大，所以变形的速度相对比较慢。根据

实际模拟的要求，可以选择适当的网格层次和适当的格林函

数及其约束条件的层次，从而达到较快的相应速度。 

2.4 浓缩技术(Condensation)[22-23] 

1996 年，Morten Bro-Nielsen 先在可变形物体的模拟

中使用浓缩技术(Condensation)，并将其用于下肢的虚拟手术

系统（如图 7 所示），效果还是不错的。 

 

图 7  下肢的虚拟手术(图示的是下肢受到挤压之后产生的变形[18]) 

浓缩技术仍然基于线性的假设，它的出发点仍然是快速

求解 FEM 方程。和模态分析不同的是，Morten Bro-Nielsen

并不试图去分解 FEM 方程，而是采取了另外一个思路：它

认为任何一个形变的物体，都包含了两种形变，表面的形变

和内部的形变，但是 终的用户仅仅关心表面的形变，因为

他们只看得到表面。所以浓缩技术就是从 FEM 方程的系数

矩阵中，去掉那些和内部节点形变相关的系数，从而降低系

统的计算量。他的做法简介如下： 

首先，FEM 方程在经过一系列的假设后， 后归结为

求解如下方程： 
=Ku f                                       (9) 

上式中的系数矩阵 K 包含了两种类型的顶点。通过将顶

点由表面到内部排序，可以将矩阵 K 改写成分块矩阵的形

式，从而公式（9）化为： 
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

sss si s

is ii i i

fK K u
K K u f

                         (10) 

从方程（10）中可以生成一个新的线性方程 =* *
ss s sK u f ，

这个方程只用到了表面节点的变量。求解上式，可以得到： 
= =* -1 * -1

ss ss si ii is s s si ii iK K - K K K f f - K K f           (11) 

此时，内部节点的位移仍然可以通过来 ( )= -1
i ii i i s su K f - K u

计算。注意到，当没有外力作用在内部节点上的时候， s=*sf f 。 

在通常情况下， if 是一个常数，进一步地，可以大胆

假设它为 0。这样的假设符合大多数的情况。此时相当于求

解 ( )= -1 -1
s ss si ii is su K - K K K f 。注意表面节点的数目远远比总

的节点数目小，所以 Kss 的规模比起 K 已经大大减小，从而

求解速度大大加快。 
这种利用内外节点的差异，采用分块矩阵技术从而降低

系数矩阵的规模的做法就是浓缩。2004 年，Jeffery Berkley
借鉴了浓缩的思想，同时加上一定的约束边界条件，开发了

一个手部缝合手术的虚拟仿真系统（如图 8 所示），效果相

当不错[23]。 

 
图 8  手部缝合手术的虚拟仿真系统[23] 

2.5 近似计算技术[24] 

Yoshitaka Masutani 等人在肝脏的虚拟手术中，采用了可

变形的体绘制技术。在计算量 大的有限元方程求解中，他

们利用了文献[32]介绍的中心差分的方法。这种用中心差分来

代替微分的做法在数值计算中还是属于比较常见的做法，不

过它会降低求解的精度。中心差分相当于求解如下的方程： 

12 2

12

1 1 2
( ) 2 ( )

1 1
( ) 2

n n n n

n

t t t

t t

+

−

⎧ ⎫
+ = − + −⎨ ⎬∆ ∆ ∆⎩ ⎭

⎧ ⎫
−⎨ ⎬∆ ∆⎩ ⎭

M C u F f Mu

M C u  (12)

 

这里 t∆ 是时间间隔， , ,n n nF f u 是在时刻 n 的外力向量、

内力向量和位移向量。矩阵 M 和 C 分别表示材料的刚度和

阻尼。以上这个方程可以很容易通过迭代求解。 
在不需要精确计算变形的情况下，利用中心差分的做法

也是可以的；但是这种做法实际上已经丧失了有限元方法的

精确性的优点，所以这种情况下，采用其它的可变形模型来

代替有限元模型应该是一个更好的选择。 

2.6 采用一些混合的方法[25] 

混合的做法有助于综合几个算法的优点，但是实际上也

会加大求解的难度。当然有些混合的方法还是很有借鉴意义

的，例如 Wen Wu 等人采用的混合浓缩算法。 
Wen Wu 等人在利用 FEM 进行手术模拟的过程中，采

用了一个新颖的设计。他们将有限元分成两个区域：手术区

域和非手术区域，如图 9 所示。在复杂的手术过程中，他们

假定切割只发生在病灶的区域，而其它地方的拓扑结构是不

会改变的。这个假定也符合实际手术的过程。 
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图 9  混合有限元模型中的区域划分[21] 

基于以上的假定，他们将一个复杂的 FEM 模型，划分

成两个部分：一个是线性的并且是在手术过程中保持拓扑结

构 FEM 模型，和一个在手术过程中将发生拓扑改变的 FEM

模型；对于前者，由于在手术过程中只发生小的形变，因此

可以利用预计算技术，将结果先存储起来；对于后者，由于

求解的规模已经大大降低，所以可以通过常规数值计算直接

求解。当然，由于这两个区域的节点是相互连通的，所以必

须添加一定的边界条件来约束它们的行为。此外，为了加快

计算的速度，他们还采用了 GPU 编程技术来加快矩阵和向

量的乘法计算。图 10 所示的是虚拟切割。 

 
图 10  虚拟切割示意图[25] 

3  结论 

精度和性能之间的矛盾，一直是制约有限元模型在可变

形物体的建模与仿真领域的 重要因素。对于一些不需要精

确计算的变形场合，完全可以采用一些计算量小、易于实时

计算的模型；然而对于手术模拟、软组织变形仿真等需要精

确计算的场合， 佳的建模工具仍然是有限元模型。尽管很

多学者都提出了各种各样的新颖的思路，也采用了软件加硬

件的解决方案，试图解决实时有限元计算的难题。然而不难

发现，目前的大部分的有限元模型，仍然是基于线弹性的模

型，因为即使简化到线性模型，有限元的计算量依旧十分庞

大；而对于非线性的有限元模型，尽管它才是 符合实际的

模型，却至今还没有找到一个比较好的实现方法。所以要使

用有限元来模拟可变形的物体，依旧是任重而道远。 
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(b)  深度控制时纵倾响应曲线 

图 5  水下机器人深度控制的仿真曲线 

5  结论 

本文研究了积分变结构控制在水下机器人近水面运动

中的应用，详细给出了积分变结构控制器的设计过程及仿真

曲线。该控制器有效的防止了水下机器人近水面波浪干扰作

用下的埋首上浮现象，实现近水面定深控制，通过仿真对比

可看出积分项的加入较好的抑制住了非积分变结构控制中

的稳态误差，且响应速度快、无超调、有较好的抗波浪干扰

能力。 
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