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随机波动害虫种群的最优防治阐值与防治时刻
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摘 要
:

以随机过程为数学工具
,

用金融风险管理的思想
,

研究随机波动的害虫种群

对作物造成的损失和药物防治费用之间的关系
,

依据最优经济效益原则确定害虫的最优防

治阅值与防治时刻
.

关桩词
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几何 B r o v r n 运动
.
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,
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,
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1
.

引 言

确定农业害虫的合理的防治闽值和 防治时刻对提高农业生产经济效益
,

防止滥

用农药造成环境污染
,

创立绿色农业品牌意义重大 11]
.

由于农作物害虫种群的动态受

食物
、

天敌
、

温度
、

气候
、

人工治理等众多因素影响
,

其动态不是时间的确定性函数

而是数学意义上的随机过程
.

即在所讨论的空间范围内任一时刻害虫的数量是随机变

量 (达到某一数量指标的时间也是随机变量)
,

从而害虫对作物造成的损失也是随机变

量
.

在确定害虫的防治阐值与打药时机时
,

也要考虑害虫种群随机波动带来的不确定

性
,

这和现代投资理论中的风险管理是类同的
.

文 [z]
一

[’] 介绍了研究随机波动生物种群的随机过程原理
,

文 [s]
一

[s] 以随机过程为

工具研究了农业害虫防治中的若干问题
.

本文研究遵循几何 Br
o w n 运动的一类害虫种

收稿日期
.
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群对作物造成的损失和药物防治费用之间的关系
,

从最优经济效益原则出发
,

推导确

定害虫最优防治闺值和 防治时刻的计算公式
,

给出公式中有关参数的估计方法
.

2. 分析与建模

讨论限制在某一农田区域或某一空间范围内
,

考虑其数量可视为时间 t 的连续函

数的某农作物的某种害虫
,

如稻蓟马
,

稻卷叶螟
,

稻飞虱
,

棉蚜
,

棉红蜘蛛等等
.

将

作物的生长期记为 [t
。 ,

tl]
,

用 S( t) 表示 t 时刻 (t
。 兰 t 兰 tl

)害虫种群的数量
,

设初始虫

量 S( 句)二 S0 已由田间调查得到
.

鉴于时间区间沙
。 ,

tl] 不长
,

害虫的食物 (农作物的数

量)是丰盛的一 一农民不会让害虫发展到食物不够吃的程度
,

可以假设此段时间内害

虫的平均增长率为常数
:
(可放宽为

:
(t))

,

但由于天敌
、

温度
、

气候
、

人的活动等众多

因素的影响
,

害虫数量会如股票价格那样随机地波动
.

用常数 a 表示其波动率 (即单

位时间内的标准差)
,: 和 。 可用统计方法对历史观测数据进行分析后估计出来

.

利用

随机过程的知识
,

可以得到害虫种群数量满足的数学模型为

= r d t + a d w (t)
,

已知 S (t
。
)

lS一S(
,

以一
.‘

其中 W (t) 是均值为 o
,

方差为 艺的正态随机变量
,

即 W ien er 过程
.

可以解得

一2
、 ,

s (t) = s (t
。
)

e x p l(
: 一
冬)(, 一 t。)+ 。w (t 一 t。)I

L \ ‘ / J

换句话说
,

S (t)服从漂移为
:
(t 一 t。)

,

方差为 二 2
·

(t 一 t。) 的几何 B r o w n
运动

.

为简单
记

,

取 云。 一 。
,

t , 一 二 ,

则有 s (。)一 s o e (一呼)‘+ 。
w (‘)

,

(o : 云: 二
)

.

我们用 u 表示害虫防治闭值
,

用 M 表示 S( t) 在 [0
,

司 内的最大值
,

即 M =

渭瑟 {s (t) }. 用 瑞 表示 害虫数量首次达到数量 U 的时刻 (称为首达时)
,

农民在

时刻 罗M 施药防治害虫
,

可假设施药后害虫数量降低到一个很低的水平之 下
,

即

S( t) 三 L
,

(瑞 三 t 三 司
,

L 是一个小正 数
.

当 S( t) 三 L 时
,

害虫对该茬作物的损害

可忽略不计
。

以上分析的几何意义如图 1 所示
:

。 〔

卜一夕 一寸‘ } ‘
.

‘ 人
产与丫、

尹洲 { }

任 S。 目八 /
’

丫 1
’ /

卜
’

一丁 二二生玉亘创
_

〔少

—
一 , 二

日寸!阂 ‘ 州

易知有如下概率等式

尸{M < U } = 尸{瑞
> 二

}
,

p {M 全U } 二 p {瑞 三二
}

当 u 较小时
,

尸{M < U }较小而 尸{M 全U }较大
·

下面给出害虫危害作物造成的损失的计算式和打药费用的计算式
.

根据实际意

义
,

害虫造成的损失与害虫数量成正 比
,

也与害虫危害时间长度成正 比
,

故下式

、l

/瑞
二s (,)己‘一 、

,

/瑞 s0 。·。* 一

鳗
[
。·

、 一 , -

J o J o 7’
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表示害虫危害造成的损失
.

这里 k l
表示单位数量的害虫单位时间内造成的损失

,

E S( t)

表示 S( 约的平均值函数
.

至于打药的费用
,

可用 k ZH (M 一 U) 表示
,

这里函数 H (x) 定

义如下
:

1
,

当
x 全 0

0
,

当
x < 0

l
哎

l
一一XH

无:
表示打一次药所需费用

.

由于上面两笔费用均依赖于随机变量 M (或 几
f
) 以及闭值 U 的设置

, ,

故费用之

和是随机变量
,

我们来求其平均值
.

设首达时 几
f
的分布密度函数为 h( t)

,

事件 M > U

发生的概率为 尸{M > U }
,

则费用之和的平均值为

k ,
S0

J LU 少二

— 关
下

一““,“‘一 ‘1
+ “Z p ‘M > U ,

依据最优经济原则
,

我们要寻求 u
‘

使上式中的 J( u
‘

)最小
.

3
.

J (u ) 的计算

我们分如下几步来计算 入u )

(l) 求首达时 几
f
的分布密度函数 城约

因 罗胭 为 M 首次达到 U 的时刻
,

故 U > So 时
,

_
。

_
_ 、

_
‘ 、 _ _ _ _ 、

_ f
,

M
_ .

U 、 _ 「
.

5 (丁、
.

U
.

M
_

U 、

p {瑞 全丁
} 一 p {M 三 U } 一 p l

‘n

瓦三‘n 孟全
一 p左‘

n

澎
三‘n 孟

,

‘n

瓦三‘n 孟全

利用反射原理 降‘0]
,

并注意 hi
弩 服从正态分布 N ((

: 一

譬)
二 ,

尹司
,

得到

一
,

一
、

一
、

l
rfin 给

一

卜蜘川
。

沂
二2

1 一 尸 1了M < 丁J“ 尸1里衍 全 丁少= 一万井 了 e 一丁 dx
丫 Z 万 J 一 co

一
尹

·

箭(一蜘 /
, ’

·

会 /
卜 ’n

箭
一‘卜譬’

了
,/
‘

行
.

。一

、、

上式两边对
二
求导并化简得

1_ U

。(
丁
) =

~

共乳
e 一“

·

箭
一‘一夸’

·
,
2
‘, , ’·

J V ‘开丁
。

令
丁 = t 得

h(t)

1 ~ U
1 1 1 几布es

J 0

a
拒丽西

。一 [‘
n

箭
一 (一零)‘]

’/ , 。’‘,

(, > o)

(2 )求积分 寿
e r ‘h(‘)d‘

r 下
,

r 了

j0
“T ‘

”(t) dt 一

/0
“盯

1 ~ U
1 1 1 牛号ee

J 0

a
丫乏石西

。一 [,
n

斋
一 (一譬)‘]

2
/ 2

『, ‘击
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为叙述简单
,

记 。 二 In 瓮
,

‘二 r -
口 2

则

广了 P 了 。 , r 亡 , _ L ‘ 、 2 产丁 ~

1
e r ‘h(‘)dt 一

1
.

斗蕊
e 一

淤
出 一

l 弓法
e 一 [‘一“)

‘一 , 。二‘
·

]/ , , ·‘山

J O J O 口 V ‘7r 石“ J O U V ‘7r 石“

作变换 t = 沪得
产 r 。 ~

.

r

沂
1 , 1 , ~ 2 , 、

j0
“r’““, dt 一

念
“,

j0 乒
eX p

l
一

命l‘
“, 一 2“’·,“

, +

彝JJ“

在 护 一

淤
一 尸 一

淤
+
柯 : 。时

,

作变换 。 一 ,

福万
得

/
了 。一、(。)* 一

斗
、

怎琢
。

, 厂

~
去

。一 , (一。)‘

J O O V ‘ 7 1 , u J O 切

其中 , = 号褥万茹
.

利用等式 (设 。 > 0)

六丈
‘

扮
一“俨“’“ 一

六[e
一“尸

(x
一

:)+ eaF (x
十

3)]
其中 F闭 一

六广
二 e 一

誉dt
,

八
x
) 一 ‘一 F (x)

,

得到

关
了

八(t)at
一

警漂万
e
”
六[e一

;

叭畜环
-

/ , b: 。 _ 、_

V 、7 一 ‘ , ) ,

�.....J、
.

.日了+e
·夕

(/( 子
一 2

如
一

斋长
V 、贪 一 ‘叼丁

一”卜
一

州价事二石不
一

赤)+e “ (沪雾丽
+

赤)]

将 ‘ 一 号丫歹不 代入上式得到

关
了

二’““, dt 一业决孕亚
之

{卜
二

(垒嘿黔
止)

+ ·卫三

点票还 [卜
二

(竺粤碧业)]}

上面计算式在 夕 一 Za Z r 二 尸 一 3a
2 : +
誓七。时有意义

.

(在 护 一 2尹
: < 0 时可得

到一个带有 葱= 了习 的表达式
,

然后取其实部)

(3 ) 计算 p {M > U }

尸{M > U } = 尸{T M < 二} = 1 一 尸{乃了七 二
}

使用 (l) 中 尸{瑞 全弓的计算式
,

将积分用标准正态分布函数表出得

尸、、 , v卜 1 一 二‘竺要、
+ 。
份 F (架

.

寥、、 a V T / 、 a V 丁 ,

这里
。 一 hi 箭

,

”一卜譬
,

F(x ) 一六 广
co e 一

鲡
·

可见
,

当
二 什 +co 时

,

尸{M > U} 一 ‘
,

这是与实际相符的
.
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4
.

求最优经济闻值 U
*

和最佳打药时刻 端
从上面的计算得到

“U , 一“
!

鲁
·

业4 乒玉
之

{
‘一 F

(旱票巫)
+ 。

~
[卜

二

(
坚竺票巫)]}

一 “1

鲁
+ “2

[
‘一 F

(等)
+ ·

” F

(考产)]
其中 。 一 In 箭

,

“一卜譬
,

F闭 =

念广co e 一
冬dt

,

上式对 U 求导并令 豁 一 ”可得 J( u)

的极小值点 U
, ,

由于 豁和 U
’

的解析表达式过于复杂
,

本文不便列出
,

本文仅在此

指出
,

在实践中可用数学软件 Mat lab
.

5. 3 中的优化工具箱去求 U* (先将 侧对 展开为

几ylor 级数
,

取前若干项)
.

求出最优经济闽值 U
,

后
,

利用踢 的分布密度 从t)
,

可以求出最佳的打药时间瑞
, 二 , 了 1” 旦二

端
一

jo
‘h“, dt 一

j0 喜瓷
一‘,

n

姗
一‘卜 , ‘, ,

’
‘’

‘ ’‘
·

dt

使用求 Jor 了‘h( t) dt 时采用的类似的代换方法
,

可以求出

。
一

决{
1

一‘噬斋兰竺)
·

(瓮)单l一哗等拜
竺)]}

其中 F (劝 二

念广
OO e 一冬dt

·

易知
,

当 二 充分大时
,

端
、 In (瓮)/ (

: 一

譬)
,

当
r 一
譬

> 0.

5
.

参数的确定方法

上面导出的求最优防治闽值 U
‘

及防治时刻 端 的公式形式上较复杂
,

但涉及的

参数是容易获得的
.

公式中有 k l ,

kZ , 二 ,

So
, r , a 六个参数

.

常数 肠
, 二
可根据其实际意义

直接得到
,

常数 k l ,

s0 可由实际调查给出
,

至于漂移率
r
与波动率 a 可用如下方法得

到 【1 11
.

设 S (t‘)
,

(0 5 ‘三。)是在时刻 t‘(0 三葱三。)观测到的害虫的数量
,

占t = 忿‘+ 1 一 亡‘是

时间间隔长度
,

则
,
的估计式 尹为

一 r l吞 S (忿‘+
1
)一 S (云‘)1

r 二二 二尸 l一 ,

—
l

o t Ln

廿
万(t‘) J

再记 凡 二 鲤j

命黔
,

几一 青艺 R ‘
,

则 a 的估计式 沙为

(。 一 l)占t艺
(凡 一 卿

’
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