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0 引言

设 F n×n 表示数域 F 上所有 n 阶矩阵的集合，

因此当 F = C, R 时，C n×n, R n×n 分别为复数域 C、实

数域 R 上所有 n 阶矩阵的集合。当 A= a kj" #∈F n×n

时，detA, tr(A)=
n

k=1
$a kk 分别为其行列式和迹。总约

定 E 为单位矩阵。

矩阵的特征根（或特征值）是线性代数的核心

理论。数域 F 上 n 阶矩阵 A= a kj% &∈F n×n 的特征

根（或特征值）的定义在影响很大的文献上是有差

异的。这些定义可参考文[1- 4]等，这些差异情况存

在的根本原因之一在于：当 A= a kj% &∈F n×n 时，其

特征多项式 det !E-% &A = f%&! 在复数域 C 上的 n

个根未必都在数域 F 上。这里我们不打算过多讨

论这个问题，但这些事实说明实矩阵的所有特征

根问题与实对称矩阵的情况有着很大的差异 （后

者的所有特征根都是实数，且可正交相似对角矩

阵）。本文约定使用文[5]给出的定义。

由文[5]定义 3，我们把 n 阶矩阵 A ∈F n×% &n

的特征多项式 det !E-% &A =f%&! 在复数域 C 上的

根，叫做矩阵 A 的特征根。[5]

当 A = a kj% &∈F n ×n 时，它总有 n 个特征根
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!1!"A ,"2!"A ,⋯,!n!"A ，同时

tr(A)=
n

k=1
#a kk=

n

k=1
#!k!"A , detA=

n

k=1
$!k!"A

这样我们可约定

!k!"A =a k+bki (i 2=- 1，a k,bk∈R，k=1,2,⋯, n)，

A= a kj! "∈R n×n （1）

为实矩阵 A 的所有特征根；若特征根不是实数就

称为非实的特征根；记 S!"A ,L!"A , Z!"A 分别表示

A 的所有实部为正的特征根之和、所有实部为负

的特征根之和及所有实部为零的特征根之和，简

记 S2!"A = S!"A! "2。文[6- 7]等对这方面作了研究。

漳州师范学院 2004 年硕士研究生入学的高

等代数试题第九题[8]（为讨论方便称为命题）如下：

命题 设 A 是个 n 阶实对称方阵，tr!"A 是 A

的迹（即 A 的主对角线上所有元素之和），S!"A 是

A 的所有正特征根之和。证明：

2S2!"A %tr A! "2 + 2S!"A - tr!"A! "tr!"A （2）

并且等号成立，当且仅当

(Ⅰ) A 是零矩阵，或

(Ⅱ) A 相似于对角矩阵 diag(a,0,0⋯0), a≠0，或

(Ⅲ) A 合同于对角矩阵 diag(1,- 1,0⋯0)。

本文将推广这个命题到实矩阵的所有实部为

正的特征根之和与其迹的关系上去。

1 预备知识

引理 1 设 A∈R n×n，则有复可逆矩阵 P 满足

P - 1AP =

!1!"A *

(
0 !n!"A

)
*
**
+

,
-
--
.

（3）

证 由文[3]第 327 页补充题 7 或文[5]第 298

页习题 5 知存在复可逆矩阵 P 使 P - 1AP 位上三角

矩阵。从上三角矩阵的所有特征根是由其对角元

素确定的和相似矩阵的特征根相同的简单事实，

应用文[5]定义 3 就可得到（3）。

引理 2 设 A∈R n×n，如果 e 为非负整数，t 为

正奇数：
n

k=1
#a

e

kb
t

k =0 （4）

证 因为实矩阵的特征多项式的系数都是实

数，故 A 的非实的特征根必是成对共轭出现的，这

样 A 的非实的特征根的个数为偶数。不失一般性，

在（1）所设下，对 A 的所有特征根进行如下编号：

记 A 的所有实特征根为：

!k!"A =a k+bki，bk=0，k=1,⋯,m，

且 n- m =2s （5）

记 A 的一切非实的特征根为：

!m+k!"A =a m+k+bm+ki，!m+s+k!"A

=a m+s+k+bm+s+ki （6）

（6）中 a m+k=a m+s+k，bm+k=- bm+s+k，k=1,⋯, s；从而知：

a
e

m+k =a
e

m+s+k ，b
t

m+k =- b
t

m+s+k ，k=1,⋯, s （7）

这样由（1），（5），（6）和（7）
n

k=1
#a

e

kb
t

k

=
m

k=1
#a

e

kb
t

k+
s

k=1
#a

e

m+k b
t

m+k +
s

k=1
#a

e

m+s+k b
t

m+s+k

=
s

k=1
#a

e

m+k b
t

m+k +
s

k=1
#a

e

m+k - b
t

m+k
! "=0

即（4）成立。

由前面的说明可知，依实矩阵的特征根的实

部情况，下面的约定是合理的。

在（1）所设下记 A∈R n×n 所有的实部为正的、

负的和实部为零的特征根分别为

!pj

!"A =a pj
+bpj

i ，a pj
> 0，j =1,⋯, r （8）

!qj

!"A =a qj
+bqj

i ，a qj
< 0，j =1,⋯,g （9）

!hj

!"A =a hj
+bhj

i ，a hj
=0，j =1,⋯, l （10）

（8），（9）和(10)中的 pj ,qj ,hj 为不大于 n 的自然数，

r ,g , l 为不大于 n 的自然数且 r+g+l=n。

引理 3 设 A∈R n×n，则：

S!"A =
r

j =1
#a pj

，L!"A =
g

j =1
#a qj

，Z!"A =0 （11）

tr!"A =S!"A +L!"A =
r

j =1
#a pj

+
g

j =1
#a qj

（12）

证 因为 A 的实部为正的特征根可分为实部

为正的实特征根和实部为正的非实的特征根这互

不相交的两个类，从非实的特征根是成共轭出现

的简单事实出发，不失一般性，在（1）所设下，对 A

的特征根进行如下编号：

记实部为正的实特征根为：

!pj

!"A =a pj
+bpj

i ，j =1,⋯,d，bpj
=0，

且 r - d =2w （13）
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实部为正的非实的特征根为：

!pd+k

!"A =a pd+k
+bpd+k

i ，!ps+w+k

!"A

=a ps+w+k
+bps+w+k

i （14）

（14）中 a ps+k
=a pd+w+k

，bpd+k
=- bpd+w+k

，k=1,⋯,w，d#r。

这样由（1），（8），（9），（10），（13）和（14）

S!"A =
r

j =1
$ a pj

+bpj
! "i

=
d

j =1
$ a pj

+bpj
! "i +

w

j =1
$ a pd+j

+bpd+j
! "i +

w

j =1
$ a pd+w+j

+bpd+w+j
! "i

=
r

j =1
$a pj

由（1），（8），（9），（10），（13）和（14）同理可证

L!"A =
g

j =1
$a qj

，Z!"A =0。故结论（11）成立。这样由

（11）可得：

tr!"A =S!"A +L!"A +Z!"A

=S!"A +L!"A =
r

j =1
$a pj

+
g

j =1
$a qj

即（12）式成立。

2 主要结果

定理 1 设 A∈R n×n，则有不等式（2）成立，且

等号成立当且仅当下面之一条件成立：

(Ⅰ) A 的所有特征根为 0；

(Ⅱ) 0 为 A 的 n - 1 重特征根，另一根是非零

实根；

(Ⅲ) 0 为 A 的 n - 2 重特征根，其他两个实特

征根符号互异。

证 由（1），（8），（9），（10），和（11）知：

S2!"A =
r

k=1
$a pj
! "

2

=
r

k=1
$a pj

2
+2

k< j
$a pk

a pj
（15）

L2!"A =
g

k=1
$a qj
! "

2

=
g

k=1
$a qj

2
+2

k< j
$a qk

a qj
（16）

由 S!"A ，L!"A 的定义知：

a pk
a pj

> 0,%1#k, j#r；

a qk
a qj

> 0,%1#k, j#g （17）

从（3）知存在复可逆阵 P 满足：

A2=P - 1

!1

2!"A *

’

0 !n

2!"A

(
)
)
))
*

+
,
,
,,
-

P

这样在（4）式中取 e=t =1，可得：

tr A! "2 =
n

i =1
$!i

2!"A =
n

k=1
$ a k+bk! "i 2

=
n

k=1
$a k

2
-

n

k=1
$bk

2
+2i

n

k=1
$a kbk=

n

k=1
$a k

2
-

n

k=1
$bk

2

#
n

k=1
$a k

2
=

r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2
+

l

j =1
$a hj

2

=
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2

这样由（15），（16），（17）得

tr A! "2 =
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2
-

n

k=1
$bk

2

#
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2

#
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2
+2

k< j
$a pk

a pj
+

k< j
$a qk

a qj
! "

=S2!"A +L2!"A （18）

（18）说明

tr A! "2 #S2!"A +L2!"A （19）

这样由（18）,（19）和（12）得：

tr A! "2 #S2!"A +L2!"A

= tr!"A - S!"A. /2+S2!"A

=2S2!"A - tr!"A 2S!"A - tr!"A. 0
即知（2）式成立。

下面讨论（2）不等式等号成立的充要条件：

从上面证明可知 （2）、（19）两个等式是等价

的，注意到（18）与（19），可知不等式（2）等号成立

可以归结于下面不等式等号成立：
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2
-

n

k=1
$bk

2

#
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2

#
r

j =1
$a pj

2
+

g

j =1
$a qj

2
+2

k< j
$a pk

a pj
+

k< j
$a qk

a qj
! " （20）

在（20）式中，左边不等式等号成立时，必有

n

k=1
$bk

2
=

0 即 bk=0,k=1⋯n；同时知（20）右边不等式等号成

立时，必有：
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k< j
!a pk

a pj
+

k< j
!a qk

a qj
=0 （21）

注意到（17）式，即知（21）式成立时，两个数组 a pj
>

0, j =1,⋯, r，aqj
< 0, j =1,⋯,g 各至多有一个不为零。

反之，当 bk = 0, k = 1⋯n ；且两数组 a pj
> 0, j =

1,⋯, r，a qj
< 0, j =1,⋯, g 各至多有一个不为零时，

（18）等号成立是显然的。

由上述讨论可知不等式（2）等号成立，当且仅

当 A 的所有特征根为零；或 0 为 A 的 n - 1 重特征

根，另一根是非零实根；或 0 为 A 的 n - 2 重特征

根，其他两个实特征根符号互异。

在这里顺便指出两点：

其一，对于（18）式，在定理 1 前提下是不能得

到：tr A" #m $S%&A m+L%&A m (m> 1)。

比如：2 阶实矩阵 A=
0 2

- 2
’ (

0
有两个特征根：

2i , - 2i；则 tr A" &4 =32,S4"&A =0, L4"&A =0。从而：

tr A" &4 > S4"&A +L4"&A

其二，对于在上述证明中所使用的引理 3 所

得到的（4）的特殊情况

n

k=1
!a kbk = 0，还有更简洁的

直接证法：因为 A 为实矩阵，所以 A2 也为实矩阵；

进而 tr A" &2 =
n

i =1
!! i

2"&A =
n

k=1
!a k

2
-

n

k=1
!bk

2
+2i

n

k=1
!a kbk

为实数，这就说明

n

k=1
!a kbk =0。

推论 题设条件同于命题，则不等式（2）成立

且（2）等式成立的充要条件是由命题给出的。

证 由上述在定理 1 中的证明可知，只要证

明不等式（2）的等式条件成立的充要条件。

此时 A 为实对称阵，存在正交阵 U 满足：

A=U- 1diag(!1,!2,⋯,!n)U, U- 1=U'（U' 为矩阵 U

的转置） （22）

其中 !k> 0, k = 1,⋯,r ；!r+j< 0, j = 1,⋯,g；!r+g+k = 0,

k = 1,⋯,n - g- r 。

先证必要性。由定理 1 知，不等式（2）等号成

立时，A 的特征根有三种情况：

(Ⅰ) A 的所有特征根为零，由（22）知 A=0，即

A 为零矩阵；

(Ⅱ) A 有 n - 1 重零特征根，另一根是非零实

根；由（22）知 A 相似于对角矩阵 diag(a , 0, 0,⋯, 0)

a≠0；

(Ⅲ) 0 为 A 的 n - 2 重特征根，其他两个实特

征根符号互异。由惯性定理[3]，A 合同于对角矩阵

diag(1,- 1,0,⋯,0)。必要性得证。

再证充分性：

(Ⅰ) 若 A 为零矩阵，即知 A 所有的特征根为

0；由定理知不等式（2）等号成立；

(Ⅱ) 若 A 相似 diag(a , 0, 0,⋯, 0) a ≠0，即 A 的

n - 1 重特征根为 0，另一根也是实根，由定理 1 知

不等式（2）等号也成立；

(Ⅲ) 当 A 合同于对角矩阵 diag(1,- 1, 0,⋯,0)

时，由（14）和惯性定理知 0 为 A 的 n - 2 重特征

根，其他两个实特征根符号互异，这样由定理 1 知

此时不等式（2）等号也成立。
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