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　　摘要: 讨论绝对单调基、绝对基和绝对重排基之间的关系, 以及绝对基与无条件基的关系, 证明了在实

空间中, 绝对基与1-无条件基是等价的, 在复空间中则不然.
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Abstract: Discusses the r ela tions o f abso lute monotone bases, abso lute bases and absolute rea rr ange

bases, and discusses the r elat ions of abso lute bases and unconditiona l bases. P ro ves that abso lute bases and

1-unconditional bases ar e equiv alent in r eal spaces, but it isn't t rue in complex spaces.
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要想把一个 Banach 空间看作是一个序列空间, 最自然的方式是在其中引入所谓坐标系. 当然对于

同一个空间可能用不同的方式来实现这一点. 其中最常用的办法是引入 Schauder 基的概念, 还有收缩

基、有界完备基和无条件基等特殊的 Schauder 基概念, 这些基都在 Banach 空间理论中起着重大作用.

[ 1] 中引入了另外几种特殊的Schauder基(绝对单调基、绝对基和绝对重排基) .笔者在[ 1] 的基础上, 继

续讨论绝对单调基、绝对基和绝对重排基之间的关系,并说明绝对基与无条件基的关系.

定义 1　设 X 是 Banach空间, { en}
∞
n= 1称为 X 的 Schauder 基,如果对任意 x ∈ X , 存在唯一数列

{an}
∞
n= 1 ,使得 x = ∑

∞

n= 1
anen ,其中级数是按范数收敛.

如果对任意 x = ∑
∞

n= 1
anen ,序列 {‖∑

n

k= 1
ak ek‖: n = 1, 2,⋯} 是单调增加的, 则称这个 Schauder 基为

单调基.

定义 2
[ 1]
　设X 是Banach空间, { en}

∞
n= 1称为 X 的绝对单调基, 如果{ en}

∞
n= 1是 X 的Schauder基且

有性质:对任意的 n∈ N 和数 ûAiû≤ ûBiû( i = 1, 2,⋯, n) 有‖∑
n

k= 1

Akek‖≤‖∑
n

k= 1

Bkek‖.

定义 3
[ 1]
　设 X 是 Banach空间, { e n}

∞
n= 1称为 X 的绝对基,如果{ en}

∞
n= 1是 X 的 Schauder 基且有性

质:对任意的 n∈ N 和任意的数 Ai ( i = 1, 2,⋯, n) ,有‖∑
n

i= 1
ûAiûei‖ = ‖∑

n

i= 1
Aie i‖.



[ 1] 证明了绝对单调基是绝对基, 绝对基是单调基,也说明并非所有的单调基是绝对基. 命题1说明

了绝对单调基与绝对基是等价的.

命题 1　绝对基是绝对单调基.

证明　设{ en} 是绝对基,对任意的 n∈ N和数ûAiû≤ûBiû( i = 1, 2,⋯, n) ,令0≤ ti ≤1, 使得 ûAiû
= tiûBiû( i = 1, 2, ⋯, n) , 则

‖∑
n

i= 1
ûAiûei‖ = ‖∑

n- 1

i= 1
ûAiûei + t nûBnûen‖ = ‖∑

n- 1

i= 1
ûAiûei + (

tn - 1
2

+
1 + tn
2

) ûBnûen‖ =

‖
1 - t n
2 (∑

n- 1

i= 1
ûAiûei - ûBnûen) +

1 + t n
2 (∑

n - 1

i= 1
ûAiûei + ûBnûen)‖≤

1 - t n
2
‖∑

n- 1

i= 1

ûAiûei - ûBnûen‖ +
1 + tn
2
‖∑

n- 1

i= 1

ûAiûei + ûBnûen‖ = (由{ en} 是绝对基)

1 - tn

2
‖∑

n- 1

i= 1
ûAiûei + ûBnûe n‖ +

1 + t n

2
‖∑

n- 1

i= 1
ûAiûei + ûBnûen‖ = ‖∑

n- 1

i= 1
ûAiûe i + ûBnûen‖.

同理可证‖∑
n- 1

i= 1

ûAiûei + ûBnûe n‖≤‖∑
n- 2

i= 1

ûAiûei + ûBn- 1ûe n- 1 + ûBnûen‖≤⋯≤‖∑
n

i= 1

ûBiûe i‖.现在由

绝对基的定义,‖∑
n

i= 1

Aiei‖ = ‖∑
n

i= 1

ûAiûei‖≤‖∑
n

i= 1

ûBiûei‖ = ‖∑
n

i= 1

Biei‖,即{ en} 是绝对单调基.

下面考虑绝对基与无条件基的关系.

定义4　设{ x n} 是Banach空间X 中的序列,如果对自然数列的每个置换 P,级数∑
∞

i= 1

xP( n) 是收敛的,

那么称级数∑
∞

i= 1

x n是无条件收敛的.

定义 5　Banach空间X 的Schauder基{ x n} 称为无条件基, 如果对任何 x = ∑
∞

i= 1
aix i,级数∑

∞

i= 1
aix i 是

无条件收敛的.

引理 1
[ 2]　设{ x n} 是 Banach空间 X 的基,则下列等价:

( 1) { x n} 是无条件基;

( 2) 若∑
∞

i= 1

a ix i 是收敛的,则当 ûbiû≤ ûaiû, i = 1, 2,⋯ 时,∑
∞

i= 1

bix i 是收敛的.

引理 2
[ 2]　设{ x n} 是 Banach空间 X 的无条件基, H= {Hn} , Hn = ± 1.定义 M H: X →X :M H(∑

∞

i= 1

aix i)

= ∑
∞

i= 1
Hiaix i,则 MH为有界线性算子, 且 sup

H
‖M H‖< ∞.称数sup

H
‖MH‖为 { x n} 的无条件基常数.无条

件基常数为 1的无条件基称为 1-无条件基.

注 1　 若{ x n} 是 Banach 空间 X 的无条件基, 在 X 上定义新范数 ‖ûx‖û∶ = sup
H
‖M Hx‖, x =

∑
∞

i= 1
aix i ,则由[ 3] (或[ 4] ) , ‖ûõ‖û与 ‖ õ‖等价.显然{ x n} 是( X , ‖ûõ‖û) 的 1-无条件基.

命题 2　设{ x n} 是 Banach 空间 X 的无条件基, K= {Kn} , ûKnû= 1 .定义 M K: X → X :M K(∑
∞

i= 1

aix i)

= ∑
∞

i= 1

Kiaix i ,则 MK为有界线性算子,且sup
H
‖MH‖ ≤ sup

K
‖MK‖≤ 2 sup

H
‖M H‖ < ∞.

证明　( 1) 由引理 1, M K是有意义的,且显然是线性的.若

y m = ∑
∞

i= 1

a
m
i x i → y = ∑

∞

i= 1

aix i,　MK( y m) = ∑
∞

i= 1

Kiam
i x i → z = ∑

∞

i= 1

bix i,

由[ 2] , 对任意 i , am
i → ai ,故 Kiam

i → Kiai ,任意 i.

又对任意 i ,有 Kiam
i → bi,故 bi = Kiai ,任意 i ,从而 z = ∑

∞

i= 1

Kia ix i = M K( y ) . 由闭图像定理知 M K是有
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界线性算子.

( 2) 对任意K= {Kn} , ûKnû= 1.对任意 x = ∑
∞

i= 1
a ix i, 由Hahn-Banach定理,存在 f ∈ SX

* ( X
*
的单位

球面) , 使得 f (∑
∞

i= 1

Kiaix i) = ‖∑
∞

i= 1

Kiaix i‖. 令

Hi =
1, 　　Re( aif ( x i) ) ≥ 0,

- 1,　Re( a if ( x i) ) < 0,
　H′i =

1,　　Im ( ai f ( x i ) ) ≥ 0,

- 1,　Im ( aif ( x i) ) < 0,

(其中 Re, Im 分别表示实部和虚部) ,则

‖M Kx‖ = ‖∑
∞

i= 1
Kia ix i‖ = ∑

∞

i= 1
Kiaif ( x i) ≤∑

∞

i= 1
ûKiûõûaif ( x i) û= ∑

∞

i= 1
ûa if ( x i) û≤

∑
∞

i= 1
ûRe( aif ( x i) ) û+ ∑

∞

i= 1
ûIm ( aif ( x i) ) û= ∑

∞

i= 1
HiRe( aif ( x i) ) + ∑

∞

i= 1
Hi′Im ( aif ( x i) ) =

Re(∑
∞

i= 1

Hia if ( x i ) ) + Im(∑
∞

i= 1

Hi′a if ( x i ) ) ≤ û∑
∞

i= 1

Hiaif ( x i) û+ û∑
∞

i= 1

Hi′aif ( x i) û≤

‖∑
∞

i= 1
Hiaix i‖ + ‖∑

∞

i= 1
Hi′a ix i‖ = ‖M Hx‖ + ‖MH′x‖≤ 2 sup

H
‖M H‖ õ‖x‖.

故‖M K‖≤2sup
H
‖M H‖,从而sup

K
‖M K‖≤2sup

H
‖M H‖< ∞.而 sup

H
‖M H‖≤sup

K
‖MK‖显然成立.

注 2　显然当X 是实的Banach空间时, sup
H
‖MH‖ = sup

K
‖MK‖.而下面的命题3与例1一起说明

存在复的Banach空间 X 及 X 的无条件基{ e n} ,使得sup
H
‖M H‖ < sup

K
‖M K‖.

命题 3　{ e n} 是绝对基 Z { en} 是无条件基且sup
K
‖M K‖ = 1.

证明　　“] ”设{ en} 是绝对基,由命题1, { en} 是绝对单调基.再由绝对单调基的定义及引理1, { en}

是无条件基. 现在由绝对基的定义,对任意 K= {Kn} , ûKnû= 1,有

‖MK(∑
∞

i= 1

aie i)‖ = ‖∑
∞

i= 1

Kia iei‖ = ‖∑
∞

i= 1

ûKiaiûei‖ = ‖∑
∞

i= 1

ûaiûe i‖ = ‖∑
∞

i= 1

a iei‖,

故‖M K‖ = 1 ,从而 sup
K
‖MK‖ = 1.

“a ”设{ en} 是无条件基且sup
K
‖M K‖ = 1.对任意的 n∈ N 和任意的数 Ai ( i = 1, 2,⋯, n) , 令

Ki =
1, 　　　　 Ai = 0或 i > n,

A-i/ ûAiû,　　Ai ≠ 0,

(其中 A-i 是 Ai的共轭复数) , 则 ûKiû= 1.令 K= {Ki } ,有

‖∑
n

i= 1
ûAiûei‖ = ‖∑

n

i= 1
KiAie i‖ = ‖M K(∑

n

i= 1
Aiei )‖≤‖M K‖ õ‖∑

n

i= 1
Aiei‖ ≤‖∑

n

i= 1
Aiei‖.

再令

Ki′=
1, 　　　 Ai = 0或 i > n,

Ai/ ûAiû,　Ai ≠ 0,

则 ûK′iû= 1, 令 K′= {K′i } ,有

‖∑
n

i= 1
Aiei‖ = ‖∑

n

i= 1
Ki′ûAiûe i‖ = ‖MK′(∑

n

i= 1
ûAiûe i)‖≤‖MK′‖ õ‖∑

n

i= 1
ûAiûei‖ ≤‖∑

n

i= 1
ûAiûei‖.

从而 ‖∑
n

i= 1
ûAiûei‖ = ‖∑

n

i= 1
Aiei‖,即{ en} 是绝对基.

推论 1　当 X 是实空间时, { en} 是绝对基 Z { en} 是 1-无条件基.

此由在实空间中, sup
H
‖MH‖ = sup

K
‖M K‖及命题 3即得.

例 1　存在 X 是复空间,以及{ en} 是 1-无条件基,但{ e n} 不是绝对基.

设 X 是复的 L 4[ 0, 1] 空间, Haar系{hn ( t) } 如下.由[ 3] 或[ 5] , {hn ( t) } 是 ( X ,‖õ‖) 的无条件基.
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h1 ( t) ≡ 1,　　　　　　　t∈ [ 0, 1] ,

h2k- 1+ j ( t) =

2
k- 1
,　　　t ∈ [

2j - 2
2
k ,

2j - 1
2
k ) ,

- 2k- 1 ,　　t∈ [
2j - 1
2k

,
2j
2k
] ,

0,　　　　　其他,

j = 1, 2, ⋯, 2k- 1 ; k = 1, 2,⋯

如注 1,引入等价范数‖ûõ‖û,使{hn ( t) } 是 ( X ,‖ûõ‖û) 的 1-无条件基.

下证{hn( t ) } 不是绝对基.

对 h2 ( t) =

1,　　　t ∈ [ 0,
1
2
) ,

- 1,　　t∈ [
1
2
, 1] ,

　 h3 ( t) =

2 ,　　　t∈ [ 0,
1
4
) ,

- 2 ,　　t∈ [ 1
4
, 1
2
] ,

0,　　　　 其他,

a2 =
1
2
+

3
2

i, a3 = (
1
2
-

3
2

i) / 2 ∈ C, 则 ûa2û= 1, ûa3û= 1

2
.只需证明

‖ûa2h2 + a3h3‖û≠‖û( ûa2ûh2 + ûa3ûh3)‖û,

‖a2h2 + a3h3‖4 =∫
1
4

0
ûa2 + 2 a3û4 +∫

1
2

1
4

ûa2 - 2 a3û4 +∫
1

1
2

û- a2û4 =

∫
1
4

0
14 +∫

1
2

1
4

( 3 ) 4 +∫
1

1
2

14 = 3.

容易看到‖ûa2h2 + a3h3‖û= ‖a2h2 + a3h3‖ =
4
3 .

‖( ûa2ûh2 + ûa3ûh3)‖4
=∫

1
4

0
û( ûa2û+ 2 ûa3û) û4 +∫

1
2

1
4

û( ûa2û- 2 ûa3û) û4 +∫
1

1
2

û( - ûa2û) û4 =

∫
1
4

0
2
4
+ 0 +∫

1

1
2

1
4
=

9
2
.

同样‖û( ûa2ûh2 + ûa3ûh3 )‖û= ‖( ûa2ûh2 + ûa3ûh3 )‖ =

4

9
2
≠‖ûa2h2 + a3h3‖û.

[ 1] 中还引入了绝对重排基的概念,并说明绝对重排基是绝对基.下面举例说明并非所有的绝对基

是绝对重排基.

定义6
[ 1]　设X 是Banach空间, { en} 称为X 的绝对重排基,如果{ en} 是X 的Schauder 基且有性质:

对任意的 n∈N, 任意的数 Ai ( i = 1, 2, ⋯, n) 及数组{ 1, 2,⋯, n} 的任一重排P( i) 都有‖∑
n

i= 1
ûAiûei‖=

‖∑
n

i= 1
AP( i) ei‖.

例 2　并非所有的绝对基是绝对重排基.

设X 是实的 L 4 [ 0, 1] 空间, Haar系{hn( t ) } 如例1,是( X ,‖ûõ‖û) 的 1-无条件基,由推论 1, {hn( t ) }

是( X ,‖ûõ‖û) 的绝对基.
下证{hn( t ) } 不是绝对重排基.

对 h3( t ) =

2 ,　　t∈ [ 0,
1
4
) ,

- 2 ,　t∈ [
1
4
,
1
2
] ,

0,　　　其他,

　h7( t ) =

2,　　t∈ [
1
2
,
5
8
) ,

- 2, 　t∈ [
5
8
,
3
4
] ,

0,　　其他,

a3 = 2, a7 = 1∈ R.

只需证明‖û( ûa3ûh3 + ûa7ûh7 )‖û≠‖ûa7h3 + a3h7‖û,
(下转第23 页)
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A á B 模共 nõm个,而代数A 有n个不可分解投射模 Ae i,代数B 有 m个不可分解投射模 Bf j ,则不可

分解投射A -模与不可分解投射B-模张量得nõm个不可分解投射A á kB模,故对某个不可分解投射A

á kB 模 P, 存在不可分解投射 A -模X、不可分解投射B-模 Y ,使得 P = X á kY .

对偶地, 可以证明内射的情形.

关于倾斜 A á B 模与倾斜A -模、倾斜 B-模的关系将另文讨论.
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‖û( ûa3ûh3 + ûa7ûh7)‖û= ‖( ûa3ûh3 + ûa7ûh7)‖ =

(∫
1
4

0
û2 2 û4 +∫

1
2

1
4

û- 2 2 û4 +∫
5
8

1
2

û2û4 +∫
3
4

5
8

û- 2û4)
1
4 = 6 ,

‖ûa7h3 + a3h7‖û= ‖a7h3 + a3h7‖ =

(∫
1
4

0
û 2 û4 +∫

1
2

1
4

û- 2 û4 +∫
5
8

1
2

û4û4 +∫
3
4

5
8

û- 4û4 )
1
4 =

4
66≠‖û( ûa3ûh3 + ûa7ûh7 )‖û.
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