
自 20 世纪 70 年代 Henkin 和 Grauert 等分别

得到 Cn 中强拟凸域上!-方程解的积分表示公式
后[3- 4], 多复变数的积分表示方法成为多元复分析

的主要方法之一[5- 7]。姚宗元等得出 Cn 中有界域上

具有拓广的 B-M核的积分表示[8- 9]。陈吕萍得到了

Cn 中具有逐块光滑边界强拟凸域上具有的拓广的

B-M核的(0,q)形式的带权因子的积分表示及"-方
程带权因子的连续解 [1]。在此基础上 , 本文利用

Rang和 Siu的方法得到了强拟凸域上#-方程带权
因子解的一致估计[2]。

1 有关逐块 C(1)光滑的概念与引理

先介绍逐块 C(1)光滑边界的概念:

定义 1[2, 6] 设 D!Cn 是一开集 , D 的边界 !D
称为逐块 C(1)光滑的 , 如果存在 !D 的一个领域 U

的一个有限开覆盖 Vj" #N
j =1
和 C(1)函数 $k: Vk→R,k=
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摘 要: 文[1]得到 Cn 空间中具有逐块 C(1)光滑边界的强拟凸域上(0,q)形式的带权因子的 Leray-Norguet 公式

的拓广式及!-方程带权因子的连续解。在此基础上 ,利用文[2]的方法 ,得到了具有逐块光滑边界的强拟凸域上的

!-方程带权因子解的一致估计。
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1,2,⋯,N,使得满足下列条件:

( 1) !D!V1∪⋯∪VN;
( 2) 点 z∈V1∪⋯∪VN属于 D 当且仅当存在

k: 1#k#N,使 z∈Vk,!k(z)< 0;
( 3) 对每一指标集 1#k1< ⋯< kl#N 和每一

点 z∈Vk1∩⋯∩Vkl , d"k1(z)∧⋯∧d#kl(z)≠0。命

Sk= z∈!D∩Vk: $k(z)=& ’0 ,k=1,2,⋯,N
记 P(N)为对整数 1#k1#⋯#kl#N 的所有有序
集 K=(k1,⋯,kl)的集合。对所有 K∈P(N),定义

SK=

Sk1∩⋯∩Skl,如果整数 k1,⋯,kl是不同的配对

% ,否
&
则

选择 SK的定向 ,使得 !D=
N

k=1
)Sk, !SK=

N

j=1
)SKj,

其中 Kj =(k1,⋯,kl, j)。

以△表示所有满足 "j*0, j = 0,1,2,⋯ , N 且
N

j =0
)"j = 1 的点 ("0,"1,⋯ ,"N)∈RN+1 的集合 , 以形式

d"1∧⋯∧d"N定义△的方向,又对整数 1#k1< ⋯<
kl#N 的每一个严格增加的指标集 K= (k1,⋯ ,kl),
记 K =l,对所有 K∈P(N),定义

&K = ’∈U
K

D+: ( j())#*K(+)#0, j =1,⋯,, -N
则有D.=,1∪⋯∪-N, 且 !.K =SK∪/K1∪⋯∪0KN ,
K∈P(N)。命

△K= "∈△:
l

#=1
)"k1=, -1 ,

△0K= "∈△: "0+
l

$=1
)"k$=, -1

其中 0K=(0,K1,⋯,Kl)。显然由以上定义知,△0K具

有由形式 d"k1∧⋯∧d"kl定义的定向, 而对 k=0,1,

⋯,N,单点集△k的定向是+ 1。

2 带权因子的 Leray-Norguet 公式的拓广

式及2-方程带权因子的解
设 D是 Cn 中的有界域,具有定义 1 意义下的

逐块 C(1)光滑边界 %D, u
(k)

$ (3,z) ($=1,2,⋯, n )为一

可微函数,满足

〈u (k)(4,z), 5- z〉=1

其中 u (k)(6,z) = (u
(k)

1 (7,z),⋯ ,u
(k)

n (8,z)), 9∈SK, z∈D,

k∈K,K=(k1,⋯,kl)是严格增加的整数 1#k1< ⋯<
kl#N的指标集,现定义

L
(m)

$ (",:,z,u )=

"0 (;
1
$- z2$) <$- z$

m- 2

n

j =1
) =j- zj

m

+
k∈K
)"ku

(k)

$ (>,z) ,

$=1,2,⋯,n , m =2,3,⋯,P (P< +∞) ( 1)

式中 "0, "k*0 且 "0+
k∈K
)"k= 1, 易知 L

(m)

$ (", ?, z, u ),

$=1,2,⋯,n 为 D上的一个抽象的单位分解。
又引进 C∞映射[10]

Q(@,z)=(Q1(A,z),⋯,Qn(B,z)): D.×D.→Cn

对每一固定的 C, Q(D,z)关于 z 全纯,其定义域包含
映射 Cn×Cn→C1, (E,z)→〈Q(F,z), G- z〉的像集 ,且 G
(0) =1, 仍用 Q 记作〈Q, d(H- z)〉, 这并不会引起混
淆。

定义拓广的 Bochner-Martinelli 核的带权因子

的微分形式为

T+(L
(m)

$ ,I,z)=

(- 1)n- 1

(2J)n
n- 1

k=0
) 1
k!
G(k)(〈Q,K- z〉)(!2Q)k∧

〈L
(m)

$ ,d(L- z)〉∧〈!2L
(m)

$ , d(M- z)〉
n- k- 1
( 2)

记 dT+(L
(m)

$ ,N,z)=(!2O,z+d")T+(L
(m)

$ ,P,z): =T! (L
(m)

$ ,Q,z)。

文[8]得到了强拟凸域上带权因子的(0,q)形式

的 Leray-Norguet公式的拓广式,即有

引理 1[1] 设 f 为一具有逐块 C(1)光滑边界的

强拟凸域D.上连续的(0,q)形式 ,使得形式!2f 在D.上
还是连续, 1#q#n ,那么有
(- 1)qf(z)=

- 3
K #n
) (- 1) K

SK×△0K
4 !2R f(S)∧T+(E

(m)

$ ,T,z)+

D×△0
4 !2U f(V)∧T+(E

(m)

$ ,W,z)5+
!2z3
K #n
) (- 1) K

SK×△0K
4 f(X)∧T+(E(m)$ ,Y,z)+

D×△0
4 f(Z)∧T+(E(m)$ ,[,z)6
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其中

E
(m)

! (",#,z)=

$0 (%
!
!- z"!) &!- z!

m- 2

n

j =1
# ’j- zj

m

+
k∈K
#(k
P
(k)

! (),z)

"
(k)
(*,z)

T$(E
(m)

! ,+,z)=

(- 1)n- 1

(2,)n
n- 1

k=0
# 1
k!
G(k)(〈Q,-- z〉)(#"Q)k∧

〈E
(m)

! ,d(.- z)〉∧〈$"E
(m)

! , d(/- z)〉
n- k- 1

!=1,2,⋯,n , m =2,3,⋯,P (P< +∞)

式中 P
(k)

! (0,z)是 Henkin 和 Leiterer 在强拟凸域上

所引进的支撑函数[5],满足

%
(k)
(1,z)=

n

!=1
#(2!- z!)P(k)! (3,z)

特别地,若$"f=0在 D上,则
g(z)=

(- 1)q%
K &n
# (- 1) K

SK×△0K
’ f∧T$(E(m)! ,4,z)+

D×△0
’ f∧T$(E(m)! ,5,z)(

是$"g=f 在 D中的带权因子连续解。下面,我们将

具体给出$"-方程带权因子解的一致估计。

3 $"-方程带权因子解的一致估计
记

w
(0)

! =
(6!!- z"!) 7!- z!

m- 2

n

j =1
# 8j- zj

m

=
P
(0)

! (9,z)
"0

w
(k)

! =
P
(k)

! (:,z)

"
(k)

其中 P
(0)

! (;,z): =(<!!- z"!) =!- z!
m- 2
,"0=

n

j=1
# >j- zj

m
,

则 E
(m)

! =?0w
(0)

! +
k∈K
#@kw

(k)

! 。记

T$(E
(m)

! ,A,z): =
1&p&n
#
1&q&n- 1

T$p,q(E
(m)

! ,B,z)

其中T$p,q(E
(m)

! ,C,z)是T$(E
(m)

! ,D,z)关于 z 为(p,q)形式的

分量。

记

T)(E
(m)

! ,E,z)=
(- 1)n- 1

(2F)n G
(〈Q,G- z〉)

〈E
(m)
,d(H- z)〉∧〈$"E

(m)
, d(I- z)〉

n- 1

g*( z)=

(- 1)q+
K &n
# (- 1) K

SK×△0K
’ f∧T)(E(m)! ,J,z)+

D×△0
’ f∧T)(E(m)! ,K,z),

由于核T$(E
(m)

! ,L,z)与T)(E
(m)

! ,M,z)只相差一个低阶项 ,

故我们只需对g*估计即可。
引理 2[6]

〈E
(m)
, d(N- z)〉∧〈$"E

(m)
, d(O- z)〉

n- 1
=

(- 1)
n(n- 1)
2
(n- 1)!

n

j=1
#(- 1)j- 1E(m)j ∧!≠j$"E

(m)

!% ,∧∧n
p=1
d(Pp- zp)

由引理 2,有

T)0,q- 1(E
(m)

! ,Q,z)=

a(0,q- 1)det(E
(m)
,$"R,SE
(m)
,⋯,$"T,UE

(m)
,$"zE
(m)
,⋯,$"zE

(m)
)∧

dV1∧⋯∧dWn

其中 a (0,q- 1)是T)0, q- 1 的系数 , 行列式中$"X ,YE
(m)
有

n- q列, $"zE
(m)
有 q- 1列。

用 A
K,N

0,q- 1
表示T) 0,q- 1 中 Z 为 l 阶的所有项目的

和,包括单项式∧
k∈K
d[k。这样选择使得

SK×△0K
’ f(\)∧T)0,q- 1(E(m)! ,],z)= SK’f(^)∧ △0K’ AK,N0,q- 1

由元素是双微分的行列式的性质和列向量是函数

的行列式的多重性,可得到

A
K,N

0,q- 1 =

&
K,N

0,q- 1
( j1,⋯, j_)
# ‘

q- 1

0 aj1,⋯,bjcddk1∧⋯∧dekl∧

det(w
(0)
,w
(k1)

,⋯,w
(kl )

,$"fw
(j1)

,⋯,

$"gw
(j’)

,$"zw
(0)
,⋯,$"zw

(0)
)∧dh1∧⋯∧din

其中 &
K,N

0,q- 1
是一个数值常数, ’=n- q- l,和号是对所
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有的( j1,⋯, j!)求和, jv∈0K= 0,K1,⋯,Kl! ",1#v#"。
现在让 #在△0K上积分,引进形式

T$
K,N

0,q- 1 = △0K% A
K,N

0,q- 1

因此

g&( z)=

(- 1)q’
K #n- q
( (- 1) K

SK
%f($)∧T$

K,N

0,q- 1 (E
(m)

! ,%,z)+

D×△0
% f∧T$(E(m)! ,&,z))

当 ’∈△0时, T$(E
(m)

! ,(,z)在 )=z 的奇性#2n - 1,故

对维数(实维数)为 2n 的强拟凸域 D来说,显然有

D×△0
% f∧T$(E(m)! ,*,z)#A·*f* ( 3)

对某个常数 A及所有 f∈C(0,q)(D)。

下面估计
SK
%f(+)∧T$

K,N

0,q- 1。对于充分小的 ,> 0,

当 z∈D, 令 dist (z,SK)<
-
2
, 且 .∈U/ (z) =

0: 1- z <! "2 。我们用 C 表示大常数,所有可选
择的常数都不依赖于 3和 z。
定理 1 设 1#q#n - 1, K = (k1, ⋯ ,kl)是

1,⋯,! "N 的子集, 1#l#n- q。设 ! 是形式T$
K,N

0,q- 1的

系数 , 那么 , 对于任意递增的序列 1#"1< ⋯<
"n- l#n ,有

SK∩U#(Z)
% !(4,z)d5,"1∧⋯∧d6,"n- l∧d71∧⋯∧d8n #

C
SK∩U$(Z)
% ∧

v=1

s

d9(ImFjv∧%s(:))
s

v=1
- Fjv(;,z) (<- z) 2n- l- s- 1

其中 0#s#l, j1,⋯, js! ".K,%s(=)是关于 d>1,d?, 1,⋯,

d@n,dA,n 阶为 2n- l- s 的某个单项式,

Fk(z,B)=2
n

j =1
( &Ck(D)

&E j
(F j- z j)-

n

i , j
(a (k)i j (zi- G i)(z j- H j)

证 为了简化,令 K=(1,⋯, l), ’ 是 dI, 1∧⋯∧

dJ, n - q- l∧dK1∧⋯∧dLn∧dz/1∧⋯∧dz/q- 1 的系数 ,
由于

&/zE
(m)
=M0&/zw

(0)

!

&/N,OE
(m)

! =
k∈K
(dPk(w(k)! - w

(0)

! )+
k∈0K
(Qk&/Rw

(k)

!

通过多重性行列式展开,得

!#
( j1,⋯, jn- q- l )
( C·

det P(0),P(1),⋯,P(l), &P
(j1)

&S,1
,⋯, &P

(jn- q- l )

&T, n- q- l
, &P
(0)

&z/1
,⋯, &P

(0)

&z/q- 1
0 1

(
l

k=1
-(

(k)
)(
(j1)

⋯(
(jn- q- l )(
q

0

( 4)

其中 jv∈ 1,⋯,! "l 。
由于我们只考虑 U∈SK, V- z < $ 的情况,则

(
(k)
=Fk(z,W)Hk(z,X), Y- z < $

从而有 P
(k)
(Z,z)=Hk([,z)2)k(\)+r k(],z)

其中2)k= ( ^)k_‘1
,⋯, a)k

bcn
)t,r k=O( d- z ),Hk(e,z)是

一致有界,且有 (
(k) 3A f- z

2
对某个常数 A,则

可得

!(g,z) #
( j1,⋯, jn- q- l )
(

l

t =0
(

*∈h(l)
(C×

det P(0),2P*(1),⋯,2P*(t),r *(t+1),⋯,r *(l), &P
(j1)

&i,1
,⋯, &P

(0)

&z/q- 1
0 1

l

k=1
- F*(k) (j- z) 2(n- q- l)+qm

( 5)

其中第三个求和是对所有 1,⋯,! "l 的置换进行的。

对( 5)式中的行列式进行展开 , 由于 &P
(j1)

&k,1
,⋯,

&P
( jn- q- l )

&l,n- q- l
一致有界且 P(0) =O m- z

m- 10 1, 从而我

们得

det P
(0),2P*(1),⋯,2P*(t),⋯, &P

(0)

&z/q- 1
0 1#

1#v1< ⋯< vt#n
( C n- z

l- t+1+q(m- 2)
· det

&)*(i )
&ovj
0 1t

i , j =1

( 6)

注意到 dpFk(z,q)4 r=z = 2&)k(s), 且在 Sk 上 ,

&)k=- &/)k,对 k∈K,从而有

18



第 2期 阮世华,等:强拟凸域上!-方程的带权因子解的一致估计

"#k($)= - 1!2 d(ImFk(z,%))+O( &- z ),

k=(1,⋯, l)

又由于

det
’!((i )

)*vj
" #t

i , j =1

d+1∧⋯∧d,n =

±∧
t

i=1
-!.(i )∧ ∧

i≠v1,⋯,vt
d/i

从而定理 1成立。

引理 3[2]

SK∩U"(Z)
& ∧

v=1

s

d0(ImFjv∧#s(1))
s

v=1
’ Fjv(2,z) (3- z) 2n- l- s- 1

(C

从而,由定理 1和引理 3及式( 3) ,有

定理 2 设 f 为一具有逐块 C(1)光滑边界的强

拟凸域D)上连续的(0,q)形式 ,使得形式4*f 在D)上还

是连续, 1(q(n ,且5*f=0在 D上,那么
g(z)=

(- 1)q+
K (n
, (- 1) K

SK×△0K
& f∧T-(E(m)$ ,6,z)+

D×△0
& f∧T-(E(m)$ ,7,z).

是8*g=f在 D中的带权因子连续解,并有一致估计
/g/

L
∞(C/f/

L
∞ ( 7)

其中, C为不依赖于 f的常数,

/g/
L
∞=max
z∈9D
g(z) ,/f/

L
∞=
∞

k=1
,/fk(z)/L∞

注 :一致估计中的常数 C 与区域 D 有关 , 即

C=C(D), C(D)不仅依赖于区域 D 的直径 , 而且还

依赖于区域 D的其他参数。
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