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0 引言

分数阶微分方程与整数阶微分方程相比较 ,

最重要的优势在于它能更好地拟合某些自然物理

过程和动态系统过程 , 因此在物理、工程、金融等

领域及环境问题的研究方面得到广泛运用。对它

的研究已经引起了广泛关注。对分数阶微分方程

的数值解法 ,最近,不少数学家提出许多不同的差

分格式。文献[1]根据 Caputo型分数阶导数定义离

散分数阶导数的方法 , 构造分数阶微分方程的差

分格式,并分析它们的稳定性和收敛性。本文采用

Grünwald改进型的离散方法对分数阶导数进行离

散,构造出分数阶微分方程的差分格式 ,并证明了

显式格式条件稳定和条件收敛 , 而隐式格式则是

无条件稳定和无条件收敛。

我们考虑的空间分数阶微分方程混合问题为:

!C(x, t)
"t
=- b #C(x, t)$x

+a %
&C(x, t)
’x(
,

0< x< 1, t> 0 ( 1)

C(x, t =0)=)(x), 0< x< 1 ( 2)

C(x =0, t)=0, *C(x =l, t)+x
=0 ( 3)

其中 , a > 0, b!0, 1< ,< 2, -
.C(x, t)
/x0
是

Riemann-Liouville型分数阶导数:

12C(x, t)
3x4
=
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摘 要: 考虑空间分数阶微分方程(即在一个标准的扩散-对流方程中 , 用分数阶导数代替空间二阶导数 ) , 给

出了该分数阶微分方程的显式和隐式有限差分格式。并证明了显式格式条件稳定和条件收敛 , 而隐式格式则是

无条件稳定和无条件收敛。
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Abstract: In this paper, a space fractional differential equation is considered. The equation is obtained from

the advection-diffusion equation by replacing the second order derivative in space by a fractional derivative

in space of order. The finite difference approximation for this equation is presented. The stability and

convergence of the finite difference approximation are analyzed.
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1 预备知识

引理 1[2] 如果 f(x)∈L1(R)和 f(x)∈C -+1(R),

则有 Ahf(x)=Af(x)+O(h),其中

Ah f (x)=
1

.(- /)
1
h0

∞

k = 0
’ 1(k- 2)

3(k+1) f
(x- (k- 1)h),

Af (x)= d
4f (x)
d x 5
,

h 为步长,

d6f (x)
d x 7
是 Riemann-Liouville型分数阶导数。

引理 2[3] 如果 A∈C n×n, 8 (A)是矩阵 A的谱
半径 , 则对任意给定的正数 9, 存在某一矩阵范数
(.(m,使得(A(m): (A)+;。
引理 3[3] 设(.(m 是 C n×n 上的一种矩阵范数 ,

则 Cn 在上必存在与它相容的向量范数。

2 空间分数阶微分方程显式有限差分格式

令 h 为空间步长 , ! 为时间步长 , M=1/h,
xi = ih , tn = n! , i = 0, 1, 2, ⋯ , M,
n =0, 1, 2,⋯ 。对(1)式用差商公式替代一阶导数,

分数阶导数用 Grünwald改进型公式替代,且用 Ci
n

近似替代 C(xi, tn), 并由初边值条件 , 我们构造出

空间分数阶微分方程显式有限差分格式:

Ci
n+1
- Ci
n

!
=- b
Ci
n
- Ci- 1
n

h
+

a 1<(- =)
1
h>

i

k = 0
’ ?(k- @)

A(k+1) Ci- k+1
n

C0
n
=0, CM

n
=CM- 1
n
, Ci
0
="(xi)

#
%
%%
*
%
%%
&

(4)

令 gk=
B(k- C)

D(- E)F(k+1)
, p = b!
h
, q= a!
hG

(5)

Ci
n+1
=qg0Ci+1

n
+(1- p+qg1)Ci

n
+

(p+qg2)Ci- 1
n
+q
i

k = 3
’gkCi- k+1n (6)

令: C
n+1
= C
n+1

1 , C
n+1

2 ,⋯, CM- 1
n+1+ ,T

B=(bi j ); i =1, 2,⋯, M- 1; j =1, 2,⋯, M- 1 (7)

当i =1, 2,⋯, M- 2, j =1, 2,⋯, M- 1时bi j的值如下:

bi j =

0 j> i+1

qg0 j = i+1

1- p+qg1 j = i

p+qg2 j = i- 1

qgi- j+1 j< i-

-
%
%%
*
%
%%
& 1

(8)

当i =M- 1时, bM- 1, j =qgM- j ; j =1, 2,⋯, M- 3;

bM-1, M- 2=p+qg2; bM-1, M- 1=1- p+qg1+qg0

则有: C
n+1
=BC
n

(9)

3 空间分数阶微分方程隐式有限差分格式

采用类似方法 , 我们构造出空间分数阶微分

方程隐式有限差分格式

Ci
n+1
- Ci
n

!
=- b
Ci
n+1
- Ci- 1
n+1

h
+a 1
hH

i

k = 0
’gkCi- k+1n+

1

C0
n
=0, CM

n
=CM- 1
n
, Ci
0
="(xi)

-
%
*
%
&

(10)

- qg0Ci+1
n+1
+(1+p- qg1)Ci

n+1
- (p+qg2)Ci- 1

n+1
-

q
i

k = 3
’gkCi- k+1n+

1
=Ci
n

(11)

令 C
n+1
= C
n+1

1 , C
n+1

2 ,⋯, CM- 1
n+1+ ,T

A=(a i j ), i =1, 2,⋯, M- 1; j =1, 2,⋯, M- 1 (12)

当 i =1, 2,⋯, M- 2; j=1, 2,⋯, M- 1时 a ij的值如下:

a i j =

0 j> i+1

- qg0 j = i+1

1+p- qg1 j = i

- p- qg2 j = i- 1

- qgi- j+1 j< i-

-
%
%%
*
%
%%
& 1

(13)

当 i =M- 1时: aM- 1, j = - qgM- j ; j =1, 2,⋯, M- 3;

aM-1, M- 2 =- p- qg2; aM- 1, M- 1=1+p- qg1- qg0

则有: AC
n+1
=C
n

(14)

4 稳定性分析

定理 1 当 p+Iq)1 时 , 显式有限差分格式
(4)是稳定的。

证 引入误差向量 zn = cn- u n, 其中 cn 是差分

12
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方程( 4)的精确解(理论值) , u n 是差分方程( 4)经

数值求解得到的。显然 , zn 满足 zn+1=Bzn,从而推

出 zn+1 = Bn z0, 进一步可得到! zn!"!Bn!.! z0! ,
令 ! 是矩阵 B 的特征根 , 即 BX = " X, 其中
X = x1,⋯, xM-1# $T为特征向量,令
xi =max xj │j =1,⋯, M-% &1

则有

M- 1

j = 1
’bi j xj =#xi,于是 $ =bii +

M- 1

j=1,j≠i
’ bi j xjxi

( 1)当 1"i"M- 2时,

%=1- p+qg1+qg0
xi+1
xi
+(p+qg2)
xi- 1
xi
+q
i- 2

j = 1
’gi- j+1 xjxi =

1- p(1- xi- 1
xi
)+q(g1+

i+1

j=1,j≠i
’ gi- j+1 xjxi )

由于 (1+z)&=
∞

k = 0
’ ’)*
k
zk=
∞

k = 0
’gk(- z)k,

gk=
((k- ))

*(- +),(k+1)
=(- 1)k

-)*
k
,

令 z =- 1 得
∞

k = 0
’gk=0,且当 1< .< 2 时 , g1= - /< 0,

g0, g1,⋯, gk,⋯均为正数,则有
i

k = 0
’gk< 0, i =1, 2,

⋯, M- 2,又根据假设可知
xj
xi
"1,从而

- 0<
i+1

j=1,j≠i
’ gi- j+1 xjxi < 1 ,

进一步得- 2q2< q(
i+1

j=1,j≠i
’ gi- j+1 xjxi +g1)< 0,故有: 3< 1。

要使4> - 1即: 1- p(1- xi- 1
xi
)+q(g1+

i+1

j=1,j≠i
’ gi- j+1 xjxi )> - 1,

由于 1- p(1- xi- 1
xi
)+q(g1+

i+1

j=1,j≠i
’ gi- j+1 xjxi )> 1- 2p- 25q,

所以只要 1- 2p- 26q+- 1 即 p+7q"1 时 ,我们有 :
8 < 1。
( 2)当 i =M- 1时,

9=1- p+qg1+qg0+(p+qg2)
xi- 1
xi
+q
i- 2

j = 1
’gi- j+1 xjxi =

1- p(1- xi- 1
xi
)+q(g1+g0+

i- 1

j = 1
’gi- j+1 xjxi )

由于 0> g1+g0+
i- 1

j = 1
’gi- j+1=1- :+

i- 1

j = 1
’gi- j+1,则:

2(1- ;)< g0+g1+
i- 1

j = 1
’gi- j+1 xjxi < 0,

故有: << 1。与(1)类似,只要 1- 2p+2q(1- =)+- 1即
p+>q- q"1时,有 ?> - 1。所以,当p+@q- q"1时,
我们有: A < 1。
综合(1)、(2)可知,如果 p+Bq"1,那么 C < 1,

矩阵 B的谱半径 D(B)< 1,根据引理 2,存在!.!m,对
E"F!, G为正常数,使得!B!m"H(B)+I< 1+J!

从而 !Bn!m"(!B!m )n < (1+K!)n"(1+L!)
T
!"K<

∞,所以!zn!< K!z0!。
所以当 p+Mq"1时显式格式(4)是稳定的。
采用类似的证明方法我们可得:

定理 2 隐式有限差分格式(10)是无条件稳定。

5 收敛性分析

定理 3 当 p+Nq"1 时 , 显式有限差分格式
(4)是收敛的。

证 令 U 是方程(1)—(3)的精确解 , C 为有限

差分方程的精确解 ,误差 e=U- C,在网格点(xi, tn)

上有: Ci
n
=Ui
n
- ei
n
,把它们代入(4)得:

(Ui
n+1
- ei
n+1
)- (Ui
n
- ei
n
)

!
=

- b
(Ui
n
- ei
n
)- (Ui- 1
n
- ei- 1
n
)

h
+ a
hO

i

k = 0
’gk(Ui- k+1n - ei- k+1n )

(15)

PU
Qt) *
i

n

+O(!)- ei
n+1
- ei
n

!
=

- b RU
Sx) *
i

n

+O(h, -) +b ein- ei- 1n
h
+

a TUU
Vx W) *

i

n

+O(h# -) - a
hX

i

k = 0
’gkei- k+1n (16)

所以:

ei
n+1
=qg0ei+1

n
+(1- p+qg1)ei

n
+(p+qg2)ei- 1

n
+

q
i

k = 3
’gkei- k+1n +!O(!+h) (17)

当 1- p+qg1+0即 p- qg1"1时,有:

ei
n+1 "qg0 ei+1

n
+(1- p+qg1) ei

n
+

13
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(p+qg2) ei- 1
n
+q
i

k = 3
!gk ei- k+1n +!O(!+h)

令 En=sup
i
ei
n
,则有:

En+1"qg0En+(1- p+qg1)En+(p+qg2)En+

q
i

k = 3
!gkEn+!O(!+h)=

(1+q
i

k = 0
!gk)En+!O(!+h)< En+!O(!+h)

由此不等式递推得: En< E0+n!O(!+h)

由于在初始时间层上 , 有 Ci
0
=C(xi, 0) =!(xi) ="i,

所以有 ei
0
=0,因此E0=sup

i
ei
0
=0。

由此得到 En< n!O(!+h), 由 !< !0, n!"T 得En<
TO(!+h), 当 !→0, h→0 时 , 有 E0→0 。所以当
p+#q"1时,显式有限差分格式(4)是收敛的。
定理 4 隐式有限差分格式(10)是收敛的。

证 在网格点(xi, tn)上有 Ci
n
=Ui
n
- ei
n
, 把它们

代入(10)得:

- qg0ei+1
n+1
+(1+p- qg1)ei

n+1
- (p+qg2)ei- 1

n+1
-

q
i

k = 3
%gkei- k+1n+

1
=ei
n
+!O(!+h) (18)

由边界条件和初始条件得: ei
0
=0, e0
n
=0, eM- 1
n+1
=eM
n+1
,

令 E n = e1
n
, e2
n
,⋯, eM- 1

n& ’
T

;

W= !O(!+h), !O(!+h),⋯, !O(!+h& () T

则: AE n+1=En +W (19)

E n+1=A-1(En+W)=A-1 A-1(En-1+W)+& (W =

(A-1)n +(A-1)n- 1+⋯+A-& (1 W (20)

由于 A的特征根 $ > 1,所以 A-1的特征根 % <
1, 因此 , & (A-1) < 1, 进一步可得 ’ (A-1)& (k =
((A-1)& (k< 1,根据引理 2,存在).)m,使得

)(A-1)k)m") (A-1)& (k +*=
+(A-1)& (k+,< 1+- 1"k"n

由(20)式,根据引理 3,存在向量范数).)v使得
)E n+1)v"
()(A-1)n)m+)(A-1)n- 1)m+⋯+)A-1)m))W)v"
n(1+.)!O(!+h),

由 !< !0 , n!"T 得)E n+1)v< T(1+/)O(!+h),所以当

!→0, h→0 时 , )E n+1)v→0, 从而 ei
n+1
→0, 即隐式

有限差分格式(10)是收敛的。
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