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摘 要 本 丈提 出 了一个在模糊 聚类 中利别 聚类有效性 的新指 标
。

该指标 可有效地 对类间有 交叠或有 多孤立 点的情

况做 出 准确 的判 定
。

文中基于模糊 C
一

均值 聚类算法(F CM )
,

应用 多组的测试数据 时其进行 了性能 分 析
,

并 与 当前较广

泛使用 且较具代表性 的某些 相 关指标 进行 了深入 的比较
。

实验结 果表明
,

该指标 函数的判定性 能是优越的
,

它 可 以 自

动地确定聚类的最佳个数
。
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1 引言

聚类分析是研究和处理给定对象分类的数学方法
,

它按

一定的距离和相似性测度将数据划分为一系列有意义的子集

(或类)
,

每个子集中的数据尽量地
“

相似
”

或
“

接近
” ,

而子集与

子集间的数据尽可能地有
“

很大差异
” 。

目前较广泛使用的聚

类算法有 K 均值 (K
一

M ea n)
,

K
一

Mer iod
,

模糊 C
一

均值聚类算

法 (F CM )等
。

其中 FCM 引人了模糊集的概念
,

可对孤立点
、

成员关系等更好地进行处理
,

因此更受关注
,

成为当前研究热

点之一
。

使用该算法经常会遇到一系列的问题
,

如聚类初始中

心点的选择 [l]
,

模糊因子 m 的确定[z] 等
,

这些问题大部分都

已经得到妥善解决
。

目前
,

人们关注的焦点是
“

聚类的有效性问题
” ,

即如何聚

类才是最合理的
,

一般采用有效性指标进行评价
。

迄今为止
,

已经提出了若干检验聚类有效性的指标
,

其中
,

较具代表性的

是芜
e
和 B e垃[3] 于 1 9 9 1年提出的基于

“

紧凑度
”

与
“

分离度
”
比

值的有效性定义
.

根据该思想
,

相继提出了一系列的改革与创

新
,

如 Be ns ai d [’] 于 1 9 9 6年针对
“

紧凑度
”

定义中对类大小的敏

感性问题
,

提出了改进定义 ; K w on [sJ 于 1 9 9 8年针对
。

趋近于
,

时
,

指标的失效性问题
,

提出了惩罚函数定义 ; z ah id[ 幻于 19 9 9

年在考虑数据集几何结构的基础上
,

加入了对数据集模糊划

分的考虑等
。

由于这些改进并没有从根本上摆脱整个模型定义的思

路
, “

紧凑度
”

和
“

分离度
”

在数值上的悬殊差距一直没有得到

适当的处理
,

因而先天不足
。

我们采用多种不同类型数据
,

进

行大量实验测试这些指标
,

实验结果表明
,

这些仅在局部上做

了优化的指标的判定能力并没有得到有效提高
,

有时甚至与

实际结果偏差更大
.

更重要的是
,

该类指标无法准确处理类间

有交叠或有多孤立点的情况
。

1 9 9 8年
,

R ez ae
e 〔, ‘〕提 出了采用线性组合

,

并通过 比例因

子对
“

紧凑度
”
和

“

分离度
”

进行缩放的思想
,

从而一定程度上

弥补了度量差别上的缺陷
。

虽然该指标整体性能上 己经有 了

很大提高
,

但结构上非常复杂
,

并且经常会给出与事实相悖的

结果
。

针对线性组合法的不稳定性
,

S u n ,

w an g 和 Ji an g [;, 幻于

2 0 01 年
,

2 0 0 3年两次对其进行了改进
,

进一步完善了该指标
,

极大地提高了算法的稳定性
,

并且可以准确处理类间有交叠

或有多孤立点的情况
。

虽然经 S un
,

w an g 和 Ji an g 改进的指标在判定时具有优

良的稳定性和准确性
,

但其复杂度仍然比较高
,

影响了计算效

率
.

为此
,

本文提出了一个新的判别聚类有效性的指标函数
.

该指标也采用线性组合方法
,

但两个组合项却是通过对 Xi
e 、

Be ns ai d
、

za hi d 等的指标中
“

紧凑度
”

与
“

分离度
”

的精确定义

改进而来
,

具有一定的直观意义
。

大量的实验充分证明
,

该指

标不仅具有与 Su
n ,

w an g 和 Ji an g 相近的稳定程度
,

在复杂

性上也有了一定程度的改善
,

它对于有交叠或有多孤立点的

情况都能给出准确的判断
,

并自动给出正确的最佳聚类数
。
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本文在结构上将做这样的安排
:

首先简要地介绍基本的

F c M 算法及利用 FCM 算法求解最佳聚类数的过程
,

然后详

细描述我们的新指标
,

并与当前较广泛使用且较具代表性的

某些相关指标进行深入的比较
,

最后通过实验结果报告
,

进一

步验证指标的优越性能
。

其中
:

X 一 {x
l , x :

⋯ x 。

}仁尸 是欧式空间的
,
维数据集

, n
是给

定数据集中的数据个数 ; U 一 (ui ,

)t 、是模糊划分矩阵
,

它由样

本 x ,

在第 i 类中的隶属度组成
,

且

习
“, ,

一 1
(2 )

2 基本算法

基本 FCM 聚类算法可表示成下面的数学规划问题
:

、
。*m *z 。 , (笼

,

u
,

v )一习艺 (u ‘,

)
·

1一x
,

一 。 、

一1
2 (1 )

, . I J~ 王

V ~ {
v , , v Z⋯ v 。

}仁尸 是聚类中心集合
, ‘

是聚类中心数 ;

模糊因子 m 是用来决定聚类结果模糊度的权重指数
。

d (x
,

必一 】{x 一川1
, x ,

y 任尸 是一个距离函数
,

如欧几里

得距离
。

对 (1) 式的优化问题结合 (2 )式的约束条件
,

应用 L“
-

g ra
n g 。乘数法求解可得 u

,

v 的求解公式
:

—
如果 }}为一 v r

Jl> o (V l(
r
(

。)

习 (一1二
,

一 。 ,

l!/ l!二
, 一。 ,

一1)
2 / , 一 、

1 如果 1!x
‘一 v ‘

!}= o

0 如果存在
r , r
铸 i

,

}!xj 一v. !卜 。

(3 )

fl!节|
L

艺 (“。)、
·

x,

v ,

~ 之二七一一一一

一
,

1簇i《
‘

习 (“
, J)·

(4 )

一

—过一一—输入
e , m ,

吞及 几
i。

和 几
。:

2. 1 基本 Fc M 聚类算法归纳如下

1
.

输入聚类数目
‘ ,

模糊因子 m
,

确定距离函数 }l口 11
,

给

定迭代终止条件 价

2
.

初始化聚类中心 v夕(i ~ 1
,

2⋯
‘) ;

3
.

使用式(3 )计算 ;

u ‘, (i = 1
,

2
,

⋯
e ; 少= 1

,
2⋯

n ) ;

4
.

使用式 (4 )计算
v
少(i = 1

,
2⋯

。 ) ;

5
.

如果 m a x (11日一刁1}/ if
‘
{ {I)《占

,

则迭代终止
,

转步骤 6
,

工‘苗‘ e

否则
,

令 讨 ~ 耐(i ~ 1
,

2
,

⋯‘)
,

转向步骤3 ;

6
.

输出聚类结果 (V
,

U )
。

2. 2 利用 FCM 算法求解最佳聚类数的过程

1. 选择聚类数的范围〔
‘
~

, c 、
:

〕

2
.

对于
‘~ c

~ 到
‘.

二

2
.

1 初始化聚类中心 (V ) ;

2
.

2 应用基本 F cM 算法更新 U 和 v ;

2
.

3 判断收敛性
,

如果没有
,

则转2
.

2 ;

2
.

4 通过有效性指标函数计算指标值 偏(。) ;

3. 比较各有效性指标值
,

最大(或最小)的指标值 人(c,
。)

所对应的 ci 。

即所求的最佳聚类数
·

整个算法的流程如图1所示
。

最终聚类结果可通过模糊划

分矩阵 U 中的隶属度来确定
,

即若 ui oj 一畏怂(“砂
,

则将 xj 归

人第 i0 类 ; 也可通过 x ,

到各聚类中心的距离来确定
,

即 }!z
, 一

。。}}~ m in }}x ,一 “}l
,

则将 x J归入第 i0 类
,

其ci0 是第 ￡
。

类的聚类
l《“

e

中心
。

3 新有效性指标

有效性指标妈 (c )衡量了聚类算法结果的好坏
,

而指标

的好坏在于对两种冲突标准的协调能力
。

标准一要求类内部

尽可能地紧凑
,

即要求数值上越小越好 ;标准二要求类与类之

间的距离尽可能地远离
,

即要求数值上越大越好
。

而好的指标

正是在类内紧凑度与类间分离度之间找一个平衡点
,

从而获

得最好的聚类效果
。

本文将首先简要介绍当前较广泛使用且

较具代表性的某些指标
,

然后引入我们的新有效性指标函数
,

并做具体介绍
,

最后通过实验
,

对这些指标进行综合比较
,

并

给出结论
。

·

1 2 2
·

数据集标准化处理并令
。二嵘

。

+
初始化聚类中心 玲(问

,

2 ⋯ c)

磐半丝
生

用式 (4 ) 计算新 v

叮断收

计算相应的有效性指标

C == 七+ 1

最佳聚类结果输出

结束退 出

图1 求解最佳聚类数算法流程

模糊聚类中的有效性指标

X ie
一

Be n i有效性 V “ ‘
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, ]

艺习引
v‘一xjll

,

下, 了r r t尹 , 、 _ 上丝一匕王

一
一

-
V , (U

,

V
, ‘)是类内紧凑度与类间分离度的比例

.

其中
,

函数

‘一

告买务
、llwi 一。阴来衡量类内的紧凑度

,

值越小越

紧凑
。

函数 了响 ~ m in !1
。‘一劝 }}

2

用来衡量类间的分离度
,

值越
‘笋j

大
,

分离得越好
.

X 翻 .

(U
,

V
, ‘)就是在类内紧凑度与类间分离

度之间找一个平衡点
,

使其达到最小
,

从而获得最好的聚类效

果
。

s
·

1
·
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其中
,

,

一 见
“

, , ; 相对于 xi
e 一

Be ni 的有效性指标
,

文〔4〕中提到
j一 l

该指标的优点
:

(1 )
、

把类间分离度的衡量嗯911
劝 一巧 }!

’

替换

为习11
。 ,

一。,

llz
,

可对聚类数 目相同
,

分法不同的情况更好地

进行比较
,

因为可能出现不同分法中类间距离最小值相同
,

而

其它类间距相差较大
,

最终结果却是相同的情况
.

(2 )
、

把类内

紧凑度的衡量由整体总和上的平均替换为各个类中紧凑度的

平均和
,

可使得对各个类的大小不再敏感
。

实际上
,

这样的考

虑并不全面
,

我们的新指标将给出新的建议
.

易知
,

最小 的

凡ald (U
,

V
, : )对应于最好的聚类结果

。

3
.

1
.

3 5
.

H
.

K w o n 有效性 V , ~
。

(19 9 5 )〔
, ]

口(v
,

)= {少(
v ,

)’
, 。
(
v ‘

)“
,

⋯
, ‘(v )

‘

}
T , 口(v

;

)尸 =

一 v
犷)

“

(P = 1
,

2
,

⋯
,

S )

生 2
。 , ,

(x r

ºs。 ( ·卜瓮买
(

买
}}
一

,

.}2犷 1 )
,

之全
“ : 11。

,

一 二‘

lIa+粤全}lv
,

一石

V 抽
, ( U ,

V
, c ) 一上塑‘七丝

m in l!v
‘

一 v川
“

其中石一告买xj;
该指标是对 xie

一

Be niM 又一改进
.

主要体

现在引入惩罚函数令买!一
‘l1z, 即分子中的第二项

。

在
·

变得很大
,

甚至接近
n
的情况下

,

Xi e 一Be ni 指标将趋近于。
,

渐

渐失去其判定的能力
,

而经过这样的处理后
,

它可以有效地缩

减指标值下降的趋势
,

从而使该指标仍保持有效
。
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。

最小的对应于最好的聚类结果
。

3
.

1
.

4 N
.

Z a h id 有效性 V “‘, ‘ ( 19 9 9 ) [‘〕

V “汤、 = S C Z (U ,

V
; X )一 S岛 (U )

其中
:

这里瑞
二 = m in }}v ‘一勿 }{( i

,

, 〔 [1
, c ] ) ; D ~ “ m a x }}v

,

一 v ,

!!( i
, ]

口笋J
苦.
J

任 仁1
, 。

」) sca t (c )表示类内紧凑度
,

S eP (。 )表示类间分离度
,

权

重因子
a ~ S eP (C ~ )用来补偿它们的度量差别

,

它实际是一

个关于类内紧凑度和类间分离度的线性组合
:

a. Sca t ( ‘ ) + 户
s eP (c ) ,

它的本质就是如何确定
。 ,

月
,

或
。

与 夕的比值
,

以补偿

它们之间的度量差别
。

最小的 V 。 , (U ,

v
, ‘ )对应于最佳的聚

类数
。

3
.

2 一个新的有效性指标函数

在实验的过程中
,

我们发现
,

当前使用的有效性指标对于

类间有交叠或有多孤立点情况的处理还存在缺陷
,

对此类情

况无法做出准确判别
.

然而在实践应用中
,

类间有交叠或有多

孤立点情况是经常出现的
,

这 引发了我们的研究
。

综合考虑前

面各指标的优缺点
,

并结合实验进行深入考察与验证后
,

我们

提出了如下的指标函数
:

V ; , , ( U , V : X ) ~ Co h ( c ) + a ·

D i s ( c )

其中
:

¹ e 。、( : ) 一习 (习 ( u , , ) ,

1一二
, 一 。 ‘

一支/
, , )

ºD is ( c ) = 1/ m in l.v ‘一 v ,

11
“

艺 Ilv ‘一611 头/c » a
B (C ~ )

S (C ~ 二 )

习 1Iv
,

一石I{、/ c ,
·

¹ SC , ( U , V : X ) = - 一一一二二L 一一一一一一一一

习 (习 ( u
,

, ) 。 1Ix一
。、

11人/ n
.

)

‘ . x

名 (习 ( u 、* )“ 11二 一 v 、11、/ 。于‘, )
i ~ 1 二一 1

了一 1 二 ~ 1

这里
。 ,

一艺
。

.
, ,

易知
,

越大 s c :

对应越佳分类
。

sc :
考虑了数

据集的几何结构
。

ºsc
Z (。 , 一

毙
一

覆镖器絮黯
‘

这里
,

F S 一

菩买
(
菩

(m in (一
, ·, ) 2) / 一, ) ,

其中,
一+ ‘

,
一 , 一

买
m 、n (二

, · , ) ;

二一

荟
‘m 一

‘ ;‘。

一 ) 2/ ·。
,

其中
·。一

买
m 一“

、

一
;

SC Z
考虑了数据集的模糊划分

,

其值越小
,

其分类法越佳
。

显

然
,

对于综合的有效性指标函数 V 、、, ,

最大值对应于最佳的

分类数
。

3
·

1
·

S H
·

S u n 一

S
·

W
a n g 一

Q
·

Ji a n g 有效性 v创, ( 20 0 5 ) t , ]

仗里 、一生艺
。‘ , 二,

一名
。、, 。

一 一 C i ~ z 去~ 1

C o h ( 。)表示类内紧凑度
,

这样的定义可以把各个类的个

性体现出来
,

其值越小越好
。 D i: ( ‘) 表示类间分离度

,

当类间

分离得较好时
,

类间的最小距离将大些
,

通过取倒数
,

将类内

与类间数值的矛盾消除
,

从而达到预期的效果
.

该指标的核心在于 比例因子的计算
。

首先要注意的是
,

比

例 因子是关于 C . 二

的函数
,

这是我们经过分析比较并结合实

验得出的结论
:
在各种不同的聚类数中

,

计算指标值必须有一

个共同的参照
,

我们把参照选定为关于 C湘
x

的函数
。

其次
,

我

们考虑 Co h ( 。 ) 与 D ‘、 (。 )度量值的差距
,

参照标准化处理方

法
,

并结合类 比的思想
,

把每一个类及其所属成员想象为一个

大成员
,

由这些大成员又组成一个新的
“

大类
” ,

如图2所示
.

厂 飞

仁 飞

必
、 ~ Z

、
(。 ,

v
, ·) 一s二 : ( ·) +

韶券
.
令或

, . ~ ‘ 尸

几
J护、~产I.\

价.:其中
‘

认

份
。

声 飞

今全l1a (v , ,“ ~ Z
气、~ 尹

¹ 占“t ( c ) -
图2

}}。 ( X ) }}

这*
二“一 (xr 二 )告

,

、一
告买

。 且

‘ ( X ) = 毛‘ (X ) ‘ , 口 (X ) 2 ,

一7 )2

⋯
, ,

(x )’}
丁 , 。

(x ) , 一工习 (xf

这样
,

通过
“

大类
”

与原来
“

小类
”
的相似性

,

很容易把
“

大

类
”
的度量缩放到小类中去

.

基于此思想并结合实验
,

我们提

出 了如上指标函数
。

比例因子中的 B ( C~ ) 代表
“

大类
”

中各

成员到
“

大
”
聚类中心的平均距离

,

S ( C~ )代表
“

小类
”

中各成

员到
“

小
”
聚类中心的平均距离

。

最小的 V 如 月‘ ( U ,

V :X ) 对应于

·

123
.



最佳聚类数
.

该指标的另一创新之处在于对 S (C ma
二

)的定义
,

比例因子

作为一个共同的参照
,

必须或尽可能地做到对各种不同分类

法
,

类的不同大小不敏感
,

也就是说要归一到统一的共性上
。

很容易看到它与 c 。、(·)定义的区别
,

我们对
儿 , 一

菩
“法

做了

开方处理
,

即可
,
g = 1 / 2

。

为什么做这样的处理 ?考虑一般情况
,

假设在分类数 C

较小的时候
,

某个类有50 个成员
,

它们到该类聚类中心的距离

总和为 D : ,

随着 C 的变大
,

该类成员数变少
,

假设现在剩下 10

个成员
,

它们到聚类中心的距离总和为 D : ,

那么 D ,

/ D
:

会等

于 5吗 ?显然不会
,

究其原因
,

它们的聚类中心 已经发生了偏

移
,

D :
/ D

Z

将小于 5
。

为了尽量屏蔽这种情况引起的误差
,

我们

引入了一个新的参数 g
,

暂且称它为
“

泛化因子
” ,

这里取 g 一

1 / 2
。

同时
,

为了保持各种分类法中各个分类的个性
,

Co h (‘)不

做这样的处理
.

的长和宽
。

它分为 3类
,

每类包含 50 个样本
。

IR Is 是数据分析

中最经常使用的基准测试数据之一
。

图 4与图 5分别是它的 1
-

3
一
4维和 1

一

2
一
3维投影图

.

图 4 IR IS
:

l
一
3
一
4维 图5 IR IS : 1

一

2
一

3维

4 实验结果比较分析

为说明该新指标的性能
,

以下我们将对实验结果做一个

报告
.

实验中我们测试了多组各种各样的数据
,

现仅以较具代

表性的四组来做一个说明
。

其中两组数据来自于公众领域
,

另

两组由混合高斯分布生成
.

这几组数据 己经在文 [ 7〕得到验

证
。

实验中
,

统一取 m = 2
,

占= 0
.

0 0 1
,

C * 。

= 2
,

C~ = 1 0
,

11口 !}

定义为欧几里得距离
。

初始化方法采用 G r
ee d y 算法

。

为确定

最佳聚类数
,

将 V o . ,

V ‘、
,

叭。
. ,

V , 、、 ,

V 、与新指标叭、进行

了综合比较
。

4
.

1 测试数据集一 (X s。)

该数据集来源于文〔9〕
,

它由30 个 2
一

维的样本组成
,

分成 3

个类
,

每类含 10 个样本
,

如图 3所示
.

对于
。 ~ Z到 10 的计算结

果如表1所示
。

对于这个单的数据集
,

凡“
,
V ~

,

Vz
砧“不能给

出正确的聚类数
。

虽然该数据集不大
,

但却包含着大数据集中经常遇见的

重要特征
。

在它的三个类中
,

其中两个是互相重叠的
.

重叠性

使得以前定义的很多指标不能对聚类的数目做出准确的估

计
。

对于
‘二 2到 10 的计算结果如表 2所示

。

在这组数据集里
,

由于类间重叠的原因及孤立点的干扰
,

很多指标都不能给出

正确的聚类数
,

而仅有 V 叫和我们的指标竹 . ,

能给出准确的

判定
。

表 2 IR IS 的各种有效性指标位

4
.

3 测试数据集三(6 类)

用真实数据测试聚类算法的不利之处在于聚类数目与聚

类中心的真实值是未知的
.

因此也不可能据此去计算聚类算

法引起的误差
。

而这正是我们使用生成数据评价聚类算法的

原因
。

这里
,

我们首先使用混合高斯分布生成具有重叠性的数

据集
,

并预先已知其最佳聚类数
,

接下来
,

就可用它来评价各

种有效性指标的优越性了
。

图 3 X 3。

表 1 X 3。
的各种 有效性指标位

4. 2 侧试数据集二 (IR ls )Ll
·

10J

这是一组关于三种花的生物统计数据
,

通常称为 IRI S 数

据集
.

它包含15 0个样本
,

每个样本有4
一

维
,

分别为花瓣与花粤
一

1 2 4
.

图 6 数据集三
:

有6个类的2
一

维数据
,

类间高度重叠

数据集三由混合高斯分布生成
,

有3 co 个2
一

维的样本
,

分

成 6个类
,

每个类50 个样本
,

如图 6
.

类1
、

3
,

类2
、

4
,

类5
,

6是重叠

的
。

由于重叠性
,

加上含有一定数量的孤立点
,

这个数据集是

相对较难聚类的
.

表3是使用各种有效性指标计算所得的指标

值
。



在这组数据集里
,

结果 比较令人满意
,

仅有 汽
* 讨
不能给

出正确的聚类数
。

表 3 数据集三 的各种 有效性指标位

4
.

4 测试数据集四(S类)

与数据集三一样
,

数据集四也是采用混合高斯分布生成

的
。

它有 250 个3
一

维的样本
,

分成5个类
,

每个类 50 个样本
,

如图

7所示
。

在这个数据集里
,

类1和 3重叠
。

表4是使用各种有效性

指标计算所得的指标值
。

可 以看到
,

我们 的指标 V ‘绷 ‘ ,

还有

V 叫都可以给出正确的结果
。

义进行了细化
,

但整体性能上并没有提高
。

值得注意的是指标

V 、
,

对测试的多组数据
,

它也都给出 了很准确的判定
。

在接

下来的工作中
,

我们将重点与 v 、, ,

做更深入的比较分析
,

如从

时间复杂性
、

空间复杂性等
。

总结与展望 本文主要是提出了一个新的确定聚类个数

的有效性指标
。

该指标 叭
。. ;

实际是原始数据集 X
、

模糊划分

矩阵 U
、

聚类中心 v 的函数
。

实验结果表明
,

该新指标不管是

对于类间无重叠
、

重叠
,

或者具有多个孤立点等情况都能给出

正确的判定
,

而现存的指标却可能给出难以预料的结果
。

很有

必要去从理论上证明为什么新指标可 以产生这样令人满意的

结果
,

但据我们所知
,

当前文献中对有效性指标的评估都是从

实验结果入手的
。

结合统计领域的相关知识
,

并采用恰当的数

学模型可对指标的深层次行为有更进一步的了解
。

我们也已证明
,

新指标应用于 K
一

M ea n 算法 (硬划分 )中

也具有同样的优越性能
。

FCM 算法实质上是 K
一

Mea n 的自然

推广
,

K
一

M ea n 是 FCM 算法在模糊因子的特例
。

实际上
,

新指

标不做任何修改就可适用于 K
一

M ea n ,

这一点 己经通过了实

验的验证
。

指标中
“

泛化因子
”

将是下一步研究的主要内容
,

我

们将从理论和实验上对
“

泛化因子
”

做更深入的考察
.
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表4 数据集 四的各种有效性指标位

综上
,

新的有效性指标显著地改善了应用 FCM 算法确

定最佳聚类数的性能
。

在测试的多组数据集中
,

我们的有效性

指标都能给出正确的聚类数
。

V , . ,

V 俪
.

和 V 翻“‘虽然有时对于

类间交叠且多孤立点的情况可以给出正确的判定
,

但它们不

稳定
,

经常会出 现难 以预料的结果
,

如对于简单 的数据集

凡
。 ,

K‘
,

V ~ 竟然不能给出正确的结果
.

V 如‘‘

虽说是凡
.

的

改进
,

但从上面的实验结果可以看出
,

该指标仅在局部上对定

1 2 5


