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浅 议 众 数

徐明生
（厦门大学 计划统计系，福建 厦门 #$%""&）

摘要：在统计学文献中，众数扮演很小的角色。然而，在许多应用中，众数被证明是个有用的统计参

数。本文介绍了众数在实际中的一些应用，并提出了三种概率密度 ’ ( ) *的众数估计方法。
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一、引言

众数通常被定义为“频数分布中，出现次数最多的

标志值。”翻开统计学教材和有关的期刊杂志，有关众

数的介绍和研究很少。与算术平均数相比，大家似乎对

它不大感兴趣。本文中，笔者介绍了一些众数的实际应

用例子，并特别对概率密度 ’ ( ) * 的众数估计提出了三

种方法，希望本文能起到抛砖引玉作用，引起读者对众

数的兴趣，并对它进行更深入的研究。

二、众数的再解释

众数的重要性体现在它与算术平均数相比，适用

的数据类型更广，从下面几点就可看出：

/0 假定 ’（)）是随机变量 ) 的概率密度函数，如果

对于一些 ) 1 2，若有 ’（2）*’（)），等号只有 ) 1 2 时才

成立，则 ’ ( )）的众数定义为 2。

很显然，不是所有的概率密度都会有一个且只有

一个众数，当总体分布没有明显的集中趋势，而趋于均

匀分布时，则没有众数。如果变量数列具有两个标志值

出现次数最多，称为双众数，双众数的出现可能是由于

总体单位不具有同质性。

!0 用 3 表示未分组连续变量值的一个可数集合

（如样本），如果集合中的有两个或两个以上值相等，则

出现次数最多的标志值即为众数。

#0 假定 34（4 1 1 /，!，⋯，5）表示己分组值的一个

可数集合，64 是第 4 组中标志值的频数。如果对于一些

4 1 7，若有 67*64，等号只在 4 1 7 时才成立，则第 7
组称为众数组，从中找到一个合适的值就可当作众

数。

80 一个可数集的单位被分成 9 类（严格说，这其实

也是分组，为了强调，在此单独列出），这种分类标准可

按单位的公制特征，也可按单位的非公制特征。例如，

工业产品可分为“合格品”与“不合格品”，而我们知道

划分合格的标准是不同的。第 : 类的单位的频数为 ;<

（< 1 /，!，⋯，9），如果对于一些 < 1 7，若有 ;7*;<，同样

等号只在 < 1 7 时才成立，则第 7 类称为众数类。

三、众数的应用

在应用统计学中，众数有许多不同的应用，主要有

如下三大方面：

/= 在多数情况下，众数仅作为描述位置的测度参

数，主要是常见的位置平均数

作为这种测度参数，众数有个优点是它不受可能

出现的极端值的影响。这个特性也是众数常被用作处

理高度偏斜分布的位置测度的部分原因。在社会经济

统计学中可找到这类例子，特别是在处理收入分配的

统计中常用到众数。

与此相关，众数有时还被用来描述分布偏斜的程

度，我们知道在适度倾斜时，下述公式：

算术平均数一众数 1 #（算术平均数一中位数）

近似成立。

在这方面，英国的统计学家卡尔·皮尔逊（>?@/

;A?@BCD）还提出了用参数
算术平均数 - 众数

标准差
来衡量分

布的偏斜程度。

当然，作为位置测度工具，众数也有一些明显的缺

陷。如它与算术平均数相比，没有精确的计算公式，这

也是造成统计人员对它不大感兴趣的一个原因。

!= 众数的应用还常出现在不确定情况下理性决策

中

例如，成衣、鞋袜、帽子、自行车等商品的生产和销

售，厂家或商店为了了解消费者的需求，所关心的不是

这些商品的号码、尺寸或型号的平均数，而是这些商品
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的号码、尺寸、型号的众数。又如，在竞选中，候选人为

了获胜，一般是选择在选民最感兴趣话题上作文章。

#$ 众数还常用来表示最可能的结果

这方面的应用常与预测有关。从下两个例子就可

看出。

在天气预报中，在预测未来一段时间内的降雨量

就常用到概率密度 % & ’ (，如果气象台在预报时必须给

出一个降雨量数值，而大家知道气象台准确预报的记

录是关系到它的声誉的，那么最好的策略是选择众

数。

又如在 )*+,（计划评审技术）等随机网络规划中，

完成某项任务所需的时间常被假设为贝他分布，计算

完成某项任务所需的时间期望值 - 常用如下公式：

- . / 0 12 0 3
4

其中，/ 表示所需时间的最乐观估计，3 表示最悲

观估计，而 2 表示贝他分布的众数值估计，即最可能的

所需时间估计。

四、概率密度的众数估计

概率密度的众数估计是应用众数时常遇到的问

题，它可以采用如下方法解决。我们可以用 %!（’）估计 %
& ’ (，这样可以选取使 %!（’）最大的 ’ 值作为众数 5 的

估计值。可以采取一种变换的方法，其基本思路很简

单。如果 % & ’ (有一个明显的众数值 5，那么我们可以希

望一个样本容量 6 适度大的随机抽取样本会显示在 5
附近集聚趋势。这种集聚程度可以用许多不同方法来

衡量。在此，笔者给出两种直观方法。

7$ 如果我们对样本值从小到大排序，即

’" 8’! 8⋯ 8’9 8⋯ 8’9 0 : 8⋯ 8’6，

并取一些整数: 86，计算 ;& 9，:( . ’9 0 : < ’9 & 9 . 7，⋯，6 <
:），则我们可以从这些 = 值样本中得到众数位置的信

息。例如，对 = 值排序

;" 8;! 8⋯ 8;6 < :，

则 =9 . = & 9，: ( 值越大，众数落入其对应的区间（’9，’9 0 :）

的可能性 >（=9）越小，即

>（;"）? >（;!）? ⋯? >（;6 < :）。

!$ 另一种方法，我们用 @（’）.（’ < A，B 0 A）表示

区间长度 !A 固定而中点 ’ 可变的开区间。6（’）表示样

本值落入 @（’）的频数。通过改变属于区间（’"，’6）的 ’
值而计算得到的这些时 6& ’ (，可以提供众数位置的一

些思路。6（’）越大，众数落入其对应的区间 @ & ’ (的可能

性也越大。

在找到众数大致位置后，下面给出三种众数的点

估计方法，分别用 5"，5! 和 5# 表示：

（"）象上述第一种方法，用 = & 9，:）. ’9 0 : < ’9 & 9 . 7，
⋯，6 < : 和几个整数 : 86）表示 = 值的一个样本。

在估计 5 时，我们可选取最短区间（’9，’9 0 :），即使

= & 9，:）取最小值的区间。很显然，这不是点估计，只能算

是一种“最大可信度区间估计”。为了得到点估计，一种

简单的方法就是取最短区间的中点作为 5 的点估计，

用 5" 表示。

（!）象上述第二种方法，计算 @（’）和 6（’）。在估计

众数 5 时，可选取 6（’）最大时对应的 @（’），同样这也

不是点估计，我们可选取 @（’）的中点作为众数 5 的点

估计，用 5! 表示。

（#）这种方法比较复杂，计算公式如下：

5#

)
.

6 < :

9 . "

"
!
（’9 0 : 0 ’9）

（’9 0 : < ’9）

)

C

6 < :

9 . "

"
（’9 0 : < ’9）C

其中，D 8) 8:，
"
!
（’9 0 : 0 ’9）是区间（’9，’9 0 :）的中

点，5# 构造的思路是对这些中点采用加权平均方法。与

前两种方法相比，此法的特点是使用了所有的样本

值。

上述的三种方法是笔者在直觉的基础上构造的，

毫无疑问，这三种方法估计效果的好坏与概率密度 %
& ’）本身的特性密切相关。更具体地，让我们考虑下面

两种不希望的情形：

如果 % & ’ ( 显示一个很尖的峰（如下图），那么若样

本容量不很大的话，三种方法，特别是 5" 和 5!，其估计

效果可能会很差。

如果 % & ’）是皮尔逊型的指数形式，那么我们得到

的点估计值就一定是有偏的。


