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基于观测器的广义线性系统降阶 H
∞
控制器设计

陈 凌, 廖 勇, 曾建平
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摘  要:本文研究基于Luenberger观测器的广义系统降阶H
∞
控制器的设计问题,并且该观测器是关于干扰解耦的。首先是提出了广

义系统 H
∞
状态反馈控制问题的一个充要条件,并利用线性矩阵不等式方法求解出广义系统的 H

∞
状态反馈增益。然后对该

H
∞
状态反馈增益进行渐进降阶观测,基于广义Sylvester矩阵方程的显式通解的参数化设计方法,实现了广义系统的降阶H

∞ 
控制。本文最主要的工作是给出了相应的广义线性系统降阶 H

∞
控制器的设计算法。在文章的最后给出了一个例子,用来

说明降阶算法的有效性。
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Abstract: This paper presents the design of a robust reduced-order Luenberger observer-based H
∞ 

controller for the descriptor

system. This observer is with disturbance decoupling. A necessary and sufficient condition  for the H
∞ 

state-feedback

control problem of descriptor systems is established. Based on the parametric design approach for generalized Sylvester

matrix equations, a reduced-order H
∞ 

controller for descriptor systems is obtained. One major contribution of the present

work is that a design algorithm for constructing the reduced-order H
∞ 

controller is presented. An illustrative example is

also given.
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1  引言

多数控制系统都采用基于反馈构成的闭环结构。反

馈系统的特点是对内部参数变动和外部环境影响具有良

好的抑制作用。状态反馈是以系统状态为反馈变量的一

类反馈形式,很多控制问题都有赖于采用状态反馈才能

够实现。而状态观测器的提出,主要是为了解决状态反

馈在性能上的不可替代性和物理上的不能实现性的矛

盾。如果所设计的观测器在干扰存在的条件下还能观测

到我们所要求的信号,则称此观测器是关于干扰解耦的

[1]。自Luenberger观测器提出以来[2],在线性系统理论中

得到了广泛的研究。而在利用Luenberger观测器来设计

反馈控制器的问题上, 也取得了一些重要的结果[3~5]。

对降阶控制器设计的研究受到了很多的关注。对

于这个问题的研究是有其实际的应用背景,阶数过高的

控制器不但不利于实现,而且可能会引起时滞等因素从

而导致系统控制品质恶化。我们在观测器设计中经常

会遇到带约束的广义Sylvester方程的求解问题[6 7]以及

解的表达形式的限制, 使得很难实现广义系统的降阶

控制。文献[8]研究了干扰解耦观测器设计问题,提出了

基于Sylvester矩阵方程的显式通解的参数化表示及设

计算法,该方法极大地降低了计算的复杂性,提高了设

计的自由度和灵活性。文中首先提出了广义系统 H ∞状
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态反馈控制问题的一个充要条件,利用线性矩阵不等式

方法求解出广义系统的 H ∞状态反馈增益。然后对该 H

∞状态反馈增益进行渐进降阶观测, 基于文献[ 8 ] 中

Sylvester矩阵方程的显式通解的参数化设计方法, 实

现广义系统的 H ∞降阶控制。本文最主要的工作是给出

了广义线性系统降阶 H ∞控制器的设计算法。在文章的

最后给出了一个例子, 用来说明降阶算法的有效性。

在文中的第3 部分, 给出了广义系统 H ∞状态反馈

控制问题的一个充要条件。在第4 部分利用所求得的 H

∞状态反馈增益矩阵,提出了基于降阶观测器进行降阶

控制的设计算法,而且该观测器是关于干扰解耦的。为

了方便叙述,文中做如下的约定: TAAA +=:)(Sym ,I

表示适当维数的单位矩阵。

2  问题的提出

考虑如下的广义线性系统:

uDwDxCy

uDwDxCz
uBwBAxxE

22212

12111

21

++=
++=
++=&

               (1)

其中 nx R∈ , ru R∈ ,
my R∈ , qw R∈ , sz R∈ 分别

为系统的状态向量,输入向量,量测输出向量,扰动输入

向量和被调输出向量,且对应的各系数矩阵均有适当的

维数。 nnE ×∈ R , nrE ≤=)(rank 。在此不妨假设 0=ijD ,

2,1=i , 2,1=j ,如果不满足的话,可以通过适当的变化

即可以实现[9],所以假设并不失一般性。

定义1[10]

(I) 矩阵对 ),( AE 称为正则的,如果关于 s的特征多

项式 0)det( ≠− AsE ;

(II)矩阵对 ),( AE 称为无脉冲,如果

EAsE rank))deg(det( =− ;

(III) 矩阵对 ),( AE 称为稳定的,如果 0)det( =− AsE

的所有特征根均具有负实部;

(IV) 矩阵对 ),( AE 称为容许的,如果它是正则的,

稳定的且无脉冲;

H ∞控制问题是寻找一个镇定控制器 )()()( sysKsu =

使闭环系统是容许的,而且对于给定的 0>γ ,从扰动输

入 w 到被控输出 z 的闭环传递函数 )(sTwz 的 H ∞范数小

γ 。在状态反馈情况下,闭环系统的 H ∞性能并不能够

通过增加控制器的阶数来加以改进。因此,系统的 H ∞

状态反馈控制器总是能够选择为一个静态控制律。

已知状态反馈律为 Kxu = ,则所构成的闭环系统可

记为

xCz

wBxAxE
~

~~~

=

+=&
                                           (2)

其中 EE =
~

, KBAA 2
~

+= , 
1

~
BB = , 1

~
CC = .

为了保证系统(1)解的唯一性,假设矩阵对(E, A)正

则,且系统是 R - 能观的,即满足条件:　

n
C

AsE
=







 −

2
rank , Cs ∈∀                    (3)

本文的目的是设计如下基于Luenberger 函数观测

器的降阶 H ∞控制器,而且该观测器是关于干扰解耦的:

NyMu

uTBGyF

+=
++=

θ
θθ 2

&
                        (4)

其中 pR∈θ 为控制器的状态变量,p 为控制器的维数。

F , G , T , M , N 均为适当维数的实矩阵,并且满足

1) 0)(lim =−∞→ Kxut （当 0≠w 时也是满足的,即

Luenberger观测器(3)是关于系统(1)中的干扰 )(tw 解耦

的）,其中 K 为广义系统(1)的 H ∞状态反馈增益矩阵;

2) 广义系统(1)和控制器(4)所构成的闭环系统是容

许的,而且对于给定的 0>γ ,从扰动输入 w 到被调输出

z 的闭环传递函数 )(sTwz 的 H ∞范数小于 γ ;

3  准备工作
引理 1 考虑闭环系统(2),给定 0>γ ,则下列两个

陈述是相互等价的

1) 矩阵对 )
~

,
~

( AE 是容许的,且系统(2)的传递函数

BAEsCsG
~

)
~~

(
~

)( 1−−= , 满足有 γ<
∞

)(sG ;

2) 存在矩阵 P 满足下列线性矩阵不等式:

0
~~

≥= EPPE TT                                   (5)

0
0

~
0

~
~~~~

<
















−
−

+

IC
IPB

CBPAPPA
T

TTTT

γ
γ                 (6)

证明 由文献[9]的结果可知陈述(1)成立的充要条件

是存在一个矩阵 P̂ 满足:

0ˆˆ ≥= EPPE TT

0ˆ~~ˆ1~~~ˆˆ~
2

<+++ PBBPCCAPPA TTTTT

γ
          (7)

对式(7)两边同乘以 2/1−γ ,定义 PP ˆ: 1−= γ ,则可得

0
~~1~~1~~

<+++ PBBPCCAPPA TTTTT

γγ
对上式使用Schur 补引理,即可以得到相应的结果。

由引理1 , 可以得到广义系统的 H ∞状态反馈的一

个充要条件:

定理1 给定 0>γ ,系统(1)的状态反馈 H∞控制问题
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可解,当且仅当存在适当维数的矩阵 X 和 Y ,使得

0
0

0

)(Sym

1

1

112

<
















−
−

+

IXC
IB

CXBYBAX
T

TT

γ
γ            (8)

0≥= EXEX TT                             (9)

成立。如果 *X 和 *Y 是其中一个可行解, 则

)()( 1** txXYu −= 是对应的一个状态反馈 H ∞控制器。

证明 将 H ∞状态反馈闭环系统(2)中各系数矩阵的

具体值代入式(6),可以得到

 0
0

0
)()(

1

1

1122

<
















−
−

+++

IC
IPB

CBPKBAPPKBA
T

TTTT

γ
γ       (10)

可知 P 是非奇异矩阵, 则对式( 1 0 ) 分别左乘

},,diag{ -T IIP 和右乘 },,diag{ -1 IIP ,然后对式(5)分别左

乘 TP− 和右乘 P 。定义 1−= PX 和 KXY = ,即可以得到

式(8)和(9),则定理得证。

注1 式(8)和(9)组成了一个线性矩阵不等式方程组,经

过适当的数学变换后,可以使用LMI 工具箱来进行求解。

下面考虑观测误差极限 )(lim Kxut −∞→ 。记

Kxue −= ,则

e KxNyM −+= θ xKNCMTEM )( 2 −++= ε

其中 TEx−=θε ,然后对ε 进行求导可得

)( 212 uBwBAxTuTBGyF ++−++= θε&
wTBTAxxGCFTExFTExF 12 −−++−= θ

wTBxTAGCFTEF 12 )( −−++= ε
由上可得控制系统(1),(4)的观测误差方程为

xKNCMTEMe

wTBxTAGCFTEF

)(

)(

2

12

−++=
−−++=

ε
εε&

           (11)

且它们需要满足下述条件[11]:

−⊂ CF )(λ                                 (12)

02 =−+ TAGCFTE                        (13)

KNCMTE =+ 2
                           (14)

当干扰 0≡w 时,对于系统(1),(4)有下述关系成立

0)(lim =−∞→ Kxut
                         (15)

但是当 0≠w 时,式(15)一般并不成立,于是引入下

述的定义。

定义2 对于系统(1)和控制器(4)所构成的闭环系统,

如果对任何实向量干扰函数 )(tw 均有(15)式成立,则称系

统(4)为系统(1)的干扰解耦Luenberger 观测器,或称

Luenberger观测器(4)是关于系统(1)中的干扰 )(tw 解耦的。

引理2[8] 称Luenberger观测器(4)为系统(1)的干扰

解耦Luenberger 观测器的充分必要条件为:

0)( 1
1 =− − TBFsIM , Cs ∈∀                 (16)

或

0=TDMF i , 1,,1,0 −= pi L                 (17)

注 2 当上述条件不满足时,可以适当地增加观测器

的阶数 p 来获得更多的自由度。

引理3[12] 对于满足条件(3)的R-能观矩阵组(E, A,

2C )以及对角阵 },,,{diag 21 psss L=Λ ,矩阵方程

ETCLAT ′Λ=′+′ 2
                        (18)

的通解可表示为:

TT
p

TT tttT ][ 21 L=′ , ij
T
i gsHt )(=        (19a)

TT
p

TT lllL ][ 21 L=′ , ij
T
i gsLl )(=         (19b)

其中
m

ig C∈ ,i=1,2,⋯,p为自由参数。 )(R)( ssH mn×∈

与 )(R)( ssL mm×∈ 右互质且满足互质分解:

)()()( 1
2

1 sLsHCAsE TTT −− =−                (20)

4  降阶控制器的设计方法

4.1  矩阵 F, T, G的参数表示

不失一般性,可将 F 取为非退化结构,亦即

1−Λ= WWF , },,,{diag 21 psss L=Λ               (21)

其中 Λ 与 [ ]pwwwW L21= 分别为 F 阵的Jor-

dan 标准型和特征向量矩阵,它们满足如下的约束条件:

约束1:
is , i=1, 2, ⋯, p 复封闭,且 0Re <is ,

i=1, 2, ⋯, p.

 约束2: ji ss = 时有 ji WW = ,且 0det ≠W .

将式(21)代入式(13),并令 TWT ′= , LWG ′= ,于是可

得下述矩阵方程

ETCLAT ′Λ=′−′ 2
                                 (22)

则由引理3 可得矩阵 T ,  G 的参数表示如下

TT
p

TT tttWT ][ 21 L= ,
ij

T
i gsHt )(=           (23a)

TT
p

TT lllWG ][ 21 L= , 
ij

T
i gsLl )(−=          (23b)

其中 )(sH 与 )(sL 为满足式(20 )的右互质多项式,
m

ig C∈ , i=1, 2, ⋯, p 为自由参数。为保证 T, G 为

实矩阵还应满足如下约束条件:

  约束3: 当 ji ss = 时有 ji gg = .

4.2  M, N的参数表示

由式(14)可知 M, N 有解的充要条件为
















=









K

C
TE

C
TE

2
2

rankrank                                (24)

可以通过限定矩阵 T 的参量使得上式成立, 对矩阵

[ ]TTTT KCTE 2)( 实施初等变化可以使得矩阵P, Q满足:
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=








00
00

2

T
Q

C
TE

P , [ ]00KKQ =                 (25)

0T 为 *r 阶可逆实矩阵,
*

R0
rrK ×∈ , 其中 *r 为

[ ]TTT CTE 2)( 的秩,则 [ ]NM 的参数表示形式为

[ ] [ ]PNTKNM ′= −1
00

                       (26)

其中 )( *

R rpmrN −+×∈′ 为无约束实参数矩阵。

有了以上的各项准备工作,则我们可以得到如下降

阶 H ∞控制器的设计算法:

1) 如果定理1中的线性矩阵不等式方程组(8)和(9)

是可解的,则求出其中一个可行解 ),( GX ,并得到对应

的一个 H ∞状态反馈增益矩阵 K , 然后进入下一个步

骤。否则,降阶 H ∞ 滤波问题是不可解的,停止;

2) 求解分解式(20),并置p=1;

3) 求取 T 阵的参数表达式;

4) 检验是否存在参数 ,is ig , pi ,,2,1 L= 使得(24)成

立,否则置 1: += pp 后转入3);

5) 求取满足式(25)的矩阵 P , 0T , 0K ,进而得到

F, M, T 的参数表达式;

6) 将 F, M, T 的参数表达式代入式(16)定出参数

,is ig , iw , pi ,,2,1 L= ,若满足式(16)的参数不存在,则

置 1: += pp 后转入3);

7) 将求得的参数代入式(21),(23)和(26)即可以得到

降阶控制器的各个参数;

注3 如果满足约束的参数不存在时,需要增加观测

器的阶数 p 来获得更多的自由度。

5  算例
考虑具有如下参数的广义系统:
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E , 














−
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−
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1
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0

1
0

2B [ ]1111 =C , 







=

010
001

2C .

取 7.0=γ ,求解出定理1 中的线性矩阵不等式方程

组的可行解,并得到系统的一个 H ∞状态反馈增益矩阵为

K=(1.3542  -2.0000  0.9366)

按照上述的算法设计降阶干扰解耦Luenberger 观

测器,则我们可以得到

,

06/

02/1
10

)(















=

s

sH
　 








−

+
=

01
60

)(
s

sL

令 F=s,可得

[ ]6/2/ 112 sgggT = ,　 [ ]12)6( ggsG −+−=

[ ]1/8732.1 gM = ,

[ ]0000.2)/(8732.13542.1 12 −∗−= ggN
由引理2 可知观测器关于干扰解耦充要条件为

0)( 1
1 =− − TBFsIM

又rankM=p,可得 06/12 =− sgg 。于是可取 3−=s ,

=1g 2, 12 −=g . 则可得降阶控制器的各个系数矩阵为

[ ]3−=F ,  [ ]111 −−=T , [ ]23=G

[ ]9366.0=M ,  [ ]0000.22908.2 −=N

本例说明该降阶 H ∞控制器的设计方法可以提供

较大的设计自由度,并且比较简单和有效。

6  结束语

本文研究基于Luenberger 观测器的广义系统降阶

H ∞控制器的设计问题, 并且该观测器是关于干扰解耦

的。提出了广义系统 H ∞状态反馈控制问题的一个充要

条件,并求解出广义系统的 H ∞状态反馈增益。然后对

该 H ∞状态反馈增益进行渐进降阶观测, 基于广义

Sylvester矩阵方程的显式通解的参数化设计方法,实现

了广义系统的降阶 H ∞ 控制。主要的工作是给出了相

应的广义线性系统降阶 H ∞控制器的设计算法。最后的

算例说明该算法是简单有效的。
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图3  侧滑角响应

本文提出一种将LPV 系统与RIDE 控制方法相结合

的现代增益调参控制方法，该方法不仅能够保证整个

闭环系统具有良好的性能品质、动态特性指标以及较

强的鲁棒性，而且设计思路清晰、物理意义明确、易于

工程实现。
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